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1. Цели и задачи дисциплины: Дисциплина «Топологические методы в эллиптической теории»

является одной из начальных дисциплин направления подготовки «Математика», с которых начи-

нается обучение в магистратуре и подготавливающих студента к изучению последующих дисци-

плин.

Основная цель курса – знакомство обучающимися с основными понятиями и методами эллипти-

ческой теории, включая теорию Фредгольма и элементы алгебраической топологии. Развитие этих

теорий в XX веке привело к получению знаменитой формулы индекса Атьи-Зингера для индекса

эллиптического оператора на замкнутом многообразии.

2. Место дисциплины в структуре ООП:

Дисциплина «Топологические методы в эллиптической теории» относится к базовой компоненте

блока 1 учебного плана. В таблице № 1 приведены предшествующие и последующие дисциплины,

направленные на формирование компетенций дисциплины в соответствии с матрицей компетен-

ций ОП ВО.

Предшествующие и последующие дисциплины, направленные на формирование компетен-

ций 

№ 

п/п 

Шифр и наименование 

компетенции 

Предшествующие дисци-

плины 

Последующие дисциплины 

(группы дисциплин) 

Общепрофессиональные компетенции 

ОПК-1. 

Способен формулиро-

вать и решать актуаль-

ные и значимые про-

блемы математики 

История и методология 

математики 

Функциональные простран-

ства 

3. Требования к результатам освоения дисциплины:

Процесс изучения дисциплины направлен на формирование следующих компетенций:

ОПК-1 Способен формулировать и решать актуальные и значимые проблемы математики 

В результате изучения дисциплины студент должен: 

Знать, основные понятия теории фредгольмовых и эллиптических операторов. 

Уметь применять методы алгебраической топологии в простейших прикладных задачах. 

Владеть определениями фундаментальной группы, дифференциальных форм, когомологий. 

4. Объем дисциплины и виды учебной работы

Вид учебной работы Всего ча-

сов 

Семестры 

1 2 3 4 

Аудиторные занятия (всего) 32 32 

В том числе: 



Лекции 16  16   

Практические занятия (ПЗ) 16  16   

Семинары (С)      

Лабораторные работы (ЛР)      

Самостоятельная работа (всего) 40  40   

В том числе:      

Курсовой проект (работа)      

Расчетно-графические работы      

Реферат      

Другие виды самостоятельной работы 40  40   

Вид промежуточной аттестации (экзамен) 36  36   

Общая трудоемкость                                     час 

                                                                       зач. Ед. 

108  108   

3  3   

 

5. Содержание дисциплины 

5.1. Содержание разделов дисциплины 

№ 

п/п 

Наименование разде-

ла дисциплины 

Содержание раздела (темы) 

1.  Теория Фредгольма  Компактные операторы.Операторы конечного ранга. Компактные 

операторы. *-Алгебра компактных операторов. Условия компактно-

сти интегральных операторов. Фредгольмовы операто-

ры.Определение фредгольмовости. Свойства фредгольмовых опера-

торов.Теорема Никольского-Аткинсона. Определение индекса. Свой-

ства индекса. Операторы Теплица Ограниченность. Символ. Формула 

композиции. Теорема о фредгольмовости операторов Теплица. 

2.  Элементы алгебраи-

ческой топологии 

 Фундаментальная группа пространства Пути. Петли. Гомотопность 

путей. Определение фундаментальной группы. Индуцированное 

отображение. Его гомотопическая инвариантность. Фундаментальная 

группа пространства II Гомотопические эквивалентности про-

странств.Инвариантность фундаментальной группы относительно 

гомотопических эквивалентностей. Накрытия. Универсальные 

накрытия. Вычисление фундаментальной группы при помощи 

накрытий. Дифференциальные формы и когомологии де Рама Фор-

мулы индекса операторов Теплица.Формулы индекса дифференци-

альных операторов в Rn. 

 

5.2. Разделы дисциплин и виды занятий 

№ 

п/п 

Наименование раздела дисциплины Лекц. Практ. 

зан. 

Лаб. 

зан. 

СРС Все-

го 

час. 



1.  Теория Фредгольма 8 8  20 36 

2.  Элементы алгебраической топологии 8 8  20 36 

 Контроль знаний     36 

 Итого: 16 16  40 108 

6. Лабораторный практикум  не предусмотрен 

7. Практические занятия (семинары) 

№ 

п/п 

Темы практического занятия Трудоемкость (час.) 

1.  Вводное занятие 2 

2.  Компактные операторы 2 

3.  Фредгольмовы операторы 2 

4.  Операторы Теплица 2 

5.  Вычисление фундаментальных групп  2 

6.  Вычисление фундаментальных групп 2 

7.  Вычисление когомологий в простейших ситуациях 2 

8.   Контрольная работа по дифференциальным формам 2 

 

8. Курсовые работы не предусмотрены. 

9. Учебно-методическое и информационное обеспечение дисциплины: 

а) основная литература: 

1. Хелемский А.Я. Лекции по функциональному анализу. 2015. МЦНМО. Глава 3. 

2. Мищенко А.С. Фоменко А.Т. Курс дифференциальной геометрии и топологии. 2020. МГУ. 

3. Мищенко А.С., Соловьев Ю.П., Фоменко А.Т. Сборник задач по дифференциальной гео-

метрии и топологии. 2016. МГУ (параграфы 12 и 30 --- дифференциальные формы; 31,32- 

гомотопии, накрытия) 

б) дополнительная литература 

4. Пале Р. Семинар по теореме Атьи и Зингера об индексе. М. Мир. 1970. 

 

10. Материально-техническое обеспечение дисциплины: 

учебная аудитория для проведения семинарских занятий, большая аудитория (лекционный зал) 

для чтения лекций. 

11. Методические рекомендации по организации изучения дисциплины: 



Для успешного освоения данного курса необходимо посещать занятия. На лекциях будут по-

дробно разбираться все понятия и методы, будут разобраны репрезентативные примеры. На семи-

нарах разбираются типичные задачи как вычислительного плана, так и задачи на доказательство. 

Кроме этого будут выдаваться задачи для самостоятельного решения. 

 

11.1 Структура практических занятий 

 

В каждом семестре на итоговый контроль знаний отводится 45 баллов, ещё 55 баллов отводится на 

выполнение контрольной работы, активной работы на семинарских занятиях  и выполнение до-

машних заданий. Итоговая сумма баллов   – 100. 

 

Соответствие систем оценок (используемых ранее оценок итоговой академической успеваемости, 

оценок ECTS и балльно-рейтинговой системы (БРС) оценок текущей успеваемости) (В соответ-

ствии с Приказом Ректора №996 от 27.12.2006 г.): 

Баллы 

БРС 

Традицион-

ные 

оценки в РФ 

Баллы для перевода 

оценок 

Оценки Оценки 

ECTS 

86 – 100 5 
95 - 100 5+ A 
86 - 94 5 B 

69 – 85 4 69 - 85 4 C 

51 – 68 3 
61 - 68 3+ D 
51 - 60 3 E 

0 – 50 2 
31 - 50 2+ FX 
0 - 30 2 F 

 

1. Студенты обязаны сдавать все задания в сроки, установленные преподавателем. 

2. Отсрочка в сдаче домашнего задания считается уважительной только в случае болезни сту-

дента, что подтверждается наличием у него медицинской справки. 

3. Студент допускается к итоговому контролю с любым количеством баллов, набранным в 

семестре, но при условии, что у него имеется теоретическая возможность получить не ме-

нее 31 балла. 

4. Если в итоге за семестр студент получил менее 31 балла, то ему выставляется оценка F и он 

должен повторить дисциплину в установленном порядке. Если же в итоге студент получил 

не менее 31 балла, т.е. Fx, то ему разрешается добор необходимого (до 51) количества бал-

лов путём повторного одноразового выполнения предусмотренных итоговых контрольных 

мероприятий; при этом аннулируются, по усмотрению преподавателя,  соответствующие 

предыдущие результаты. Ликвидация задолженностей проводится в период с 07.02 по 28.02 

по согласованию с деканатом. 

5. Итоговая контрольная работа (итоговый контроль) содержит от 3 до 6 вопросов (или зада-

ний). На подготовку к ответу отводится 1 час, после чего производится устный опрос сту-

дента. Оценивается работа из 60 баллов независимо от оценки, полученной в семестре. 
 

11.2 Самостоятельная работа студента 

Еженедельно студенты получают домашнее задание по текущей теме практического занятия. 

Следующее практическое занятие начинается с проверки выполненного домашнего задания, во-

просов по домашнему заданию и его обсуждения. После этого происходит переход к следующим 

задачам по текущей или новой теме.  

На практических занятиях у доски задачи и упражнения решаются в основном кем-то из вы-

званных студентов. При этом все присутствующие студенты должны контролировать и записы-

вать решение на доске, а также устно отвечать на возникающие при решении вопросы. 
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Паспорт фонда оценочных средств по дисциплине  «Топологические методы в эллиптической теории  Модуль 2 
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Контролируемый 

раздел дисци-

плины 

Контролируемая 

тема дисципли-

ны 

Наименование оценочного средства 
Баллы 

темы 

Баллы 
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ОПК-

1 

Теория Фред-

гольма 

Тема 1: Теория 

Фредгольма 

      25      25   50 50 

ОПК-

1 

Элементы алгебр. 

топологии 

Тема 2: Элемен-

ты алгебр. топо-

логии 

   25   5      20   50 50 

  ИТОГО:    25   30      45   100 100 

 

  



Перечень оценочных средств 

по дисциплине Топологические методы в эллиптической теории   

 

п/

п 

Наименование 

оценочного сред-

ства 

Краткая характеристика оценочного 

средства 

Представление оце-

ночного средства в 

фонде 

Аудиторная работа 

 Контрольная ра-

бота 

Форма проверки качества усвоения сту-

дентами учебного материала в соответ-

ствии с утвержденной программой. 

Комплект вариантов   

3 Экзамен Форма проверки качества усвоения сту-

дентами учебного материала и выполне-

ния в процессе обучения всех учебных 

поручений в соответствии с утвержден-

ной программой. 

  список экзаменацион-

ных вопросов 

Самостоятельная работа 

1 СРС (домашнее 

задание) 

Форма проверки качества усвоения сту-

дентами учебного материала в соответ-

ствии с утвержденной программой. 

Примерный вариант 

домашнего задания 

 



Приложение 3  

 

Дисциплина  

Топологические методы в эллиптической теории   

Вопросы экзамена 

 

1. Компактные операторы и их свойства 

2. Фредгольмовы операторы и их свойства. 

3. Теорема Аткинсона 

4. Индекс и его свойства. 

5. Преобразование Фурье и его свойства. Символ дифферециального оператора 

6. Пространства Соболева и их свойства. 

7. Понятие о псевдодифференциальном операторе. 

8. Символ дифференциального оператора. Формула композиции. 

9. Символ дифференциального оператора. Формула замены переменной. 

10. Алгебра Грассмана. Свойства. Примеры. 

11. Дифференциальные формы в Rn. Внешний дифференциал. Свойства. 

12. Индуцированное отображение на формах. Естественность внешнего дифференциа-

ла. 

13. Комплекс де Рама. Примеры. Связь с векторным анализом 

14. Когомологии де Рама. Замкнутые формы. Точные формы. 

15. Индуцированное отображение в когомологиях. Гомотопическая инвариантность. 

16. Когомологии Rn и шара. Когомологии окружности. Когомологии кольца. 

17. Когомологии плоской области с дырками.  

18.  Интегрирование по фундаментальному циклу.  

19. Характер Черна эллиптического символа. Его свойства. 

20. Формула Атьи-Зингера. 

 

Каждому студенту достается билет, содержащий 2 вопроса из данного перечня и задачу 

из списка ниже. Ответ на каждый вопрос оценивается от 0 до 15 баллов в зависимости 

от полноты и правильности ответов. Задача оценивается от 0 до 15 баллов в зависи-

мость от полноты и правильности решения. 

 

Примерные варианты   домашних заданий  и задач экзамена 

по дисциплине Топологические методы в эллиптической теории 

Блок 1. Гомеоморфизм 



 

 

 

 

14.49 Доказать, что группа SL(2,R)  матриц с определителем равным единице гомеоморф-

на произведению  S1xR2. 



 

 

 

Блок 2. Гомотопии 

 

 

 

 



 

32.99 Найти гомотопические группы тора с дыркой 

32.100 Из R3 удалили точку и прямую, которая не проходит через эту точку. 

Найти гомотопические группы полученного пространства.  

 

Блок 3. Гомотопические группы. Точные последовательности. 

 

 

 



 

 



Блок 4. Гомологии 

Построить клеточное разбиение и вычислить гомологии следующих про-

странств: 

1) кольцо   

2) круг  

3) крендель (сфера с 2 ручками): 

4) тор с дыркой 

5) шар    

6) полноторие 

7) лист Мёбиуса 

8) шаровой слой    

9) букет  

10) n-мерный шар 

11*) n- мерный тор 

12) трёхмерное вещественное проективное пространство   

13) двумерное комплексное проективное пространство  

14) найти гомологии дополнения  (окружность вложена в простран-

ство незаузлено) 

15) Яблоко имеет форму шара. Червячок проел в яблоке полость в форме 

полнотория. Найти гомологии оставшейся части яблока. 

16) предыдущая задача с учётом того, что червяк ещё проел цилиндрическую 

полость, соединяющую поверхность яблока и торическую полость внутри яб-

лока. 

17) записать цепной комплекс для поверхности тетраэдра 

 

Примерный вариант контрольной работы по дифференциальным формам 



 

  


