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Введение

Актуальность темы исследования. Известный в классиче-
ской механике принцип Остроградского выделяет действительное
движение системы из всех кинематически возможных движений
при более широких предположениях относительно сил по срав-
нению с принципом Гамильтона1. В случае принципа Остроград-
ского силы, действующие на систему, предполагаются произволь-
ными, в случае принципа Гамильтона – потенциальными.

Уравнениями движения системы, к которым приводит принцип
Остроградского, являются уравнения Лагранжа второго рода

∂T

∂qi
− d

dt

(
∂T

∂q̇i

)
+Qi = 0, i = 1, n,

где T = T(q, q̇, t) – кинетическая энергия системы, Qi = Qi(q, q̇, t)

– обобщенная сила, отнесенная к координате qi (i = 1, n).

Если на систему одновременно действуют потенциальные и
непотенциальные активные силы, то обобщенная сила Qi может
быть представлена в виде

Qi =
∂U
∂qi

+ Pi,

где Pi = Pi(q, q̇, t) – обобщенная непотенциальная сила, отнесен-
ная к координате qi, U(q) – силовая функция. В связи с этим

1В данном случае используется терминология [27]. Отметим, что в литературе не существует обще-
принятого названия указанных вариационных принципов. Например, в монографии [113] более общий
принцип, как и его частный случай, называется принципом Гамильтона.
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получаем следующие уравнения движения:

∂L

∂qi
− d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
+ Pi = 0, i = 1, n,

где L(q, q̇, t) = T(q, q̇, t) + U(q) – лагранжиан системы.
Следуя [92], аналогичные уравнения в механике систем с бес-

конечным числом степеней свободы, то есть уравнения вида

δL

δu
− d

dt

(
δL

δut

)
+ Λ(u) = 0,

где через δ/δu и δ/δut обозначены функциональные производные
по u и ut соответственно, будем называть уравнениями Лагранжа
с непотенциальными плотностями сил, а бесконечномерные систе-
мы, движения которых описываются этими уравнениями, – бес-
конечномерными лагранжевыми системами с непотенциальными
силами.

В классической механике известны теоремы Томсона-Тета-
Четаева о влиянии различных сил на устойчивость движения [63],
поэтому обратная задача о представлении уравнений движения в
указанном виде является актуальной даже для систем с конечным
числом степеней свободы. Она представляет теоретический инте-
рес и также имеет практическую ценность. В случае систем с бес-
конечным числом степеней свободы, для которых вопрос иссле-
дования устойчивости движения по структуре действующих сил
остается пока мало изученным, результаты диссертационной ра-
боты могут оказаться весьма полезными для качественной оценки
различных факторов, влияющих на устойчивость движения.

Одной из прямых задач механики систем с бесконечным чис-
лом степеней свободы является задача нахождения интегралов
уравнений движения. Следует отметить, что интегралы уравне-
ний движения имеют многочисленные применения. В частности,
они могут использоваться для доказательства существования и
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единственности классических решений дифференциальных урав-
нений в частных производных (см., например, [53, 112]), для ис-
следования устойчивости движения [23,54,157]. В работе [166] за-
коны сохранения применены для доказательства существования
волновых решений уравнения Кортевега-де Фриза.

Задача нахождения интегралов уравнений движения тесно свя-
зана, в частности, с задачей представления уравнений движения
в форме канонических уравнений Гамильтона. Для решения по-
следней необходимо предварительно построить функционал дей-
ствия, из условия стационарности которого получались бы со-
ответствующие уравнения движения рассматриваемой системы,
или, другими словами, построить гамильтониан, позволяющий
представить уравнения движения в виде канонических уравне-
ний Гамильтона. Обобщение канонического гамильтонова фор-
мализма на случай систем с бесконечным числом степеней сво-
боды привело к неклассическому гамильтонову формализму, в
основе которого лежит понятие неканонической скобки Пуассо-
на [5, 32, 38, 42, 76, 154, 172]. Теория гамильтоновых систем рас-
полагает весьма действенными методами интегрирования и ка-
чественного исследования уравнений движения [48, 49], поэтому
задача представления уравнений движения непотенциальных си-
стем с бесконечным числом степеней свободы в форме канони-
ческих и неканонических уравнений Гамильтона также является
актуальной.

К прямым задачам механики бесконечномерных систем отно-
сится также задача определения качественных показателей, ха-
рактеризующих свойства их движения. Такими качественными
показателями являются, например, интегральные инварианты.
Теория интегральных инвариантов, разработанная А. Пуанкаре
для конечномерных систем [87], получила дальнейшее развитие в
работе [45]. Взаимосвязь интегральных инвариантов с интеграла-
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ми уравнений движения систем с бесконечным числом степеней
свободы была установлена в работе [92].

Таким образом, многочисленные практические задачи при-
водят к необходимости исследования движения непотенциаль-
ных систем с бесконечным числом степеней свободы, поэто-
му требуются эффективные способы анализа их состояния. В
связи с этим представляет значительный интерес распростра-
нение методов классической механики на системы различной
физической природы, движение которых описывается различ-
ными типами уравнений (обыкновенными дифференциальны-
ми, дифференциальными уравнениями в частных производных,
интегро-дифференциальными уравнениями, дифференциально-
разностными уравнениями и др.), с привлечением новых классов
функционалов для построения интегральных вариационных фор-
мулировок уравнений движения.

Изложенное выше определяет актуальность решения прямых
и обратных задач механики непотенциальных систем с бесконеч-
ным числом степеней свободы в рассмотренных в диссертацион-
ной работе постановках.

В настоящей диссертационной работе получил развитие опе-
раторный подход к исследованию движения непотенциальных
систем, что позволило расширить область применения методов
классической механики и получить новые результаты для беско-
нечномерных, а также и для конечномерных систем. Это связано
с тем, что операторный подход дает возможность исследовать од-
новременно разнообразные типы уравнений и их систем. В этом
заключается новизна операторного подхода и его отличие от ко-
ординатных методов. Кроме того, некоторые известные в класси-
ческой механике результаты могут быть получены как следствия
из результатов диссертационной работы.

Отметим, что основы операторного подхода в механике систем
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с бесконечным числом степеней свободы заложены в работах [92,
191].

Степень разработанности темы исследования.
Основные методы классической механики изложены в рабо-

тах [3, 4, 27, 33, 55, 57, 58, 113] и др. Многие из этих методов бы-
ли распространены на исследование движения систем различной
физической природы и структуры [9, 34,37, 56,66–68,71, 78, 81, 82,
91,110,111,125,127,149,164,165,167,177,184,195,204]. Для приме-
нения методов классической механики может потребоваться, что-
бы соответствующие уравнения движения были представлены в
форме уравнений Лагранжа или Гамильтона [69, 70, 72, 156]. Ис-
следованию вопросов прямой и косвенной представимости урав-
нений движения систем с конечным и бесконечным числом степе-
ней свободы в указанном виде посвящены как классические, так
и современные работы, авторами которых являются В.Л. Берди-
чевский [7, 8], А.С. Галиуллин [29], Г. Гельмгольц [31], В.Г. За-
дорожний [39], В.И. Заплатный [41], А.М. Попов [84–86], И.М.
Рапопорт [88], В.М. Савчин [92–95,97,162,163,190,191], Г.К. Сус-
лов [109], В.М. Филиппов [116,119,120], F. Bampi, A. Morro [131],
J. Douglas [150, 151], A. Mayer [173], R.M. Santilli [187, 189], E.
Tonti [196–200] и др. Отметим, что в работах V. Volterra [202,203]
были получены условия потенциальности операторов и форму-
ла для построения функционала. Этим самым были заложены
основы теории потенциальных операторов, что, начиная с рабо-
ты [196], и привело в дальнейшем к возможности получения ана-
лога условий Гельмгольца для различных классов дифференци-
альных уравнений.

Вариационные методы исследования уравнений движения из-
ложены, например, в монографиях [21, 22, 62, 77, 89]. В развитии
вариационных формулировок различных уравнений движения с
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непотенциальными операторами с целью применения вариацион-
ных методов важную роль сыграли работы [36,59,61,114–116,121,
123,124,186]. Разработке численных методов решения вариацион-
ных задач посвящены, в частности, работы [122,129,130].

В монографии А.С. Галиуллина [26] наряду с задачами пред-
ставления уравнений движения систем с конечным числом сте-
пеней свободы в форме уравнений Лагранжа и Гамильтона ста-
вятся задачи построения лагранжиана и гамильтониана систем
по заданным свойствам движения. Кроме того, приводятся ре-
шения поставленных задач в том числе и методом симметрии с
использованием условий инвариантности действий по Гамильто-
ну при бесконечно малых преобразованиях. Отметим, что эти за-
дачи являются исходными задачами теории построения систем
программного движения [25,28,30,65,73,74].

Вопросы представимости уравнений движения конечномерных
систем в форме уравнений Лагранжа с диссипативными или ги-
роскопическими силами исследованы в работах [126,148,160,161,
175,176].

В настоящее время большое внимание уделяется разработке
способов построения интегралов различных типов уравнений, ос-
нованных на исследовании инвариантности как действий по Га-
мильтону, так и самих уравнений движения, в том числе и с непо-
тенциальными операторами [2, 90, 128, 132–135, 144, 146, 152, 153,
155, 158, 159, 168–171, 174, 178–183, 185, 201, 205–208]. После рабо-
ты Э. Нетер [75] широкий интерес к рассматриваемой пробле-
ме во многом связан с фундаментальными монографиями Л.В.
Овсянникова [79] и Н.Х. Ибрагимова [44]. Отметим, что инвари-
антный подход позволяет находить решения уравнений движе-
ния [35,52,158].

Известна также взаимосвязь алгебраических структур с урав-
нениями механики [10,50,80,92,96,147,188].
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Несмотря на то, что к изложенным проблемам было привлече-
но внимание многих исследователей, некоторые задачи остались
нерешенными. Это прежде всего относится к целенаправленно-
му распространению математических методов механики на ис-
следование движения непотенциальных систем в случаях, когда
их уравнения движения не могут быть приведены напрямую или
косвенно к уравнениям, получаемым из принципа Гамильтона, а
также к разработке единого подхода к исследованию движения
как конечномерных, так и бесконечномерных систем.

Настоящая диссертация направлена на то, чтобы в какой-то
степени восполнить эти пробелы.

Интерес к изложенным в диссертационной работе проблемам
вызван возможностью дальнейшего развития некоторых извест-
ных методов механики потенциальных и непотенциальных систем
для исследования более широкого класса уравнений движения и
функционалов действия.

В работе автор, в основном, ограничился рассмотрением урав-
нений движения со второй производной по времени, что связано
со стремлением сосредоточиться на получении исчерпывающих
результатов для этого конкретного случая. С некоторыми видоиз-
менениями результаты диссертации могут быть распространены
и на уравнения движения с производными высших порядков по
времени.

Цели и задачи исследования. Диссертационная работа по-
священа разработке математических методов исследования дви-
жения непотенциальных систем с бесконечным числом степеней
свободы, что, с одной стороны, является дальнейшим развитием
классической механики и теории динамических систем, а с другой
- позволяет как весьма специальный частный случай исследовать
движение и систем с конечным числом степеней свободы. В свя-
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зи с этим цель работы заключается также в построении единой
теории конечномерных и бесконечномерных систем. Связующим
звеном в этом направлении служит операторный подход, на осно-
ве которого разработаны общие методы исследования различных
классов уравнений движения.

Достижение указанных целей осуществляется путем решения
следующих основных задач:

1. построение действий по Гамильтону для уравнений движе-
ния непотенциальных систем с бесконечным числом степеней
свободы с использованием эйлеровых и неэйлеровых классов
функционалов,

2. приведение уравнений движения непотенциальных систем с
бесконечным числом степеней свободы к виду классических
и неклассических уравнений Гамильтона,

3. получение формул для нахождения интегралов уравнений
движения непотенциальных систем с бесконечным числом
степеней свободы, в том числе на основе свойств инвариант-
ности как самих уравнений движения, так и соответствующих
действий по Гамильтону.

Следуя установившейся для механики конечномерных систем
терминологии [26–29,195], первые две задачи будем называть об-
ратными задачами механики бесконечномерных систем, а послед-
нюю – прямой задачей.

Научная новизна. Все представленные в диссертационной
работе результаты являются новыми.

Среди полученных результатов выделим следующие:

1. получены необходимые и достаточные условия представи-
мости уравнений движения систем с бесконечным числом
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степеней свободы в форме уравнений Лагранжа с не-Bu-
потенциальными плотностями сил,

2. разработан конструктивный прием построения действий по
Гамильтону, в общем случае не принадлежащих классу функ-
ционалов Эйлера-Лагранжа,

3. в терминах необходимых и достаточных условий определена
структура уравнений движения квази-Bu-потенциальных си-
стем с бесконечным числом степеней свободы,

4. используя подходы, в том числе основанные на примене-
нии теории преобразований переменных для установления
инвариантности уравнений движения, получены формулы
для нахождения интегралов уравнений движения квази-Bu-
потенциальных систем с бесконечным числом степеней свобо-
ды,

5. получено условие инвариантности до дивергенции действий
по Гамильтону и дан общий вид интегралов уравнений дви-
жения систем с бесконечным числом степеней свободы,

6. установлена связь симметрий уравнений движения и дей-
ствий по Гамильтону с алгебраическими структурами,

7. исследованы вопросы представимости рассматриваемых
уравнений движения в форме Bu-гамильтоновых уравнений,
уравнений Гамильтона, Гамильтона-допустимых уравнений.

Теоретическая и практическая значимость работы. Дис-
сертация носит теоретический характер и относится к области
фундаментальных исследований. Полученные результаты имеют
существенное значение для аналитической механики при иссле-
довании потенциальных и непотенциальных взаимодействий раз-
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личной физической природы, описываемых обыкновенными диф-
ференциальными уравнениями, дифференциальными уравнени-
ями с частными производными, интегро-дифференциальными
уравнениями, дифференциально-разностными уравнениями и др.
типами уравнений, а также их систем. Частично они получены в
результате исследований автора по грантам РФФИ и выполняе-
мым в РУДН НИР.

Часть результатов диссертационной работы была внедрена в
учебный процесс на кафедре математического анализа и теории
функций, а затем в Математическом институте имени академи-
ка С.М. Никольского РУДН: использовалась при чтении кур-
сов ”Теория потенциальных операторов” и ”Симметрийный ана-
лиз уравнений и функционалов”, предназначенных для студен-
тов магистратуры направления 01.04.01 ”Математика”, специали-
зация ”Функциональные методы в дифференциальных уравнени-
ях и междисциплинарных исследованиях”. Кроме того, резуль-
таты диссертационной работы служат основой постановок задач
для выпускных квалификационных работ студентов бакалаври-
ата и магистерских диссертаций по направлениям ”Математика”
и ”Прикладная математика и информатика”, а также для канди-
датских диссертаций по специальности 1.1.7. Теоретическая ме-
ханика, динамика машин.

Результаты диссертации могут быть также использованы при
создании специальных курсов, в том числе электронных, по меха-
нике систем с бесконечным числом степеней свободы для аспиран-
тов, обучающихся по направлению 1.1 ”Математика и механика”.

Методология и методы исследования. В исследованиях,
проведенных в диссертационной работе, применяются методы
аналитической динамики, современные методы решения обрат-
ных задач вариационного исчисления и нелинейного функцио-
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нального анализа.

Положения, выносимые на защиту.

1. Критерий представимости достаточно общих уравнений дви-
жения непотенциальных систем с бесконечным числом сте-
пеней свободы со второй производной по времени в форме
уравнений Лагранжа с не-Bu-потенциальными плотностями
сил и следствия из него,

2. общая структура уравнений движения квази-Bu-
потенциальных (квазипотенциальных, Bu-потенциальных,
потенциальных) систем с бесконечным числом степеней сво-
боды со второй производной по времени и формулы для
построения соответствующих действий по Гамильтону,

3. общий вид интегралов уравнений движения квази-Bu-
потенциальных (квазипотенциальных, Bu-потенциальных,
потенциальных) систем с бесконечным числом степеней сво-
боды со второй производной по времени, в том числе при на-
личии симметрий уравнений движения,

4. связь между симметриями уравнений движения и алгебраи-
ческими структурами,

5. условие инвариантности до дивергенции действия по Гамиль-
тону и общий вид интегралов уравнений движения квази-Bu-
потенциальных (квазипотенциальных, Bu-потенциальных,
потенциальных) систем с бесконечным числом степеней сво-
боды со второй производной по времени,

6. связь между вариационными симметриями и алгебраически-
ми структурами,

7. связь между рассматриваемыми типами симметрий,
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8. теоремы о представлении уравнений движения непотенци-
альных систем с бесконечным числом степеней свободы в
форме Bu-гамильтоновых уравнений, уравнений Гамильтона,
Гамильтона-допустимых уравнений,

9. иллюстративные примеры.

Степень достоверности и апробация результатов.
Основные результаты работы опубликованы в рецензируемых

научных журналах. В диссертации они сформулированы в виде
теорем и строго доказаны.

Результаты диссертационной работы докладывались и обсуж-
дались на семинаре ”Функциональные пространства” под руко-
водством проф. Х. Трибеля и проф. Х.-Ю. Шмайссера (универ-
ситет им. Ф. Шиллера, Йена, Германия, 2010); на XLVI Все-
российской конференции по проблемам математики, информа-
тики, физики и химии (Москва, 2010); на Международной на-
учной конференции ”Современные проблемы анализа и препо-
давания математики”, посвященной 105-летию академика С.М.
Никольского (Москва, 2010); на 8-ом Международном Конгрес-
се ISAAC (Москва, 2011); на четвертой Международной кон-
ференции ”Функциональные пространства. Дифференциальные
операторы. Общая топология. Проблемы математического об-
разования”, посвященной 90-летию со дня рождения члена-
корреспондента РАН, академика Европейской академии наук
Л.Д. Кудрявцева (Москва, 2013); на семинаре ”Математическое
моделирование процессов динамики” под руководством д.ф.-м.н.,
профессора Р.Г. Мухарлямова (Москва, РУДН, 2014); на семина-
ре кафедры теоретической физики РУДН под руководством д.ф.-
м.н., профессора Ю.П. Рыбакова (Москва, РУДН, 2014); на семи-
наре ”Динамические системы и механика” под руководством д.ф.-
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м.н., профессора П.С. Красильникова и д.ф.-м.н., доцента Б.С.
Бардина (Москва, МАИ, 2014, 2019); на семинаре ”Математиче-
ское моделирование процессов динамики”, посвященном 95-летию
со дня рождения профессора А.С. Галиуллина, под руководством
д.ф.-м.н., профессора Р.Г. Мухарлямова (Москва, РУДН, 2014);
на Международной научной конференции ”Бесконечномерный
анализ, стохастика, математическое моделирование: новые задачи
и методы” (Москва, 2014); на Всероссийской конференции с меж-
дународным участием ”Информационно-телекоммуникационные
технологии и математическое моделирование высокотехнологич-
ных систем” (Москва, 2015); на Третьей Международной научно-
практической конференции ”Системы управления, технические
системы: устойчивость, стабилизация, пути и методы исследо-
вания” (Елец, 2017, пленарный доклад); на семинаре ”Гамиль-
тоновы системы и статистическая механика” под руководством
д.ф.-м.н., профессора, члена-корреспондента РАН С.В. Болоти-
на, д.ф.-м.н., профессора, академика РАН В.В. Козлова, д.ф.-
м.н., профессора, академика РАН Д.В. Трещева (Москва, МГУ
им. М.В. Ломоносова, 2017); на пятой Международной конфе-
ренции ”Функциональные пространства. Дифференциальные опе-
раторы. Проблемы математического образования”, посвященной
95-летию со дня рождения члена-корреспондента РАН, академи-
ка Европейской академии наук Л.Д. Кудрявцева (Москва, 2018);
на сорок третьем Межвузовском научном семинаре ”Геометрия и
расчет тонких оболочек неканонической формы” (Москва, РУДН,
2019); на Международной научной конференции ”Бесконечно-
мерный анализ и математическая физика”, посвященной памя-
ти С.В. Фомина (Москва, 2019); на научном семинаре Мате-
матического института им. С.М. Никольского РУДН по диф-
ференциальным и функционально-дифференциальным уравнени-
ям под руководством д.ф.-м.н., профессора А.Л. Скубачевско-
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го (Москва, РУДН, 2019, 2023); на Международной конферен-
ции ”Современные проблемы математики и механики”, посвя-
щенной 80-летию академика РАН В.А. Садовничего (Москва,
2019); на семинаре ”Математическое моделирование процессов
динамики”, посвященном 100-летию со дня рождения профес-
сора А.С. Галиуллина, под руководством д.ф.-м.н., профессо-
ра Р.Г. Мухарлямова (Москва, РУДН, 2019); на Международ-
ной конференции ”Математическая физика, динамические си-
стемы и бесконечномерный анализ 2021” (Долгопрудный, МФ-
ТИ, 2021, онлайн); на онлайн-конференции ”Yarmouk Mathematics
Conference on Differential Equations: Analysis, Modeling and
Numerical Computations DEAMN-2021” (Yarmouk University, Irbid,
Jordan, 2021, online); на семинаре ”Обратные задачи математиче-
ской физики” под руководством д.ф.-м.н., профессора А.Б. Баку-
шинского, д.ф.-м.н., профессора А.В. Тихонравова, д.ф.-м.н., про-
фессора А.Г. Яголы (Москва, МГУ им. М.В. Ломоносова, 2023,
онлайн); на XXXVI Международной Воронежской весенней мате-
матической школе ”Современные методы теории краевых задач.
Понтрягинские чтения” (Воронеж, ВГУ, 2023, онлайн); на семина-
ре ”Непотенциальные динамические системы и нейросетевые тех-
нологии” под руководством д.ф.-м.н., профессора В.М. Савчина,
к.ф.-м.н., доцента С.Г. Шорохова (Москва, РУДН, 2023, онлайн).

Публикации.
За последние 10 лет по теме диссертации опубликовано 15 работ

в журналах из БДWeb of Science, Scopus [11,15,18–20,104–106,117,
138,139,143,192–194] и 1 работа в другом рецензируемом издании
[118]. Тезисы докладов не учитываются.

Поставленные цели и задачи исследования определили содер-
жание и структуру диссертационной работы, основная часть ко-
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торой состоит из шести глав, разбитых на параграфы.
Отметим, что в номере параграфа М.К первое число (М) озна-

чает номер главы, второе (К) - номер этого параграфа в главе
М.

Аналогично ”формула (М.К)” (”теорема М.К”, ”определение
М.К”, ”замечание М.К” и т.д.) означает, что это - формула (тео-
рема, определение, замечание и т.д.) с порядковым номером К из
главы М.

В первой главе разработаны конструктивные приемы распозна-
вания принадлежности систем с бесконечным числом степеней
свободы к лагранжевым системам с непотенциальными силами,
основанные на общих методах решения обратных задач вариаци-
онного исчисления (ОЗВИ) для уравнений с непотенциальными
операторами.

С целью полноты излагаемого материала в параграфе 1.1 дан-
ной главы сочтено целесообразным привести необходимые сведе-
ния об основах вариационного исчисления в операторной фор-
ме: об абстрактных функциях, дифференцируемых по Гато опе-
раторах, билинейных формах, Bu-потенциалах операторов и Bu-
градиентах функционалов.

В параграфе 1.2 получены критерии прямой и косвенной пред-
ставимости уравнений движения систем с бесконечным числом
степеней свободы в форме уравнений Лагранжа с непотенциаль-
ными плотностями сил (в том числе в форме уравнений Лагран-
жа). Как частный случай они содержат необходимые и достаточ-
ные условия прямого и косвенного представления системы обык-
новенных дифференциальных уравнений (ОДУ) первого порядка
в форме классических уравнений Биркгофа, что устанавливает
связь с механикой конечномерных систем.

В параграфе 1.3 на основе критерия представимости уравнений
движения бесконечномерных систем в форме уравнений Лагран-
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жа с непотенциальными плотностями сил получены необходимые
и достаточные условия квазипотенциальности для достаточно об-
щего интегро-дифференциального уравнения с отклоняющимися
аргументами.

В параграфе 1.4 в случае выполнения условий квази-Bu-
потенциальности (квазипотенциальности, Bu-потенциальности,
потенциальности) для операторного уравнения движения со вто-
рой производной по времени построены действия по Гамильтону,
в общем случае не принадлежащие классу функционалов Эйлера-
Лагранжа.

В параграфе 1.5 в терминах необходимых и достаточных
условий определена структура уравнений движения квази-Bu-
потенциальных (квазипотенциальных, Bu-потенциальных, потен-
циальных) систем с бесконечным числом степеней свободы со вто-
рой производной по времени, откуда в частном случае получе-
на структура классических уравнений Биркгофа, а из формулы
для построения действия по Гамильтону – известный функционал
Пфаффа.

Во второй главе теория групп преобразований переменных при-
менена для исследования инвариантности уравнений движения
бесконечномерных систем, нахождения их интегралов и выявле-
ния взаимосвязи с алгебраическими структурами.

В параграфе 2.1 определена структура интегралов уравнений
движения бесконечномерных непотенциальных систем при иссле-
довании на инвариантность относительно группы однопарамет-
рических бесконечно малых преобразований.

В параграфе 2.2 доказано, что при выполнении определен-
ных условий симметрии уравнений движения образуют Ли-
допустимую алгебру относительно (S,T)-произведения, а также
алгебру Ли относительно G-коммутатора и коммутатора их гене-
раторов.
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В третьей главе исследованы симметрийные свойства построен-
ных действий по Гамильтону, получены формулы для нахождения
интегралов уравнений движения бесконечномерных лагранжевых
систем с непотенциальными силами, установлена связь вариаци-
онных симметрий с симметриями уравнений и алгебраическими
структурами.

В параграфе 3.1 разработан способ отыскания интегралов урав-
нений движения квази-Bu-потенциальных (квазипотенциальных,
Bu-потенциальных, потенциальных) систем с бесконечным чис-
лом степеней свободы со второй производной по времени, осно-
ванный на исследовании инвариантности действий по Гамильто-
ну, связанных с этими уравнениями.

В параграфе 3.2 доказано, что при выполнении определенных
условий симметрии функционалов образуют Ли-допустимую ал-
гебру относительно (S,T)-произведения, а также алгебру Ли от-
носительно G-коммутатора и коммутатора их генераторов.

В параграфе 3.3 установлена связь вариационных симметрий
с симметриями уравнений движения непотенциальных систем с
бесконечным числом степеней свободы.

В четвертой главе получил развитие неклассический гамильто-
нов формализм для уравнений движения бесконечномерных непо-
тенциальных систем, в том числе и с использованием найденных
в первой главе решений ОЗВИ.

В параграфе 4.1 разработан аналог метода Пуассона для бес-
конечномерных систем и исследована взаимосвязь Гамильтона-
допустимых уравнений (в том числе неклассических уравнений
Гамильтона) с Ли-допустимыми алгебрами (в том числе алгебра-
ми Ли). Выявлено значение Гамильтона-допустимых уравнений в
механике непотенциальных систем с бесконечным числом степе-
ней свободы.

В параграфе 4.2 исследован вопрос о распознавании гамиль-
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тоновой структуры уравнений движения систем с бесконечным
числом степеней свободы с первой производной по времени, до-
пускающих первый интеграл указанного вида.

В параграфе 4.3 разработан метод приведения уравнений дви-
жения бесконечномерных лагранжевых систем с первой производ-
ной по времени к виду неклассических уравнений Гамильтона.

В параграфе 4.4 известное в классической механике преобра-
зование Лежандра распространено на случай бесконечномерных
систем, и на его основе разработан конструктивный прием сведе-
ния уравнений движения бесконечномерных лагранжевых систем
с непотенциальными силами со второй производной по времени
к Гамильтона-допустимым уравнениям (в том числе уравнениям
Гамильтона).

В главе 5 предложен еще один способ нахождения интегра-
лов уравнений движения бесконечномерных непотенциальных си-
стем, а также установлена связь между интегралами эволюцион-
ных уравнений и их абсолютными интегральными инвариантами
первого порядка.

В параграфе 5.1 разработан метод нахождения первых инте-
гралов уравнений движения бесконечномерных лагранжевых си-
стем с непотенциальными силами, являющийся обобщением ме-
тода симметрий, изложенного в параграфе 3.1.

В параграфе 5.2 получено необходимое и достаточное условие
существования абсолютного интегрального инварианта первого
порядка эволюционного уравнения, представленного в оператор-
ном виде, и дана формула для его построения в случае наличия
интеграла рассматриваемого уравнения движения.

В главе 6 теоретические результаты предыдущих глав приме-
нены для исследования движения шарнирно-опертого на обоих
концах призматического стержня, причем рассматриваются урав-
нения движения как c потенциальным, так и с квазипотенциаль-
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ным операторами. Отметим, что квазипотенциальный оператор
получается из потенциального в результате дополнения исходно-
го уравнения движения членом, учитывающим демпфирование,
пропорциональное скорости ut.

Теоретические результаты диссертационной работы проиллю-
стрированы рядом примеров.
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Глава 1

Уравнения Лагранжа с
не-Bu-потенциальными плотностями сил
в механике систем с бесконечным
числом степеней свободы

В настоящей главе исследован вопрос о распознавании при-
надлежности систем с бесконечным числом степеней свободы к
лагранжевым системам с не-Bu-потенциальными силами.

Получены необходимые и достаточные условия представимо-
сти операторного уравнения со второй производной по времени в
форме уравнения Лагранжа с не-Bu-потенциальной плотностью
силы. В частности, операторный подход применен для исследова-
ния квазипотенциальности оператора достаточно общего интегро-
дифференциального уравнения с отклоняющимися аргументами.

Разработан конструктивный прием построения обобщенного
лагранжиана, в общем случае не принадлежащего классу функ-
ционалов Эйлера-Лагранжа.

В терминах необходимых и достаточных условий определе-
на структура операторного уравнения движения с квази-Bu-
потенциальным оператором.

Теоретические результаты иллюстрируются конкретными при-
мерами.
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1.1 Необходимые сведения об основах вариационного
исчисления в операторной форме

В этом параграфе приведены некоторые сведения об абстракт-
ных функциях, производной Гато, билинейных формах, Bu-
потенциальных операторах из монографий [24,92], которые будут
использоваться в дальнейшем.

Абстрактные функции
Операторы, определенные на множествах числовой прямой, на-

зываются абстрактными функциями.
Пусть u(t) (t0 ≤ t ≤ t1) - абстрактная функция со значени-

ями в линейном нормированном пространстве U1. Функция u(t)

называется непрерывной в точке t ∈ (t0, t1), если

lim
t→t

(u(t)− u(t)) = 0.

Предел здесь понимается в смысле сходимости по норме про-
странства U1.

Множество всех непрерывных на отрезке [t0, t1] функций со зна-
чениями в линейном нормированном пространстве U1 образует
линейное пространство, которое обозначается C([t0, t1];U1).

Теорема 1.1. [24] Формула u(t) ≡ v(·, t) ∈ C(Ω) ∀t ∈ [t0, t1]

устанавливает биективное отображение v → u между функ-
циями v ∈ C(Ω × [t0, t1]) и u ∈ C([t0, t1];C(Ω)). Кроме то-
го, функция v ∈ C1(Ω × [t0, t1]) имеет частную производную
∂v
∂t ∈ C(Ω × [t0, t1]), когда ей соответствует функция u(t) ∈
C1([t0, t1];C(Ω)). При этом ∂v

∂t (·, t) = u′(t) ∀t ∈ [t0, t1].

Дифференцируемые по Гато операторы
Пусть N - оператор, заданный в области D(N) линейного нор-

мированного пространства U над полем действительных чисел R,
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а область значений R(N) принадлежит линейному нормирован-
ному пространству V над полем R, то есть

N(u) = v, u ∈ U, v ∈ V.

Через Ũ обозначим множество, состоящее из таких элементов
h ∈ U, что (u + εh) ∈ D(N) ∀ε ∈ R.

Определение 1.1. [92] Оператор N : D(N) ⊂ U → V называ-
ется дифференцируемым по Гато в точке u ∈ D(N), если суще-
ствует линейный оператор N ′u : Ũ ⊂ U → V такой, что

N ′uh = lim
ε→0

N(u + εh)−N(u)

ε
∀h ∈ Ũ . (1.1)

При этом, вообще говоря, нелинейный по u ∈ D(N) оператор
N ′u называется производной Гато оператора N в точке u ∈ D(N).

Предел в (1.1) понимается в смысле сходимости по норме про-
странства V .

В дальнейшем множество Ũ будем обозначать через D(N ′u).
Элемент h ∈ D(N ′u) будем называть допустимым элементом. От-
метим, что в общем случае D(N) 6= D(N ′u).

Если N - линейный оператор, то N ′uh = Nh, то есть производ-
ная Гато линейного оператора есть сам линейный оператор.

Введем V -значную функцию

ϕ(ε) = N(u + εh)

для всех u ∈ D(N), h ∈ D(N ′u) и ε ∈ R.
Тогда (см. [51])

N ′uh =
dϕ(ε)

dε

∣∣∣∣
ε=0

.

Отметим, что если N = (N 1, N 2, ..., Nn)T и u = (u1, u2, ..., un)T ,
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то

N ′u =


(N 1)′

u1
(N 1)′

u2
. . . (N 1)′un

(N 2)′
u1

(N 2)′
u2

. . . (N 2)′un... ... . . . ...
(Nn)′

u1
(Nn)′

u2
. . . (Nn)′un

 . (1.2)

В дальнейшем будем предполагать, что для всякого рассматри-
ваемого оператора N : D(N) ⊂ U → V в любой точке u ∈ D(N)

существует N ′u.
При существовании производной Гато оператораN имеет место

равенство

N(u + εh) = N(u) + εN ′uh + r(u, εh), u ∈ D(N), (1.3)

где для любого фиксированного элемента h ∈ D(N ′u)

lim
ε→0

r(u, εh)

ε
= 0.

Если известна производная Гато оператора N , то [60]

N(u) =

1∫
0

N ′tuudt + N(0), (1.4)

то есть при 0 ∈ D(N) (1.4) - формула восстановления оператора
по его производной Гато.

Отметим, что если Ñu - некоторый линейный оператор, произ-
вольным образом зависящий от u, то производная Гато находится
по формуле

Ñ ′u(g;h) = lim
ε→0

Ñu+εhg − Ñug

ε
. (1.5)

Вторая производная Гато оператора N вычисляется следую-
щим образом:

N ′′u (h1, h2) =
∂2

∂ε1∂ε2
N(u + ε1h1 + ε2h2)

∣∣∣∣
ε1=ε2=0

.
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Предполагается также, что

N ′′u (h1, h2) = N ′′u (h2, h1) ∀u ∈ D(N), ∀h1, h2 ∈ D(N ′u). (1.6)

Билинейные формы
С целью полноты изложения и ясности употребляемой тер-

минологии приведем некоторые сведения о билинейных фор-
мах, которые будут использоваться для определения квази-Bu-
потенциальных операторов.

Определение 1.2. [92] Отображение Φ : V × U → R, линейное
по каждому аргументу, называется билинейной формой.

Определение 1.3. [92] Билинейная форма Φ : V × V → R на-
зывается симметрической, если

Φ(v, g) = Φ(g, v) ∀g, v ∈ V.

Определение 1.4. [92] Билинейная форма Φ : V × U → R на-
зывается невырожденной, если

1) из условия Φ(v, h) = 0 ∀v ∈ V следует, что h = 0U ,
2) из условия Φ(v, h) = 0 ∀h ∈ U следует, что v = 0V .

Будем предполагать, что билинейная форма [99,100]

Φ(·, ·) ≡
t1∫

t0

〈·, ·〉 dt : V × V → R (1.7)

такова, что билинейное отображение Φ1(·, ·) ≡ 〈·, ·〉 удовлетворя-
ет следующим условиям:

〈v1(t), v2(t)〉 = 〈v2(t), v1(t)〉 ∀ v1(t), v2(t) ∈ V1, (1.8)
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Dt 〈v(t), g(t)〉 = 〈Dtv(t), g(t)〉 + 〈v(t), Dtg(t)〉 (1.9)

∀ v, g ∈ C1([t0, t1];U1).

Если v = v(x, t), x ∈ Ω ⊂ Rn, t ∈ (t0, t1), U1 = V1 = C(Ω), то
можно, например, рассмотреть

〈v, g〉 =

∫
Ω

v(x, t)g(x, t) dx. (1.10)

Замечание 1.1. Билинейное отображение Φ1, определяемое фор-
мулой

Φ1(v, g) =

∫
Ω

v(x, t)c(t)g(x, t0 + t1 − t) dx (c(t) 6= 0),

не удовлетворяет условию (1.9).

Bu-потенциальные операторы
Приведем условия Bu-потенциальности операторов и дадим

формулу для построения соответствующего интегрального функ-
ционала.

Определение 1.5. [92] Оператор N : D(N) ⊂ U → V называ-
ется Bu-потенциальным на множестве D(N) относительно били-
нейной формы вида (1.7), если существуют линейный оператор
Bu : D(Bu) ⊂ V → V и дифференцируемый по Гато функционал
(действие по Гамильтону) FN : D(FN) = D(N)→ R такие, что

δFN [u, h] = Φ(N(u), Buh) ∀u ∈ D(N), ∀h ∈ D(N ′u, Bu),

где D(N ′u, Bu) = D(N ′u) ∩D(Bu).

Функционал FN называется Bu-потенциалом оператора N ,
а N – Bu-градиентом функционала FN . Записывают N =
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(Bu−grad)ΦFN . Если Bu ≡ I – тождественный оператор, то N
называется потенциальным на множестве D(N) относительно би-
линейной формы Φ оператором.

Необходимое и достаточное условие Bu-потенциальности опе-
ратора N на множестве D(N) относительно Φ сформулируем в
виде следующей теоремы.

Теорема 1.2. [92] Пусть дифференцируемый по Гато опера-
тор N : D(N) ⊂ U → V и билинейная форма Φ : V ×
V → R такие, что для любых фиксированных элементов u ∈
D(N), g, h ∈ D(N ′u, Bu) функция ε → Φ(N(u + εh), Bug) яв-
ляется непрерывно дифференцируемой на отрезке [0,1]. Тогда
для Bu-потенциальности оператора N на выпуклом множестве
D(N) относительно рассматриваемой билинейной формы необ-
ходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие

Φ(N ′uh,Bug)+Φ(N(u), B′u(g;h)) = Φ(N ′ug,Buh)+Φ(N(u), B′u(h; g))

(1.11)
∀u ∈ D(N), ∀g, h ∈ D(N ′u, Bu).

При этом Bu-потенциал FN определяется формулой

FN [u] =

1∫
0

Φ(N(ũ(λ)), Bũ(λ)(u− u0)) dλ + FN [u0], (1.12)

где ũ(λ) = u0 + λ(u− u0), u0 - фиксированный элемент из D(N).

1.2 Необходимые и достаточные условия квази-Bu-
потенциальности для уравнения движения, пред-
ставленного в операторном виде

В этом параграфе получены необходимые и достаточные усло-
вия представимости операторного уравнения со второй про-
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изводной по времени в форме уравнения Лагранжа с не-Bu-
потенциальной плотностью силы.

Пусть уравнения движения материальной системы представ-
лены в операторном виде

N(u) ≡ P2u,tutt + P1u,tut + P3u,tu
2
t + Q(t, u) = 0, (1.13)

u ∈ D(N) ⊆ U ⊆ V, t ∈ [t0, t1] ⊂ R,

ut ≡ Dtu ≡
d

dt
u, utt ≡

d2

dt2
u.

Здесь ∀t ∈ [t0, t1], ∀u ∈ U1 операторы Piu,t : U1 → V1 (i = 1, 3)

являются линейными; Q : [t0, t1] × U1 → V1 – произвольный опе-
ратор, вообще говоря, нелинейный; D(N) – область определения
оператора N , U = C2([t0, t1];U1), V = C([t0, t1];V1), U1, V1 - дей-
ствительные линейные нормированные пространства, U1 ⊆ V1.

Будем предполагать, что при каждых t ∈ [t0, t1] и g(t), u(t) ∈ U1

функции P1u,tg(t) и P3u,tg(t) со значениями в V1 непрерывно диф-
ференцируемы, а P2u,tg(t) - дважды непрерывно дифференциру-
ема на [t0, t1].

Под решением уравнения (1.13) понимается функция u ∈
D(N), удовлетворяющая (1.13).

В дальнейшем для упрощения обозначений будем записывать
(1.13) также в виде

N(u) ≡ P2uutt + P1uut + P3uu
2
t + Q(u) = 0,

считая, что операторы Piu (i = 1, 3) и Q могут зависеть и от t.
Операторное уравнение движения (1.13) может быть обыкно-

венным дифференциальным, дифференциальным уравнением в
частных производных, интегро-дифференциальным уравнением,
дифференциально-разностным уравнением и др., а при P3u ≡ 0 –
системой таких уравнений [18].
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Получим условия, при которых уравнение движения (1.13)
допускает представление в виде уравнения Лагранжа с не-Bu-
потенциальной плотностью силы.

Определение 1.6. Не-Bu-потенциальная сила с плотностью Λ(u)

называется существенно не-Bu-потенциальной, если

Λ(u) =

k∑
i=1

Λi(u), (1.14)

и каждое слагаемое в правой части (1.14), а также всевозможные
их суммы, состоящие из двух, трех и т.д. слагаемых, являются
плотностями не-Bu-потенциальных сил.

В этом случае плотность Λ(u) будем называть плотностью су-
щественно не-Bu-потенциальной силы.

Определение 1.7. Оператор N : D(N) ⊂ U → V называет-
ся квази-Bu-потенциальным на множестве D(N) относительно
билинейной формы (1.7), если существуют линейный оператор
Bu : D(Bu) ⊂ V → V , дифференцируемый по Гато функцио-
нал F : D(F ) = D(N) → R и плотность существенно не-Bu-
потенциальной силы Λ(u) такие, что

δF [u, h] + Φ (Λ(u), Buh) = Φ(N(u), Buh) (1.15)

∀u ∈ D(N), ∀h ∈ D(N ′u, Bu).

Если Bu = I - тождественный оператор, то оператор N назы-
вается квазипотенциальным.

Предположим, что Λ(u) имеет вид

Λ(u) = Λ2uutt + Λ1uut + Λ3uu
2
t + Λ4(u),

причем операторы Λiu (i = 1, 3) и Λ4 могут зависеть также и от t.
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Теорема 1.3. [18] Пусть D∗t = −Dt на D(N ′u, Bu). Опера-
тор N (1.13) является квази-Bu-потенциальным на множе-
стве D(N) относительно билинейной формы (1.7) ⇐⇒ ∀u ∈
D(N), ∀t ∈ [t0, t1], ∀h ∈ D(N ′u, Bu) выполняются следующие
условия на D(N ′u, Bu):

B∗uP̃2u − P̃ ∗2uBu = 0, (1.16)

utP̃
∗
3uBu − P̃ ∗′2u(Bu(·);ut)− P̃ ∗2uB′u(·;ut) + B∗uP̃3u(ut(·)) = 0, (1.17)

−2
∂

∂t
(P̃ ∗2uBu) + P̃ ∗1uBu + B∗uP̃1u = 0, (1.18)

− ∂
2

∂t2
(P̃ ∗2uBu)h + [B′u(·;h)]∗Q̃(u)− [B′u(h; ·)]∗Q̃(u) +

∂

∂t
(P̃ ∗1uBu)h+

+B∗uQ̃
′
uh− Q̃′∗uBuh = 0, (1.19)

P̃ ∗′1u(Buh;ut) + B∗uP̃
′
1u(ut;h)− [P̃ ′1u(ut; ·)]∗Buh + 2ut

∂

∂t
(P̃ ∗3uBu)h+

+P̃ ∗1uB
′
u(h;ut)− 2

∂

∂t
P̃ ∗′2u(Buh;ut) + [B′u(·;h)]∗P̃1uut−

−2
∂

∂t
(P̃ ∗2uB

′
u(h;ut))− [B′u(h; ·)]∗P̃1uut = 0, (1.20)

B∗uP̃
′
2u(utt;h)− P̃ ∗′2u(Buh;utt)− [P̃ ′2u(utt; ·)]∗Buh + 2uttP̃

∗
3uBuh+

+[B′u(·;h)]∗P̃2uutt − P̃ ∗2uB′u(h;utt)− [B′u(h; ·)]∗P̃2uutt = 0, (1.21)

−P̃ ∗′′2u (Buh;ut;ut) + B∗uP̃
′
3u(u

2
t ;h)− [P̃ ′3u(u

2
t ; ·)]∗Buh+
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+2utP̃
∗′
3u(Buh;ut) + [B′u(·;h)]∗P̃3uu

2
t − 2P̃ ∗′2u(B

′
u(h;ut);ut)−

−P̃ ∗2uB′′u(h;ut;ut) + 2utP̃
∗
3uB

′
u(h;ut)− [B′u(h; ·)]∗P̃3uu

2
t = 0, (1.22)

где
P̃iu = Piu − Λiu (i = 1, 3), Q̃(u) = Q(u)− Λ4(u).

Доказательство. Используя (1.13) и (1.5), получаем

Ñ ′uh = 2P̃3u(utht) + P̃ ′3u(u
2
t ;h) + P̃2uhtt + P̃ ′2u(utt;h)+

+P̃1uht + P̃ ′1u(ut;h) + Q̃′uh.

Кpитеpий (1.11) в данном случае записывается в виде
t1∫

t0

(〈
2P̃3u(utht) + P̃ ′3u(u

2
t ;h) + P̃2uhtt + P̃ ′2u(utt;h) + P̃1uht+

+P̃ ′1u(ut;h) + Q̃′uh,Bug
〉

+
〈
P̃2uutt + P̃1uut + P̃3uu

2
t+

+Q̃(u), B′u(g;h)
〉)
dt =

t1∫
t0

(〈
2P̃3u(utgt) + P̃ ′3u(u

2
t ; g) + P̃2ugtt+

+P̃ ′2u(utt; g) + P̃1ugt + Q̃′ug + P̃ ′1u(ut; g), Buh
〉

+

+
〈
P̃2uutt + P̃1uut + P̃3uu

2
t + Q̃(u), B′u(h; g)

〉)
dt,

или
t1∫

t0

{〈
2B∗uP̃3u(utht) + B∗uP̃

′
3u(u

2
t ;h) + B∗uP̃2uhtt + B∗uP̃

′
2u(utt;h)+

+B∗uP̃1uht + B∗uP̃
′
1u(ut;h) + B∗uQ̃

′
uh, g

〉
+

+
〈
[B′u(·;h)]∗(P̃2uutt + P̃1uut + P̃3uu

2
t + Q̃(u)), g

〉
−

−
〈
−2Dt(utP̃

∗
3uBuh) + [P̃ ′3u(u

2
t ; ·)]∗Buh + D2

t (P̃
∗
2uBuh)+

+[P̃ ′2u(utt; ·)]∗Buh−Dt(P̃
∗
1uBuh) + [P̃ ′1u(ut; ·)]∗Buh + Q̃′∗uBuh, g

〉
−
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−
〈
[B′u(h; ·)]∗(P̃2uutt + P̃1uut + P̃3uu

2
t + Q̃(u)), g

〉}
dt = 0 (1.23)

∀u ∈ D(N), ∀g, h ∈ D(N ′u, Bu).

С учетом производной Гато второго порядка имеем

D2
t (P̃

∗
2uBuh) = Dt[Dt(P̃

∗
2uBuh)] =

= Dt

[
P̃ ∗2uBuht +

∂

∂t
(P̃ ∗2uBu)h + P̃ ∗′2u(Buh;ut) + P̃ ∗2uB

′
u(h;ut)

]
=

=
∂2

∂t2
(P̃ ∗2uBu)h + 2

∂

∂t
P̃ ∗′2u(Buh;ut) + 2

∂

∂t
(P̃ ∗2uB

′
u(h;ut))+

+2
∂

∂t
(P̃ ∗2uBu)ht + P̃ ∗′′2u (Buh;ut;ut) + 2P̃ ∗′2u(B

′
u(h;ut);ut)+

+2P̃ ∗′2u(Buht;ut) + P̃ ∗′2u(Buh;utt) + P̃ ∗2uB
′′
u(h;ut;ut)+

+2P̃ ∗2uB
′
u(ht;ut) + P̃ ∗2uB

′
u(h;utt) + P̃ ∗2uBuhtt. (1.24)

Далее,

Dt[P̃
∗
1uBuh] =

∂

∂t
(P̃ ∗1uBu)h + P̃ ∗′1u(Buh;ut) + P̃ ∗1uB

′
u(h;ut) + P̃ ∗1uBuht,

(1.25)

Dt[utP̃
∗
3uBuh] = uttP̃

∗
3uBuh + ut

∂

∂t
(P̃ ∗3uBu)h + utP̃

∗′
3u(Buh;ut)+

+utP̃
∗
3uB

′
u(h;ut) + utP̃

∗
3uBuht. (1.26)

Принимая во внимание (1.24) - (1.26), из (1.23) получаем
t1∫

t0

〈
2B∗uP̃3u(utht) + B∗uP̃

′
3u(u

2
t ;h) + B∗uP̃2uhtt + B∗uP̃

′
2u(utt;h)+

+B∗uP̃1uhtB
∗
uP̃
′
1u(ut;h) +B∗uQ̃

′
uh+ [B′u(·;h)]∗(P̃2uutt+ P̃1uut+ P̃3uu

2
t+

+Q̃(u))− ∂2

∂t2
(P̃ ∗2uBu)h− 2

∂

∂t
P̃ ∗′2u(Buh;ut)− 2

∂

∂t
(P̃ ∗2uB

′
u(h;ut))−

−2
∂

∂t
(P̃ ∗2uBu)ht − P̃ ∗′′2u (Buh;ut;ut)− 2P̃ ∗′2u(B

′
u(h;ut);ut)−
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−2P̃ ∗′2u(Buht;ut)− P̃ ∗′2u(Buh;utt)− P̃ ∗2uB′′u(h;ut;ut)− 2P̃ ∗2uB
′
u(ht;ut)−

−P̃ ∗2uB′u(h;utt)− P̃ ∗2uBuhtt − [P̃ ′2u(utt; ·)]∗Buh + 2uttP̃
∗
3uBuh+

+2ut
∂

∂t
(P̃ ∗3uBu)h+ 2utP̃

∗′
3u(Buh;ut) + 2utP̃

∗
3uB

′
u(h;ut) + 2utP̃

∗
3uBuht−

−[P̃ ′3u(u
2
t ; ·)]∗Buh + P̃ ∗1uBuht +

∂

∂t
(P̃ ∗1uBu)h + P̃ ∗′1u(Buh;ut)+

+P̃ ∗1uB
′
u(h;ut)− [P̃ ′1u(ut; ·)]∗Buh− Q̃′∗uBuh−

−[B′u(h; ·)]∗(P̃2uutt + P̃1uut + P̃3uu
2
t + Q̃(u)), g

〉
dt = 0.

Таким образом, условие (1.23) приводится к виду
t1∫

t0

〈(
B∗uP̃2u − P̃ ∗2uBu

)
htt +

(
2B∗uP̃3u(ut(·)) + B∗uP̃1u + 2utP̃

∗
3uBu−

−2
∂

∂t
(P̃ ∗2uBu)− 2P̃ ∗′2u(Bu(·);ut)− 2P̃ ∗2uB

′
u(·;ut) +P̃ ∗1uBu

)
ht+

+B∗uP̃
′
3u(u

2
t ;h) + B∗uP̃

′
2u(utt;h) + B∗uP̃

′
1u(ut;h) + B∗uQ̃

′
uh+

+[B′u(·;h)]∗P̃2uutt + [B′u(·;h)]∗P̃1uut + [B′u(·;h)]∗P̃3uu
2
t+

+[B′u(·;h)]∗Q̃(u) + 2uttP̃
∗
3uBuh + 2ut

∂

∂t
(P̃ ∗3uBu)h + 2utP̃

∗′
3u(Buh;ut)+

+2utP̃
∗
3uB

′
u(h;ut)− [P̃ ′3u(u

2
t ; ·)]∗Buh−

∂2

∂t2
(P̃ ∗2uBu)h−

−2
∂

∂t
P̃ ∗′2u(Buh;ut)− 2

∂

∂t
(P̃ ∗2uB

′
u(h;ut))− P̃ ∗′′2u (Buh;ut;ut)−

−2P̃ ∗′2u(B
′
u(h;ut);ut)− P̃ ∗′2u(Buh;utt)− P̃ ∗2uB′′u(h;ut;ut)−

−P̃ ∗2uB′u(h;utt)− [P̃ ′2u(utt; ·)]∗Buh +
∂

∂t
(P̃ ∗1uBu)h + P̃ ∗′1u(Buh;ut)+

+P̃ ∗1uB
′
u(h;ut)− [P̃ ′1u(ut; ·)]∗Buh− Q̃′∗uBuh− [B′u(h; ·)]∗P̃2uutt−

−[B′u(h; ·)]∗P̃1uut − [B′u(h; ·)]∗P̃3uu
2
t − [B′u(h; ·)]∗Q̃(u), g

〉
dt = 0

∀u ∈ D(N), ∀g, h ∈ D(N ′u, Bu).
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Это тождественно выполняется тогда и только тогда, когда(
B∗uP̃2u − P̃ ∗2uBu

)
htt +

(
2B∗uP̃3u(ut(·)) + B∗uP̃1u + 2utP̃

∗
3uBu−

−2
∂

∂t
(P̃ ∗2uBu)− 2P̃ ∗′2u(Bu(·);ut)− 2P̃ ∗2uB

′
u(·;ut) +P̃ ∗1uBu

)
ht+

+B∗uP̃
′
3u(u

2
t ;h) + B∗uP̃

′
2u(utt;h) + B∗uP̃

′
1u(ut;h) + B∗uQ̃

′
uh+

+[B′u(·;h)]∗P̃2uutt + [B′u(·;h)]∗P̃1uut + [B′u(·;h)]∗P̃3uu
2
t+

+[B′u(·;h)]∗Q̃(u) + 2uttP̃
∗
3uBuh + 2ut

∂

∂t
(P̃ ∗3uBu)h + 2utP̃

∗′
3u(Buh;ut)+

+2utP̃
∗
3uB

′
u(h;ut)− [P̃ ′3u(u

2
t ; ·)]∗Buh−

∂2

∂t2
(P̃ ∗2uBu)h−

−2
∂

∂t
P̃ ∗′2u(Buh;ut)− 2

∂

∂t
(P̃ ∗2uB

′
u(h;ut))− P̃ ∗′′2u (Buh;ut;ut)−

−2P̃ ∗′2u(B
′
u(h;ut);ut)− P̃ ∗′2u(Buh;utt)− P̃ ∗2uB′′u(h;ut;ut)−

−P̃ ∗2uB′u(h;utt)− [P̃ ′2u(utt; ·)]∗Buh +
∂

∂t
(P̃ ∗1uBu)h + P̃ ∗′1u(Buh;ut)+

+P̃ ∗1uB
′
u(h;ut)− [P̃ ′1u(ut; ·)]∗Buh− Q̃′∗uBuh− [B′u(h; ·)]∗P̃2uutt−

−[B′u(h; ·)]∗P̃1uut − [B′u(h; ·)]∗P̃3uu
2
t − [B′u(h; ·)]∗Q̃(u) = 0

∀u ∈ D(N), ∀h ∈ D(N ′u, Bu),

а для спpаведливости этого равенства необходимо и достаточно,
чтобы выполнялись условия (1.16) - (1.22).

Замечание 1.2. Может оказаться, что найденная из условий
(1.16)-(1.22) плотность не-Bu-потенциальной силы Λ(u) не бу-
дет являться плотностью существенно не-Bu-потенциальной си-
лы. Это значит, что Λ(u) может быть представлена в виде

Λ(u) = Λп(u) + Λсн(u), (1.27)



38

где Λп(u) – плотность Bu-потенциальной силы, Λсн(u) – плот-
ность существенно не-Bu-потенциальной силы.

Поскольку наша цель – представить уравнение движения (1.13)
в виде

N(u) ≡ δL

δu
− d

dt

(
δL

δut

)
+ Λ(u) = 0, (1.28)

где Λ(u) – плотность существенно не-Bu-потенциальной силы, то,
подставляя в (1.28) вместо Λ(u) правую часть (1.27), получаем

N(u) ≡ δL

δu
− d

dt

(
δL

δut

)
+ Λп(u) + Λсн(u) = 0,

или
N(u) ≡ δL1

δu
− d

dt

(
δL1

δut

)
+ Λсн(u) = 0,

то есть заданное уравнение движения однозначно представимо в
виде (1.28).

В дальнейшем плотность существенно не-Bu-потенциальной си-
лы также будем обозначать через Λ(u).

Замечание 1.3. Если Bu ≡ I - тождественный оператор, то усло-
вия (1.16) - (1.22) записываются в виде

P̃2u − P̃ ∗2u = 0, (1.29)

utP̃
∗
3u − P̃ ∗′2u(·;ut) + P̃3u(ut(·)) = 0, (1.30)

−2
∂P̃ ∗2u
∂t

+ P̃ ∗1u + P̃1u = 0, (1.31)

−∂
2P̃ ∗2u
∂t2

+
∂P̃ ∗1u
∂t

+ Q̃′u − Q̃′∗u = 0, (1.32)

P̃ ∗′1u(·;ut) + P̃ ′1u(ut; ·)− [P̃ ′1u(ut; ·)]∗ + 2ut
∂P̃ ∗3u
∂t
− 2

∂

∂t
P̃ ∗′2u(·;ut) = 0,

(1.33)
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P̃ ′2u(utt; ·)− P̃ ∗′2u(·;utt)− [P̃ ′2u(utt; ·)]∗ + 2uttP̃
∗
3u = 0, (1.34)

−P̃ ∗′′2u (·;ut;ut) + P̃ ′3u(u
2
t ; ·)− [P̃ ′3u(u

2
t ; ·)]∗ + 2utP̃

∗′
3u(·;ut) = 0, (1.35)

которые эквивалентны следующим:

P̃2u − P̃ ∗2u = 0, (1.36)

utP̃
∗
3u − P̃ ′2u(·;ut) + P̃3u(ut(·)) = 0, (1.37)

−2
∂P̃2u

∂t
+ P̃ ∗1u + P̃1u = 0, (1.38)

∂2P̃2u

∂t2
− ∂P̃1u

∂t
+ Q̃′u − Q̃′∗u = 0, (1.39)

−P̃ ′1u(·;ut)+P̃ ′1u(ut; ·)−[P̃ ′1u(ut; ·)]∗−2
∂P̃3u

∂t
(ut(·))+2

∂

∂t
P̃ ′2u(·;ut) = 0,

(1.40)
P̃ ′2u(utt; ·) + P̃ ′2u(·;utt)− [P̃ ′2u(utt; ·)]∗ − 2P̃3u(utt(·)) = 0, (1.41)

P̃ ′′2u(·;ut;ut) + P̃ ′3u(u
2
t ; ·)− [P̃ ′3u(u

2
t ; ·)]∗ − 2P̃ ′3u(ut(·);ut) = 0. (1.42)

Замечание 1.4. Если Λ ≡ 0, то условия (1.16) - (1.22) принимают
вид

B∗uP2u − P ∗2uBu = 0, (1.43)

utP
∗
3uBu − P ∗′2u(Bu(·);ut)− P ∗2uB′u(·;ut) + B∗uP3u(ut(·)) = 0, (1.44)

−2
∂

∂t
(P ∗2uBu) + P ∗1uBu + B∗uP1u = 0, (1.45)

− ∂
2

∂t2
(P ∗2uBu)h + [B′u(·;h)]∗Q(u)− [B′u(h; ·)]∗Q(u)+
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+
∂

∂t
(P ∗1uBu)h + B∗uQ

′
uh−Q′∗uBuh = 0, (1.46)

P ∗′1u(Buh;ut) + B∗uP
′
1u(ut;h)− [P ′1u(ut; ·)]∗Buh + 2ut

∂

∂t
(P ∗3uBu)h+

+P ∗1uB
′
u(h;ut)− 2

∂

∂t
P ∗′2u(Buh;ut) + [B′u(·;h)]∗P1uut−

−2
∂

∂t
(P ∗2uB

′
u(h;ut))− [B′u(h; ·)]∗P1uut = 0, (1.47)

B∗uP
′
2u(utt;h)− P ∗′2u(Buh;utt)− [P ′2u(utt; ·)]∗Buh + 2uttP

∗
3uBuh+

+[B′u(·;h)]∗P2uutt − P ∗2uB′u(h;utt)− [B′u(h; ·)]∗P2uutt = 0, (1.48)

−P ∗′′2u (Buh;ut;ut)+B∗uP
′
3u(u

2
t ;h)−[P ′3u(u

2
t ; ·)]∗Buh+2utP

∗′
3u(Buh;ut)+

+[B′u(·;h)]∗P3uu
2
t − 2P ∗′2u(B

′
u(h;ut);ut)− P ∗2uB′′u(h;ut;ut)+

+2utP
∗
3uB

′
u(h;ut)− [B′u(h; ·)]∗P3uu

2
t = 0. (1.49)

Отметим, что эти условия являются условиями Bu-
потенциальности оператора N вида (1.13) на D(N) относительно
билинейной формы (1.7).

Замечание 1.5. [102, 140] Если Λ ≡ 0, Bu ≡ I , то из (1.16) -
(1.22) получаем

P2u − P ∗2u = 0, (1.50)

utP
∗
3u − P ∗′2u(·;ut) + P3u(ut(·)) = 0, (1.51)

−2
∂P ∗2u
∂t

+ P ∗1u + P1u = 0, (1.52)
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−∂
2P ∗2u
∂t2

+
∂P ∗1u
∂t

+ Q′u −Q′∗u = 0, (1.53)

P ∗′1u(·;ut) + P ′1u(ut; ·)− [P ′1u(ut; ·)]∗ + 2ut
∂P ∗3u
∂t
− 2

∂

∂t
P ∗′2u(·;ut) = 0,

(1.54)
P ′2u(utt; ·)− P ∗′2u(·;utt)− [P ′2u(utt; ·)]∗ + 2uttP

∗
3u = 0, (1.55)

−P ∗′′2u (·;ut;ut) + P ′3u(u
2
t ; ·)− [P ′3u(u

2
t ; ·)]∗ + 2utP

∗′
3u(·;ut) = 0. (1.56)

Замечание 1.6. Предположим, что P2u ≡ 0, P3u ≡ 0, P1u ≡ Pu.
Тогда уравнение (1.13) сведется к уравнению с первой производ-
ной по времени

N(u) ≡ Puut + Q(u) = 0, (1.57)

а условия Bu-потенциальности (1.43)-(1.49) в данном случае при-
мут вид

P ∗uBu + B∗uPu = 0, (1.58)

[B′u(·;h)]∗Q(u)−[B′u(h; ·)]∗Q(u)+
∂

∂t
(P ∗uBu)h+B∗uQ

′
uh−Q′∗uBuh = 0,

(1.59)

P ∗′u (Buh;ut) + B∗uP
′
u(ut;h)− [P ′u(ut; ·)]∗Buh + P ∗uB

′
u(h;ut)+

+[B′u(·;h)]∗Puut − [B′u(h; ·)]∗Puut = 0. (1.60)

Докажем, что условия (1.58)-(1.60) являются условиями кос-
венного аналитического представления системы ОДУ [143]

N i(u) ≡
2n∑
j=1

Cij(t, u)u̇j + Di(t, u) = 0, i = 1, 2n, (1.61)

в форме уравнений Биркгофа, полученными в [29].
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В данном случае

Pu =


C11 C12 . . . C1,2n

C21 C22 . . . C2,2n
... ... . . . ...

C2n,1 C2n,2 . . . C2n,2n

 , Q(u) =


D1

D2
...

D2n

 .

Пусть

Bu =


B11 B21 . . . B2n,1

B12 B22 . . . B2n,2
... ... . . . ...

B1,2n B2,2n . . . B2n,2n

 , (1.62)

где Bij (i, j = 1, 2n) - функции, зависящие от t и u =

(u1, u2, ..., u2n).

Тогда

B∗u =


B11 B12 . . . B1,2n

B21 B22 . . . B2,2n
... ... . . . ...

B2n,1 B2n,2 . . . B2n,2n

 ,

P ∗uBu =



2n∑
k=1

Ck1B1k

2n∑
k=1

Ck1B2k . . .
2n∑
k=1

Ck1B2n,k

2n∑
k=1

Ck2B1k

2n∑
k=1

Ck2B2k . . .
2n∑
k=1

Ck2B2n,k

... ... . . . ...
2n∑
k=1

Ck,2nB1k

2n∑
k=1

Ck,2nB2k . . .
2n∑
k=1

Ck,2nB2n,k


,
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B∗uPu =



2n∑
k=1

B1kCk1

2n∑
k=1

B1kCk2 . . .
2n∑
k=1

B1kCk,2n

2n∑
k=1

B2kCk1

2n∑
k=1

B2kCk2 . . .
2n∑
k=1

B2kCk,2n

... ... . . . ...
2n∑
k=1

B2n,kCk1

2n∑
k=1

B2n,kCk2 . . .
2n∑
k=1

B2n,kCk,2n


.

Обозначим

Cij =

2n∑
k=1

BikCkj, i, j = 1, 2n.

Тогда условие (1.58) примет вид

Cij + Cji = 0, i, j = 1, 2n. (1.63)

Учитывая условие (1.58), получаем

∂

∂t
(P ∗uBu) =


− ∂
∂tC11 − ∂

∂tC12 . . . − ∂
∂tC1,2n

− ∂
∂tC21 − ∂

∂tC22 . . . − ∂
∂tC2,2n

... ... . . . ...
− ∂
∂tC2n,1 − ∂

∂tC2n,2 . . . − ∂
∂tC2n,2n

 .

Далее,

Q′u =


∂D1
∂u1

∂D1
∂u2

. . . ∂D1
∂u2n

∂D2
∂u1

∂D2
∂u2

. . . ∂D2
∂u2n... ... . . . ...

∂D2n
∂u1

∂D2n
∂u2

. . . ∂D2n
∂u2n

 , Q′∗u =


∂D1
∂u1

∂D2
∂u1

. . . ∂D2n
∂u1

∂D1
∂u2

∂D2
∂u2

. . . ∂D2n
∂u2... ... . . . ...

∂D1
∂u2n

∂D2
∂u2n

. . . ∂D2n
∂u2n

 ,
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[B′u(h; ·)]∗Q(u) =



2n∑
j=1

Dj

2n∑
i=1

∂Bij
∂u1

hi

2n∑
j=1

Dj

2n∑
i=1

∂Bij
∂u2

hi

...
2n∑
j=1

Dj

2n∑
i=1

∂Bij
∂u2n

hi


,

[B′u(·;h)]
∗
Q(u) =



2n∑
j=1

Dj

2n∑
i=1

∂B1j

∂ui
hi

2n∑
j=1

Dj

2n∑
i=1

∂B2j

∂ui
hi

...
2n∑
j=1

Dj

2n∑
i=1

∂B2n,j

∂ui
hi


.

Обозначим

Di =

2n∑
k=1

BikDk, i = 1, 2n.

Тогда

[B′u(·;h)]
∗
Q(u) + B∗uQ

′
uh =


∂D1
∂u1

∂D1
∂u2

. . . ∂D1
∂u2n

∂D2
∂u1

∂D2
∂u2

. . . ∂D2
∂u2n... ... . . . ...

∂D2n
∂u1

∂D2n
∂u2

. . . ∂D2n
∂u2n




h1

h2

...
h2n

 ,
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[B′u(h; ·)]∗Q(u) + Q′∗uBuh =


∂D1
∂u1

∂D2
∂u1

. . . ∂D2n
∂u1

∂D1
∂u2

∂D2
∂u2

. . . ∂D2n
∂u2... ... . . . ...

∂D1
∂u2n

∂D2
∂u2n

. . . ∂D2n
∂u2n




h1

h2

...
h2n

 .

Следовательно, из условия (1.59) получаем
∂Cij
∂t

=
∂Di

∂uj
− ∂Dj

∂ui
, i, j = 1, 2n.

Далее, имеем

[B′u(·;h)]
∗
Puut + P ∗uB

′
u(h;ut) =

=


Ã11 Ã12 . . . Ã1,2n

Ã21 Ã22 . . . Ã2,2n
... ... . . . ...

Ã2n,1 Ã2n,2 . . . Ã2n,2n




h1

h2

...
h2n

 ,

где Ãij =
2n∑
k=1

u̇k
2n∑
l=1

(
Clk

∂Bil
∂uj

+ Cli
∂Bjl
∂uk

)
, i, j = 1, 2n,

B∗uP
′
u(ut;h) =


ã11 ã12 . . . ã1,2n

ã21 ã22 . . . ã2,2n
... ... . . . ...

ã2n,1 ã2n,2 . . . ã2n,2n




h1

h2

...
h2n

 ,

где ãij =
2n∑
k=1

u̇k
2n∑
l=1

Bil
∂Clk
∂uj

, i, j = 1, 2n,

P ∗′u (Buh;ut) =


a11 a12 . . . a1,2n

a21 a22 . . . a2,2n
... ... . . . ...

a2n,1 a2n,2 . . . a2n,2n




h1

h2

...
h2n

 ,
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где aij =
2n∑
k=1

u̇k
2n∑
l=1

Bjl
∂Cli
∂uk
, i, j = 1, 2n,

[B′u(h; ·)]∗ Puut + [P ′u(ut; ·)]
∗
Buh =

=


A11 A12 . . . A1,2n

A21 A22 . . . A2,2n
... ... . . . ...

A2n,1 A2n,2 . . . A2n,2n




h1

h2

...
h2n

 ,

где Aij =
2n∑
k=1

u̇k · ∂Cjk
∂ui

, i, j = 1, 2n.

Таким образом, из условия (1.60) получаем

∂Cij
∂uk

+
∂Cki
∂uj

+
∂Cjk
∂ui

= 0, i, j, k = 1, 2n.

Отметим, что здесь учтено условие (1.63).
Следовательно, условия (1.58)-(1.60) являются условиями кос-

венного аналитического представления системы ОДУ (1.61) в
форме уравнений Биркгофа и имеют вид

Cij + Cji = 0, i, j = 1, 2n, (1.64)

∂Cij
∂t

=
∂Di

∂uj
− ∂Dj

∂ui
, i, j = 1, 2n, (1.65)

∂Cij
∂uk

+
∂Cki
∂uj

+
∂Cjk
∂ui

= 0, i, j, k = 1, 2n. (1.66)

Замечание 1.7. [143] Если матрица (1.62) является единичной,
то условия (1.64)-(1.66) принимают вид

Cij + Cji = 0, i, j = 1, 2n,

∂Cij
∂t

=
∂Di

∂uj
− ∂Dj

∂ui
, i, j = 1, 2n,
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∂Cij
∂uk

+
∂Cki
∂uj

+
∂Cjk
∂ui

= 0, i, j, k = 1, 2n,

и являются условиями прямого аналитического представления си-
стемы ОДУ (1.61) в форме уравнений Биркгофа.

Пример 1.1.

Рассмотрим систему с бесконечным числом степеней свободы,
движение которой описывается нелинейным уравнением с част-
ными производными

N(u) ≡ 2utt + 2uut + tu2
t − 2uxx − tu2

x + ux = 0, (1.67)

(x, t) ∈ Q = (a, b)× (t0, t1).

Зададим область определения оператора N следующим обра-
зом:

D(N) =

=
{
u ∈ U = C2,2

x,t (Q) : u|x=a = ψ1(t), u|x=b = ψ2(t) (t ∈ (t0, t1)),

u|t=t0 = ϕ1(x), u|t=t1 = ϕ2(x) (x ∈ (a, b))} , (1.68)

где ψi, ϕi (i = 1, 2) – заданные функции.
Введем классическую билинейную форму

Φ(v, g) =

t1∫
t0

b∫
a

v(x, t)g(x, t)dx dt. (1.69)

Отметим, что

P2u ≡ 2I, P1u = 2uI, P3u ≡ tI, Q(u) = −2uxx − tu2
x + ux.

Оператор N уравнения (1.67) не является потенциальным на
D(N) (1.68) относительно билинейной формы (1.69).
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Действительно, в данном случае условие (1.51) не выполняется,
так как P ∗3u = P3u, P

∗
2u = P2u, P

∗′
2u(·;ut) ≡ 0.

Представим уравнение (1.67) в форме уравнения Лагранжа с
не-Bu-потенциальной плотностью силы.

Будем искать операторы Bu и Λ в виде Bu = ea(t,u)I, a ∈
C2([t0, t1] × R), Λ(u) = Λ4(u) из условий (1.16) - (1.22). В этом
случае полагаем Λiu ≡ 0 (i = 1, 3).

Имеем

P̃2u ≡ 2I, P̃1u = 2uI, P̃3u ≡ tI, Q̃(u) = −2uxx − tu2
x + ux − Λ4(u),

B∗u = ea(t,u)I, P̃ ∗2u ≡ 2I, P̃ ∗3u ≡ tI, P̃ ∗′2u(Bu(·);ut) ≡ 0,

B′u(·;ut) = ea(t,u)∂a

∂u
utI, P̃

∗
1u = 2uI, [B′u(·;h)]

∗
= ea(t,u)∂a

∂u
hI,

[B′u(h; ·)]∗ = ea(t,u)∂a

∂u
hI, Q̃′u = −2D2

x − 2tuxDx + Dx − Λ′4u,

Q̃′∗u = −2D2
x + 2tuxDx + 2tuxx −Dx − Λ′∗4u, P̃

′
1u(ut;h) = 2hut,

P̃ ∗′1u(Buh;ut) = 2ute
a(t,u)h, [P̃ ′1u(ut; ·)]∗ = 2utI, P̃

′
2u(utt;h) ≡ 0,

[P̃ ′2u(utt; ·)]∗ ≡ 0, P̃ ∗′′2u (Buh;ut;ut) ≡ 0, P̃ ′3u(u
2
t ;h) ≡ 0,

[P̃ ′3u(u
2
t ; ·)]∗ ≡ 0, P̃ ∗′3u(Buh;ut) ≡ 0, P̃ ∗′2u(B

′
u(h;ut);ut) ≡ 0,

B′′u(h;ut;ut) = ea(t,u)

(
∂a

∂u

)2

u2
th + ea(t,u)∂

2a

∂u2
u2
th.

Далее, из (1.16) =⇒ 2ea(t,u)I − 2ea(t,u)I = 0,

(1.17) =⇒ utte
a(t,u)I − 2ea(t,u) ∂a

∂uutI + ea(t,u)tutI = 0,

(1.18) =⇒ −4ea(t,u)∂a
∂tI + 2uea(t,u)I + 2ea(t,u)uI = 0,

(1.19) =⇒ −2ea(t,u)
(
∂a
∂t

)2
h−2ea(t,u)∂2a

∂t2
h+ea(t,u) ∂a

∂uh(−2uxx−tu2
x+

ux − Λ4(u)) − ea(t,u) ∂a
∂uh(−2uxx − tu2

x + ux − Λ4(u)) + 2uea(t,u)∂a
∂th +
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ea(t,u)(−2hxx−2tuxhx+hx−Λ′4uh)+2ea(t,u)
(
∂a
∂u

)2
u2
xh+2ea(t,u) ∂2a

∂u2
u2
xh+

2ea(t,u) ∂a
∂uuxxh + 4ea(t,u) ∂a

∂uuxhx + 2ea(t,u)hxx − 2tu2
xhe

a(t,u) ∂a
∂u −

2tuxhxe
a(t,u)−2tuxxe

a(t,u)h+ea(t,u) ∂a
∂uuxh+ea(t,u)hx+Λ′∗4u

(
ea(t,u)h

)
= 0,

(1.20) =⇒ 2ute
a(t,u)h + 2ea(t,u)uth − 2ute

a(t,u)h + 2ute
a(t,u)h +

2utte
a(t,u)∂a

∂th + 2uea(t,u) ∂a
∂uuth + ea(t,u) ∂a

∂uh2uut − 4uthe
a(t,u)∂a

∂t
∂a
∂u −

4uthe
a(t,u) ∂2a

∂t∂u − e
a(t,u) ∂a

∂uh2uut = 0,

(1.21) =⇒ 2uttte
a(t,u)h + 2ea(t,u) ∂a

∂uhutt − 2ea(t,u) ∂a
∂uhutt −

2ea(t,u) ∂a
∂uhutt = 0,

(1.22) =⇒ ea(t,u) ∂a
∂uhtu

2
t − 2ea(t,u)

(
∂a
∂u

)2
u2
th − 2ea(t,u) ∂2a

∂u2
u2
th +

2utte
a(t,u) ∂a

∂uuth− e
a(t,u) ∂a

∂uhtu
2
t = 0.

Отсюда находим a(t, u) = tu, Λ(u) ≡ ux.
Таким образом, оператор N уравнения (1.67) является квази-

Bu-потенциальным наD(N) (1.68) относительно билинейной фор-
мы (1.69), причем Bu = etuI , а плотность существенно не-Bu-
потенциальной силы имеет вид Λ(u) = ux.

Пример 1.2.

Рассмотрим уравнение Бюргерса

N(u) ≡ ut − uux − uxx = 0, (1.70)

(x, t) ∈ Q = (a, b)× (t0, t1).

Как известно (см. [108]), это уравнение, первоначально пред-
ложенное Бюргерсом для описания одномерной турбулентности,
впоследствии использовалось для изучения волновых явлений.
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Зададим область определения оператора N в виде

D(N) =
{
u ∈ U = C1,2

t,x (Q) : u|t=t0 = ϕ1(x),

u|t=t1 = ϕ2(x) (x ∈ (a, b)), u|x=a = ψ1(t), u|x=b = ψ2(t),
b∫

a

u(x, t)dx = ψ3(t) (t ∈ (t0, t1))

 , (1.71)

где ϕi, ψj (i = 1, 2; j = 1, 3) – заданные функции.
Введем классическую билинейную форму

Φ(v, g) =

t1∫
t0

b∫
a

v(x, t)g(x, t)dxdt. (1.72)

Отметим, что

P1u ≡ I, P2u ≡ 0, P3u ≡ 0, Q(u) = −uux − uxx,

где I - тождественный оператор.
Оператор N уравнения (1.70) не является потенциальным на

D(N) (1.71) относительно билинейной формы (1.72), так как усло-
вие (1.52) не выполняется.

Представим уравнение (1.70) в виде уравнения Лагранжа с не-
B-потенциальной плотностью силы.

Отметим, что условия (1.16) - (1.22) выполняются при

B ≡ D−1
x , Λiu ≡ 0 (i = 1, 3), Λ4(u) = −uxx,

где D−1
x v(x, t) =

x∫
a

v(y, t)dy.

Действительно,
(1.16)=⇒ 0=0,
(1.17)=⇒ 0=0,
(1.18)=⇒ D−1

x −D−1
x = 0,
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(1.19)=⇒ −D−1
x [hux + uhx] + uDx[D

−1
x h] = −D−1

x Dx[uh] + uh =

= −uh + uh = 0,

(1.20)=⇒ 0=0,
(1.21)=⇒ 0=0,
(1.22)=⇒ 0=0.

Таким образом, Λ(u) = Λ4(u) является плотностью существен-
но не-B-потенциальной силы.

Если предположить, что ψj ≡ 0 (j = 1, 3), то Λ(u) – плотность
циркуляционной силы, так как

Φ1(Λ(u), Bu) = −
b∫

a

uxxD
−1
x u dx =

=

b∫
a

uxu dx =
1

2

b∫
a

Dx

(
u2
)
dx = 0 ∀u ∈ D(N).

1.3 Условия квазипотенциальности для одного интегро-
дифференциального уравнения с отклоняющимися
аргументами

В этом параграфе получены необходимые и доста-
точные условия представимости достаточно общего интегро-
дифференциального уравнения с отклоняющимися аргументами
в форме уравнения Лагранжа с непотенциальной плотностью си-
лы (см. [117]).

Рассмотрим интегро-дифференциальное уравнение с откло-
няющимися аргументами

N(u) ≡
1∑

λ=−1

[aλ(x, t, u(x, t + µτ ))utt(x, t + λτ )+
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+bλ(x, t, u(x, t+µτ ))ut(x, t+λτ )+cλ(x, t, u(x, t+µτ ))u2
t (x, t+λτ )]+

+d(x, t, u(x, t+µτ ))

∫
Ω

K(x, y, t, uαµ(x, t+µτ ), uβµ(y, t+µτ ))dy = 0,

(1.73)
где

(x, t) ∈ Q = Ω× (t0, t1), Ω ⊂ Rn, |αµ|, |βµ| = 0, s, µ = −1, 0, 1,

aλ(x, t, u(x, t + µτ )) = aλ(x, t, u(x, t− τ ), u(x, t), u(x, t + τ )) и т.д.,

αµ, βµ ∈ Zn+, aλ ∈ C2(Q× R3), bλ, cλ ∈ C1(Q× R3),

d ∈ Cs(Q× R3), K ∈ Cs+1(Ω× Ω× [t0, t1]× R3q × R3q),

q - размерность вектора {uαµ}, Ω - ограниченная область в Rn с
кусочно гладкой границей ∂Ω.

Положим

D(N) =
{
u ∈ U = C2s,2

x, t

(
Ω× [t0 − τ, t1 + τ ]

)
:

u(x, t) = ϕ1(x, t), (x, t) ∈ E0 = Ω× [t0 − τ, t0 + τ ],

u(x, t) = ϕ2(x, t), (x, t) ∈ E1 = Ω× [t1 − τ, t1 + τ ],

∂νu

∂nνx

∣∣∣
Γτ

= ψν(x, t), ν = 0, s0

}
, (1.74)

где Γτ = ∂Ω × [t0 − τ, t1 + τ ], nx - внешняя нормаль к границе
∂Ω, ϕi (i = 1, 2), ψν (ν = 0, s0) - заданные функции.

Считаем, что s0 зависит от s: если s - четно, то s0 = s/2− 1, а
при нечетном s полагаем s0 = (s + 1)/2− 1.

Введем обозначение V = C(Qτ ) и зададим нелокальную били-
нейную форму Φ : V × V → R в виде

Φ(v, g) =

t1∫
t0

∫
Ω

v(x, t)g(x, t)dxdt, (1.75)
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где Qτ = Ω× (t0 − τ, t1 + τ ).
Будем считать, что Bu ≡ I - тождественный оператор.
Предположим, что

Λ(u) =

1∑
λ=−1

[âλ(x, t, u(x, t + µτ ))utt(x, t + λτ )+

+b̂λ(x, t, u(x, t + µτ ))ut(x, t + λτ )+

+ĉλ(x, t, u(x, t + µτ ))u2
t (x, t + λτ )

]
+

+d(x, t, u(x, t + µτ ))

∫
Ω

K̂(x, y, t, uαµ(x, t + µτ ), uβµ(y, t + µτ ))dy,

где

Λ1u =

1∑
λ=−1

b̂λ(x, t, u(x, t + µτ ))Iλ,

Λ2u =

1∑
λ=−1

âλ(x, t, u(x, t + µτ ))Iλ,

Λ3u =

1∑
λ=−1

ĉλ(x, t, u(x, t + µτ ))Iλ,

Λ4(u) =

= d(x, t, u(x, t + µτ ))

∫
Ω

K̂(x, y, t, uαµ(x, t + µτ ), uβµ(y, t + µτ ))dy,

является плотностью существенно непотенциальной силы.
Обозначим

ãλ(x, t, u(x, t + µτ )) = aλ(x, t, u(x, t + µτ ))− âλ(x, t, u(x, t + µτ )),

b̃λ(x, t, u(x, t + µτ )) = bλ(x, t, u(x, t + µτ ))− b̂λ(x, t, u(x, t + µτ )),

c̃λ(x, t, u(x, t + µτ )) = cλ(x, t, u(x, t + µτ ))− ĉλ(x, t, u(x, t + µτ )),
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K̃(x, y, t, uαµ(x, t + µτ ), uβµ(y, t + µτ )) =

= K(x, y, t, uαµ(x, t + µτ ), uβµ(y, t + µτ ))−

−K̂(x, y, t, uαµ(x, t + µτ ), uβµ(y, t + µτ )).

В данном случае

P̃2u =

1∑
λ=−1

ãλ(x, t, u(x, t + µτ ))Iλ,

P̃1u =

1∑
λ=−1

b̃λ(x, t, u(x, t + µτ ))Iλ,

P̃3u =

1∑
λ=−1

c̃λ(x, t, u(x, t + µτ ))Iλ,

Q̃(u) =

= d(x, t, u(x, t + µτ ))

∫
Ω

K̃(x, y, t, uαµ(x, t + µτ ), uβµ(y, t + µτ ))dy,

где
Iλu(x, t) = u(x, t + λτ ).

1). Имеем

P̃ ∗2u =

1∑
λ=−1

Iλ [ã−λ(·)] .

Тогда из (1.36) =⇒ ãλ = Iλã−λ, λ = −1, 1.

2). Отметим, что

P̃ ∗3u =

1∑
λ=−1

Iλ [c̃−λ(·)] , P̃3u(ut(·)) =

1∑
λ=−1

c̃λut(x, t + λτ )Iλ,
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P̃ ′2u(·;ut) =

1∑
λ=−1

1∑
µ=−1

∂ãλ
∂u(x, t + µτ )

ut(x, t + µτ )Iλ,

поэтому из (1.37) находим

ã0 = ã0(x, t, u(x, t)),
∂ã0

∂u(x, t)
= 2c̃0,

ãλ = ãλ(x, t, u(x, t), u(x, t + λτ )),

c̃λ =
∂ãλ

∂u(x, t + λτ )
, λ = −1, 1.

3). Учитывая, что

P̃ ∗1u =

1∑
λ=−1

Iλ

[
b̃−λ(·)

]
,

∂P̃2u

∂t
=

1∑
λ=−1

∂ãλ
∂t

Iλ,

из (1.38) получаем

b̃λ + Iλb̃−λ = 2
∂ãλ
∂t

, λ = −1, 0, 1.

4). Заметим, что

∂2P̃2u

∂t2
=

1∑
λ=−1

∂2ãλ
∂t2

Iλ,
∂P̃1u

∂t
=

1∑
λ=−1

∂b̃λ
∂t
Iλ,

Q̃′u =

∫
Ω

K̃(x, y, t, uαµ(x, t + µτ ), uβµ(y, t + µτ ))dy×

×
1∑

λ=−1

∂d

∂u(x, t + λτ )
Iλ + d(x, t, u(x, t + µτ ))×

×
∫
Ω

1∑
λ=−1

(
∂K̃

∂uαλ(x, t + λτ )
DαλIλ +

∂K̃

∂uβλ(y, t + λτ )
DβλIλ

)
dy,
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Q̃′∗u =

1∑
λ=−1

Iλ [ ∂d

∂u(x, t− λτ )
(·)
] ∫

Ω

IλK̃dy+

+

∫
Ω

(−1)|αλ|
s∑

|γλ|=0

(
αλ
γλ

)
Dαλ−γλI−λ

(
d

∂K̃

∂uαλ(x, t + λτ )

)
DγλI−λdy+

+

∫
Ω

I−λ

[(
d(−1)|βλ|Dβλ

∂K̃

∂uβλ(y, t + λτ )

)∣∣∣∣∣
x↔y

(·)

 dy
 ,

где запись (...)|x↔y означает, что в выражении в скобках x и y

нужно поменять местами.
Таким образом, из (1.39) получаем

∂2ãλ
∂t2
− ∂b̃λ

∂t
+

∂d

∂u(x, t + λτ )

∫
Ω

K̃dy + d

∫
Ω

∂K̃

∂u(x, t + λτ )
dy−

−Iλ
∂d

∂u(x, t− λτ )

∫
Ω

IλK̃dy−

−
∫
Ω

(−1)|α−λ|IλDα−λ

(
d

∂K̃

∂uα−λ(x, t− λτ )

)
dy = 0,

∫
Ω

[
∂K̃

∂uγλ(x, t− λτ )
−

−(−1)|αλ|
(
αλ
γλ

)
I−λDαλ−γλ

(
d

∂K̃

∂uαλ(x, t + λτ )

)]
dy = 0,

(−1)|βλ|Dβλ

∂K̃

∂uβλ(y, t + λτ )
−

−Iλ

[(
d(−1)|β−λ|Dβ−λ

∂K̃

∂uβ−λ(y, t− λτ )

)∣∣∣∣∣
x↔y

 = 0,
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λ = −1, 0, 1, |γλ| = 1, s.

5). Принимая во внимание, что

∂

∂t
P̃ ′2u(·;ut) =

1∑
λ=−1

1∑
µ=−1

∂2ãλ
∂t∂u(x, t + µτ )

ut(x, t + µτ )Iλ,

∂

∂t
P̃3u(ut(·)) =

1∑
λ=−1

∂c̃λ
∂t
ut(x, t + λτ )Iλ,

P̃ ′1u(ut; ·) =

1∑
λ=−1

1∑
µ=−1

∂b̃µ
∂u(x, t + λτ )

ut(x, t + µτ )I
λ,

[
P̃ ′1u(ut; ·)

]∗
=

1∑
λ=−1

1∑
µ=−1

Iλ

[
∂b̃µ

∂u(x, t− λτ )
(·)

]
ut(x, t + (µ + λ)τ ),

P̃ ′1u(·;ut) =

1∑
λ=−1

1∑
µ=−1

∂b̃λ
∂u(x, t + µτ )

ut(x, t + µτ )Iλ,

из (1.40) получаем

b̃0 = b̃0(x, t, u(x, t)), b̃λ = b̃λ(x, t, u(x, t), u(x, t + λτ )), λ = −1, 1.

6). Отметим, что

P̃ ′2u(utt; ·) =

1∑
λ=−1

1∑
µ=−1

∂ãµ
∂u(x, t + λτ )

utt(x, t + µτ )I
λ,

[
P̃ ′2u(utt; ·)

]∗
=

1∑
λ=−1

1∑
µ=−1

Iλ

[
∂ãµ

∂u(x, t− λτ )
(·)
]
utt(x, t + (µ + λ)τ ),

P̃ ′2u(·;utt) =

1∑
λ=−1

1∑
µ=−1

∂ãλ
∂u(x, t + µτ )

utt(x, t + µτ )Iλ.
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Из (1.41) =⇒ 0 = 0 (здесь учтены условия, полученные в преды-
дущих пунктах).

7). Имеем

P̃ ′′2u(·;ut;ut) =

1∑
λ=−1

1∑
µ=−1

1∑
ν=−1

∂2ãλ
∂u(x, t + ντ )∂u(x, t + µτ )

×

×ut(x, t + ντ )ut(x, t + µτ )Iλ,

P̃ ′3u(u
2
t ; ·) =

1∑
λ=−1

1∑
µ=−1

∂c̃µ
∂u(x, t + λτ )

u2
t (x, t + µτ )Iλ,

[P̃ ′3u(u
2
t ; ·)]∗ =

1∑
λ=−1

1∑
µ=−1

Iλ

[
∂c̃µ

∂u(x, t− λτ )
(·)
]
u2
t (x, t + (µ + λ)τ ),

P̃ ′3u(ut(·);ut) =

1∑
λ=−1

1∑
µ=−1

∂c̃λ
∂u(x, t + µτ )

ut(x, t + µτ )ut(x, t + λτ )Iλ.

Подставляя полученные выражения в (1.42), находим

c̃0 = c̃0(x, t, u(x, t)), c̃λ = c̃λ(x, t, u(x, t), u(x, t + λτ )), λ = −1, 1.

Таким образом, доказана следующая теорема.

Теорема 1.4. [117] Оператор N вида (1.73) является квазипо-
тенциальным на D(N) (1.74) относительно классической били-
нейной формы (1.75) тогда и только тогда, когда

ã0 = ã0(x, t, u(x, t)), ãλ = ãλ(x, t, u(x, t), u(x, t + λτ )), (1.76)

b̃0 = b̃0(x, t, u(x, t)), b̃λ = b̃λ(x, t, u(x, t), u(x, t + λτ )), (1.77)

c̃0 = c̃0(x, t, u(x, t)), c̃λ = c̃λ(x, t, u(x, t), u(x, t + λτ )), (1.78)

λ = −1, 1 и ∀u ∈ D(N), ∀x ∈ Ω, ∀t ∈ [t0, t1] выполняются следу-
ющие условия:

ãλ = Iλã−λ, λ = −1, 1, (1.79)
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∂ã0

∂u(x, t)
= 2c̃0, (1.80)

c̃λ =
∂ãλ

∂u(x, t + λτ )
, λ = −1, 1, (1.81)

b̃λ + Iλb̃−λ = 2
∂ãλ
∂t

, λ = −1, 0, 1, (1.82)

∂2ãλ
∂t2
− ∂b̃λ

∂t
+

∂d

∂u(x, t + λτ )

∫
Ω

K̃dy + d

∫
Ω

∂K̃

∂u(x, t + λτ )
dy−

−Iλ
∂d

∂u(x, t− λτ )

∫
Ω

IλK̃dy−

−
∫
Ω

(−1)|α−λ|IλDα−λ

(
d

∂K̃

∂uα−λ(x, t− λτ )

)
dy = 0, (1.83)

∫
Ω

[
∂K̃

∂uγλ(x, t− λτ )
−

−(−1)|αλ|
(
αλ
γλ

)
I−λDαλ−γλ

(
d

∂K̃

∂uαλ(x, t + λτ )

)]
dy = 0, (1.84)

(−1)|βλ|Dβλ

∂K̃

∂uβλ(y, t + λτ )
−

−Iλ

[(
d(−1)|β−λ|Dβ−λ

∂K̃

∂uβ−λ(y, t− λτ )

)∣∣∣∣∣
x↔y

 = 0, (1.85)

λ = −1, 0, 1, |γλ| = 1, s.

Пример 1.3.
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Рассмотрим систему с бесконечным числом степеней свобо-
ды, уравнение движения которой является нелинейным интегро-
дифференциальным уравнением с отклоняющимися аргументами
следующего вида [117]:

N(u) ≡
1∑

λ=−1

[(u(x, t + λτ ) + u(x, t) + 2)utt(x, t + λτ )+

+u2
t (x, t + λτ )

]
+ (2u(x, t− τ )− 2u(x, t))ut(x, t− τ ) + ut(x, t)+

+ (2u(x, t + τ )− 2u(x, t))ut(x, t + τ )+

+

b∫
a

{
2uxx(x, t)

1∑
λ=−1

[
k−λ(y)e−u(y,t+λτ)+ l−λ(y)e−u(x,t+λτ)

]
−

−2ux(x, t)

1∑
λ=−1

l−λ(y)e−u(x,t+λτ)ux(x, t + λτ )+

+e−u(x,t)
1∑

λ=−1

[
lλ(y)u2

x(x, t + λτ ) + kλ(x)u2
y(y, t + λτ )

]}
dy = 0,

(1.86)
(x, t) ∈ Q = (a, b)× (t0, t1),

где kλ, lλ ∈ C[a, b] (λ = −1, 0, 1) - заданные функции.
Положим

D(N) =
{
u ∈ U = C 2, 2

x, t ([a, b]× [t0 − τ, t1 + τ ]) :

u(x, t) = ϕ1(x, t), (x, t) ∈ E0 = [a, b]× [t0 − τ, t0 + τ ],

u(x, t) = ϕ2(x, t), (x, t) ∈ E1 = [a, b]× [t1 − τ, t1 + τ ],

u(a, t) = ψ1(t), u(b, t) = ψ2(t), t ∈ [t0 − τ, t1 + τ ]} , (1.87)

где ϕi, ψi (i = 1, 2) - заданные функции.
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Введем обозначение V = C(Qτ ) и зададим нелокальную били-
нейную форму Φ : V × V → R в виде

Φ(v, g) =

t1∫
t0

b∫
a

v(x, t)g(x, t)dxdt. (1.88)

Отметим, что

aλ(x, t, u(x, t + µτ )) = u(x, t + λτ ) + u(x, t) + 2,

cλ(x, t, u(x, t + µτ )) ≡ 1, d(x, t, u(x, t + µτ )) ≡ 1,

λ = −1, 0, 1,

bλ(x, t, u(x, t + µτ )) = 2u(x, t + λτ )− 2u(x, t), λ = −1, 1,

b0(x, t, u(x, t + µτ )) ≡ 1,

µ = −1, 0, 1,

K = 2uxx(x, t)

1∑
λ=−1

[
k−λ(y)e−u(y,t+λτ)+ l−λ(y)e−u(x,t+λτ)

]
−

−2ux(x, t)

1∑
λ=−1

l−λ(y)e−u(x,t+λτ)ux(x, t + λτ )+

+e−u(x,t)
1∑

λ=−1

[
lλ(y)u2

x(x, t + λτ ) + kλ(x)u2
y(y, t + λτ )

]
.

Предположим, что

âλ(x, t, u(x, t + µτ )) ≡ 0, ĉλ(x, t, u(x, t + µτ )) ≡ 0, K̂ ≡ 0,

λ, µ = −1, 0, 1,

b̂λ(x, t, u(x, t + µτ )) ≡ 0, λ = −1, 1,

b̂0(x, t, u(x, t + µτ )) ≡ 1,

µ = −1, 0, 1.
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В данном случае

ãλ(x, t, u(x, t + µτ )) = u(x, t + λτ ) + u(x, t) + 2,

b̃λ(x, t, u(x, t + µτ )) = 2u(x, t + λτ )− 2u(x, t),

c̃λ(x, t, u(x, t + µτ )) ≡ 1, λ, µ = −1, 0, 1,

K̃ = 2uxx(x, t)
1∑

λ=−1

[
k−λ(y)e−u(y,t+λτ)+ l−λ(y)e−u(x,t+λτ)

]
−

−2ux(x, t)
1∑

λ=−1

l−λ(y)e−u(x,t+λτ)ux(x, t + λτ )+

+e−u(x,t)
1∑

λ=−1

[
lλ(y)u2

x(x, t + λτ ) + kλ(x)u2
y(y, t + λτ )

]
.

Докажем, что оператор N вида (1.86) является квазипотенци-
альным на D(N) (1.87) относительно классической билинейной
формы (1.88). Для этого проверим выполнение условий теоремы
1.4.

Нетрудно убедиться, что функции ãλ, b̃λ, c̃λ (λ = −1, 0, 1) удо-
влетворяют условиям (1.76) - (1.82).

Далее,

∂K̃

∂u(x, t + λτ )
= −2uxx(x, t)l−λ(y)e−u(x,t+λτ)+

+2ux(x, t)l−λ(y)e−u(x,t+λτ)ux(x, t + λτ ), λ = −1, 1,

∂K̃

∂u(x, t)
= −2uxx(x, t)l0(y)e−u(x,t) + 2u2

x(x, t)l0(y)e−u(x,t)−

−e−u(x,t)
1∑

λ=−1

[
lλ(y)u2

x(x, t + λτ ) + kλ(x)u2
y(y, t + λτ )

]
,
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Dx

[
I−λ

∂K̃

∂ux(x, t + λτ )

]
= DxI−λ

[
−2ux(x, t)l−λ(y)e−u(x,t+λτ)+

+2e−u(x,t)lλ(y)ux(x, t + λτ )
]

= Dx

[
−2ux(x, t− λτ )l−λ(y)e−u(x,t)+

+2e−u(x,t−λτ)lλ(y)ux(x, t)
]

= −2uxx(x, t− λτ )l−λ(y)e−u(x,t)+

+2ux(x, t− λτ )l−λ(y)e−u(x,t)ux(x, t)−
−2ux(x, t− λτ )lλ(y)e−u(x,t−λτ)ux(x, t) + 2e−u(x,t−λτ)lλ(y)uxx(x, t),

λ = −1, 1,

Dx
∂K̃

∂ux(x, t)
= Dx

[
−2

1∑
λ=−1

l−λ(y)e−u(x,t+λτ)ux(x, t + λτ )

]
=

= 2

1∑
λ=−1

[
l−λ(y)e−u(x,t+λτ)u2

x(x, t + λτ ) −

−l−λ(y)e−u(x,t+λτ)uxx(x, t + λτ )
]
,

D2
x

∂K̃

∂uxx(x, t)
= 2D2

x

1∑
λ=−1

[
k−λ(y)e−u(y,t+λτ)+ l−λ(y)e−u(x,t+λτ)

]
=

= −2Dx

1∑
λ=−1

l−λ(y)e−u(x,t+λτ)ux(x, t + λτ ) =

= −2

1∑
λ=−1

[
−l−λ(y)e−u(x,t+λτ)u2

x(x, t + λτ )+

+l−λ(y)e−u(x,t+λτ)uxx(x, t + λτ )
]
.

Подставляя полученные выражения в условия (1.83), (1.84), за-
ключаем, что они выполнены.
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Проверим условия (1.85). Имеем

∂K̃

∂u(y, t + λτ )
= −2uxx(x, t)k−λ(y)e−u(y,t+λτ), (1.89)

∂K̃

∂uy(y, t + λτ )
= 2e−u(x,t)kλ(x)uy(y, t + λτ ), (1.90)

Dy
∂K̃

∂uy(y, t + λτ )
= 2e−u(x,t)kλ(x)uyy(y, t + λτ ), (1.91)

Iλ

 ∂K̃

∂u(y, t− λτ )

∣∣∣∣∣
x↔y

 = Iλ

[
−2uyy(y, t)kλ(x)e−u(x,t−λτ)

]
=

= −2uyy(y, t + λτ )kλ(x)e−u(x,t), (1.92)

Iλ

Dy
∂K̃

∂uy(y, t− λτ )

∣∣∣∣∣
x↔y

 = Iλ

[
2e−u(y,t)k−λ(y)uxx(x, t− λτ )

]
=

= 2e−u(y,t+λτ)k−λ(y)uxx(x, t), λ = −1, 0, 1. (1.93)

Подставим (1.89) - (1.93) в условия (1.85), получим, что они
также выполнены.

Таким образом, уравнение (1.86) представимо в форме уравне-
ния Лагранжа с непотенциальной плотностью силы.

1.4 Построение лагранжиана

В настоящем параграфе получена формула для построения
лагранжиана, в общем случае принадлежащего неэйлерову клас-
су функционалов.

Теорема 1.5. Пусть D∗t = −Dt на D(N ′u, Bu) и оператор N вида
(1.13) является квази-Bu-потенциальным на D(N) относитель-
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но билинейной формы (1.7). Тогда функционал F имеет следую-
щий вид:

F [u] =

t1∫
t0

{〈
R̃3u(utu), Buut

〉
+
〈
R̃2uut, Buut

〉
+
〈
R̃1(u), Buut

〉
−

−
〈
∂

∂t
(B∗uR̃2u)u, ut

〉
+ B̃[u]

}
dt + F [u0], (1.94)

где

Φ(R̃1(u), Buut) =

t1∫
t0

1∫
0

〈
−P̃1ũ(λ)(u− u0), Bũ(λ)

∂ũ(λ)

∂t

〉
dλdt,

(1.95)

Φ(R̃2uut, Buut) =

t1∫
t0

1∫
0

〈
−P̃2ũ(λ)(ut − u0t), Bũ(λ)

∂ũ(λ)

∂t

〉
dλdt,

(1.96)
Φ(R̃3u(utu), Buut) =

=

t1∫
t0

1∫
0

〈
−P̃3ũ(λ)

(
∂ũ(λ)

∂t
(u− u0)

)
, Bũ(λ)

∂ũ(λ)

∂t

〉
dλdt, (1.97)

B̃[u] =

1∫
0

[〈
Q̃(ũ(λ)), Bũ(λ)(u− u0)

〉
+

+λ

〈
∂

∂t
(B∗ũ(λ)P̃1ũ(λ))(u− u0), u− u0

〉
−

− λ
〈
∂2

∂t2
(B∗ũ(λ)P̃2ũ(λ))(u− u0), u− u0

〉]
dλ, (1.98)

u0 - фиксированный элемент из D(N).
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Доказательство. Если D∗t = −Dt на D(N ′u, Bu) и выполнены
условия (1.16) - (1.22), то существует функционал F вида

F [u] =

t1∫
t0

1∫
0

[〈
P̃2ũ(λ)

∂2ũ(λ)

∂t2
, Bũ(λ)(u− u0)

〉
+

+

〈
P̃3ũ(λ)

(
∂ũ(λ)

∂t

)2

, Bũ(λ)(u− u0)

〉
+

+

〈
P̃1ũ(λ)

∂ũ(λ)

∂t
, Bũ(λ)(u− u0)

〉
+

+
〈
Q̃(ũ(λ)), Bũ(λ)(u− u0)

〉]
dλdt + F [u0].

Обозначим

J1[u] =

t1∫
t0

1∫
0

〈
P̃1ũ(λ)

∂ũ(λ)

∂t
, Bũ(λ)(u− u0)

〉
dλdt.

Имеем

J1[u] =

t1∫
t0

1∫
0

[〈
P̃1ũ(λ)u0t, Bũ(λ)(u− u0)

〉
+

+
〈
λP̃1ũ(λ)(ut − u0t), Bũ(λ)(u− u0)

〉]
dλdt =

=

t1∫
t0

1∫
0

[〈
P̃1ũ(λ)u0t, Bũ(λ)(u− u0)

〉
−

−
〈
λ(u− u0), Dt(P̃

∗
1ũ(λ)Bũ(λ)(u− u0))

〉]
dλdt. (1.99)

Учитывая условие (1.18), получаем

Dt[P̃
∗
1ũ(λ)Bũ(λ)(u− u0)] =
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= Dt

[(
2
∂

∂t

(
B∗ũ(λ)P̃2ũ(λ)

)
−B∗ũ(λ)P̃1ũ(λ)

)
(u− u0)

]
=

= 2
∂2

∂t2

(
B∗ũ(λ)P̃2ũ(λ)

)
(u− u0) + 2

∂

∂t

(
B∗ũ(λ)P̃2ũ(λ)

)
(ut − u0t)+

+2

(
∂

∂t

(
B∗ũ(λ)P̃2ũ(λ)

))′
ũ(λ)

(
u− u0;

∂ũ(λ)

∂t

)
−

− ∂
∂t

(
B∗ũ(λ)P̃1ũ(λ)

)
(u− u0)−B∗ũ(λ)P̃1ũ(λ)(ut − u0t)−

−
(
B∗ũ(λ)P̃1ũ(λ)

)′
ũ(λ)

(
u− u0;

∂ũ(λ)

∂t

)
.

Следовательно, (1.99) примет вид

J1[u] =

t1∫
t0

1∫
0

[〈
P̃1ũ(λ)u0t, Bũ(λ)(u− u0)

〉
−

−2λ

〈
u− u0,

∂2

∂t2

(
B∗ũ(λ)P̃2ũ(λ)

)
(u− u0)

〉
−

−2λ

〈
u− u0,

∂

∂t

(
B∗ũ(λ)P̃2ũ(λ)

)
(ut − u0t)

〉
−

−2λ

〈
u− u0,

(
∂

∂t

(
B∗ũ(λ)P̃2ũ(λ)

))′
ũ(λ)

(
u− u0;

∂ũ(λ)

∂t

)〉
+

+λ

〈
∂

∂t

(
B∗ũ(λ)P̃1ũ(λ)

)
(u− u0), u− u0

〉
+

+λ
〈
B∗ũ(λ)P̃1ũ(λ)(ut − u0t), u− u0

〉
+

+λ

〈(
B∗ũ(λ)P̃1ũ(λ)

)′
ũ(λ)

(
u− u0;

∂ũ(λ)

∂t

)
, u− u0

〉]
dλdt =

=

t1∫
t0

1∫
0

[〈
P̃1ũ(λ)

∂ũ(λ)

∂t
, Bũ(λ)(u− u0)

〉
−
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−2λ

〈
u− u0,

∂2

∂t2

(
B∗ũ(λ)P̃2ũ(λ)

)
(u− u0)

〉
−

−2λ

〈
u− u0,

∂

∂t

(
B∗ũ(λ)P̃2ũ(λ)

)
(ut − u0t)

〉
−

−2λ

〈
u− u0,

(
∂

∂t

(
B∗ũ(λ)P̃2ũ(λ)

))′
ũ(λ)

(
u− u0;

∂ũ(λ)

∂t

)〉
+

+λ

〈
∂

∂t

(
B∗ũ(λ)P̃1ũ(λ)

)
(u− u0), u− u0

〉
+

+λ

〈(
B∗ũ(λ)P̃1ũ(λ)

)′
ũ(λ)

(
u− u0;

∂ũ(λ)

∂t

)
, u− u0

〉]
dλdt. (1.100)

Рассмотрим интеграл

J2[u] =

t1∫
t0

1∫
0

〈
P̃2ũ(λ)

∂2ũ(λ)

∂t2
, Bũ(λ)(u− u0)

〉
dλdt.

Используя условие кососимметричности оператора Dt, получа-
ем

J2[u] =

t1∫
t0

1∫
0

〈
P̃2ũ(λ)u0tt + λP̃2ũ(λ)(utt − u0tt), Bũ(λ)(u− u0)

〉
dλdt =

=

t1∫
t0

1∫
0

[〈
P̃2ũ(λ)u0tt, Bũ(λ)(u− u0)

〉
+

+ λ
〈

(u− u0), D2
t

[
P̃ ∗2ũ(λ)Bũ(λ)(u− u0)

]〉]
dλdt.

С учетом условия (1.16) имеем

D2
t [P̃

∗
2ũ(λ)Bũ(λ)(u− u0)] = D2

t [B
∗
ũ(λ)P̃2ũ(λ)(u− u0)] =

= Dt

[
∂

∂t
(B∗ũ(λ)P̃2ũ(λ))(u− u0) + B∗ũ(λ)P̃2ũ(λ)(ut − u0t)+
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+B∗′ũ(λ)

(
P̃2ũ(λ)(u− u0);

∂ũ(λ)

∂t

)
+ B∗ũ(λ)P̃

′
2ũ(λ)

(
u− u0;

∂ũ(λ)

∂t

)]
=

=
∂2

∂t2
(B∗ũ(λ)P̃2ũ(λ))(u− u0) + 2

∂

∂t
(B∗ũ(λ)P̃2ũ(λ))(ut − u0t)+

+

(
∂

∂t
(B∗ũ(λ)P̃2ũ(λ))

)′
ũ(λ)

(
u− u0;

∂ũ(λ)

∂t

)
+ B∗ũ(λ)P̃2ũ(λ)(utt − u0tt)+

+B∗′ũ(λ)

(
P̃2ũ(λ)(ut − u0t);

∂ũ(λ)

∂t

)
+ B∗ũ(λ)P̃

′
2ũ(λ)

(
ut − u0t;

∂ũ(λ)

∂t

)
+

+
∂

∂t
B∗′ũ(λ)

(
P̃2ũ(λ)(u− u0);

∂ũ(λ)

∂t

)
+

+B∗′′ũ(λ)

(
P̃2ũ(λ)(u− u0);

∂ũ(λ)

∂t
;
∂ũ(λ)

∂t

)
+

+B∗′ũ(λ)

(
P̃ ′2ũ(λ)

(
u− u0;

∂ũ(λ)

∂t

)
;
∂ũ(λ)

∂t

)
+

+B∗′ũ(λ)

(
P̃2ũ(λ)(ut − u0t);

∂ũ(λ)

∂t

)
+

+B∗′ũ(λ)

(
P̃2ũ(λ)(u− u0);

∂2ũ(λ)

∂t2

)
+

+
∂

∂t
B∗ũ(λ)P̃

′
2ũ(λ)

(
u− u0;

∂ũ(λ)

∂t

)
+

+B∗′ũ(λ)

(
P̃ ′2ũ(λ)

(
u− u0;

∂ũ(λ)

∂t

)
;
∂ũ(λ)

∂t

)
+

+B∗ũ(λ)P̃
′′
2ũ(λ)

(
u− u0;

∂ũ(λ)

∂t
;
∂ũ(λ)

∂t

)
+

+B∗ũ(λ)P̃
′
2ũ(λ)

(
ut − u0t;

∂ũ(λ)

∂t

)
+ B∗ũ(λ)P̃

′
2ũ(λ)

(
u− u0;

∂2ũ(λ)

∂t2

)
.
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Таким образом,

J2[u] =

t1∫
t0

1∫
0

[〈
P̃2ũ(λ)u0tt, Bũ(λ)(u− u0)

〉
+

+λ

〈
u− u0,

∂2

∂t2
(B∗ũ(λ)P̃2ũ(λ))(u− u0)

〉
+

+2λ

〈
u− u0,

∂

∂t
(B∗ũ(λ)P̃2ũ(λ))(ut − u0t)

〉
+

+λ

〈
u− u0,

(
∂

∂t
(B∗ũ(λ)P̃2ũ(λ))

)′
ũ(λ)

(
u− u0;

∂ũ(λ)

∂t

)〉
+

+λ
〈
u− u0, B

∗
ũ(λ)P̃2ũ(λ)(utt − u0tt)

〉
+

+2λ

〈
u− u0, B

∗′
ũ(λ)

(
P̃2ũ(λ)(ut − u0t);

∂ũ(λ)

∂t

)〉
+

+2λ

〈
u− u0, B

∗
ũ(λ)P̃

′
2ũ(λ)

(
ut − u0t;

∂ũ(λ)

∂t

)〉
+

+λ

〈
u− u0,

∂

∂t
B∗′ũ(λ)

(
P̃2ũ(λ)(u− u0);

∂ũ(λ)

∂t

)〉
+

+λ

〈
u− u0, B

∗′′
ũ(λ)

(
P̃2ũ(λ)(u− u0);

∂ũ(λ)

∂t
;
∂ũ(λ)

∂t

)〉
+

+2λ

〈
u− u0, B

∗′
ũ(λ)

(
P̃ ′2ũ(λ)

(
u− u0;

∂ũ(λ)

∂t

)
;
∂ũ(λ)

∂t

)〉
+

+λ

〈
u− u0, B

∗′
ũ(λ)

(
P̃2ũ(λ)(u− u0);

∂2ũ(λ)

∂t2

)〉
+

+λ

〈
u− u0,

∂

∂t
B∗ũ(λ)P̃

′
2ũ(λ)

(
u− u0;

∂ũ(λ)

∂t

)〉
+

+λ

〈
u− u0, B

∗
ũ(λ)P̃

′′
2ũ(λ)

(
u− u0;

∂ũ(λ)

∂t
;
∂ũ(λ)

∂t

)〉
+



71

+ λ

〈
u− u0, B

∗
ũ(λ)P̃

′
2ũ(λ)

(
u− u0;

∂2ũ(λ)

∂t2

)〉]
dλdt =

=

t1∫
t0

1∫
0

[〈
P̃2ũ(λ)

∂2ũ(λ)

∂t2
, Bũ(λ)(u− u0)

〉
+

+

〈
λ(u− u0),

∂2

∂t2
(B∗ũ(λ)P̃2ũ(λ))(u− u0) +

+2
∂

∂t
(B∗ũ(λ)P̃2ũ(λ))(ut − u0t)+

+2
∂

∂t
B∗′ũ(λ)

(
P̃2ũ(λ)(u− u0);

∂ũ(λ)

∂t

)
+

+2
∂

∂t
B∗ũ(λ)P̃

′
2ũ(λ)

(
u− u0;

∂ũ(λ)

∂t

)
+

+2B∗′ũ(λ)

(
P̃2ũ(λ)(ut − u0t);

∂ũ(λ)

∂t

)
+

+2B∗ũ(λ)P̃
′
2ũ(λ)

(
ut − u0t;

∂ũ(λ)

∂t
;

)
+

+B∗′′ũ(λ)

(
P̃2ũ(λ)(u− u0);

∂ũ(λ)

∂t
;
∂ũ(λ)

∂t

)
+

+2B∗′ũ(λ)

(
P̃ ′2ũ(λ)

(
u− u0;

∂ũ(λ)

∂t

)
;
∂ũ(λ)

∂t

)
+

+B∗′ũ(λ)

(
P̃2ũ(λ)(u− u0);

∂2ũ(λ)

∂t2

)
+

+B∗ũ(λ)P̃
′′
2ũ(λ)

(
u− u0;

∂ũ(λ)

∂t
;
∂ũ(λ)

∂t

)
+

+ B∗ũ(λ)P̃
′
2ũ(λ)

(
u− u0;

∂2ũ(λ)

∂t2

)〉]
dλdt. (1.101)
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Далее, для интеграла

J3[u] =

t1∫
t0

1∫
0

〈
P̃3ũ(λ)

(
∂ũ(λ)

∂t

)2

, Bũ(λ)(u− u0)

〉
dλdt

имеем

J3[u] =

t1∫
t0

1∫
0

〈
P̃3ũ(λ)(u

2
0t

+ 2λu0t(ut − u0t)+

+λ2(ut − u0t)
2), Bũ(λ)(u− u0)

〉
dλdt =

=

t1∫
t0

1∫
0

[〈
P̃3ũ(λ)u

2
0t
, Bũ(λ)(u− u0)

〉
+

+2λ
〈
P̃3ũ(λ)u0t(ut − u0t), Bũ(λ)(u− u0)

〉
+

+2λ2
〈
P̃3ũ(λ)(ut − u0t)

2, Bũ(λ)(u− u0)
〉
−

− λ2
〈
P̃3ũ(λ)(ut − u0t)

2, Bũ(λ)(u− u0)
〉]
dλdt =

=

t1∫
t0

1∫
0

[〈
P̃3ũ(λ)u

2
0t
, Bũ(λ)(u− u0)

〉
+

+2λ
〈
P̃3ũ(λ)u0t(ut − u0t), Bũ(λ)(u− u0)

〉
+

+2λ2
〈
ut − u0t, (ut − u0t)P̃

∗
3ũ(λ)Bũ(λ)(u− u0)

〉
−

− λ2
〈
P̃3ũ(λ)(ut − u0t)

2, Bũ(λ)(u− u0)
〉]
dλdt =

=

t1∫
t0

1∫
0

[〈
P̃3ũ(λ)u

2
0t
, Bũ(λ)(u− u0)

〉
+

+2λ
〈
P̃3ũ(λ)u0t(ut − u0t), Bũ(λ)(u− u0)

〉
−

−2λ2
〈
u− u0, (utt − u0tt)P̃

∗
3ũ(λ)Bũ(λ)(u− u0)

〉
−
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−2λ2

〈
u− u0, (ut − u0t)

∂

∂t
(P̃ ∗3ũ(λ)Bũ(λ))(u− u0)

〉
−

−2λ2

〈
u− u0, (ut − u0t)P̃

∗′
3ũ(λ)

(
Bũ(λ)(u− u0);

∂ũ(λ)

∂t

)〉
−

−2λ2

〈
u− u0, (ut − u0t)P̃

∗
3ũ(λ)B

′
ũ(λ)

(
u− u0;

∂ũ(λ)

∂t

)〉
−

−2λ2
〈
u− u0, (ut − u0t)P̃

∗
3ũ(λ)Bũ(λ)(ut − u0t)

〉
−

− λ2
〈
P̃3ũ(λ)(ut − u0t)

2, Bũ(λ)(u− u0)
〉]
dλdt =

=

t1∫
t0

1∫
0

[〈
P̃3ũ(λ)u

2
0t
, Bũ(λ)(u− u0)

〉
−

−2λ
〈
u− u0, u0ttP̃

∗
3ũ(λ)Bũ(λ)(u− u0)+

+u0t

∂

∂t
(P̃ ∗3ũ(λ)Bũ(λ))(u− u0) + u0tP̃

∗′
3ũ(λ)

(
Bũ(λ)(u− u0);

∂ũ(λ)

∂t

)
+

+u0tP̃
∗
3ũ(λ)B

′
ũ(λ)

(
u− u0;

∂ũ(λ)

∂t

)
+ u0tP̃

∗
3ũ(λ)Bũ(λ)(ut − u0t)+

+λ(utt−u0tt)P̃
∗
3ũ(λ)Bũ(λ)(u−u0)+λ(ut−u0t)

∂

∂t
(P̃ ∗3ũ(λ)Bũ(λ))(u−u0)+

+λ(ut − u0t)

[
P̃ ∗′3ũ(λ)

(
Bũ(λ)(u− u0);

∂ũ(λ)

∂t

)
+

+P̃ ∗3ũ(λ)B
′
ũ(λ)

(
u− u0;

∂ũ(λ)

∂t

)]
+

+λ(ut − u0t)P̃
∗
3ũ(λ)Bũ(λ)(ut − u0t)

〉
−

− λ2
〈
P̃3ũ(λ)(ut − u0t)

2, Bũ(λ)(u− u0)
〉]
dλdt =

=

t1∫
t0

1∫
0

[〈
P̃3ũ(λ)u

2
0t, Bũ(λ)(u− u0)

〉
−
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−2λ

〈
u− u0,

∂2ũ(λ)

∂t2
P̃ ∗3ũ(λ)Bũ(λ)(u− u0)

〉
−

−2λ

〈
u− u0,

∂ũ(λ)

∂t

∂

∂t

(
P̃ ∗3ũ(λ)Bũ(λ)

)
(u− u0)

〉
−

−2λ

〈
u− u0,

∂ũ(λ)

∂t
P̃ ∗′3ũ(λ)

(
Bũ(λ)(u− u0);

∂ũ(λ)

∂t

)〉
−

−2λ

〈
u− u0,

∂ũ(λ)

∂t
P̃ ∗3ũ(λ)B

′
ũ(λ)

(
u− u0;

∂ũ(λ)

∂t

)〉
−

−2λ

〈
u− u0,

∂ũ(λ)

∂t
P̃ ∗3ũ(λ)Bũ(λ)(ut − u0t)

〉
−

− λ2
〈
P̃3ũ(λ)(ut − u0t)

2, Bũ(λ)(u− u0)
〉]
dλdt =

=

t1∫
t0

1∫
0

[〈
P̃3ũ(λ)u

2
0t, Bũ(λ)(u− u0)

〉
−

−2λ

〈
u− u0,

∂2ũ(λ)

∂t2
P̃ ∗3ũ(λ)Bũ(λ)(u− u0)

〉
−

−2λ

〈
u− u0,

∂ũ(λ)

∂t

∂

∂t
(P̃ ∗3ũ(λ)Bũ(λ))(u− u0)

〉
−

−2λ

〈
u− u0,

∂ũ(λ)

∂t
P̃ ∗′3ũ(λ)

(
Bũ(λ))(u− u0);

∂ũ(λ)

∂t

)〉
−

−2λ

〈
u− u0,

∂ũ(λ)

∂t
P̃ ∗3ũ(λ)B

′
ũ(λ)

(
u− u0;

∂ũ(λ)

∂t

)〉
−

−λ2
〈
P̃3ũ(λ)(ut − u0t)

2, Bũ(λ))(u− u0)
〉

+

+2λ

〈
u− u0, B

∗
ũ(λ)P̃3ũ(λ)

(
∂ũ(λ)

∂t
(ut − u0t)

)〉
−

−2λ

〈
u− u0, P̃

∗′
2ũ(λ)

(
Bũ(λ)(ut − u0t);

∂ũ(λ)

∂t

)〉
−
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−2λ

〈
u− u0, P̃

∗
2ũ(λ)B

′
ũ(λ)

(
ut − u0t;

∂ũ(λ)

∂t

)〉]
dλdt =

=

t1∫
t0

1∫
0

[〈
P̃3ũ(λ)u

2
0t, Bũ(λ)(u− u0)

〉
−

−2λ

〈
u− u0,

∂2ũ(λ)

∂t2
P̃ ∗3ũ(λ)Bũ(λ)(u− u0)

〉
−

−2λ

〈
u− u0,

∂ũ(λ)

∂t

∂

∂t
(P̃ ∗3ũ(λ)Bũ(λ))(u− u0)

〉
−

−2λ

〈
u− u0,

∂ũ(λ)

∂t
P̃ ∗′3ũ(λ)

(
Bũ(λ)(u− u0);

∂ũ(λ)

∂t

)〉
−

−2λ

〈
u− u0,

∂ũ(λ)

∂t
P̃ ∗3ũ(λ)B

′
ũ(λ)

(
u− u0;

∂ũ(λ)

∂t

)〉
−

−λ2
〈
P̃3ũ(λ)(ut − u0t)

2, Bũ(λ)(u− u0)
〉

+

+2λ
〈
u− u0, B

∗
ũ(λ)P̃3ũ(λ)u0t(ut − u0t)

〉
+

+2λ2
〈
u− u0, B

∗
ũ(λ)P̃3ũ(λ)(ut − u0t)

2
〉
−

−2λ

〈
u− u0, P̃

∗′
2ũ(λ)

(
Bũ(λ)(ut − u0t);

∂ũ(λ)

∂t

)〉
−

−2λ

〈
u− u0, P̃

∗
2ũ(λ)B

′
ũ(λ)

(
ut − u0t;

∂ũ(λ)

∂t

)〉]
dλdt =

=

t1∫
t0

1∫
0

[〈
P̃3ũ(λ)

(
∂ũ(λ)

∂t

)2

, Bũ(λ)(u− u0)

〉
−

−2λ

〈
u− u0,

∂2ũ(λ)

∂t2
P̃ ∗3ũ(λ)Bũ(λ)(u− u0)

〉
−

−2λ

〈
u− u0,

∂ũ(λ)

∂t

∂

∂t

(
P̃ ∗3ũ(λ)Bũ(λ)

)
(u− u0)

〉
−
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−2λ

〈
u− u0,

∂ũ(λ)

∂t
P̃ ∗′3ũ(λ)

(
Bũ(λ)(u− u0);

∂ũ(λ)

∂t

)〉
−

−2λ

〈
u− u0,

∂ũ(λ)

∂t
P̃ ∗3ũ(λ)B

′
ũ(λ)

(
u− u0;

∂ũ(λ)

∂t

)〉
−

−2λ

〈
u− u0, P̃

∗′
2ũ(λ)

(
Bũ(λ)(ut − u0t);

∂ũ(λ)

∂t

)〉
−

−2λ

〈
u− u0, P̃

∗
2ũ(λ)B

′
ũ(λ)

(
ut − u0t;

∂ũ(λ)

∂t

)〉]
dλdt. (1.102)

Учитывая равенства (1.100) - (1.102), получаем

F [u] =

t1∫
t0

1∫
0

[〈
Q̃(ũ(λ)), Bũ(λ)(u− u0)

〉
+

+2

〈
∂

∂t

(
P̃ ∗2ũ(λ)Bũ(λ)

)
(u− u0),

∂ũ(λ)

∂t

〉
−

−
〈
B∗ũ(λ)P̃1ũ(λ)(u− u0),

∂ũ(λ)

∂t

〉
−

−2λ

〈
∂2

∂t2

(
B∗ũ(λ)P̃2ũ(λ)

)
(u− u0), u− u0

〉
−

−2λ

〈
∂

∂t

(
B∗ũ(λ)P̃2ũ(λ)

)
(ut − u0t), u− u0

〉
−

−2λ

〈
∂

∂t
B∗′ũ(λ)

(
P̃2ũ(λ)(u− u0);

∂ũ(λ)

∂t

)
, u− u0

〉
−

−2λ

〈
∂

∂t
B∗ũ(λ)P̃

′
2ũ(λ)

(
u− u0;

∂ũ(λ)

∂t

)
, u− u0

〉
+

+λ

〈
∂

∂t

(
B∗ũ(λ)P̃1ũ(λ)

)
(u− u0), u− u0

〉
+

+λ

〈
B∗′ũ(λ)

(
P̃1ũ(λ)(u− u0);

∂ũ(λ)

∂t

)
, u− u0

〉
+



77

+λ

〈
B∗ũ(λ)P̃

′
1ũ(λ)

(
u− u0;

∂ũ(λ)

∂t

)
, u− u0

〉
−

−
〈
∂ũ(λ)

∂t
,
∂

∂t

(
P̃ ∗2ũ(λ)Bũ(λ)

)
(u− u0)

〉
−

−
〈
∂ũ(λ)

∂t
, P̃ ∗′2ũ(λ)

(
Bũ(λ)(u− u0);

∂ũ(λ)

∂t

)〉
−

−
〈
∂ũ(λ)

∂t
, P̃ ∗2ũ(λ)B

′
ũ(λ)

(
u− u0;

∂ũ(λ)

∂t

)〉
−

−
〈
∂ũ(λ)

∂t
, P̃ ∗2ũ(λ)Bũ(λ)(ut − u0t)

〉
+

+λ

〈
u− u0,

∂2

∂t2

(
B∗ũ(λ)P̃2ũ(λ)

)
(u− u0)

〉
+

+2λ

〈
u− u0,

∂

∂t

(
B∗ũ(λ)P̃2ũ(λ)

)
(ut − u0t)

〉
+

+2λ

〈
u− u0,

∂

∂t
B∗′ũ(λ)

(
P̃2ũ(λ)(u− u0);

∂ũ(λ)

∂t

)〉
+

+2λ

〈
u− u0,

∂

∂t
B∗ũ(λ)P̃

′
2ũ(λ)

(
u− u0;

∂ũ(λ)

∂t

)〉
+

+2λ

〈
u− u0, B

∗′
ũ(λ)

(
P̃2ũ(λ)(ut − u0t);

∂ũ(λ)

∂t

)〉
+

+2λ

〈
u− u0, B

∗
ũ(λ)P̃

′
2ũ(λ)

(
ut − u0t;

∂ũ(λ)

∂t

)〉
+

+λ

〈
u− u0, B

∗′′
ũ(λ)

(
P̃2ũ(λ)(u− u0);

∂ũ(λ)

∂t
;
∂ũ(λ)

∂t

)〉
+

+2λ

〈
u− u0, B

∗′
ũ(λ)

(
P̃ ′2ũ(λ)

(
u− u0;

∂ũ(λ)

∂t

)
;
∂ũ(λ)

∂t

)〉
+

+λ

〈
u− u0, B

∗′
ũ(λ)

(
P̃2ũ(λ)(u− u0);

∂2ũ(λ)

∂t2

)〉
+
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+λ

〈
u− u0, B

∗
ũ(λ)P̃

′′
2ũ(λ)

(
u− u0;

∂ũ(λ)

∂t
;
∂ũ(λ)

∂t

)〉
+

+λ

〈
u− u0, B

∗
ũ(λ)P̃

′
2ũ(λ)

(
u− u0;

∂2ũ(λ)

∂t2

)〉
+

+

〈
∂ũ(λ)

∂t
,
∂ũ(λ)

∂t
P̃ ∗3ũ(λ)Bũ(λ)(u− u0)

〉
−

−2λ

〈
u− u0,

∂2ũ(λ)

∂t2
P̃ ∗3ũ(λ)Bũ(λ)(u− u0)

〉
−

−2λ

〈
u− u0,

∂ũ(λ)

∂t

∂

∂t

(
P̃ ∗3ũ(λ)Bũ(λ)

)
(u− u0)

〉
−

−2λ

〈
u− u0,

∂ũ(λ)

∂t
P̃ ∗′3ũ(λ)

(
Bũ(λ)(u− u0);

∂ũ(λ)

∂t

)〉
−

−2λ

〈
u− u0,

∂ũ(λ)

∂t
P̃ ∗3ũ(λ)B

′
ũ(λ)

(
u− u0;

∂ũ(λ)

∂t

)〉
−

−2λ

〈
u− u0, P̃

∗′
2ũ(λ)

(
Bũ(λ)(ut − u0t);

∂ũ(λ)

∂t

)〉
−

− 2λ

〈
u− u0, P̃

∗
2ũ(λ)B

′
ũ(λ)

(
ut − u0t;

∂ũ(λ)

∂t

)〉]
dλdt+

+F [u0] =

t1∫
t0

1∫
0

[〈
Q̃(ũ(λ)), Bũ(λ)(u− u0)

〉
+

+

〈
∂

∂t

(
P̃ ∗2ũ(λ)Bũ(λ)

)
(u− u0),

∂ũ(λ)

∂t

〉
−

−
〈
P̃1ũ(λ)(u− u0), Bũ(λ)

∂ũ(λ)

∂t

〉
−

−λ
〈
∂2

∂t2

(
B∗ũ(λ)P̃2ũ(λ)

)
(u− u0), u− u0

〉
+
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+λ

〈
∂

∂t

(
B∗ũ(λ)P̃1ũ(λ)

)
(u− u0), u− u0

〉
−

−
〈
P̃2ũ(λ)(ut − u0t), Bũ(λ)

∂ũ(λ)

∂t

〉
−

−
〈
∂ũ(λ)

∂t
, B∗ũ(λ)P̃3ũ(λ)

(
∂ũ(λ)

∂t
(u− u0)

)〉
+

+2λ

〈
u− u0,

∂

∂t
P̃ ∗′2ũ(λ)

(
Bũ(λ)(u− u0);

∂ũ(λ)

∂t

)〉
+

+2λ

〈
u− u0,

∂

∂t
P̃ ∗2ũ(λ)B

′
ũ(λ)

(
u− u0;

∂ũ(λ)

∂t

)〉
−

−2λ

〈
u− u0, P̃

∗′
1ũ(λ)

(
Bũ(λ)(u− u0);

∂ũ(λ)

∂t

)〉
−

−2λ

〈
u− u0, P̃

∗
1ũ(λ)B

′
ũ(λ)

(
u− u0;

∂ũ(λ)

∂t

)〉
+

+2λ

〈
u− u0, P̃

∗′
2ũ(λ)

(
Bũ(λ)(ut − u0t);

∂ũ(λ)

∂t

)〉
+

+2λ

〈
u− u0, P̃

∗
2ũ(λ)B

′
ũ(λ)

(
ut − u0t;

∂ũ(λ)

∂t

)〉
+

+λ

〈
u− u0, P̃

∗′′
2ũ(λ)

(
Bũ(λ)(u− u0);

∂ũ(λ)

∂t
;
∂ũ(λ)

∂t

)〉
+

+2λ

〈
u− u0, P̃

∗′
2ũ(λ)

(
B′ũ(λ)

(
u− u0;

∂ũ(λ)

∂t

)
;
∂ũ(λ)

∂t

)〉
+

+λ

〈
u− u0, P̃

∗′
2ũ(λ)

(
Bũ(λ)(u− u0);

∂2ũ(λ)

∂t2

)〉
+

+λ

〈
u− u0, P̃

∗
2ũ(λ)B

′′
ũ(λ)

(
u− u0;

∂ũ(λ)

∂t
;
∂ũ(λ)

∂t

)〉
+

+λ

〈
u− u0, P̃

∗
2ũ(λ)B

′
ũ(λ)

(
u− u0;

∂2ũ(λ)

∂t2

)〉
−
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−2λ

〈
u− u0,

∂2ũ(λ)

∂t2
P̃ ∗3ũ(λ)Bũ(λ)(u− u0)

〉
−

−2λ

〈
u− u0,

∂ũ(λ)

∂t
· ∂
∂t

(
P̃ ∗3ũ(λ)Bũ(λ)

)
(u− u0)

〉
−

−2λ

〈
u− u0,

∂ũ(λ)

∂t
P̃ ∗′3ũ(λ)

(
Bũ(λ)(u− u0);

∂ũ(λ)

∂t

)〉
−

−2λ

〈
u− u0,

∂ũ(λ)

∂t
P̃ ∗3ũ(λ)B

′
ũ(λ)

(
u− u0;

∂ũ(λ)

∂t

)〉
−

−2λ

〈
u− u0, P̃

∗′
2ũ(λ)

(
Bũ(λ)(ut − u0t);

∂ũ(λ)

∂t

)〉
−

−2λ

〈
u− u0, P̃

∗
2ũ(λ)B

′
ũ(λ)

(
ut − u0t;

∂ũ(λ)

∂t

)〉]
dλdt+

+F [u0] =

t1∫
t0

1∫
0

[〈
Q̃(ũ(λ)), Bũ(λ)(u− u0)

〉
+

+

〈
∂

∂t

(
B∗ũ(λ)P̃2ũ(λ)

)
(u− u0),

∂ũ(λ)

∂t

〉
−

−
〈
P̃1ũ(λ)(u− u0), Bũ(λ)

∂ũ(λ)

∂t

〉
−

−λ
〈
∂2

∂t2

(
B∗ũ(λ)P̃2ũ(λ)

)
(u− u0), u− u0

〉
+

+λ

〈
∂

∂t

(
B∗ũ(λ)P̃1ũ(λ)

)
(u− u0), u− u0

〉
−

−
〈
P̃2ũ(λ)(ut − u0t), Bũ(λ)

∂ũ(λ)

∂t

〉
−

−
〈
Bũ(λ)

∂ũ(λ)

∂t
, P̃3ũ(λ)

(
∂ũ(λ)

∂t
(u− u0)

)〉
+
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+λ

〈
B∗ũ(λ)P̃

′
1ũ(λ)

(
∂ũ(λ)

∂t
;u− u0

)
, u− u0

〉
+

+λ

〈
u− u0,

[
B′ũ(λ) (·;u− u0)

]∗
P̃1ũ(λ)

∂ũ(λ)

∂t

〉
−

−λ
〈
u− u0,

[
P̃ ′1ũ(λ)

(
∂ũ(λ)

∂t
; ·
)]∗

Bũ(λ)(u− u0)

〉
−

−λ
〈
u− u0,

[
B′ũ(λ) (u− u0; ·)

]∗
P̃1ũ(λ)

∂ũ(λ)

∂t

〉
+

+λ

〈
u− u0, B

∗
ũ(λ)P̃

′
2ũ(λ)

(
∂2ũ(λ)

∂t2
;u− u0

)〉
+

+λ

〈
u− u0,

[
B′ũ(λ) (·;u− u0)

]∗
P̃2ũ(λ)

∂2ũ(λ)

∂t2

〉
−

−λ
〈
u− u0,

[
P̃ ′2ũ(λ)

(
∂2ũ(λ)

∂t2
; ·
)]∗

Bũ(λ)(u− u0)

〉
−

−λ
〈
u− u0,

[
B′ũ(λ) (u− u0; ·)

]∗
P̃2ũ(λ)

∂2ũ(λ)

∂t2

〉
+

+λ

〈
u− u0, B

∗
ũ(λ)P̃

′
3ũ(λ)

((
∂ũ(λ)

∂t

)2

;u− u0

)〉
+

+λ

〈
u− u0,

[
B′ũ(λ) (·;u− u0)

]∗
P̃3ũ(λ)

(
∂ũ(λ)

∂t

)2
〉
−

−λ

〈
u− u0,

[
P̃ ′3ũ(λ)

((
∂ũ(λ)

∂t

)2

; ·

)]∗
Bũ(λ)(u− u0)

〉
−

−λ

〈
u− u0,

[
B′ũ(λ) (u− u0; ·)

]∗
P̃3ũ(λ)

(
∂ũ(λ)

∂t

)2
〉]

dλdt+

+F [u0] =

t1∫
t0

1∫
0

[〈
Q̃(ũ(λ)), Bũ(λ)(u− u0)

〉
+



82

+

〈
∂

∂t

(
B∗ũ(λ)P̃2ũ(λ)

)
(u− u0),

∂ũ(λ)

∂t

〉
−

−
〈
P̃1ũ(λ)(u− u0), Bũ(λ)

∂ũ(λ)

∂t

〉
−

−λ
〈
∂2

∂t2

(
B∗ũ(λ)P̃2ũ(λ)

)
(u− u0), u− u0

〉
+

+λ

〈
∂

∂t

(
B∗ũ(λ)P̃1ũ(λ)

)
(u− u0), u− u0

〉
−

−
〈
P̃2ũ(λ)(ut − u0t), Bũ(λ)

∂ũ(λ)

∂t

〉
−

−
〈
P̃3ũ(λ)

(
∂ũ(λ)

∂t
(u− u0)

)
, Bũ(λ)

∂ũ(λ)

∂t

〉]
dλdt + F [u0],

откуда, используя (1.95) - (1.98), получаем (1.94).

Замечание 1.8. Отметим, что в данном случае обобщенный
лагранжиан L[u, ut] имеет вид

L[u, ut] =
〈
R̃3u(utu), Buut

〉
+
〈
R̃2uut, Buut

〉
+

+
〈
R̃1(u), Buut

〉
−
〈
∂

∂t
(B∗uR̃2u)u, ut

〉
+ B̃[u]. (1.103)

Замечание 1.9. Иногда функционал F [u] вида (1.94) будем обо-
значать также F t1[u].

Замечание 1.10. Если оператор N вида (1.13) является квази-
потенциальным на D(N) относительно билинейной формы (1.7),
то функционал F имеет следующий вид:

F [u] =

t1∫
t0

{〈
R̃3u(utu), ut

〉
+
〈
R̃2uut, ut

〉
+
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+
〈
R̃1(u), ut

〉
−

〈
∂R̃2u

∂t
u, ut

〉
+ B̃[u]

}
dt + F [u0], (1.104)

где

Φ(R̃1(u), ut) =

t1∫
t0

1∫
0

〈
−P̃1ũ(λ)(u− u0),

∂ũ(λ)

∂t

〉
dλdt, (1.105)

Φ(R̃2uut, ut) =

t1∫
t0

1∫
0

〈
−P̃2ũ(λ)(ut − u0t),

∂ũ(λ)

∂t

〉
dλdt, (1.106)

Φ(R̃3u(utu), ut) =

=

t1∫
t0

1∫
0

〈
−P̃3ũ(λ)

(
∂ũ(λ)

∂t
(u− u0)

)
,
∂ũ(λ)

∂t

〉
dλdt, (1.107)

B̃[u] =

1∫
0

[〈
Q̃(ũ(λ)), u− u0

〉
+ λ

〈
∂P̃1ũ(λ)

∂t
(u− u0), u− u0

〉
−

− λ

〈
∂2P̃2ũ(λ)

∂t2
(u− u0), u− u0

〉]
dλ, (1.108)

u0 - фиксированный элемент из D(N).

Замечание 1.11. Если оператор N вида (1.13) является Bu-
потенциальным на D(N) относительно билинейной формы (1.7),
то функционал FN имеет следующий вид:

FN [u] =

t1∫
t0

{〈R3u(utu), Buut〉 + 〈R2uut, Buut〉+
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+ 〈R1(u), Buut〉 −
〈
∂

∂t
(B∗uR2u)u, ut

〉
+ B[u]

}
dt+FN [u0], (1.109)

где

Φ(R1(u), Buut) =

t1∫
t0

1∫
0

〈
−P1ũ(λ)(u− u0), Bũ(λ)

∂ũ(λ)

∂t

〉
dλdt,

(1.110)

Φ(R2uut, Buut) =

t1∫
t0

1∫
0

〈
−P2ũ(λ)(ut − u0t), Bũ(λ)

∂ũ(λ)

∂t

〉
dλdt,

(1.111)
Φ(R3u(utu), Buut) =

=

t1∫
t0

1∫
0

〈
−P3ũ(λ)

(
∂ũ(λ)

∂t
(u− u0)

)
, Bũ(λ)

∂ũ(λ)

∂t

〉
dλdt, (1.112)

B[u] =

1∫
0

[〈
Q(ũ(λ)), Bũ(λ)(u− u0)

〉
+

+λ

〈
∂

∂t
(B∗ũ(λ)P1ũ(λ))(u− u0), u− u0

〉
−

− λ
〈
∂2

∂t2
(B∗ũ(λ)P2ũ(λ))(u− u0), u− u0

〉]
dλ, (1.113)

u0 - фиксированный элемент из D(N).

Замечание 1.12. Если операторN вида (1.13) является потенци-
альным наD(N) относительно билинейной формы (1.7), то функ-
ционал FN имеет следующий вид:

FN [u] =

t1∫
t0

{〈R3u(utu), ut〉 + 〈R2uut, ut〉+
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+ 〈R1(u), ut〉 −
〈
∂R2u

∂t
u, ut

〉
+ B[u]

}
dt + FN [u0], (1.114)

где

Φ(R1(u), ut) =

t1∫
t0

1∫
0

〈
−P1ũ(λ)(u− u0),

∂ũ(λ)

∂t

〉
dλdt, (1.115)

Φ(R2uut, ut) =

t1∫
t0

1∫
0

〈
−P2ũ(λ)(ut − u0t),

∂ũ(λ)

∂t

〉
dλdt, (1.116)

Φ(R3u(utu), ut) =

=

t1∫
t0

1∫
0

〈
−P3ũ(λ)

(
∂ũ(λ)

∂t
(u− u0)

)
,
∂ũ(λ)

∂t

〉
dλdt, (1.117)

B[u] =

1∫
0

[
〈Q(ũ(λ)), u− u0〉 + λ

〈
∂P1ũ(λ)

∂t
(u− u0), u− u0

〉
−

− λ
〈
∂2P2ũ(λ)

∂t2
(u− u0), u− u0

〉]
dλ, (1.118)

u0 - фиксированный элемент из D(N).

1.5 Структура уравнения движения в случае квази-Bu-
потенциальности его оператора

Выясним структуру уравнения движения (1.13) в случае
квази-Bu-потенциальной системы с бесконечным числом степеней
свободы.
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Теорема 1.6. Пусть D∗t = −Dt на D(N ′u, Bu), ∃B−1
u . Условия

(1.16) - (1.22) выполняются тогда и только тогда, когда опера-
торы Piu (i = 1, 3) и Q имеют вид

P2uutt = Λ2uutt− (1.119)

−(B−1
u )∗(uR̃∗3uBuutt)− R̃3u(uutt)− (B−1

u )∗R̃∗2uBuutt − R̃2uutt,

P1uut = −(B−1
u )∗

(
u
∂

∂t
(R̃∗3uBu)ut

)
− (B−1

u )∗
∂

∂t
(B∗uR̃3u)(uut)−

−(B−1
u )∗

∂

∂t
(R̃∗2uBu)ut + (B−1

u )∗R̃′∗1uBuut + (B−1
u )∗[B′u(ut; ·)]∗R̃1(u)−

−(B−1
u )∗B∗′u (R̃1(u);ut)− R̃′1uut − (B−1

u )∗
(
∂

∂t
B∗′u (R̃2uu; ·)

)∗
ut−

−(B−1
u )∗

(
∂

∂t
B∗uR̃

′
2u(u; ·)

)∗
ut − (B−1

u )∗
(
∂

∂t
B∗uR̃2u

)∗
ut+

+(B−1
u )∗

∂

∂t
B∗′u (R̃2uu;ut) + (B−1

u )∗
∂

∂t
B∗uR̃

′
2u(u;ut) + Λ1uut, (1.120)

P3uu
2
t = (B−1

u )∗(R̃′3u(utu; ·))∗Buut − (B−1
u )∗(uR̃∗′3u(Buut;ut))−

−(B−1
u )∗(uR̃∗3uB

′
u(ut;ut))− (B−1

u )∗B∗′u (R̃3u(utu);ut)− R̃′3u(utu;ut)−
−R̃3uu

2
t + (B−1

u )∗[B′u(ut; ·)]∗R̃3u(utu) + (B−1
u )∗[R̃′2u(ut; ·)]∗Buut−

−(B−1
u )∗R̃∗′2u(Buut;ut)− (B−1

u )∗R̃∗2uB
′
u(ut;ut)− R̃′2u(ut;ut)−

−(B−1
u )∗B∗′u (R̃2uut;ut) + (B−1

u )∗[B′u(ut; ·)]∗R̃2uut + Λ3uu
2
t , (1.121)

Q(u) = Λ4(u) + (Bu−grad)Φ1B̃[u]−

− (B−1
u )∗

∂

∂t
B∗uR̃1(u) + (B−1

u )∗
∂2

∂t2
(B∗uR̃2u)u. (1.122)
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Доказательство. Если D∗t = −Dt на D(N ′u, Bu) и оператор N

вида (1.13) является квази-Bu-потенциальным на D(N) относи-
тельно билинейной формы (1.7), то по теореме 1.5 существует
функционал F вида

F [u] =

t1∫
t0

{〈
R̃3u(utu), Buut

〉
+
〈
R̃2uut, Buut

〉
+

+
〈
R̃1(u), Buut

〉
−
〈
∂

∂t
(B∗uR̃2u)u, ut

〉
+ B̃[u]

}
dt + F [u0].

Найдем вариацию функционала F . Имеем

δF [u, h] =

t1∫
t0

[〈
R̃′3u(utu;h) + R̃3u(htu) + R̃3u(uth), Buut

〉
+

+
〈
R̃3u(utu), Buht + B′u(ut;h)

〉
+
〈
R̃′2u(ut;h) + R̃2uht, Buut

〉
+

+
〈
R̃2uut, Buht + B′u(ut;h)

〉
+
〈
R̃′1uh,Buut

〉
+

+
〈
R̃1(u), Buht + B′u(ut;h)

〉
−
〈
∂

∂t
B∗′u (R̃2uu;h), ut

〉
−

−
〈
∂

∂t
B∗uR̃

′
2u(u;h) +

∂

∂t
(B∗uR̃2u)h, ut

〉
−
〈
∂

∂t
(B∗uR̃2u)u, ht

〉
+

+
〈

(Bu−grad)Φ1B̃[u], Buh
〉]
dt =

t1∫
t0

[〈[
R̃′3u(utu; ·)

]∗
Buut, h

〉
+

+
〈
ht, uR̃

∗
3uBuut

〉
+
〈
h, utR̃

∗
3uBuut

〉
+
〈
B∗uR̃3u(utu), ht

〉
+

+
〈

[B′u(ut; ·)]
∗
R̃3u(utu), h

〉
+
〈[

R̃′2u(ut; ·)
]∗
Buut, h

〉
+

+
〈
R̃∗2uBuut, ht

〉
+
〈
B∗uR̃2uut, ht

〉
+
〈
h, R̃′∗1uBuut

〉
+
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+
〈

[B′u(ut; ·)]
∗
R̃2uut, h

〉
+
〈

[B′u(ut; ·)]
∗
R̃1(u), h

〉
+

+
〈
B∗uR̃1(u), ht

〉
−
〈[

∂

∂t
B∗′u

(
R̃2uu; ·

)]∗
ut, h

〉
−

−
〈[

∂

∂t
B∗uR̃

′
2u (u; ·)

]∗
ut, h

〉
−
〈[

∂

∂t
(B∗uR̃2u)

]∗
ut, h

〉
−

−
〈
∂

∂t
(B∗uR̃2u)u, ht

〉
+
〈

(Bu−grad)Φ1B̃[u], Buh
〉]

dt =

=

t1∫
t0

[〈[
R̃′3u(utu; ·)

]∗
Buut, h

〉
−
〈
h, u

∂

∂t

(
R̃∗3uBu

)
ut+

+utR̃
∗
3uBuut + uR̃∗′3u (Buut;ut) + uR̃∗3uB

′
u (ut;ut) + uR̃∗3uBuutt

〉
+

+
〈
h, utR̃

∗
3uBuut

〉
−
〈
h,
∂

∂t

(
B∗uR̃3u

)
(utu) + B∗′u

(
R̃3u(utu);ut

)
+

+B∗uR̃
′
3u(utu;ut) + B∗uR̃3u(uttu) + B∗uR̃3uu

2
t

〉
+

+
〈

[B′u(ut; ·)]
∗
R̃3u(utu), h

〉
+
〈[

R̃′2u(ut; ·)
]∗
Buut, h

〉
−

−〈h, ∂
∂t

(
R̃∗2uBu

)
ut + R̃∗′2u(Buut;ut) + R̃∗2uB

′
u(ut;ut) + R̃∗2uBuutt〉−

−〈h, ∂
∂t

(
B∗uR̃2u

)
ut + B∗′u (R̃2uut;ut) + B∗uR̃

′
2u(ut;ut) + B∗uR̃2uutt〉+

+
〈

[B′u(ut; ·)]
∗
R̃2uut, h

〉
+
〈
h, R̃′∗1uBuut

〉
+

+
〈

[B′u(ut; ·)]
∗
R̃1(u), h

〉
−
〈
h,
∂

∂t
B∗uR̃1(u) + B∗′u (R̃1(u);ut)+

+B∗uR̃
′
1uut

〉
−
〈[

∂

∂t
B∗′u (R̃2uu; ·)

]∗
ut, h

〉
−

−
〈[

∂

∂t
B∗uR̃

′
2u(u; ·)

]∗
ut, h

〉
−
〈[

∂

∂t
(B∗uR̃2u)

]∗
ut, h

〉
+
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+

〈
h,
∂2

∂t2
(B∗uR̃2u)u +

∂

∂t
B∗′u (R̃2uu;ut) +

∂

∂t
B∗uR̃

′
2u(u;ut)+

+
∂

∂t
(B∗uR̃2u)ut

〉
+
〈

(Bu−grad)Φ1B̃[u], Buh
〉]

dt =

=

t1∫
t0

〈
Buh,−(B−1

u )∗(uR̃∗3uBuutt)− R̃3u(uutt)− (B−1
u )∗R̃∗2uBuutt−

−R̃2uutt − (B−1
u )∗

(
u
∂

∂t
(R̃∗3uBu)ut

)
− (B−1

u )∗
∂

∂t
(B∗uR̃3u)(uut)−

−(B−1
u )∗

∂

∂t
(R̃∗2uBu)ut + (B−1

u )∗R̃′∗1uBuut + (B−1
u )∗[B′u(ut; ·)]∗R̃1(u)−

−(B−1
u )∗B∗′u (R̃1(u);ut)− R̃′1uut − (B−1

u )∗
[
∂

∂t
B∗′u (R̃2uu; ·)

]∗
ut−

−(B−1
u )∗

[
∂

∂t
B∗uR̃

′
2u(u; ·)

]∗
ut − (B−1

u )∗
[
∂

∂t
(B∗uR̃2u)

]∗
ut+

+(B−1
u )∗

∂

∂t
B∗′u (R̃2uu;ut) + (B−1

u )∗
∂

∂t
B∗uR̃

′
2u(u;ut)+

+(B−1
u )∗[R̃′3u(utu; ·)]∗Buut − (B−1

u )∗(uR̃∗′3u(Buut;ut))−
−(B−1

u )∗(uR̃∗3uB
′
u(ut;ut))− (B−1

u )∗B∗′u (R̃3u(utu);ut)− R̃′3u(utu;ut)−
−R̃3uu

2
t + (B−1

u )∗[B′u(ut; ·)]∗R̃3u(utu) + (B−1
u )∗[R̃′2u(ut; ·)]∗Buut−

−(B−1
u )∗R̃∗′2u(Buut;ut)− (B−1

u )∗R̃∗2uB
′
u(ut;ut)−

−(B−1
u )∗B∗′u (R̃2uut;ut)− R̃′2u(ut;ut) + (B−1

u )∗[B′u(ut; ·)]∗R̃2uut−

−(B−1
u )∗

∂

∂t
B∗uR̃1(u) + (B−1

u )∗
∂2

∂t2
(B∗uR̃2u)u+

+(Bu−grad)Φ1B̃[u]
〉
dt.

Учитывая (1.15), получаем достаточность пpедставления
(1.119) - (1.122). Обратно, если имеют место (1.119) - (1.122), то
условия (1.16) - (1.22) выполняются, так как они являются усло-
виями Bu-потенциальности оператора Ñ = N − Λ.
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Полученный результат позволяет по структуре оператора N

со второй производной по времени определить, допускает ли за-
данное уравнение движения представление в форме уравнения
Лагранжа с не-Bu-потенциальной плотностью силы, и в случае
равенств (1.119) - (1.122) построить функционал (1.94).

Замечание 1.13. Если Bu ≡ I - тождественный оператор (то
есть оператор N вида (1.13) является квазипотенциальным на
D(N) относительно заданной билинейной формы), то операторы
Piu (i = 1, 3) и Q имеют следующую структуру:

P2u = Λ2u − uR̃∗3u − R̃3u(u(·))− R̃∗2u − R̃2u, (1.123)

P1u = −u∂R̃
∗
3u

∂t
− ∂R̃3u

∂t
(u(·))− ∂R̃∗2u

∂t
+ R̃′∗1u − R̃′1u−

−
(
∂

∂t
R̃′2u(u; ·)

)∗
−

(
∂R̃2u

∂t

)∗
+
∂

∂t
R̃′2u(u; ·) + Λ1u, (1.124)

P3uu
2
t = (R̃′3u(utu; ·))∗ut − uR̃∗′3u(ut;ut)− R̃′3u(utu;ut)− R̃3uu

2
t+

+[R̃′2u(ut; ·)]∗ut − R̃∗′2u(ut;ut)− R̃′2u(ut;ut) + Λ3uu
2
t , (1.125)

Q(u) = Λ4(u) + gradΦ1B̃[u]− ∂R̃1(u)

∂t
+
∂2R̃2u

∂t2
u. (1.126)

Замечание 1.14. Если Λ ≡ 0 (то есть оператор N вида (1.13) яв-
ляется Bu-потенциальным на D(N) относительно заданной били-
нейной формы), то операторы Piu (i = 1, 3) иQ имеют следующую
структуру:

P2u = −(B−1
u )∗(uR∗3uBu(·))− R3u(u(·))− (B−1

u )∗R∗2uBu − R2u,

(1.127)
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P1uut = −(B−1
u )∗

(
u
∂

∂t
(R∗3uBu)ut

)
− (B−1

u )∗
∂

∂t
(B∗uR3u)(uut)−

−(B−1
u )∗

∂

∂t
(R∗2uBu)ut + (B−1

u )∗R′∗1uBuut + (B−1
u )∗[B′u(ut; ·)]∗R1(u)−

−(B−1
u )∗B∗′u (R1(u);ut)− R′1uut − (B−1

u )∗
(
∂

∂t
B∗′u (R2uu; ·)

)∗
ut−

−(B−1
u )∗

(
∂

∂t
B∗uR

′
2u(u; ·)

)∗
ut − (B−1

u )∗
(
∂

∂t
B∗uR2u

)∗
ut+

+(B−1
u )∗

∂

∂t
B∗′u (R2uu;ut) + (B−1

u )∗
∂

∂t
B∗uR

′
2u(u;ut), (1.128)

P3uu
2
t = (B−1

u )∗(R′3u(utu; ·))∗Buut − (B−1
u )∗(uR∗′3u(Buut;ut))−

−(B−1
u )∗(uR∗3uB

′
u(ut;ut))− (B−1

u )∗B∗′u (R3u(utu);ut)− R′3u(utu;ut)−
−R3uu

2
t + (B−1

u )∗[B′u(ut; ·)]∗R3u(utu) + (B−1
u )∗[R′2u(ut; ·)]∗Buut−

−(B−1
u )∗R∗′2u(Buut;ut)− (B−1

u )∗R∗2uB
′
u(ut;ut)− R′2u(ut;ut)−

−(B−1
u )∗B∗′u (R2uut;ut) + (B−1

u )∗[B′u(ut; ·)]∗R2uut, (1.129)

Q(u) = (Bu−grad)Φ1B[u]−(B−1
u )∗

∂

∂t
B∗uR1(u)+(B−1

u )∗
∂2

∂t2
(B∗uR2u)u.

(1.130)

Замечание 1.15. Если Λ ≡ 0, Bu ≡ I - тождественный опера-
тор (то есть оператор N вида (1.13) является потенциальным на
D(N) относительно заданной билинейной формы), то операторы
Piu (i = 1, 3) и Q имеют следующую структуру:

P2u = −uR∗3u − R3u(u(·))− R∗2u − R2u, (1.131)
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P1u = −u∂R
∗
3u

∂t
− ∂R3u

∂t
(u(·))− ∂R∗2u

∂t
+ R′∗1u − R′1u−

−
(
∂

∂t
R′2u(u; ·)

)∗
−
(
∂R2u

∂t

)∗
+
∂

∂t
R′2u(u; ·), (1.132)

P3uu
2
t = (R′3u(utu; ·))∗ut − uR∗′3u(ut;ut)− R′3u(utu;ut)− R3uu

2
t+

+[R′2u(ut; ·)]∗ut − R∗′2u(ut;ut)− R′2u(ut;ut), (1.133)

Q(u) = gradΦ1B[u]− ∂R1(u)

∂t
+
∂2R2u

∂t2
u. (1.134)

Замечание 1.16. [143] Покажем, что при определенных услови-
ях из равенств (1.131) - (1.134) может быть получена структура
классических уравнений Биркгофа [29,189].

Действительно, пусть R3 ≡ 0, R2 ≡ 0, R1 ≡ R.

В этом случае из равенств (1.131) - (1.134) получаем, что P2u ≡
0, P3u ≡ 0 и

Pu ≡ P1u = R′∗u − R′u, (1.135)

Q(u) = gradΦ1B[u]− ∂R(u)

∂t
, (1.136)

то есть уравнение (1.13) принимает вид

N(u) ≡ (R′∗u − R′u)ut + gradΦ1B[u]− ∂R(u)

∂t
= 0. (1.137)

Отметим, что, как следует из (1.114), это уравнение является
уравнением Лагранжа для функционала

FN [u] =

t1∫
t0

{〈R(u), ut〉 + B[u]} dt. (1.138)
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Предположим также, что

R = (R1,R2, ...,R2n)T , B = −B, (1.139)

где Ri (i = 1, 2n), B - функции, зависящие от переменной t и
вектор-функции u(t) = (u1(t), u2(t), ..., u2n(t))T .

Из формулы (1.2) получаем

R′u =


∂R1
∂u1

∂R1
∂u2

. . . ∂R1
∂u2n

∂R2
∂u1

∂R2
∂u2

. . . ∂R2
∂u2n... ... . . . ...

∂R2n
∂u1

∂R2n
∂u2

. . . ∂R2n
∂u2n

 .

Найдем R′∗u . Для этого будем использовать классическую били-
нейную форму

Φ(v, g) =

t1∫
t0

2n∑
i=1

vi(t) · gi(t)dt. (1.140)

Имеем

Φ(R′uh, g) =

t1∫
t0

(
∂R1

∂u1
h1g1 +

∂R1

∂u2
h2g1 + ... +

∂R1

∂u2n
h2ng1+

+
∂R2

∂u1
h1g2 +

∂R2

∂u2
h2g2 + ... +

∂R2

∂u2n
h2ng2 + ... +

∂R2n

∂u1
h1g2n+

+
∂R2n

∂u2
h2g2n + ... +

∂R2n

∂u2n
h2ng2n

)
dt =

t1∫
t0

[
h1

(
∂R1

∂u1
g1 +

∂R2

∂u1
g2+

+... +
∂R2n

∂u1
g2n

)
+ h2

(
∂R1

∂u2
g1 +

∂R2

∂u2
g2 + ... +

∂R2n

∂u2
g2n

)
+ ...+

+h2n

(
∂R1

∂u2n
g1 +

∂R2

∂u2n
g2 + ... +

∂R2n

∂u2n
g2n

)]
dt = Φ(h,R′∗u g),
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то есть

R′∗u =


∂R1
∂u1

∂R2
∂u1

. . . ∂R2n
∂u1

∂R1
∂u2

∂R2
∂u2

. . . ∂R2n
∂u2... ... . . . ...

∂R1
∂u2n

∂R2
∂u2n

. . . ∂R2n
∂u2n

 .

Тогда

R′∗u − R′u =


0 ∂R2

∂u1
− ∂R1

∂u2
. . . ∂R2n

∂u1
− ∂R1

∂u2n

∂R1
∂u2
− ∂R2

∂u1
0 . . . ∂R2n

∂u2
− ∂R2

∂u2n... ... . . . ...
∂R1
∂u2n
− ∂R2n

∂u1
∂R2
∂u2n
− ∂R2n

∂u2
. . . 0

 .

Таким образом, из (1.137) получаем уравнения Биркгофа

N i(u) ≡
2n∑
j=1

(
∂Rj

∂ui
− ∂Ri

∂uj

)
u̇j −

[
∂B
∂ui

+
∂Ri

∂t

]
= 0, i = 1, 2n,

а из (1.138) - известный функционал Пфаффа

FN [u] =

t1∫
t0

[
Ri · u̇i − B

]
dt.

Пример 1.4. [102]

Рассмотрим уравнение движения вида

N(u) ≡ a1u
2
t + b1u

2
x + a2uutt + b2uuxx = 0, (1.141)

(x, t) ∈ QT = (0, l)× (0, T ),

где u = u(x, t) - неизвестная функция; ai, bi (i = 1, 2) - постоянные.
Положим

D(N) =
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= {u ∈ U = C2(QT ) : u|t=0 = ϕ1(x), u|t=T = ϕ2(x) (x ∈ (0, l)),

u|x=0 = ψ1(t), u|x=l = ψ2(t) (t ∈ (0, T ))}, (1.142)

где ϕi, ψi (i = 1, 2) – заданные функции.
Обозначим V = C(QT ) и зададим билинейную форму в виде

Φ(v, g) =

T∫
0

l∫
0

v(x, t)g(x, t)dx dt. (1.143)

Покажем, что уравнение движения (1.141) допускает представ-
ление в форме уравнения Лагранжа при выполнении условий

b2 = 2b1, a2 = 2a1. (1.144)

Действительно, в данном случае

Λ(u) ≡ 0, Bu ≡ I, P3u ≡ a1I, P2u = a2uI,

P1u ≡ 0, Q(u) = b1u
2
x + b2uuxx,

где I - тождественный оператор.
Далее,

P ∗2u = a2uI,
∂P ∗2u
∂t

= 0, P ∗1u = 0, P ∗3u = a1I,
∂2P ∗2u
∂t2

= 0,

∂P ∗3u
∂t

= 0, P3u(ut(·)) = a1utI, Q′u = 2b1uxDx + b2uxxI + b2uD
2
x,

Q′∗u = −2b1uxxI − 2b1uxDx + 2b2uxxI + 2b2uxDx + b2uD
2
x,

P ∗′2u(·;ut) = a2utI, P
′
1u(ut; ·) = 0, P ∗′1u(·;ut) = 0, [P ′1u(ut; ·)]∗ = 0,(

∂P ∗2u
∂t

)′
u

(·;ut) = 0,
∂P ∗′2u

∂t
(·;ut) = 0, P ′2u(utt; ·) = a2uttI,

P ∗′2u(·;utt) = a2uttI, [P ′2u(utt; ·)]∗ = a2uttI, P ∗′′2u (·;ut;ut) = 0,

∂P ∗1u
∂t

= 0, P ′3u(u
2
t ; ·) = 0, [P ′3u(u

2
t ; ·)]∗ = 0, P ∗′3u(·;ut) = 0.
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Из (1.43) =⇒ a2uI − a2uI = 0,

(1.44) =⇒ a1utI − a2utI + a1utI = 0,

(1.45) =⇒ 0 = 0,

(1.46) =⇒ 2b1uxDx + b2uxxI + b2uD
2
x + 2b1uxxI + 2b1uxDx −

2b2uxxI − 2b2uxDx − b2uD
2
x = 0,

(1.47) =⇒ 0 = 0,

(1.48) =⇒ a2uttI − a2uttI − a2uttI + 2a1uttI = 0,

(1.49) =⇒ 0 = 0.

Таким образом, при выполнении условий (1.144) оператор N

вида (1.141) является потенциальным на D(N) (1.142) относи-
тельно билинейной формы (1.143).

Построим действие по Гамильтону FN . Из (1.110) - (1.113) на-
ходим

R1u = 0, R2u = −2

3
a1uI, R3 = −1

3
a1I, B[u] = −b1

l∫
0

uu2
xdx.

Следовательно, из (1.109) получаем

FN [u] = −
T∫

0

l∫
0

u(a1u
2
t + b1u

2
x)dxdt.

Пример 1.5. [12]

Рассмотрим систему уравнений, описывающую движение жид-
кости в пористой среде{

ρ[∂tv + (v,∇)v] = −∇p + ρg − (α0 + ε(v,∇p))v,

∂tρ + divj = 0.
(1.145)

Эта система была предложена Ю.П. Рыбаковым.
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Здесь ρ = ρ(x, y, t), g = (0, g)T , α0 = const, ε = const, v =

(v1, v2)T , divj = ∂x(ρv
1 − ρD∂xv2), D = const.

Перепишем (1.145) в координатной форме, полагая u =

(u1, u2, u3)T , где u1 = v1, u2 = v2, u3 = p.
Получим 

N 1(u) = 0,

N 2(u) = 0,

N 3(u) = 0,

(1.146)

где

N 1(u) ≡ ρu1
t + ρu1u1

x + ρu1
yu

2 + u3
x +α0u

1 + ε(u1)2u3
x + εu1u2u3

y,

N 2(u) ≡ ρu2
t + ρu1u2

x + ρu2u2
y +u3

y− ρg+α0u
2 + εu1u2u3

x + ε(u2)2u3
y,

N 3(u) ≡ ρt + ρxu
1 + ρu1

x − ρxDu2
x −Dρu2

xx.

Отметим, что в данном случае (x, y, t) ∈ QT = (a, b) × (c, d) ×
(0, T ), u(x, y, t) = (u1(x, y, t), u2(x, y, t), u3(x, y, t))T - неизвестная
вектор-функция, N = (N 1, N 2, N 3)T .

Опpеделим D(N) следующим обpазом:

D(N) = {u ∈ U = (U 1, U 2, U 3)T , u1 ∈ U 1 = C1,1,1
x,y,t (QT ),

u2 ∈ U 2 = C2,1,1
x,y,t (QT ), u3 ∈ U 3 = C1,1,0

x,y,t (QT ) :

ui
∣∣
t=0

= αi1(x, y), (x, y) ∈ (a, b)× (c, d),

ui
∣∣
x=a

= αi2(y, t), ui
∣∣
x=b

= αi3(y, t),

u2
x

∣∣
x=a

= α2
4(y, t), u2

x

∣∣
x=b

= α2
5(y, t),

(y, t) ∈ (c, d)× (0, T ),

ui
∣∣
y=c

= αi6(x, t), ui
∣∣
y=d

= αi7(x, t),

(x, t) ∈ (a, b)× (0, T ), i = 1, 2},
(1.147)

где αi1, αi2, αi3, α2
4, α

2
5, α

i
6, α

i
7 (i = 1, 2) - заданные функции.

Введем классическую билинейную фоpму

Φ(h,w) =

T∫
0

d∫
c

b∫
a

3∑
i=1

hi(x, y, t) · wi(x, y, t) dxdydt. (1.148)
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В данном случае

P3 =

 0 0 0

0 0 0

0 0 0

 , P2 =

 0 0 0

0 0 0

0 0 0

 , P1 =

 ρ 0 0

0 ρ 0

0 0 0

 ,

Q(u) =

=

 ρu1u1
x + ρu1

yu
2 + u3

x + α0u
1 + ε(u1)2u3

x + εu1u2u3
y

ρu1u2
x + ρu2u2

y + u3
y − ρg + α0u

2 + εu1u2u3
x + ε(u2)2u3

y

ρt + ρxu
1 + ρu1

x − ρxDu2
x −Dρu2

xx

 .

Отметим, что условие (1.52) не выполняется, так как P1 = P ∗1 ,
поэтому система уравнений (1.146) не допускает прямое представ-
ление в форме уравнений Лагранжа.

Построим обобщенное действие по Гамильтону для системы
(1.146), используя метод, предложенный в [95].

Имеем

N ′u =

 a11 ρu1
y + εu1u3

y a13

ρu2
x + εu2u3

x a22 a23

ρx + ρDx −ρxDDx −DρD2
x 0

 ,

где

a11 = ρDt + ρu1
x + ρu1Dx + ρu2Dy + α0 + 2εu1u3

x + εu2u3
y,

a22 = ρDt + ρu1Dx + ρu2
y + ρu2Dy + α0 + εu1u3

x + 2εu2u3
y,

a13 = Dx + ε(u1)2Dx + εu1u2Dy,

a23 = Dy + εu1u2Dx + ε(u2)2Dy.

Отметим, что

D(N ′u) = {h ∈ U = (U 1, U 2, U 3)T , h1 ∈ U 1 = C1,1,1
x,y,t (QT ),

h2 ∈ U 2 = C2,1,1
x,y,t (QT ), h3 ∈ U 3 = C1,1,0

x,y,t (QT ) :

hi
∣∣
t=0

= 0, hi
∣∣
x=a

= hi
∣∣
x=b

= h2
x

∣∣
x=a

= h2
x

∣∣
x=b

= 0,

hi
∣∣
y=c

= hi
∣∣
y=d

= 0, i = 1, 2}.
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Найдем N ′∗u . Имеем

Φ(N ′uφ, ψ) =

T∫
0

d∫
c

b∫
a

[ρφ1
tψ

1 + ρu1
xφ

1ψ1 + ρu1φ1
xψ

1 + ρu2φ1
yψ

1+

+α0φ
1ψ1 +2εu1u3

xφ
1ψ1 +εu2u3

yφ
1ψ1 +ρu1

yφ
2ψ1 +εu1u3

yφ
2ψ1 +φ3

xψ
1+

+ε(u1)2φ3
xψ

1+εu1u2φ3
yψ

1+ρu2
xφ

1ψ2+εu2u3
xφ

1ψ2+ρφ2
tψ

2+ρu1φ2
xψ

2+

+ρu2
yφ

2ψ2 + ρu2φ2
yψ

2 + α0φ
2ψ2 + εu1u3

xφ
2ψ2 + 2εu2u3

yφ
2ψ2 + φ3

yψ
2+

+εu1u2φ3
xψ

2 + ε(u2)2φ3
yψ

2 + ρxφ
1ψ3 + ρφ1

xψ
3 − ρxDφ2

xψ
3−

−Dρφ2
xxψ

3]dxdydt =

T∫
0

d∫
c

b∫
a

[−ρtφ1ψ1 − ρφ1ψ1
t + ρu1

xφ
1ψ1−

−ρxu1φ1ψ1−ρu1
xφ

1ψ1−ρu1φ1ψ1
x−ρyu2φ1ψ1−ρu2

yφ
1ψ1−ρu2φ1ψ1

y+

+α0φ
1ψ1 +2εu1u3

xφ
1ψ1 +εu2u3

yφ
1ψ1 +ρu1

yφ
2ψ1 +εu1u3

yφ
2ψ1−φ3ψ1

x−
−2εu1u1

xφ
3ψ1− ε(u1)2φ3ψ1

x− εu1
yu

2φ3ψ1− εu1u2
yφ

3ψ1− εu1u2φ3ψ1
y+

+ρu2
xφ

1ψ2 + εu2u3
xφ

1ψ2 − ρtφ2ψ2 − ρφ2ψ2
t − ρxu1φ2ψ2 − ρu1

xφ
2ψ2−

−ρu1φ2ψ2
x + ρu2

yφ
2ψ2 − ρyu2φ2ψ2 − ρu2

yφ
2ψ2 − ρu2φ2ψ2

y + α0φ
2ψ2+

+εu1u3
xφ

2ψ2 + 2εu2u3
yφ

2ψ2 − φ3ψ2
y − εu1

xu
2φ3ψ2 − εu1u2

xφ
3ψ2−

−εu1u2φ3ψ2
x−2εu2u2

yφ
3ψ2−ε(u2)2φ3ψ2

y+ρxφ
1ψ3−ρxφ1ψ3−ρφ1ψ3

x+

+ρxxDφ
2ψ3+ρxDφ

2ψ3
x−Dρxxφ2ψ3−2Dρxφ

2ψ3
x−Dρφ2ψ3

xx]dxdydt =

=

T∫
0

d∫
c

b∫
a

[φ1(−ρtψ1 − ρψ1
t − ρxu1ψ1 − ρu1ψ1

x − ρyu2ψ1 − ρu2
yψ

1−

−ρu2ψ1
y + α0ψ

1 + 2εu1u3
xψ

1 + εu2u3
yψ

1 + ρu2
xψ

2 + εu2u3
xψ

2 − ρψ3
x)+

+φ2(ρu1
yψ

1 + εu1u3
yψ

1 − ρtψ2 − ρψ2
t − ρxu1ψ2 − ρu1

xψ
2 − ρu1ψ2

x−
−ρyu2ψ2−ρu2ψ2

y +α0ψ
2 +εu1u3

xψ
2 + 2εu2u3

yψ
2−Dρxψ

3
x−Dρψ3

xx)+
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+φ3(−ψ1
x − 2εu1u1

xψ
1 − ε(u1)2ψ1

x − εu1
yu

2ψ1 − εu1u2
yψ

1 − εu1u2ψ1
y−

−ψ2
y−εu1

xu
2ψ2−εu1u2

xψ
2−εu1u2ψ2

x−2εu2u2
yψ

2−ε(u2)2ψ2
y]dxdydt =

= Φ(φ,N ′∗ψ),

то есть

N ′∗u =

 a∗11 ρu2
x + εu2u3

x −ρDx

ρu1
y + εu1u3

y a∗22 −DρxDx −DρD2
x

a∗31 a∗32 0

 ,

где

a∗11 = −ρt−ρDt−ρxu1−ρu1Dx−ρyu2−

−ρu2
y − ρu2Dy + α0 + 2εu1u3

x + εu2u3
y,

a∗22 = −ρt− ρDt− ρxu1− ρu1
x− ρu1Dx−

−ρyu2 − ρu2Dy + α0 + εu1u3
x + 2εu2u3

y,

a∗31 = −Dx−2εu1u1
x−ε(u1)2Dx−εu1

yu
2−εu1u2

y−εu1u2Dy,

a∗32 = −Dy−εu1
xu

2−εu1u2
x−εu1u2Dx−2εu2u2

y−ε(u2)2Dy.

Область определения оператора N ′∗u задается следующим обра-
зом:

D(N ′∗u ) = {ψ ∈ Ũ = (Ũ 1, Ũ 2, Ũ 3)T , ψi ∈ Ũ i = C1,1,1
x,y,t (QT ),

ψ3 ∈ Ũ 3 = C2,1,0
x,y,t (QT ) : ψi

∣∣
t=T

= 0, ψi
∣∣
x=a

= ψi
∣∣
x=b

= 0,

ψi
∣∣
y=c

= ψi
∣∣
y=d

= 0, i = 1, 2}.

Введем в рассмотрение оператор C такой, что D(C) = R(N) и

(Cṽ)k(x, y, t) = (1.149)

=

T∫
0

d∫
c

b∫
a

K(x, y, t, x, y, τ )ϕk(x, y, t)ϕk(x, y, τ )ṽk(x, y, τ )dxdydτ,

k = 1, 3,
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где
K(x, y, t, x, y, τ ) = exp(xx + yy + tτ ), (1.150)

а произвольные функции ϕ1(x, y, t), ϕ2(x, y, t), ϕ3(x, y, t) удовле-
творяют следующим условиям:

ϕi|t=0 = ϕi|t=T = 0 (i = 1, 2), ϕ2|y=c = ϕ2|y=d = 0,

ϕk|x=a = ϕk|x=b = 0 (k = 1, 3), ϕ3
x|x=a = ϕ3

x|x=b = 0.

Покажем, что оператор C вида (1.149) является симметриче-
ским на R(N). Имеем

Φ(Cṽ, h) =

T∫
0

d∫
c

b∫
a

3∑
k=1

(Cṽ)k(x, y, t)·hk(x, y, t)dxdydt =

=

T∫
0

d∫
c

b∫
a

3∑
k=1

T∫
0

d∫
c

b∫
a

K(x, y, t, x, y, τ ) · ϕk(x, y, t) · ϕk(x, y, τ )×

×ṽk(x, y, τ )dxdydτ · hk(x, y, t)dxdydt =

=

T∫
0

d∫
c

b∫
a

3∑
k=1

T∫
0

d∫
c

b∫
a

K(x, y, t, x, y, τ ) · ϕk(x, y, t) · ϕk(x, y, τ )×

×ṽk(x, y, τ ) · hk(x, y, t)dxdydτdxdydt =

=

T∫
0

d∫
c

b∫
a

T∫
0

d∫
c

b∫
a

3∑
k=1

K(x, y, t, x, y, τ ) · ϕk(x, y, t) · ϕk(x, y, τ )×

×ṽk(x, y, τ ) · hk(x, y, t)dxdydτdxdydt.
Сделаем замену переменных: x ↔ x, y ↔ y, t ↔ τ . В данном

случае |J | = 1, поэтому

Φ(Cṽ, h) =

T∫
0

d∫
c

b∫
a

T∫
0

d∫
c

b∫
a

3∑
k=1

K(x, y, τ, x, y, t) · ϕk(x, y, τ )×
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×ϕk(x, y, t)·ṽk(x, y, t)·hk(x, y, τ )dxdydtdxdydτ.

Учитывая (1.150), получаем

Φ(Cṽ, h) =

T∫
0

d∫
c

b∫
a

T∫
0

d∫
c

b∫
a

3∑
k=1

K(x, y, t, x, y, τ ) · ϕk(x, y, t)×

×ϕk(x, y, τ ) · hk(x, y, τ )dxdydτ · ṽk(x, y, t)dxdydt =

=

T∫
0

d∫
c

b∫
a

3∑
k=1

T∫
0

d∫
c

b∫
a

K(x, y, t, x, y, τ ) · ϕk(x, y, t) · ϕk(x, y, τ )×

×hk(x, y, τ )dxdydτ · ṽk(x, y, t)dxdydt = Φ(ṽ, Ch).

Построим теперь обобщенное действие по Гамильтону вида

FN [u] =
1

2
Φ(N(u), CN(u)).

Имеем

(CN(u))1(x, y, t) =

T∫
0

d∫
c

b∫
a

K(x, y, t, x, y, τ )ϕ1(x, y, t)ϕ1(x, y, τ )×

×
[
ρ(x, y, τ )u1

τ (x, y, τ )+ ρ(x, y, τ )u1(x, y, τ )u1
x(x, y, τ ) + u3

x(x, y, τ )+

+ρ(x, y, τ )u2(x, y, τ )u1
y(x, y, τ ) + α0u

1(x, y, τ )+

+ε(u1)2(x, y, τ )u3
x(x, y, τ ) + εu1(x, y, τ )u2(x, y, τ )×

×u3
y(x, y, τ )dxdydτ =

T∫
0

d∫
c

b∫
a

[−u1(x, y, τ )ϕ1(x, y, t)×

×Dτ (K(x, y, t, x, y, τ )ϕ1(x, y, τ )ρ(x, y, τ ))− 1

2
(u1)2(x, y, τ )×

×ϕ1(x, y, t)Dx(K(x, y, t, x, y, τ )ϕ1(x, y, τ )ρ(x, y, τ ))−
−u3(x, y, τ )ϕ1(x, y, t)Dx(K(x, y, t, x, y, τ )ϕ1(x, y, τ ))+
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+K(x, y, t, x, y, τ )ϕ1(x, y, t)ϕ1(x, y, τ )ρ(x, y, τ )u2(x, y, τ )×
×u1

y(x, y, τ ) + K(x, y, t, x, y, τ )ϕ1(x, y, t)ϕ1(x, y, τ )α0u
1(x, y, τ )+

+K(x, y, t, x, y, τ )ϕ1(x, y, t)ϕ1(x, y, τ )ε(u1)2(x, y, τ )u3
x(x, y, τ )+

+K(x, y, t, x, y, τ )ϕ1(x, y, t)ϕ1(x, y, τ )×
×εu1(x, y, τ )u2(x, y, τ )u3

y(x, y, τ )]dxdydτ,

(CN(u))2(x, y, t) =

T∫
0

d∫
c

b∫
a

K(x, y, t, x, y, τ )ϕ2(x, y, t)ϕ2(x, y, τ )×

×
[
ρ(x, y, τ )u2

τ (x, y, τ )+ ρ(x, y, τ )u2(x, y, τ )u2
y(x, y, τ ) + u3

y(x, y, τ )+

+ρ(x, y, τ )u1(x, y, τ )u2
x(x, y, τ ) + α0u

2(x, y, τ ) + ε(u2)2(x, y, τ )×
×u3

y(x, y, τ ) + εu1(x, y, τ )u2(x, y, τ )u3
x(x, y, τ )−

−ρ(x, y, τ )gdxdydτ =

T∫
0

d∫
c

b∫
a

[−u2(x, y, τ )ϕ2(x, y, t)×

×Dτ (K(x, y, t, x, y, τ )ϕ2(x, y, τ )ρ(x, y, τ ))− 1

2
(u2)2(x, y, τ )×

×ϕ2(x, y, t)Dy(K(x, y, t, x, y, τ )ϕ2(x, y, τ )ρ(x, y, τ ))−
−u3(x, y, τ )ϕ2(x, y, t)Dy(K(x, y, t, x, y, τ )ϕ2(x, y, τ ))+

+K(x, y, t, x, y, τ )ϕ2(x, y, t)ϕ2(x, y, τ )ρ(x, y, τ )u1(x, y, τ )×
×u2

x(x, y, τ ) + K(x, y, t, x, y, τ )ϕ2(x, y, t)ϕ2(x, y, τ )α0u
2(x, y, τ )+

+K(x, y, t, x, y, τ )ϕ2(x, y, t)ϕ2(x, y, τ )ε(u2)2(x, y, τ )u3
y(x, y, τ )+

+K(x, y, t, x, y, τ )ϕ2(x, y, t)ϕ2(x, y, τ )εu1(x, y, τ )u2(x, y, τ )×
×u3

x(x, y, τ )−K(x, y, t, x, y, τ )ϕ2(x, y, t)ϕ2(x, y, τ )×
×ρ(x, y, τ )g]dxdydτ,

(CN(u))3(x, y, t) =

T∫
0

d∫
c

b∫
a

K(x, y, t, x, y, τ )ϕ3(x, y, t)ϕ3(x, y, τ )×
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× [ρτ (x, y, τ )+ ρx(x, y, τ )u1(x, y, τ ) + ρ(x, y, τ )u1
x(x, y, τ )−

−ρx(x, y, τ )Du2
x(x, y, τ )−Dρ(x, y, τ )u2

xx(x, y, τ )]dxdydτ =

=

T∫
0

d∫
c

b∫
a

[K(x, y, t, x, y, τ )ϕ3(x, y, t)ϕ3(x, y, τ )× ρτ (x, y, τ )+

+K(x, y, t, x, y, τ )ϕ3(x, y, t)ϕ3(x, y, τ )ρx(x, y, τ )u1(x, y, τ )−
−u1(x, y, τ )ϕ3(x, y, t)Dx(K(x, y, t, x, y, τ )ϕ3(x, y, τ )ρ(x, y, τ ))+

+u2(x, y, τ )ϕ3(x, y, t)DDx(K(x, y, t, x, y, τ )ϕ3(x, y, τ )ρx(x, y, τ ))−
−u2(x, y, τ )ϕ3(x, y, t)DD2

x(K(x, y, t, x, y, τ )ϕ3(x, y, τ )×
×ρ(x, y, τ ))dxdydτ.

Таким образом, искомое действие по Гамильтону имеет следу-
ющий вид:

FN [u] =
1

2

T∫
0

d∫
c

b∫
a

T∫
0

d∫
c

b∫
a

[(−ρt(x, y, t)u1(x, y, t)−

−ρ(x, y, t)u1(x, y, t)Dt + ρ(x, y, t)u1(x, y, t)u1
x(x, y, t)+

+ρ(x, y, t)u2(x, y, t)u1
y(x, y, t)− u3(x, y, t)Dx + α0u

1(x, y, t)+

+ε(u1)2(x, y, t)u3
x(x, y, t) + εu1(x, y, t)u2(x, y, t)u3

y(x, y, t))×
×(−u1(x, y, τ )ϕ1(x, y, t)Dτ (K(x, y, t, x, y, τ )ϕ1(x, y, τ )ρ(x, y, τ ))−

−1

2
(u1)2(x, y, τ )ϕ1(x, y, t)Dx(K(x, y, t, x, y, τ )ϕ1(x, y, τ )×

×ρ(x, y, τ ))− u3(x, y, τ )ϕ1(x, y, t)Dx(K(x, y, t, x, y, τ )ϕ1(x, y, τ ))+

+K(x, y, t, x, y, τ )ϕ1(x, y, t)ϕ1(x, y, τ )ρ(x, y, τ )u2(x, y, τ )×
×u1

y(x, y, τ ) + K(x, y, t, x, y, τ )ϕ1(x, y, t)ϕ1(x, y, τ )α0u
1(x, y, τ )+

+K(x, y, t, x, y, τ )ϕ1(x, y, t)ϕ1(x, y, τ )ε(u1)2(x, y, τ )u3
x(x, y, τ )+

+K(x, y, t, x, y, τ )ϕ1(x, y, t)ϕ1(x, y, τ )εu1(x, y, τ )u2(x, y, τ )×
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×u3
y(x, y, τ )) + (−ρt(x, y, t)u2(x, y, t)− ρ(x, y, t)u2(x, y, t)Dt+

+ρ(x, y, t)u1(x, y, t)u2
x(x, y, t) + ρ(x, y, t)u2(x, y, t)u2

y(x, y, t)−
−u3(x, y, t)Dy − ρ(x, y, t)g + α0u

2(x, y, t) + εu1(x, y, t)u2(x, y, t)×
×u3

x(x, y, t) + ε(u2)2(x, y, t)u3
y(x, y, t))(−u2(x, y, τ )ϕ2(x, y, t)×

×Dτ (K(x, y, t, x, y, τ )ϕ2(x, y, τ )ρ(x, y, τ ))− 1

2
(u2)2(x, y, τ )×

×ϕ2(x, y, t)Dy(K(x, y, t, x, y, τ )ϕ2(x, y, τ )ρ(x, y, τ ))−
−u3(x, y, τ )ϕ2(x, y, t)Dy(K(x, y, t, x, y, τ )ϕ2(x, y, τ ))+

+K(x, y, t, x, y, τ )ϕ2(x, y, t)ϕ2(x, y, τ )ρ(x, y, τ )u1(x, y, τ )×
×u2

x(x, y, τ ) + K(x, y, t, x, y, τ )ϕ2(x, y, t)ϕ2(x, y, τ )α0u
2(x, y, τ )+

+K(x, y, t, x, y, τ )ϕ2(x, y, t)ϕ2(x, y, τ )ε(u2)2(x, y, τ )×
×u3

y(x, y, τ ) + K(x, y, t, x, y, τ )ϕ2(x, y, t)ϕ2(x, y, τ )εu1(x, y, τ )×
×u2(x, y, τ )u3

x(x, y, τ )−K(x, y, t, x, y, τ )ϕ2(x, y, t)ϕ2(x, y, τ )×
×ρ(x, y, τ )g) + (ρt(x, y, t)− ρ(x, y, t)u1(x, y, t)Dx−
−Dρx(x, y, t)u2(x, y, t)Dx −Dρ(x, y, t)u2(x, y, t)D2

x)×
×(K(x, y, t, x, y, τ )ϕ3(x, y, t)ϕ3(x, y, τ )ρτ (x, y, τ )+

+K(x, y, t, x, y, τ )ϕ3(x, y, t)ϕ3(x, y, τ )ρx(x, y, τ )u1(x, y, τ )−
−u1(x, y, τ )ϕ3(x, y, t)Dx(K(x, y, t, x, y, τ )ϕ3(x, y, τ )ρ(x, y, τ ))+

+u2(x, y, τ )ϕ3(x, y, t)DDx(K(x, y, t, x, y, τ )ϕ3(x, y, τ )ρx(x, y, τ ))−
−u2(x, y, τ )ϕ3(x, y, t)DD2

x(K(x, y, t, x, y, τ )ϕ3(x, y, τ )×
×ρ(x, y, τ )))]dxdydτdxdydt.

Функции ϕk(x, y, t) (k = 1, 3) можно взять, например, в виде

ϕk(x, y, t) = ts(T − t)s(x− a)s(b− x)s(y − c)s(d− y)s, s ≥ 2.

Замечание 1.17. Отметим, что оператор N вида (1.146) являет-
ся Bu-потенциальным на множестве D(N) (1.147) относительно
билинейной формы (1.148) при Bu = CN ′u.
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Глава 2

Симметрийные свойства уравнений
движения бесконечномерных
лагранжевых систем с
не-Bu-потенциальными силами

В классической механике широко применяются преобразова-
ния переменных для выявления инвариантных свойств движения
механических систем – инвариантности функционалов, стациона-
ризуемых в процессе движения, инвариантности уравнений дви-
жения, а также отыскания интегралов этих уравнений.

Основываясь на идеях классической механики, в настоящей
главе разработаны конструктивные приемы нахождения интегра-
лов уравнений движения непотенциальных систем с бесконечным
числом степеней свободы в случае инвариантности уравнений
движения. Кроме того, установлена связь симметрий уравнений
движения с Ли-допустимыми алгебрами (в том числе алгебрами
Ли).

2.1 Симметрии уравнений движения и их интегралы

Распространим метод нахождения интегралов, предложенный
в [145], на случай операторного уравнения (1.13).

Рассмотрим однопараметрическую группу преобразований ви-
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да

G :

{
t = t + εϕ(t, u),

u = u + εψ(t, u),
(2.1)

где ϕ, ψ - некоторые операторы.
С помощью преобразования (2.1) заданной функции u(t) можно

поставить в соответствие функцию u(t, ε) по правилу

u = u + εS(u), (2.2)

где S(u) = ψ(t, u) − utϕ(t, u). При этом оператор S называется
генератором преобразования (2.2).

Определение 2.1. Преобразование (2.2) называется симметрией
уравнения движения

N(u) = 0, (2.3)

если для любого достаточно малого ε и любого решения u этого
уравнения функция u вида (2.2) также является решением этого
уравнения.

Отметим, что в этом случае оператор S называется также ге-
нератором симметрии уравнения движения (2.3).

Критерий инвариантности получен в работе [98] и сформули-
рован в виде следующей теоремы.

Теорема 2.1. Преобразование (2.2) является симметрией урав-
нения движения (2.3) тогда и только тогда, когда

N ′uS(u) = 0 (2.4)

на решениях заданного уравнения движения.

Теорема 2.2. Если S1, S2 - генераторы симметрий уравнения
движения (2.3), то их коммутатор

[S1, S2](u) = S ′1uS2(u)− S ′2uS1(u) (2.5)

также является генератором симметрии уравнения (2.3).
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Доказательство. Используя формулу (1.3), получаем

N ′u+εSj(u)Si(u + εSj(u)) = N ′u+εSj(u) (Si(u) + εS ′iuSj(u) + o(ε)) =

= N ′u+εSj(u)Si(u) + εN ′u+εSj(u)S
′
iuSj(u) + o(ε) = N ′uSi(u)+

+ε (N ′′u (Si(u);Sj(u)) + N ′uS
′
iuSj(u)) + o(ε), i, j = 1, 2,

откуда следует, что

N ′u+εS2(u)S1(u + εS2(u)) = N ′uS1(u)+

+ε (N ′′u (S1(u);S2(u)) + N ′uS
′
1uS2(u)) + o(ε)

и
N ′u+εS1(u)S2(u + εS1(u)) = N ′uS2(u)+

+ε (N ′′u (S2(u);S1(u)) + N ′uS
′
2uS1(u)) + o(ε).

Далее, принимая во внимание равенство (1.6), получаем

N ′u+εS2(u)S1(u + εS2(u))−N ′u+εS1(u)S2(u + εS1(u)) =

= N ′uS1(u)−N ′uS2(u) + ε (N ′uS
′
1uS2(u)−N ′uS ′2uS1(u)) + o(ε) =

= N ′uS1(u)−N ′uS2(u) + εN ′u[S1, S2](u) + o(ε).

Пусть u - решение уравнения (2.3). В силу условия (2.4) из
последнего равенства находим

N ′u[S1, S2](u) = 0.

Таким образом, из теоремы 2.1 следует, что коммутатор двух
генераторов симметрий уравнения движения (2.3) также является
его генератором симметрии.

Теорема 2.2 дает конструктивный способ построения новых ге-
нераторов симметрий уравнения движения (2.3) из полученных
ранее. Однако следует отметить, что коммутатор двух генерато-
ров симметрий может быть нулевым оператором или совпадать с
одним из них.
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Определение 2.2. Функционал I [t, u] называется интегралом
уравнения движения (1.13), если I [t, u(t)] не зависит от t, когда
u(t) есть решение уравнения (1.13).

Теорема 2.3. [136] Пусть S1, S2 - генераторы симметрий урав-
нения (1.13), оператор N является Bu-потенциальным на D(N)

относительно билинейной формы (1.7). Тогда выражение

I [t, u] = Dt 〈P2uS2(u), BuS1(u)〉−

− 〈2P3u(utS2(u)) + 2P2uDtS2(u) + P1uS2(u), BuS1(u)〉 (2.6)

определяет интеграл заданного уравнения движения.

Доказательство. Имеем

〈N ′uh,Bug〉 + 〈N(u), B′u(g;h)〉 =
〈
2P3u(utht) + P ′3u(u

2
t ;h)+

+P2uhtt + P ′2u(utt;h) + P1uht + P ′1u(ut;h) + Q′uh,Bug〉+
+
〈
P2uutt + P1uut + P3uu

2
t + Q(u), B′u(g;h)

〉
=

= 2 〈ht, utP ∗3uBug〉 +
〈
h, [P ′3u(u

2
t ; ·)]∗Bug

〉
+

+ 〈htt, P ∗2uBug〉 + 〈h, [P ′2u(utt; ·)]∗Bug〉 + 〈ht, P ∗1uBug〉+
+ 〈h, [P ′1u(ut; ·)]∗Bug〉 + 〈Q′∗uBug, h〉+

+
〈
h, [B′u(g; ·)]∗(P2uutt + P1uut + P3uu

2
t + Q(u))

〉
=

= 2Dt 〈h, utP ∗3uBug〉 − 2 〈h, uttP ∗3uBug〉−

−2

〈
h, ut

∂

∂t
(P ∗3uBu)g

〉
− 2 〈h, utP ∗′3u(Bug;ut)〉−

−2 〈h, utP ∗3uB′u(g;ut)〉 − 2 〈h, utP ∗3uBugt〉+
+
〈
h, [P ′3u(u

2
t ; ·)]∗Bug

〉
+ D2

t 〈h, P ∗2uBug〉−

−2Dt

〈
h,
∂

∂t
(P ∗2uBu)g

〉
− 2Dt 〈h, P ∗′2u(Bug;ut)〉−

−2Dt 〈h, P ∗2uB′u(g;ut)〉 − 2Dt 〈h, P ∗2uBugt〉+
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+

〈
h,
∂2

∂t2
(P ∗2uBu)g

〉
+

〈
h, 2

∂

∂t
P ∗′2u(Bug;ut)

〉
+

+2

〈
h,
∂

∂t
P ∗2uB

′
u(g;ut)

〉
+ 2

〈
h,
∂

∂t
P ∗2uBugt

〉
+

+ 〈h, P ∗′′2u (Bug;ut;ut)〉 + 2 〈h, P ∗′2u(B
′
u(g, ut);ut)〉+

+2 〈h, P ∗′2u(Bugt;ut)〉 + 〈h, P ∗′2u(Bug;utt)〉+
+ 〈h, P ∗2uB′′u(g;ut;ut)〉 + 2 〈h, P ∗2uB′u(gt;ut)〉+

+ 〈h, P ∗2uB′u(g;utt)〉 + 〈h, P ∗2uBugtt〉+
+ 〈h, [P ′2u(utt; ·)]∗Bug〉 + Dt 〈h, P ∗1uBug〉−

−
〈
h,
∂

∂t
(P ∗1uBu)g

〉
− 〈h, P ∗′1u(Bug;ut)〉 − 〈h, P ∗1uB′u(g;ut)〉−

− 〈h, P ∗1uBugt〉 + 〈h, [P ′1u(ut; ·)]∗Bug〉 + 〈h,Q′∗uBug〉+
+
〈
h, [B′u(g; ·)]∗(P2uutt + P1uut + P3uu

2
t + Q(u))

〉
.

Учитывая условия (1.16) - (1.22), получаем

〈N ′uh,Bug〉 + 〈N(u), B′u(g;h)〉 =

= 〈N ′ug,Buh〉 + 〈N(u), B′u(h; g)〉+
+Dt(Dt 〈P2ug,Buh〉 − 〈2P3u(utg) + 2P2ugt + P1ug,Buh〉).

Подставляя в последнее выражение S1(u) и S2(u) вместо h и g
и принимая во внимание (2.4), заключаем, что I [t, u] вида (2.6)
является интегралом заданного уравнения движения.

Теорема 2.4. [136] Пусть S1 - генератор симметрии уравнения
движения (1.13) и существуют операторы S2 и Bu такие, что
N ′∗u BuS2(u) = 0 на решениях этого уравнения. Тогда выражение

I [t, u] = Dt 〈P2uS1(u), BuS2(u)〉−

− 〈2P3u(utS1(u)) + 2P2uDtS1(u) + P1uS1(u), BuS2(u)〉 (2.7)

определяет интеграл заданного уравнения движения.
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Доказательство. Действительно, в данном случае

N ′∗u Bug = D2
t [P

∗
2uBug] + [P ′2u(utt; ·)]∗Bug −Dt[P

∗
1uBug]+

+[P ′1u(ut; ·)]∗Bug − 2Dt[utP
∗
3uBug] + [P ′3u(u

2
t ; ·)]∗Bug + Q′∗uBug.

Тогда

〈h,N ′∗u Bug〉 − 〈N ′uh,Bug〉 =
〈
h,D2

t [P
∗
2uBug]+

+[P ′2u(utt; ·)]∗Bug −Dt[P
∗
1uBug] + [P ′1u(ut; ·)]∗Bug − 2Dt[utP

∗
3uBug]+

+[P ′3u(u
2
t ; ·)]∗Bug + Q′∗uBug

〉
− 〈P2uhtt + P ′2u(utt;h) + P1uht+

+P ′1u(ut;h) + 2P3u(utht) + P ′3u(u
2
t ;h) + Q′uh,Bug

〉
=

=
〈
h,D2

t [P
∗
2uBug] + [P ′2u(utt; ·)]∗Bug −Dt[P

∗
1uBug]+

+[P ′1u(ut; ·)]∗Bug − 2Dt[utP
∗
3uBug] + [P ′3u(u

2
t ; ·)]∗Bug + Q′∗uBug

〉
−

−Dt 〈ht, P ∗2uBug〉 + 〈ht, Dt[P
∗
2uBug]〉−

− 〈h, [P ′2u(utt; ·)]∗Bug〉 −Dt 〈h, P ∗1uBug〉+
+ 〈h,Dt[P

∗
1uBug]〉 − 〈h, [P ′1u(ut; ·)]∗Bug〉−

−2Dt 〈h, utP ∗3uBug〉 + 2 〈h,Dt[utP
∗
3uBug]〉−

−
〈
h, [P ′3u(u

2
t ; ·)]∗Bug

〉
− 〈h,Q′∗uBug〉 =

〈
h,D2

t [P
∗
2uBug]

〉
−

−Dt[Dt 〈h, P ∗2uBug〉 − 〈h,Dt[P
∗
2uBug〉]+

+Dt 〈h,Dt[P
∗
2uBug]〉 −

〈
h,D2

t [P
∗
2uBug]

〉
−

−Dt 〈h, P ∗1uBug〉 − 2Dt 〈h, utP ∗3uBug〉 =

= −D2
t 〈P2uh,Bug〉 + 2Dt 〈h,Dt[P

∗
2uBug]〉−

−Dt 〈P1uh,Bug〉 − 2Dt 〈P3u(uth), Bug〉 =

= −D2
t 〈P2uh,Bug〉 + 2D2

t 〈P2uh,Bug〉−
−2Dt 〈P2uht, Bug〉 −Dt 〈P1uh,Bug〉−
−2Dt 〈P3u(uth), Bug〉 = D2

t 〈P2uh,Bug〉−
−Dt 〈P1uh,Bug〉 − 2Dt 〈P2uht, Bug〉−
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−2Dt 〈P3u(uth), Bug〉 .
Подставляя в последнее выражение S1(u) и S2(u) вместо h и

g соответственно, получаем интеграл уравнения движения (1.13)
вида (2.7).

Замечание 2.1. В настоящей главе и далее предполагается, что
S(u) ∈ D(N ′u). Если S(u) /∈ D(N ′u), то полученные выражения для
I [t, u] могут использоваться для нахождения законов сохранения
в дифференциальной форме.

Проиллюстрируем это на следующем примере.

Пример 2.1. [136]

Рассматривается дифференциальное уравнение с частными про-
изводными второго порядка по t [6]

N(u) ≡ utt + 2βv(t)utx + uxxxx + v2(t)uxx + βv′(t)ux = 0, (2.8)

(x, t) ∈ QT = (a, b)× (0, T ),

описывающее малые поперечные колебания шарнирно закреплен-
ного прямолинейного трубопровода, по которому течет идеальная
жидкость со скоростью v(t) и при отсутствии внутреннего и внеш-
него трения.

Зададим D(N) следующим образом:

D(N) = {u ∈ U = C2,6
t,x (QT ) : u|t=0 = φ1(x),

u|t=T = φ2(x) (x ∈ (a, b)), u|x=a = ψ1(t), u|x=b = ψ2(t),

ux|x=a = ψ3(t), ux|x=b = ψ4(t) (t ∈ (0, T ))}, (2.9)

где φi, ψj(i = 1, 2, j = 1, 4) – заданные функции.
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Отметим, что оператор N (2.8) является потенциальным на
D(N) (2.9) относительно классической билинейной формы

Φ(v, g) =

T∫
0

b∫
a

v(x, t)g(x, t) dxdt.

Действительно, в данном случае

Bu ≡ I, P2 = I, P1 = 2βv(t)Dx, P ∗1 = −2βv(t)Dx,

∂P ∗1
∂t

= −2βv′(t)Dx, Q′u = D4
x + v2(t)D2

x + βv′(t)Dx,

P3 = 0, Q′∗u = D4
x + v2(t)D2

x − βv′(t)Dx

и
(1.43) =⇒ I − I = 0,
(1.44) =⇒ 0 = 0,
(1.45) =⇒ 2βv(t)Dx − 2βv(t)Dx = 0,
(1.46) =⇒ −2βv′(t)Dx+D4

x+v2(t)D2
x+βv′(t)Dx−D4

x−v2(t)D2
x+

βv′(t)Dx = 0,
(1.47) =⇒ 0 = 0,

(1.48) =⇒ 0 = 0,

(1.49) =⇒ 0 = 0.

Заметим, что S1(u) = ux и S2(u) = uxx являются генераторами
симметрий уравнения (2.8).

Действительно,

N ′uh = htt + 2βv(t)htx + hxxxx + v2(t)hxx + βv′(t)hx,

поэтому

N ′uS1(u) = uxtt + 2βv(t)utxx + uxxxxx + v2(t)uxxx + βv′(t)uxx =

= Dx{utt+2βv(t)utx+uxxxx+v2(t)uxx+βv′(t)ux} = DxN(u)
(2.8)
= 0,

N ′uS2(u) = uxxtt + 2βv(t)utxxx + uxxxxxx + v2(t)uxxxx+



114

+βv′(t)uxxx = D2
xN(u)

(2.8)
= 0.

Используя (2.6), получаем

Dt(uxxux)− 2utxxux − 2βv(t)uxxxux = −utxxux + uxxutx−

−Dx(2βv(t)uxxux) + 2βv(t)u2
xx.

Тогда, учитывая (2.8), получаем

Dt(−utxxux + uxxutx + 2βv(t)u2
xx)−Dx(Dt(2βv(t)uxxux)) =

= −uttxxux − utxxutx + utxxutx + uxxuttx + 2βv′(t)u2
xx+

+4βv(t)uxxutxx−Dx(2βv
′(t)uxxux + 2βv(t)utxxux + 2βv(t)uxxutx) =

= −ux(−2βv(t)utxxx − uxxxxxx − v2(t)uxxxx − βv′(t)uxxx)+
+uxx(−2βv(t)utxx − uxxxxx − v2(t)uxxx − βv′(t)uxx) + 2βv′(t)u2

xx+

+4βv(t)uxxutxx − 2βv′(t)uxxxux − 2βv′(t)u2
xx − 2βv(t)utxxxux−

−2βv(t)utxxuxx − 2βv(t)uxxxutx − 2βv(t)uxxutxx =

= 2βv(t)utxxxux + uxxxxxxux + v2(t)uxxxxux + βv′(t)uxxxux+

+2βv(t)utxxuxx − uxxxxxuxx − v2(t)uxxxuxx + βv′(t)u2
xx−

−2βv′(t)uxxxux − 2βv′(t)u2
xx − 2βv(t)utxxxux−

−4βv(t)utxxuxx − 2βv(t)uxxxutx = Dx(2βv(t)utxxux)+

+Dx(uxxxxxux) + Dx(−2uxxxxuxx) + Dx(u
2
xxx) + Dx(v

2(t)uxxxux)−
−Dx(v

2(t)u2
xx)−Dx(βv

′(t)uxxux)−Dx(2βv(t)utxxux)−
−Dx(2βv(t)utxuxx) = −Dx(Dt(2βv(t)uxxux)) + Dx(2βv(t)utxxux)+

+Dx(uxxxxxux) + Dx(−2uxxxxuxx) + Dx(u
2
xxx) + Dx(v

2(t)uxxxux)−
−Dx(v

2(t)u2
xx) + Dx(βv

′(t)uxxux).

Следовательно,

Dt(−utxxux + uxxutx + 2βv(t)u2
xx)−Dx(Dt(2βv(t)uxxux)) =
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= −Dx(Dt(2βv(t)uxxux)) + Dx(2βv(t)utxxux)+

+Dx(uxxxxxux) + Dx(−2uxxxxuxx) + Dx(u
2
xxx) + Dx(v

2(t)uxxxux)−
−Dx(v

2(t)u2
xx) + Dx(βv

′(t)uxxux).

Отсюда получаем закон сохранения в дифференциальной форме

Dt(−utxxux + uxxutx + 2βv(t)u2
xx) + Dx(−2βv(t)utxxux − u2

xxx−

−uxxxxxux + 2uxxxxuxx − v2(t)uxxxux + v2(t)u2
xx − βv′(t)uxxux) = 0.

Замечание 2.2. Уравнение (2.8) также может быть записано в
виде следующего закона сохранения в дифференциальной форме:

N(u) ≡ Dtut + Dx[2βv(t)ut + uxxx + v2(t)ux + βv′(t)u] = 0.

Пример 2.2. [136]

Рассмотрим дифференциальное уравнение с частными производ-
ными вида

N(u) ≡ auutt + buuxx + au2
t + bu2

x = 0, (2.10)

(x, t) ∈ QT = (0, l)× (0, T ),
где a, b - постоянные.

Зададим область определения оператора N следующим обра-
зом:

D(N) = {u ∈ U = C2(QT ) : u|t=0 = ϕ1(x), (2.11)

u|t=T = ϕ2(x) (x ∈ (0, l)), u|x=0 = 0, u|x=l = 0},
где ϕ1, ϕ2 – заданные функции.

Заметим, что

P2u = auI, P3 = aI, P1 = 0, Q(u) = buuxx + bu2
x.
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Оператор N (2.10) не является Bu-потенциальным на D(N)

(2.11) относительно билинейной формы

Φ(v, g) =

T∫
0

l∫
0

v(x, t)g(x, t) dxdt,

если Bu = u(Dx + I), так как в данном случае условие (1.43) не
выполняется.

Действительно,
B∗uP2u 6= P ∗2uBu,

так как

B∗uP2uh = −auxuh− auuxh− au2hx + au2h =

= −2auuxh− au2hx + au2h,

P ∗2uBuh = au2hx + au2h.

Далее, S1(u) = ux является генератором симметрии уравнения
(2.10). Действительно,

N ′uS1(u) = auxutt + auuxtt + buxuxx + buuxxx + 2aututx + 2buxuxx =

= DxN(u)
(2.10)

= 0.

Если S2(u) = u, то N ′∗u BuS2(u)
(2.10)

= 0.
Используя (2.7), получаем интеграл заданного уравнения дви-

жения

I [t, u] =

l∫
0

au2utuxdx.

Замечание 2.3. Уравнение (2.10) может быть записано в виде
закона сохранения в дифференциальной форме

N(u) ≡ Dt(auut) + Dx(buux) = 0.



117

Отсюда получаем интеграл рассматриваемого уравнения движе-
ния

I1[t, u] =

l∫
0

auutdx.

2.2 Симметрии уравнений движения и связанные с ни-
ми алгебраические структуры

Пусть задано операторное уравнение

N(u) = 0, u ∈ D(N), (2.12)

где N : D(N) ⊂ U → V - дифференцируемый по Гато оператор,
U, V - линейные нормированные пространства над полем действи-
тельных чисел R, D(N) - область определения оператора N .

Рассмотрим на D(N) бесконечно малое преобразование, опре-
деляемое формулой

u = u + εS(u), (2.13)
где S – генератор преобразования.

Определение 2.3. [92] Алгеброй A называется линейное про-
странство над полем K, наделенное билинейным произведением
∗, удовлетворяющим для произвольных a, b, c ∈ A и любом λ ∈ K

следующим условиям:

a ∗ (b + c) = a ∗ b + a ∗ c, (2.14)

(a + b) ∗ c = a ∗ c + b ∗ c, (2.15)
(λa) ∗ b = a ∗ (λb) = λ(a ∗ b). (2.16)

Определение 2.4. [92] Алгебра Ли - это алгебра A над полем
K, для которой выполняются условия

a ∗ b + b ∗ a = 0, (2.17)
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a ∗ (b ∗ c) + b ∗ (c ∗ a) + c ∗ (a ∗ b) = 0 ∀a, b, c ∈ A. (2.18)

Определение 2.5. [92] Любая алгебра A над полем K с произве-
дением ∗ называется Ли-допустимой алгеброй, если алгеброй Ли
является алгебра A, которая есть линейное пространство A над
полем K, наделенное билинейным произведением

[a, b] = a ∗ b− b ∗ a ∀a, b ∈ A.

Если S1 и S2 - генераторы преобразования (2.13), то их (S,T)-
произведение определяется формулой

(S1, S2)(u) = S ′1uSuS2(u)− S ′2uTuS1(u), (2.19)

соответствующий G-коммутатор имеет вид

[S1, S2]G(u) = S ′1uGuS2(u)− S ′2uGuS1(u), (2.20)

откуда при Gu ≡ I , где I - тождественный оператор, получаем
коммутатор

[S1, S2](u) = S ′1uS2(u)− S ′2uS1(u). (2.21)

Теорема 2.5. [106] Если S1, S2 - генераторы симметрий урав-
нения (2.12), Su,Tu - операторы рекурсии и ∀u ∈ D(N), ∀h, v ∈
D(N ′u) выполнено условие

N ′′u (h, Suv) = N ′′u (v,Tuh), (2.22)

то (S,T)-произведение (2.19) также является генератором сим-
метрии этого уравнения.

Доказательство. Имеем

N ′u+εSuS2(u)S1(u + εSuS2(u)) = N ′uS1(u) + ε [N ′′u (S1(u), SuS2(u))+

+N ′uS
′
1uSuS2(u)] + o(ε), (2.23)
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N ′u+εTuS1(u)S2(u + εTuS1(u)) = N ′uS2(u) + ε [N ′′u (S2(u),TuS1(u))+

+N ′uS
′
2uTuS1(u)] + o(ε). (2.24)

Пусть u - решение уравнения (2.12). Вычтем из равенства (2.23)
равенство (2.24) и учтем условие (2.22). В результате получим,
что N ′u(S1, S2)(u) = 0. Таким образом, на основе теоремы 2.1 за-
ключаем, что (S,T)-произведение (2.19) также является генера-
тором симметрии уравнения (2.12).

Теорема 2.6. [106] Если S1, S2 - генераторы симметрий урав-
нения (2.12), Su,Tu - операторы рекурсии и ∀u ∈ D(N), ∀h, v ∈
D(N ′u) выполнены условия

N ′′u (h, Suv) = N ′′u (v,Tuh),

G̃′u(h; G̃uv) = G̃′u(v; G̃uh),

где G̃u ≡ Su + Tu, то генераторы симметрий уравнения
(2.12) образуют Ли-допустимую алгебру относительно (S,T)-
произведения (2.19) .

Доказательство. Это следует из теоремы 2.5 и теоремы 7.1 (см.
[92], стр. 92).

Теорема 2.7. [106] Если S1, S2 - генераторы симметрий уравне-
ния (2.12), Gu - оператор рекурсии и ∀u ∈ D(N), ∀h, v ∈ D(N ′u)

выполнено условие

N ′′u (h,Guv) = N ′′u (v,Guh),

то G-коммутатор (2.20) также является генератором сим-
метрии этого уравнения.

Доказательство этой теоремы аналогично доказательству тео-
ремы 2.5 при Gu ≡ Su = Tu.
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Теорема 2.8. [106] Если S1, S2 - генераторы симметрий уравне-
ния (2.12), Gu - оператор рекурсии и ∀u ∈ D(N), ∀h, v ∈ D(N ′u)

выполнены условия

N ′′u (h,Guv) = N ′′u (v,Guh), (2.25)

G′u(h;Guv) = G′u(v;Guh), (2.26)
то генераторы симметрий уравнения (2.12) образуют алгебру
Ли относительно G-коммутатора (2.20).

Доказательство. Это следует из теоремы 2.7 и теоремы 7.1 (см.
[92], стр. 92).

Теорема 2.9. [106] Генераторы симметрий уравнения (2.12) об-
разуют алгебру Ли относительно коммутатора (2.21).

Доказательство. Это следует из теоремы 2.8. Отметим, что в
данном случае Gu ≡ I , где I - тождественный оператор, поэтому
G′u есть нулевой оператор и, следовательно, условие (2.26) выпол-
няется тождественно. Условие (2.25) также выполняется ввиду
предположения (1.6).

Замечание 2.4. Отметим, что теорема 2.9 была доказана в п.
2.1.

Пример 2.3. [106]

Рассмотрим уравнение движения

N(u) ≡ ut + ux + uy + α(u) = 0, (2.27)

(x, y, t) ∈ Q = (a, b)× (c, d)× (t0, t1).

Здесь α - достаточно гладкая функция.
При α ≡ 0 уравнение (2.27) является частным случаем линей-

ного уравнения переноса с двумя пространственными переменны-
ми [64]

ut + aux + buy = 0,
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где a и b – положительные постоянные.
Отметим, что S1(u) = ux, S2(u) = uy и S3(u) = α(u) являются

генераторами симметрий уравнения (2.27).
Действительно, по теореме 2.1 получаем

N ′uS1(u) = (Dt + Dx + Dy + α′(u)I)ux =

= utx + uxx + uxy + α′(u)ux = Dx [ut + ux + uy + α(u)]
(2.27)

= 0.

Здесь I - тождественный оператор.
Аналогично

N ′uS2(u) = (Dt + Dx + Dy + α′(u)I)uy =

= uty + uxy + uyy + α′(u)uy = Dy [ut + ux + uy + α(u)]
(2.27)

= 0,

N ′uS3(u) = (Dt + Dx + Dy + α′(u)I)α(u) =

= α′(u)ut + α′(u)ux + α′(u)uy + α′(u)α(u) =

= α′(u) (ut + ux + uy + α(u))
(2.27)

= 0.

Оператор Gu ≡ G = a(x, y, t)I , где a - достаточно гладкая функ-
ция такая, что

at + ax + ay = 0, (2.28)

является оператором рекурсии, так как

N ′uGuS(u) = [Dt + Dx + Dy + α′(u)I ] (aS(u)) =

= atS(u) + aDtS(u) + axS(u) + aDxS(u) + ayS(u) + aDyS(u)+

+α′(u)aS(u) = S(u) (at + ax + ay) +

+a [Dt + Dx + Dy + α′(u)I ]S(u) = aN ′uS(u)
(2.27)

= 0.

Здесь S - произвольный генератор симметрии уравнения (2.27).
Условие (2.25) в данном случае выполнено, так как

N ′′u (h, v) = α′′(u)hv



122

и
N ′′u (h,Guv) = α′′(u)ahv = N ′′u (v,Guh).

Условие (2.26) также выполняется, так как оператор Gu ≡ G не
зависит от u, поэтому G′u ≡ 0.

Тогда по теореме 2.8 генераторы симметрий уравнения (2.27)
образуют алгебру Ли относительно G-коммутаторов

[S1, S2]G(u) = Dx(auy)−Dy(aux) = axuy + auxy − ayux − auxy =

= axuy − ayux,
[S1, S3]G(u) = Dx(aα(u))− α′(u)(aux) =

= axα(u) + α′(u)aux − α′(u)aux = axα(u),

[S2, S3]G(u) = Dy(aα(u))− α′(u)(auy) =

= ayα(u) + α′(u)auy − α′(u)auy = ayα(u).

Замечание 2.5. Отметим, что условию (2.28) удовлетворяет, на-
пример, функция

a(x, y, t) = ex+y−2t.
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Глава 3

Симметрийные свойства функционалов
и интегралы уравнений движения
бесконечномерных лагранжевых систем
с не-Bu-потенциальными силами

В настоящей главе разработан единый подход к решению пря-
мой задачи механики как конечномерных, так и бесконечномер-
ных систем – нахождению интегралов уравнений движения непо-
тенциальных систем, основанный на исследовании инвариантно-
сти действий по Гамильтону, связанных с уравнениями движения.
С этой целью получены условия существования абсолютных сим-
метрий и симметрий до дивергенции для функционалов действия.

Это позволило с единой точки зрения рассматривать симмет-
рии эйлеровых и неэйлеровых функционалов, что, в частности,
привело к распространению теоремы Э. Нетер на случай действий
по Гамильтону, принадлежащих более широкому классу функци-
оналов.

Установлена также связь вариационных симметрий с симмет-
риями уравнений движения и алгебраическими структурами (Ли-
допустимыми алгебрами, в том числе алгебрами Ли).

Теоретические результаты проиллюстрированы примерами.
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3.1 Необходимые и достаточные условия инвариантно-
сти действий по Гамильтону. Интегралы уравнений
движения с квази-Bu-потенциальными операторами

Определение 3.1. [16] Функционал вида (1.94) называется аб-
солютным инвариантом относительно преобразования (2.2), если

F T1[u + εS(u)] = F T1[u] + r(u, εS(u)) (3.1)

∀u ∈ D(N), ∀T1 : t0 ≤ T1 ≤ t1,

причем lim
ε→0

r(u,εS(u))
ε = 0.

Определение 3.2. [16] Преобразование (2.2) называется симмет-
рией до дивергенции функционала (1.94) наD(N), если существу-
ет f : D(N)→ C1[t0, t1] такое, что

F T1[u + εS(u)] = F T1[u] + ε

T1∫
t0

Dtf [u] dt + r(u, εS(u)) (3.2)

∀u ∈ D(N),∀T1 : t0 ≤ T1 ≤ t1,

причем lim
ε→0

r(u,εS(u))
ε = 0.

Отметим, что оператор S называется также генератором сим-
метрии (абсолютной, до дивергенции), а симметрии функционала
F называются также вариационными симметриями.

Теорема 3.1. Преобразование (2.2) - симметрия до дивергенции
действия (1.94) тогда и только тогда, когда〈

Ñ(u), BuS(u)
〉

+ Dt

{〈
R̃3u(utu), BuS(u)

〉
+

+
〈
R̃3u(uS(u)), Buut

〉
+
〈
R̃2uut, BuS(u)

〉
+

+
〈
R̃2uS(u), Buut

〉
+
〈
R̃1(u), BuS(u)

〉
−
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−
〈
∂

∂t
(B∗uR̃2u)u, S(u)

〉
− f [u]

}
= 0 (3.3)

∀u ∈ D(N), t0 ≤ t ≤ t1.

Доказательство. Пусть (2.2) является симметрией до диверген-
ции действия (1.94). Тогда, применяя формулу (1.3), получаем

F T1[u + εS(u)] = F T1[u] + ε

T1∫
t0

{〈
R̃3u(utu), BuDtS(u)

〉
+

+
〈
R̃3u(utu), B′u(ut;S(u))

〉
+
〈
R̃3uDt(uS(u)), Buut

〉
+

+
〈
R̃′3u(utu;S(u)), Buut

〉
+
〈
R̃2uut, BuDtS(u)

〉
+

+
〈
R̃2uut, B

′
u(ut;S(u))

〉
+
〈
R̃2uDtS(u), Buut

〉
+

+
〈
R̃′2u(ut;S(u)), Buut

〉
+
〈
R̃1(u), BuDtS(u)

〉
+

+
〈
R̃1(u), B′u(ut;S(u))

〉
+
〈
R̃′1uS(u), Buut

〉
−

−
〈
∂

∂t
(B∗uR̃2u)u,DtS(u)

〉
−
〈
∂

∂t
(B∗uR̃2u)S(u), ut

〉
−

−
〈
∂

∂t
(B∗uR̃

′
2u(u;S(u))), ut

〉
−
〈
∂

∂t
B∗′u (R̃2uu;S(u)), ut

〉
+

+
〈

(Bu−grad)Φ1B̃[u], BuS(u)
〉}

dt + o(ε).

Условие (3.2) записывается в виде

ε

T1∫
t0

{〈
R̃3u(utu), BuDtS(u)

〉
+
〈
R̃3u(utu), B′u(ut;S(u))

〉
+

+
〈
R̃3uDt(uS(u)), Buut

〉
+
〈
R̃′3u(utu;S(u)), Buut

〉
+
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+
〈
R̃2uut, BuDtS(u)

〉
+
〈
R̃2uut, B

′
u(ut;S(u))

〉
+

+
〈
R̃2uDtS(u), Buut

〉
+
〈
R̃′2u(ut;S(u)), Buut

〉
+

+
〈
R̃1(u), BuDtS(u)

〉
+
〈
R̃1(u), B′u(ut;S(u))

〉
+

+
〈
R̃′1uS(u), Buut

〉
−
〈
∂

∂t
(B∗uR̃2u)u,DtS(u)

〉
−

−
〈
∂

∂t
(B∗uR̃2u)S(u), ut

〉
−
〈
∂

∂t
(B∗uR̃

′
2u(u;S(u))), ut

〉
−

−
〈
∂

∂t
B∗′u (R̃2uu;S(u)), ut

〉
+
〈

(Bu−grad)Φ1B̃[u], BuS(u)
〉}

dt−

−ε
T1∫
t0

Dtf [u] dt = o(ε) ∀u ∈ D(N), ∀T1 : t0 ≤ T1 ≤ t1,

или 〈
R̃3u(utu), BuDtS(u)

〉
+
〈
R̃3u(utu), B′u(ut;S(u))

〉
+

+
〈
R̃3uDt(uS(u)), Buut

〉
+
〈
R̃′3u(utu;S(u)), Buut

〉
+

+
〈
R̃2uut, BuDtS(u)

〉
+
〈
R̃2uut, B

′
u(ut;S(u))

〉
+

+
〈
R̃2uDtS(u), Buut

〉
+
〈
R̃′2u(ut;S(u)), Buut

〉
+

+
〈
R̃1(u), BuDtS(u)

〉
+
〈
R̃1(u), B′u(ut;S(u))

〉
+

+
〈
R̃′1uS(u), Buut

〉
−
〈
∂

∂t
(B∗uR̃2u)u,DtS(u)

〉
−

−
〈
∂

∂t
(B∗uR̃2u)S(u), ut

〉
−
〈
∂

∂t
(B∗uR̃

′
2u(u;S(u))), ut

〉
−

−
〈
∂

∂t
B∗′u (R̃2uu;S(u)), ut

〉
+
〈

(Bu−grad)Φ1B̃[u], BuS(u)
〉
−
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−Dtf [u] = 0 ∀u ∈ D(N), t0 ≤ t ≤ t1. (3.4)

Далее,〈
[B′u(ut; ·)]

∗
R̃3u(utu), S(u)

〉
+
〈
B∗uR̃3u(utu), DtS(u)

〉
+

+
〈
Dt(uS(u)), R̃∗3uBuut

〉
+
〈[

R̃′3u(utu; ·)
]∗
Buut, S(u)

〉
+

+
〈
B∗uR̃2uut, DtS(u)

〉
+
〈

[B′u(ut; ·)]∗R̃2uut, S(u)
〉

+

+
〈
DtS(u), R̃∗2uBuut

〉
+
〈[

R̃′2u(ut; ·)
]∗
Buut, S(u)

〉
+

+
〈
B∗uR̃1(u), DtS(u)

〉
+
〈

[B′u(ut; ·)]∗R̃1(u), S(u)
〉

+

+
〈
S(u), R̃′∗1uBuut

〉
−
〈
∂

∂t
(B∗uR̃2u)u,DtS(u)

〉
−

−
〈[

∂

∂t
(B∗uR̃2u)

]∗
ut, S(u)

〉
−
〈[

∂

∂t
(B∗uR̃

′
2u(u; ·))

]∗
ut, S(u)

〉
−

−
〈[

∂

∂t
(B∗′u (R̃2uu; ·))

]∗
ut, S(u)

〉
+

+
〈

(Bu−grad)Φ1B̃[u], BuS(u)
〉
−Dtf [u] = 0,

то есть〈
[B′u(ut; ·)]∗R̃3u(utu), S(u)

〉
+ Dt

〈
R̃3u(utu), BuS(u)

〉
−

−
〈
DtB

∗
uR̃3u(utu), S(u)

〉
+ Dt

〈
R̃3u(uS(u)), Buut

〉
−

−
〈
S(u), uDt(R̃

∗
3uBuut)

〉
+
〈[

R̃′3u(utu; ·)
]∗
Buut, S(u)

〉
+

+Dt

〈
R̃2uut, BuS(u)

〉
−
〈
Dt(B

∗
uR̃2uut), S(u)

〉
+

+
〈

[B′u(ut; ·)]∗R̃2uut, S(u)
〉

+ Dt

〈
R̃2uS(u), Buut

〉
−

−
〈
Dt(R̃

∗
2uBuut), S(u)

〉
+
〈[

R̃′2u(ut; ·)
]∗
Buut, S(u)

〉
+
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+Dt

〈
R̃1(u), BuS(u)

〉
−
〈
Dt(B

∗
uR̃1(u)), S(u)

〉
+

+
〈

[B′u(ut; ·)]∗R̃1(u), S(u)
〉

+
〈
R̃′1uS(u), Buut

〉
−

−Dt

〈
∂

∂t
(B∗uR̃2u)u, S(u)

〉
+

〈
Dt

(
∂

∂t
(B∗uR̃2u)u

)
, S(u)

〉
−

−
〈[

∂

∂t
(B∗uR̃2u)

]∗
ut, S(u)

〉
−
〈[

∂

∂t
B∗uR̃

′
2u(u; ·)

]∗
ut, S(u)

〉
−

−
〈[

∂

∂t
B∗′u (R̃2uu; ·)

]∗
ut, S(u)

〉
+

+
〈

(Bu−grad)Φ1B̃[u], BuS(u)
〉
−Dtf [u] = 0,

или
Dt

{〈
R̃3u(utu), BuS(u)

〉
+
〈
R̃3u(uS(u)), Buut

〉
+

+
〈
R̃2uut, BuS(u)

〉
+
〈
R̃2uS(u), Buut

〉
+

+
〈
R̃1(u), BuS(u)

〉
−
〈
∂

∂t
(B∗uR̃2u)u, S(u)

〉
− f [u]

}
+

+

〈
BuS(u), (B−1

u )∗
{

[B′u(ut; ·)]∗R̃3u(utu)− ∂

∂t
(B∗uR̃3u)(utu) −

−B∗′u (R̃3u(utu);ut)−B∗uR̃′3u(utu;ut)−B∗uR̃3u(uttu)−B∗uR̃3uu
2
t−

−u ∂
∂t

(R̃∗3uBu)ut − uR̃∗′3u(Buut;ut)− uR̃∗3uB′u(ut;ut)− uR̃∗3uBuutt+

+
[
R̃′3u(utu; ·)

]∗
Buut −

∂

∂t
(B∗uR̃2u)ut −B∗′u (R̃2uut;ut)−

−B∗uR̃′2u(ut;ut)−B∗uR̃2uutt + [B′u(ut; ·)]∗R̃2uut −
∂

∂t
(R̃∗2uBu)ut−

−R̃∗′2u(Buut;ut)− R̃∗2uB
′
u(ut;ut)− R̃∗2uBuutt +

[
R̃′2u(ut; ·)

]∗
Buut−

− ∂
∂t

(
B∗uR̃1(u)

)
−B∗′u (R̃1(u);ut)−B∗uR̃′1uut + [B′u(ut; ·)]∗R̃1(u)+
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+R̃′∗1uBuut +
∂2

∂t2

(
B∗uR̃2u

)
u +

∂

∂t
B∗′u (R̃2uu;ut) +

∂

∂t
B∗uR̃

′
2u(u;ut)+

+
∂

∂t

(
B∗uR̃2u

)
ut −

[
∂

∂t

(
B∗uR̃2u

)]∗
ut −

[
∂

∂t

(
B∗uR̃

′
2u(u; ·)

)]∗
ut+

+ B∗u((Bu−grad)Φ1B̃[u])−
[
∂

∂t
B∗′u (R̃2uu; ·)

]∗
ut

}〉
= 0.

Таким образом, учитывая (1.119) - (1.122), заключаем, что вы-
полняется условие (3.3).

Очевидно, условие (3.3) является также достаточным.

Теорема 3.2. Если преобразование (2.2) - симметрия до дивер-
генции действия (1.94) на D(N) и существует f1 : D(N) →
C1[t0, t1] такое, что

〈Λ(u), BuS(u)〉 = Dtf1[u], (3.5)

то выражение

I [t, u] =
〈
R̃3u(utu), BuS(u)

〉
+
〈
R̃3u(uS(u)), Buut

〉
+

+
〈
R̃2uut, BuS(u)

〉
+
〈
R̃2uS(u), Buut

〉
+
〈
R̃1(u), BuS(u)

〉
−

−
〈
∂

∂t

(
B∗uR̃2u

)
u, S(u)

〉
− f [u]− f1[u] (3.6)

определяет интеграл уравнения движения (1.13).

Это утверждение следует из условия (3.3).

Замечание 3.1. Если Bu ≡ I - тождественный оператор, то тео-
ремы 3.1 и 3.2 формулируются следующим образом.

Теорема 3.3. Преобразование (2.2) - симметрия до дивергенции
действия (1.104) тогда и только тогда, когда〈

Ñ(u), S(u)
〉

+ Dt

{〈
R̃3u(utu), S(u)

〉
+
〈
R̃3u(uS(u)), ut

〉
+
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+
〈
R̃2uut, S(u)

〉
+
〈
R̃2uS(u), ut

〉
+
〈
R̃1(u), S(u)

〉
−

−

〈
∂R̃2u

∂t
u, S(u)

〉
− f [u]

}
= 0 (3.7)

∀u ∈ D(N), t0 ≤ t ≤ t1.

Теорема 3.4. Если преобразование (2.2) - симметрия до дивер-
генции действия (1.104) на D(N) и существует f1 : D(N) →
C1[t0, t1] такое, что

〈Λ(u), S(u)〉 = Dtf1[u], (3.8)

то выражение

I [t, u] =
〈
R̃3u(utu), S(u)

〉
+
〈
R̃3u(uS(u)), ut

〉
+

+
〈
R̃2uut, S(u)

〉
+
〈
R̃2uS(u), ut

〉
+
〈
R̃1(u), S(u)

〉
−

−

〈
∂R̃2u

∂t
u, S(u)

〉
− f [u]− f1[u] (3.9)

определяет интеграл уравнения движения (1.13).

Замечание 3.2. Если Λ ≡ 0, то теоремы 3.1 и 3.2 могут быть
сформулированы следующим образом.

Теорема 3.5. Преобразование (2.2) - симметрия до дивергенции
действия по Гамильтону (1.109) тогда и только тогда, когда

〈N(u), BuS(u)〉 + Dt {〈R3u(utu), BuS(u)〉+
+ 〈R3u(uS(u)), Buut〉 + 〈R2uut, BuS(u)〉+

+ 〈R2uS(u), Buut〉 + 〈R1(u), BuS(u)〉−

−
〈
∂

∂t
(B∗uR2u)u, S(u)

〉
− f [u]

}
= 0 (3.10)

∀u ∈ D(N), t0 ≤ t ≤ t1.
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Теорема 3.6. Если преобразование (2.2) - симметрия до дивер-
генции действия (1.109) на D(N), то выражение

I [t, u] = 〈R3u(utu), BuS(u)〉 + 〈R3u(uS(u)), Buut〉+

+ 〈R2uut, BuS(u)〉 + 〈R2uS(u), Buut〉 + 〈R1(u), BuS(u)〉−

−
〈
∂

∂t
(B∗uR2u)u, S(u)

〉
− f [u] (3.11)

определяет интеграл уравнения движения (1.13).

Замечание 3.3. Если Λ ≡ 0, Bu ≡ I , то теоремы 3.1 и 3.2 фор-
мулируются следующим образом.

Теорема 3.7. Преобразование (2.2) - симметрия до дивергенции
действия по Гамильтону (1.114) тогда и только тогда, когда

〈N(u), S(u)〉 + Dt {〈R3u(utu), S(u)〉+ 〈R3u(uS(u)), ut〉+

+ 〈R2uut, S(u)〉 + 〈R2uS(u), ut〉 + 〈R1(u), S(u)〉−

−
〈
∂R2u

∂t
u, S(u)

〉
− f [u]

}
= 0 (3.12)

∀u ∈ D(N), t0 ≤ t ≤ t1.

Теорема 3.8. Если преобразование (2.2) - симметрия до дивер-
генции действия (1.114) на D(N), то выражение

I [t, u] = 〈R3u(utu), S(u)〉 + 〈R3u(uS(u)), ut〉 + 〈R2uut, S(u)〉+

+ 〈R2uS(u), ut〉 + 〈R1(u), S(u)〉 −
〈
∂R2u

∂t
u, S(u)

〉
− f [u] (3.13)

определяет первый интеграл уравнения движения (1.13).

Пример 3.1.
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Рассмотрим уравнение движения

N(u) ≡ utt + utx + uxutx + uxx = 0, (3.14)

(x, t) ∈ Q = (a, b)× (t0, t1).

Положим

D(N) =
{
u ∈ U = C2,∞

t,x (Q) : u|t=t0 = 0, u|t=t1 = 0,

u|x=a = 0, u|x=b = 0, ut|x=a = 0, ut|x=b = 0} . (3.15)

Введем обозначение V = C(Q) и зададим билинейную форму
Φ : V × V → R в виде

Φ(v, g) =

t1∫
t0

b∫
a

v(x, t)g(x, t)dxdt. (3.16)

В данном случае

P2u ≡ I, P3u ≡ 0, P1u = Dx + uxDx, Q(u) = uxx.

Оператор N (3.14) не является потенциальным на D(N) (3.15)
относительно билинейной формы (3.16). Условие (1.52) не выпол-
няется, так как

P ∗2u ≡ I,
∂P ∗2u
∂t
≡ 0, P ∗1u = −Dx − uxxI − uxDx.

Отметим, что уравнение (3.14) представимо в форме уравнения
Лагранжа с непотенциальной плотностью силы.

Положим Bu ≡ I, Λ(u) = uxutx.
Тогда

P̃2u ≡ I, P̃3u ≡ 0, P̃1u = Dx, Q̃(u) = uxx

и условия (1.36)–(1.42) выполняются.
Действительно,

(1.36)=⇒ I = I ,
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(1.37)=⇒ 0 = 0,
(1.38)=⇒ −Dx + Dx = 0,
(1.39)=⇒ Dxx −Dxx = 0,
(1.40)=⇒ 0 = 0,
(1.41)=⇒ 0 = 0,
(1.42)=⇒ 0 = 0.

Далее,

R̃1(u) = −1

2
ux, R2u ≡ −

1

2
I, R̃3 ≡ 0, B̃[u] = −1

2

b∫
a

u2
xdx.

Действие по Гамильтону (1.104) имеет вид

F t1[u] = −1

2

t1∫
t0

b∫
a

(
u2
t + utux + u2

x

)
dxdt. (3.17)

Найдем интеграл уравнения (3.14).
Предположим, что ux ∈ D(N) = D(N ′u).

Преобразование u = u+εux является симметрией функционала
(3.17).

Действительно,

F T1[u + εux] = −1

2

T1∫
t0

b∫
a

[
(ut + εutx)

2 + (ut + εutx)(ux + εuxx)+

+(ux + εuxx)
2
]
dxdt = F T1[u]+

+ε

T1∫
t0

b∫
a

[
−ututx −

1

2
utuxx −

1

2
utxux − uxuxx

]
dxdt + o(ε) =

= F T1[u] + ε

T1∫
t0

b∫
a

[
−1

2
Dxu

2
t +

1

2
utxux −

1

2
utxux −

1

2
Dxu

2
x

]
dxdt+
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+o(ε) = F T1[u] + o(ε) ∀T1 : t0 ≤ T1 ≤ t1,

то есть имеет место абсолютная инвариантность.
Условие (3.8) в данном случае выполнено, так как

〈Λ(u), S(u)〉 =

b∫
a

uxutxuxdx =
1

3

b∫
a

Dtu
3
xdx,

то есть

f1[u] =
1

3

b∫
a

u3
xdx.

Таким образом, по теореме 3.4

I [t, u] =

b∫
a

[
utux +

1

2
u2
x +

1

3
u3
x

]
dx

является искомым интегралом.

Пример 3.2.

Рассматривается уравнение движения

N(u) ≡ uutt + D−1
x ut + u2

t + uuxx + u2
x = 0, (3.18)

(x, t) ∈ Q = (a, b)× (t0, t1).

Положим

D(N) =
{
u ∈ U = C2,∞

t,x (Q) : u|t=t0 = 0, u|t=t1 = 0,

u|x=a = 0, u|x=b = 0,

b∫
a

u(y, t)dy = 0

 . (3.19)
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Введем классическую билинейную форму

Φ(v, g) =

t1∫
t0

b∫
a

v(x, t)g(x, t)dxdt. (3.20)

Отметим, что

P2u = uI, P1u ≡ D−1
x , P3u ≡ I, Q(u) = uuxx + u2

x,

I - тождественный оператор.
Оператор N (3.18) не является потенциальным на D(N) (3.19)

относительно билинейной формы (3.20). Условие (1.51) не выпол-
няется, так как

P ∗3u ≡ I, P ∗2u = P2u = uI, P ∗′2u(h;ut) = hut.

Отметим, что уравнение (3.18) представимо в форме уравнения
Лагранжа с не-Bu-потенциальной плотностью силы.

Пусть
Bu ≡ uI, Λ(u) = D−1

x ut.

Тогда

P̃2u = uI, P̃1u ≡ 0, P̃3u ≡ I, Q̃(u) = uuxx + u2
x.

В данном случае условия (1.16) - (1.22) выполнены.
Действительно,

(1.16)=⇒ u2I − u2I = 0,
(1.17)=⇒ utuh− uuth− uuth + uuth = 0,
(1.18)=⇒ 0 = 0,
(1.19)=⇒ h(uuxx + u2

x) − h(uuxx + u2
x) + u(huxx + uhxx + 2uxhx)−

−u(uxxh + 2uxhx + uhxx) = 0,
(1.20)=⇒ 0 = 0,
(1.21)=⇒ uutth−uhutt−uttuh+ 2uttuh+huutt−uhutt−huutt = 0,
(1.22)=⇒ hu2

t − 2hu2
t + 2uthut − hu2

t = 0.
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Из (1.95) - (1.98) получаем

R̃2u = −1

4
uI, R̃1 ≡ 0, R̃3u = −1

4
I, B̃[u] = −1

2

b∫
a

u2u2
xdx.

Соответствующее действие по Гамильтону находится по фор-
муле (1.94) и имеет вид

F t1[u] =

t1∫
t0

b∫
a

(
−1

4
utuuut −

1

4
uutuut −

1

2
u2u2

x

)
dxdt =

= −1

2

t1∫
t0

b∫
a

u2
(
u2
t + u2

x

)
dxdt. (3.21)

Найдем интеграл уравнения (3.18).
Предположим, что ux ∈ D(N) = D(N ′u).

Преобразование u = u+εux является симметрией функционала
(3.21).

Действительно,

F T1[u + εux] = −1

2

T1∫
t0

b∫
a

[
(u + εux)

2(ut + εutx)
2+

+ (u + εux)
2(ux + εuxx)

2
]
dxdt = F T1[u]−

−ε
T1∫
t0

b∫
a

[
u2ututx + uuxu

2
t + uu3

x + u2uxuxx
]
dxdt + o(ε) =

= F T1[u]− ε
T1∫
t0

b∫
a

1

2
Dx

[
u2u2

t + u2u2
x

]
dxdt + o(ε) = F T1[u] + o(ε)
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∀T1 : t0 ≤ T1 ≤ t1,

то есть имеет место абсолютная инвариантность.
Условие (3.5) в данном случае выполнено, так как

〈Λ(u), BuS(u)〉 =

b∫
a

D−1
x ut · uuxdx =

1

2

b∫
a

D−1
x ut ·Dxu

2dx =

= −1

2

b∫
a

utu
2dx = −1

6

b∫
a

Dtu
3dx,

то есть

f1[u] = −1

6

b∫
a

u3dx.

Таким образом, по формуле (3.6) получаем интеграл уравнения
(3.18) вида

I [t, u] =

b∫
a

[
u2utux −

1

6
u3

]
dx.

Полученные теоретические результаты проиллюстрируем из-
вестным примером, то есть установим связь с механикой конеч-
номерных систем.

Пример 3.3.

Рассмотрим уравнение Эмдена равновесия для политропного
газа [27,107]

N(u) ≡ ü +
2

t
u̇ + u5 = 0, t ∈ [t0, t1], t0 > 0. (3.22)

Положим

D(N) =
{
u ∈ U = C2[t0, t1] : u|t=t0 = 0, u|t=t1 = 0

}
. (3.23)
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Введем классическую билинейную форму

Φ(v, g) =

t1∫
t0

v(t)g(t)dt. (3.24)

В данном случае

P2u ≡ I, P1u ≡
2

t
I, P3u ≡ 0, Q(u) = u5,

где I – тождественный оператор.
Оператор N уравнения (3.22) не является потенциальным на

множестве D(N) (3.23) относительно билинейной формы (3.24),
так как условие (1.52) не выполняется.

Отметим, что оператор N уравнения (3.22) является B-
потенциальным на множестве D(N) (3.23) относительно билиней-
ной формы (3.24), где B = t2I .

Действительно,
(1.43)=⇒ t2I − t2I = 0,
(1.44)=⇒ 0 = 0,
(1.45)=⇒ −4tI + 2tI + 2tI = 0,
(1.46)=⇒ −2h + 2h + t25u4h− 5u4t2h = 0,
(1.47)=⇒ 0 = 0,
(1.48)=⇒ 0 = 0,
(1.49)=⇒ 0 = 0.

Из (1.110) - (1.113) получаем

R2u ≡ R2 = −1

2
I, R1u ≡ R1 = −1

t
I, R3u ≡ 0, B[u] =

t2

6
u6.

Соответствующее действие по Гамильтону находится по фор-
муле (1.109) и имеет вид

F t1
N [u] =

t1∫
t0

(
−t

2

2
u̇2 − 1

t
ut2u̇ + tuu̇ +

t2

6
u6

)
dt =
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=

t1∫
t0

(
t2

6
u6 − t2

2
u̇2

)
dt. (3.25)

Найдем первый интеграл уравнения (3.22).
Генератор вариационной симметрии будем искать в виде

S(u) = ψ(t, u)− u̇ϕ(t, u),

где ϕ и ψ – непрерывно дифференцируемые функции.
Предположим, что u̇ ∈ D(N) = D(N ′u).
Равенство (3.10) в данном случае примет вид(

ü +
2

t
u̇ + u5

)
t2 (ψ − u̇ϕ) + Dt

{
−1

2
u̇t2 (ψ − u̇ϕ)−

−1

2
(ψ − u̇ϕ) t2u̇− 1

t
ut2 (ψ − u̇ϕ) + tu (ψ − u̇ϕ)− f1(t, u, u̇)

}
= 0.

(3.26)
Здесь f [u] = f1(t, u, u̇) – непрерывно дифференцируемая функ-
ция.
Далее,(
t2ü + 2tu̇ + t2u5

)
(ψ − u̇ϕ) +Dt

{
−u̇t2 (ψ − u̇ϕ)− f1(t, u, u̇)

}
= 0,

или(
t2ü + 2tu̇ + t2u5

)
(ψ − u̇ϕ)− üt2 (ψ − u̇ϕ)− u̇2t (ψ − u̇ϕ)− ∂f1

∂t
−

−u̇t2
(
∂ψ

∂t
+
∂ψ

∂u
u̇− üϕ− u̇

(
∂ϕ

∂t
+
∂ϕ

∂u
u̇

))
− ∂f1

∂u
u̇− ∂f1

∂u̇
ü = 0.

Следовательно,

ü

(
t2u̇ϕ− ∂f1

∂u̇

)
+u̇

(
−t2u5ϕ− t2∂ψ

∂t
− ∂f1

∂u

)
+u̇2t2

(
∂ϕ

∂t
− ∂ψ

∂u

)
+

+u̇3t2
∂ϕ

∂u
+ t2u5ψ − ∂f1

∂t
= 0. (3.27)
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Пусть ϕ = ϕ(t) и
ϕ(t) = −t. (3.28)

Из условия

−t3u̇− ∂f1

∂u̇
= 0

находим

f1(t, u, u̇) = −t
3

2
u̇2 + f2(t, u). (3.29)

С учетом (3.28) и (3.29) равенство (3.27) записывается в виде

u̇

(
t3u5 − t2∂ψ

∂t
− ∂f2

∂u

)
+u̇2t2

(
1

2
− ∂ψ

∂u

)
+t2u5ψ−∂f2

∂t
= 0. (3.30)

Приравнивая нулю коэффициенты при различных степенях u̇ в
(3.30), получаем следующие уравнения Киллинга:

t3u5 − t2∂ψ
∂t
− ∂f2

∂u
= 0,

1

2
− ∂ψ

∂u
= 0,

t2u5ψ − ∂f2

∂t
= 0.

Отсюда следует, что

ψ(u) =
1

2
u, f2(t, u) =

t3

6
u6.

Таким образом,

S(u) =
1

2
u + tu̇, f [u] =

t3

6
u6 − t3

2
u̇2.

По формуле (3.11) находим известный первый интеграл уравне-
ния Эмдена (3.22) (см. [27])

I [t, u] = −1

2
u̇t2
(

1

2
u + tu̇

)
− 1

2

(
1

2
u + tu̇

)
t2u̇−
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−u
t
t2
(

1

2
u + tu̇

)
+ tu

(
1

2
u + tu̇

)
− t3

6
u6 +

t3

2
u̇2 =

= −t2u̇
(

1

2
u + tu̇

)
− t3

6
u6 +

t3

2
u̇2 = −t

2

2

(
uu̇ + tu̇2 +

t

3
u6

)
.

3.2 Симметрии функционалов и связанные с ними ал-
гебраические структуры

Пусть оператор N уравнения (1.13) является квази-Bu-
потенциальным на множестве D(N) относительно билинейной
формы (1.7).

Тогда соответствующее действие по Гамильтону имеет вид
(1.94).

Теорема 3.9. Преобразование (2.2) является симметрией (аб-
солютной, до дивергенции) функционала (1.94) на D(N) тогда и
только тогда, когда

Φ(Ñ(u), BuS(u)) = 0 ∀u ∈ D(N). (3.31)

Доказательство. Предположим, что преобразование (2.2) явля-
ется симметрией (абсолютной, до дивергенции) функционала
(1.94) на D(N). Тогда имеет место равенство (3.3). Интегрируя
левую и правую части этого равенства по t в пределах от t0 до t1,
получим, что условие (3.31) выполняется.

Обратно, пусть условие (3.31) выполняется. Тогда
t1∫

t0

[〈
Ñ(u), BuS(u)

〉
+ Dt

{〈
R̃3u(utu), BuS(u)

〉
+

+
〈
R̃3u(uS(u)), Buut

〉
+
〈
R̃2uut, BuS(u)

〉
+

+
〈
R̃2uS(u), Buut

〉
+
〈
R̃1(u), BuS(u)

〉
−
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−
〈
∂

∂t
(B∗uR̃2u)u, S(u)

〉}]
dt = 0 ∀u ∈ D(N).

Следовательно, существует f : D(N)→ C1[t0, t1] такое, что〈
Ñ(u), BuS(u)

〉
+ Dt

{〈
R̃3u(utu), BuS(u)

〉
+

+
〈
R̃3u(uS(u)), Buut

〉
+
〈
R̃2uut, BuS(u)

〉
+

+
〈
R̃2uS(u), Buut

〉
+
〈
R̃1(u), BuS(u)

〉
−

−
〈
∂

∂t
(B∗uR̃2u)u, S(u)

〉}
= Dtf [u],

то есть условие (3.3) выполняется.

Теорема 3.10. [15] Если S1, S2 - генераторы симметрий (абсо-
лютной, до дивергенции) функционала (1.94), существуют опе-
раторы Su,Tu : D(N ′u, Bu) → D(N ′u, Bu) такие, что ∀u ∈ D(N),

∀h, v ∈ D(N ′u, Bu) выполнено условие

Φ(Ñ ′uSuh,Buv) + Φ(Ñ(u), B′u(v; Suh)) =

= Φ(Ñ ′uTuv,Buh) + Φ(Ñ(u), B′u(h;Tuv)), (3.32)

то (S,T)-произведение (2.19) также является генератором сим-
метрии этого функционала.

Доказательство. Имеем

Φ(Ñ(u + εTuS1(u)), Bu+εTuS1(u)S2(u + εTuS1(u))) = 0

∀u ∈ D(N),

или

Φ(Ñ ′uTuS1(u), BuS2(u)) + Φ(Ñ(u), B′u(S2(u);TuS1(u)))+

+Φ(Ñ(u), BuS
′
2uTuS1(u)) = 0.
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Аналогично

Φ(Ñ ′uSuS2(u), BuS1(u)) + Φ(Ñ(u), B′u(S1(u); SuS2(u)))+

+Φ(Ñ(u), BuS
′
1uSuS2(u)) = 0.

Вычитая из второго равенства первое и учитывая условие (3.32),
получаем

Φ(Ñ(u), Bu(S1, S2)(u)) = 0.

Таким образом, (S,T)-произведение (2.19) также является ге-
нератором симметрии функционала (1.94) (см. теорему 3.9).
Теорема 3.11. [15] Если S1, S2 - генераторы симметрий (абсо-
лютной, до дивергенции) функционала (1.94), существуют опе-
раторы Su,Tu : D(N ′u, Bu) → D(N ′u, Bu) такие, что ∀u ∈ D(N),

∀h, v ∈ D(N ′u, Bu) выполнены условия

Φ(Ñ ′uSuh,Buv) + Φ(Ñ(u), B′u(v; Suh)) =

= Φ(Ñ ′uTuv,Buh) + Φ(Ñ(u), B′u(h;Tuv)), (3.33)
G̃′u(v; G̃uh) = G̃′u(h; G̃uv), (3.34)

где G̃u ≡ Su + Tu, то генераторы симметрий функционала
(1.94) образуют Ли-допустимую алгебру относительно (S,T)-
произведения (2.19) .
Доказательство. Это следует из теоремы 3.10 и теоремы 7.1 (см.
[92], стр. 92).
Теорема 3.12. [15] Если S1, S2 - генераторы симметрий (абсо-
лютной, до дивергенции) функционала (1.94), существует опе-
ратор Gu : D(N ′u, Bu) → D(N ′u, Bu) такой, что ∀u ∈ D(N),

∀h, v ∈ D(N ′u, Bu) выполнено условие

Φ(Ñ ′uGuh,Buv) + Φ(Ñ(u), B′u(v;Guh)) =

= Φ(Ñ ′uGuv,Buh) + Φ(Ñ(u), B′u(h;Guv)), (3.35)
то G-коммутатор (2.20) также является генератором сим-
метрии этого функционала.
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Доказательство этой теоремы аналогично доказательству тео-
ремы 3.10 при Gu ≡ Su = Tu.

Теорема 3.13. [15] Если S1, S2 - генераторы симметрий (абсо-
лютной, до дивергенции) функционала (1.94), существует опе-
ратор Gu : D(N ′u, Bu) → D(N ′u, Bu) такой, что ∀u ∈ D(N),

∀h, v ∈ D(N ′u, Bu) выполнены условия

Φ(Ñ ′uGuh,Buv) + Φ(Ñ(u), B′u(v;Guh)) =

= Φ(Ñ ′uGuv,Buh) + Φ(Ñ(u), B′u(h;Guv)), (3.36)

G′u(v;Guh) = G′u(h;Guv), (3.37)

то генераторы симметрий функционала (1.94) образуют алгебру
Ли относительно G-коммутатора (2.20).

Доказательство. Это следует из теоремы 3.12 и теоремы 7.1 (см.
[92], стр. 92).

Теорема 3.14. [15] Если оператор N уравнения (1.13) являет-
ся квази-Biu-потенциальным (i = 1, 2) на D(N) относительно
непрерывной невырожденной билинейной формы (1.7), то есть
оператор Ñ = N − Λ является бипотенциальным, S1, S2 - гене-
раторы симметрий (абсолютной, до дивергенции) функционала
(1.94) при Bu = B1u, ∃B−1

1u и ∀u ∈ D(N), ∀h, v ∈ D(N ′u, B1u, B2u)

выполняется условие

Φ(Ñ(u), B1uG
′
u(v;h)−B1uG

′
u(h; v)) = 0, (3.38)

где Gu = B−1
1u B2u, то G-коммутатор (2.20) также является ге-

нератором симметрии функционала (1.94). Если, кроме того,
∀u ∈ D(N), ∀h, v ∈ D(N ′u, B1u, B2u)

G′u(v;Guh) = G′u(h;Guv), (3.39)

то генераторы симметрий функционала (1.94) образуют алгебру
Ли относительно G-коммутатора (2.20).
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Доказательство. По формуле (1.11) получаем

Φ(Ñ ′uGuh,B1uv) + Φ(Ñ(u), B′1u(v;Guh) =

= Φ(Ñ ′uv,B1uGuh) + Φ(Ñ(u), B′1u(Guh; v) =

= Φ(Ñ ′uv,B2uh) + Φ(Ñ(u), B′1u(Guh; v) = Φ(Ñ ′uh,B2uv)−
−Φ(Ñ(u), B′2u(h; v) + Φ(Ñ(u), B′2u(v;h) + Φ(Ñ(u), B′1u(Guh; v) =

= Φ(Ñ ′uh,B1uGuv)− Φ(Ñ(u), B′1u(Guh; v)− Φ(Ñ(u), B1uG
′
u(h; v)+

+Φ(Ñ(u), B′1u(Guv;h)+Φ(Ñ(u), B1uG
′
u(v;h)+Φ(Ñ(u), B′1u(Guh; v) =

= Φ(Ñ ′uGuv,B1uh) + Φ(Ñ(u), B′1u(h;Guv)− Φ(Ñ(u), B′1u(Guv;h)−
−Φ(Ñ(u), B1uG

′
u(h; v) + Φ(Ñ(u), B′1u(Guv;h)+

+Φ(Ñ(u), B1uG
′
u(v;h) = Φ(Ñ ′uGuv,B1uh) + Φ(Ñ(u), B′1u(h;Guv)+

+Φ(Ñ(u), B1uG
′
u(v;h)− Φ(Ñ(u), B1uG

′
u(h; v). (3.40)

С учетом условия (3.38) равенство (3.40) примет вид

Φ(Ñ ′uGuh,B1uv) + Φ(Ñ(u), B′1u(v;Guh) =

= Φ(Ñ ′uGuv,B1uh) + Φ(Ñ(u), B′1u(h;Guv).

Следовательно, условие (3.35) выполнено, поэтому по теореме
3.12 G-коммутатор (2.20) является генератором симметрии функ-
ционала (1.94). Если, кроме того, выполнено условие (3.39), то по
теореме 3.13 генераторы симметрий функционала (1.94) образуют
алгебру Ли относительно G-коммутатора (2.20).

Пример 3.4. [15]

Рассмотрим функционал

F [u] =
1

6

t1∫
t0

b∫
a

u3dxdt. (3.41)
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Тогда

δF [u, h] =
1

6

t1∫
t0

b∫
a

3u2hdxdt =
1

2

t1∫
t0

b∫
a

Dxxu
2 ·D−1

x D−1
x hdxdt =

=

t1∫
t0

b∫
a

(
uuxx + u2

x

)
D−1
x D−1

x hdxdt,

то есть

N(u) = Ñ(u) + Λ(u) = uuxx + u2
x + Λ(u) = 0, (3.42)

(x, t) ∈ Q = (a, b)× (t0, t1),

где Λ(u) – плотность существенно не-B1-потенциальной силы.
В данном случае B1u ≡ B1 = D−1

x D−1
x , где

D−1
x v(x, t) =

x∫
a

v(y, t)dy.

Зададим область определения оператора N в виде

D(N) =
{
u ∈ U = C∞(Q) : u|t=t0 = 0, u|t=t1 = 0,

u|x=a = 0, u|x=b = 0} , (3.43)

то есть D(N) = D(N ′u, B1, B2u), где B2u = uI, I - тождественный
оператор.

Отметим, что оператор Ñ вида (3.42) является также B2u-
потенциальным на множестве D(N) вида (3.43) относительно
классической билинейной формы

Φ(v, g) =

t1∫
t0

b∫
a

v(x, t)g(x, t)dxdt.
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Действительно, в данном случае

Piu ≡ 0, i = 1, 3, Q(u) = uuxx + u2
x,

Q′u = uxxI + uDxx + 2uxDx, Q′∗u = uDxx, B′2u(h; g) = hg

и
(1.43)=⇒ 0 = 0,
(1.44)=⇒ 0 = 0,
(1.45)=⇒ 0 = 0,
(1.46)=⇒ huuxx + hu2

x − huuxx − hu2
x + uuxxh + u2hxx + 2uuxhx −

uDxx(uh) = uuxxh+ u2hxx + 2uuxhx− uuxxh− 2uuxhx− uhxx = 0,

(1.47)=⇒ 0=0,
(1.48)=⇒ 0=0,
(1.49)=⇒ 0=0,
то есть условия (1.43) - (1.49) выполняются.

Будем предполагать, что Λ(u) в уравнении (3.42) является так-
же плотностью существенно не-B2u-потенциальной силы и ux ∈
D(N).

Операторы S1 = Dx, S2(u) = uut и S3(u) = uux являются гене-
раторами симметрий функционала (3.41). Это следует из теоремы
3.9, так как

Φ(Ñ(u), B1S1(u)) =

t1∫
t0

b∫
a

(
uuxx + u2

x

)
D−1
x D−1

x uxdxdt =

=
1

2

t1∫
t0

b∫
a

Dxxu
2 ·D−1

x D−1
x uxdxdt =

=
1

2

t1∫
t0

b∫
a

u2uxdxdt =
1

6

t1∫
t0

b∫
a

Dxu
3dxdt,
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Φ(Ñ(u), B1S2(u)) =

t1∫
t0

b∫
a

(
uuxx + u2

x

)
D−1
x D−1

x (uut) dxdt =

=
1

2

t1∫
t0

b∫
a

Dxxu
2 ·D−1

x D−1
x (uut) dxdt =

=
1

2

t1∫
t0

b∫
a

u3utdxdt =
1

8

t1∫
t0

b∫
a

Dtu
4dxdt

и

Φ(Ñ(u), B1S3(u)) =

t1∫
t0

b∫
a

(
uuxx + u2

x

)
D−1
x D−1

x (uux) dxdt =

=
1

2

t1∫
t0

b∫
a

Dxxu
2 ·D−1

x D−1
x (uux) dxdt =

=
1

2

t1∫
t0

b∫
a

u3uxdxdt =
1

8

t1∫
t0

b∫
a

Dxu
4dxdt.

Учитывая, что u ∈ D(N) вида (3.43), получаем, что в каждом
случае условие (3.31) выполнено.

Условие (3.38) выполняется, так как

Guv = Dxx (uv) , G′u(v;h) = Dxx (vh)

и
B1uG

′
u(v;h)−B1uG

′
u(h; v)) =

= D−1
x D−1

x (Dxx (vh))−D−1
x D−1

x (Dxx (hv)) = vh− hv = 0.

Тогда по теореме 3.14 G-коммутаторы

[S1, S2]G(u) = S ′1uGuS2(u)− S ′2uGuS2(u) = DxDxx

(
u2ut

)
−
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− (utI + uDt)Dxx (uux) = Dxx

(
2uutux + u2utx

)
−

−utDx

(
u2
x + uuxx

)
− uDtx

(
u2
x + uuxx

)
=

= Dx

(
2utu

2
x + 4uutxux + 2uutuxx + u2utxx

)
−

−ut (3uxuxx + uuxxx)− uDt (3uxuxx + uuxxx) =

= 6utxu
2
x + 4utuxuxx + 6uutxxux + 6uutxuxx + 2uxutuxx + 2uutuxxx+

+u2utxxx − 3utuxuxx − uutuxxx − 3uutxuxx − 3uuxutxx − uutuxxx−
−u2utxxx = 6utxu

2
x + 3utuxuxx + 3uuxutxx + 3uutxuxx

и

[S1, S3]G(u) = S ′1uGuS3(u)− S ′3uGuS2(u) = DxDxx

(
u2ux

)
−

− (uxI + uDx)Dxx (uux) = 9uxxu
2
x + 3uuxuxxx + 3uu2

xx

являются генераторами симметрий функционала (3.41).
Заметим, что условие (3.39) в данном случае не выполняется,

так как
G′u(v;Guh) = Dxx (vDxx (uh)) ,

G′u(h;Guv) = Dxx (hDxx (uv)) .

Теорема 3.15. [15] Если S1, S2 - генераторы симметрий (аб-
солютной, до дивергенции) функционала (1.94), то их комму-
татор (2.21) также является генератором симметрии этого
функционала.

Доказательство. Это следует из теоремы 3.12. Отметим, что в
данном случае Gu ≡ I , где I - тождественный оператор, поэтому
условие (3.35) выполняется, так как оно является условием квази-
Bu-потенциальности оператора N уравнения (1.13).

Теорема 3.16. [15] Генераторы симметрии (абсолютной, до ди-
вергенции) функционала (1.94) образуют алгебру Ли относи-
тельно операции (2.21).
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Доказательство. Это следует из теорем 3.13 и 3.15. В данном
случае G′u есть нулевой оператор, поэтому условие (3.37) выпол-
няется тождественно.

Таким образом, в определенных случаях теоремы 3.10, 3.12 и
3.15 могут быть использованы для построения симметрий функ-
ционала (1.94) по известным хотя бы двум генераторам симмет-
рий.

Замечание 3.4. Пусть оператор N уравнения (1.13) является
квазипотенциальным на D(N) относительно непрерывной невы-
рожденной билинейной формы (1.7), то есть Bu ≡ I – тожде-
ственный оператор. В этом случае действие по Гамильтону имеет
вид (1.104), а теоремы 3.9 - 3.13, 3.15, 3.16 формулируются следу-
ющим образом.

Теорема 3.17. Преобразование (2.2) является симметрией (аб-
солютной, до дивергенции) функционала (1.104) на D(N) тогда
и только тогда, когда

Φ(Ñ(u), S(u)) = 0 ∀u ∈ D(N). (3.44)

Теорема 3.18. Если S1, S2 - генераторы симметрий (абсолют-
ной, до дивергенции) функционала (1.104), существуют опера-
торы Su,Tu : D(N ′u) → D(N ′u) такие, что ∀u ∈ D(N), ∀h, v ∈
D(N ′u) выполнено условие

Φ(Ñ ′uSuh, v) = Φ(Ñ ′uTuv, h), (3.45)

то (S,T)-произведение (2.19) также является генератором сим-
метрии этого функционала.

Теорема 3.19. Если S1, S2 - генераторы симметрий (абсолют-
ной, до дивергенции) функционала (1.104), существуют опера-
торы Su,Tu : D(N ′u) → D(N ′u) такие, что ∀u ∈ D(N), ∀h, v ∈
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D(N ′u) выполнены условия

Φ(Ñ ′uSuh, v) = Φ(Ñ ′uTuv, h), (3.46)

G̃′u(v; G̃uh) = G̃′u(h; G̃uv), (3.47)

где G̃u ≡ Su + Tu, то генераторы симметрий функционала
(1.104) образуют Ли-допустимую алгебру относительно (S,T)-
произведения (2.19) .

Теорема 3.20. Если S1, S2 - генераторы симметрий (абсолют-
ной, до дивергенции) функционала (1.104), существует оператор
Gu : D(N ′u)→ D(N ′u) такой, что ∀u ∈ D(N), ∀h, v ∈ D(N ′u) вы-
полнено условие

Φ(Ñ ′uGuh, v) = Φ(Ñ ′uGuv, h), (3.48)

то G-коммутатор (2.20) также является генератором сим-
метрии этого функционала.

Теорема 3.21. Если S1, S2 - генераторы симметрий (абсолют-
ной, до дивергенции) функционала (1.104), существует оператор
Gu : D(N ′u)→ D(N ′u) такой, что ∀u ∈ D(N), ∀h, v ∈ D(N ′u) вы-
полнены условия

Φ(Ñ ′uGuh, v) = Φ(Ñ ′uGuv, h), (3.49)

G′u(v;Guh) = G′u(h;Guv), (3.50)

то генераторы симметрий функционала (1.104) образуют алгеб-
ру Ли относительно G-коммутатора (2.20).

Теорема 3.22. Если S1, S2 - генераторы симметрий (абсолют-
ной, до дивергенции) функционала (1.104), то их коммутатор
(2.21) также является генератором симметрии этого функци-
онала.
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Теорема 3.23. Генераторы симметрии (абсолютной, до дивер-
генции) функционала (1.104) образуют алгебру Ли относитель-
но операции (2.21).

Пример 3.5.

Рассмотрим функционал

F [u] = −1

2

t1∫
t0

b∫
a

(
u2
t − u2

x

)
dxdt. (3.51)

Тогда

δF [u, h] = −1

2

t1∫
t0

b∫
a

(2utht − 2uxhx) dxdt =

t1∫
t0

b∫
a

(utt − uxx)hdxdt,

то есть

N(u) = Ñ(u) + Λ(u) = utt − uxx + Λ(u) = 0, (3.52)

(x, t) ∈ Q = (a, b)× (t0, t1),

где Λ(u) – плотность существенно непотенциальной силы.
Зададим область определения оператора N в виде

D(N) =
{
u ∈ U = C∞(Q) : u|t=t0 = 0, u|t=t1 = 0,

u|x=a = 0, u|x=b = 0} , (3.53)
то есть D(N) = D(N ′u).

Будем предполагать, что ux ∈ D(N ′u) и ut ∈ D(N ′u).
Операторы S1 = Dx и S2 = Dt являются генераторами симмет-

рии функционала (3.51). Это следует из теоремы 3.17, так как

Φ(Ñ(u), S1(u)) =

t1∫
t0

b∫
a

(utt − uxx)uxdxdt =
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=

t1∫
t0

b∫
a

(
−ututx −

1

2
Dx

(
u2
x

))
dxdt =

=

t1∫
t0

b∫
a

(
−1

2
Dx

(
u2
t

)
− 1

2
Dx

(
u2
x

))
dxdt

и

Φ(Ñ(u), S2(u)) =

t1∫
t0

b∫
a

(utt − uxx)utdxdt =

=

t1∫
t0

b∫
a

(
1

2
Dt

(
u2
t

)
+ uxutx

)
dxdt =

=

t1∫
t0

b∫
a

(
1

2
Dt

(
u2
t

)
+

1

2
Dt

(
u2
x

))
dxdt.

Учитывая, что u ∈ D(N) вида (3.53), получаем, что в обоих слу-
чаях условие (3.44) выполнено.

Предположим также, что

∂i+1u

∂t∂xi
∈ D(N ′u), i ∈ N.

Условие (3.45) выполняется при Su ≡ S = Dx и Tu ≡ T = −Dx.
Действительно,

Φ(Ñ ′uSh, v) =

t1∫
t0

b∫
a

(Dtt −Dxx)hx · vdxdt =

=

t1∫
t0

b∫
a

(httx − hxxx) vdxdt = −
t1∫

t0

b∫
a

(vttx − vxxx)hdxdt =
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= −
t1∫

t0

b∫
a

(Dtt −Dxx) vx · hdxdt = Φ(Ñ ′uTv, h).

Тогда по теореме 3.18 (S,T)-произведение генераторов S1 и S2

(S1, S2)(u) = S ′1uSS2(u)− S ′2uTS2(u) =

= DxDxut −Dt(−Dx)ux = 2utxx

является генератором симметрии функционала (3.51).
В данном случае G̃u ≡ S + T = Dx − Dx = 0, поэтому усло-

вие (3.47) также выполнено. По теореме 3.19 генераторы симмет-
рий функционала (3.51) образуют Ли-допустимую алгебру отно-
сительно (S,T)-произведения

(S1, S2)(u) = S ′1uDxS2(u) + S ′2uDxS1(u).

Замечание 3.5. Если Λ(u) = ux, то уравнение (3.51) является
частным случаем уравнения

utt = a2uxx − bux + φ(x, t). (3.54)

Уравнение (3.54) с помощью замены

u(x, t) = exp

(
bx

2a2

)
w(x, t)

приводится к неоднородному уравнению Клейна-Гордона [83]

wtt = a2wxx −
b2

4a2
w + exp

(
− bx

2a2

)
φ(x, t),

которое встречается в квантовой теории поля и ряде приложений.

Замечание 3.6. Пусть операторN уравнения (1.13) являетсяBu-
потенциальным на D(N) относительно непрерывной невырож-
денной билинейной формы (1.7), то есть Λ ≡ 0. В этом случае
действие по Гамильтону имеет вид (1.109), а теоремы 3.9 - 3.16
формулируются следующим образом.
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Теорема 3.24. Преобразование (2.2) является симметрией (аб-
солютной, до дивергенции) функционала (1.109) на D(N) тогда
и только тогда, когда

Φ(N(u), BuS(u)) = 0 ∀u ∈ D(N).

Теорема 3.25. Если S1, S2 - генераторы симметрий (абсолют-
ной, до дивергенции) функционала (1.109), существуют опера-
торы Su,Tu : D(N ′u, Bu) → D(N ′u, Bu) такие, что ∀u ∈ D(N),

∀h, v ∈ D(N ′u, Bu) выполнено условие

Φ(N ′uSuh,Buv) + Φ(N(u), B′u(v; Suh)) =

= Φ(N ′uTuv,Buh) + Φ(N(u), B′u(h;Tuv)), (3.55)
то (S,T)-произведение (2.19) также является генератором сим-
метрии этого функционала.

Теорема 3.26. Если S1, S2 - генераторы симметрий (абсолют-
ной, до дивергенции) функционала (1.109), существуют опера-
торы Su,Tu : D(N ′u, Bu) → D(N ′u, Bu) такие, что ∀u ∈ D(N),

∀h, v ∈ D(N ′u, Bu) выполнены условия

Φ(N ′uSuh,Buv) + Φ(N(u), B′u(v; Suh)) =

= Φ(N ′uTuv,Buh) + Φ(N(u), B′u(h;Tuv)), (3.56)
G̃′u(v; G̃uh) = G̃′u(h; G̃uv), (3.57)

где G̃u ≡ Su + Tu, то генераторы симметрий функционала
(1.109) образуют Ли-допустимую алгебру относительно (S,T)-
произведения (2.19) .

Теорема 3.27. Если S1, S2 - генераторы симметрий (абсолют-
ной, до дивергенции) функционала (1.109), существует опера-
тор Gu : D(N ′u, Bu) → D(N ′u, Bu) такой, что ∀u ∈ D(N),

∀h, v ∈ D(N ′u, Bu) выполнено условие

Φ(N ′uGuh,Buv) + Φ(N(u), B′u(v;Guh)) =
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= Φ(N ′uGuv,Buh) + Φ(N(u), B′u(h;Guv)), (3.58)

то G-коммутатор (2.20) также является генератором сим-
метрии этого функционала.

Теорема 3.28. Если S1, S2 - генераторы симметрий (абсолют-
ной, до дивергенции) функционала (1.109), существует опера-
тор Gu : D(N ′u, Bu) → D(N ′u, Bu) такой, что ∀u ∈ D(N),

∀h, v ∈ D(N ′u, Bu) выполнены условия

Φ(N ′uGuh,Buv) + Φ(N(u), B′u(v;Guh)) =

= Φ(N ′uGuv,Buh) + Φ(N(u), B′u(h;Guv)), (3.59)

G′u(v;Guh) = G′u(h;Guv), (3.60)

то генераторы симметрий функционала (1.109) образуют алгеб-
ру Ли относительно G-коммутатора (2.20).

Теорема 3.29. Если оператор N уравнения (1.13) является Biu-
потенциальным (i = 1, 2) на D(N) = D(N) относительно
непрерывной невырожденной билинейной формы (1.7), S1, S2 -
генераторы симметрий (абсолютной, до дивергенции) функци-
онала (1.109) при Bu = B1u, ∃B−1

1u и ∀u ∈ D(N), ∀h, v ∈
D(N ′u, B1u, B2u) выполняется условие

Φ(N(u), B1uG
′
u(v;h)−B1uG

′
u(h; v)) = 0, (3.61)

где Gu = B−1
1u B2u, то G-коммутатор (2.20) также является ге-

нератором симметрии функционала (1.109). Если, кроме того,
∀u ∈ D(N), ∀h, v ∈ D(N ′u, B1u, B2u)

G′u(v;Guh) = G′u(h;Guv), (3.62)

то генераторы симметрий функционала (1.109) образуют алгеб-
ру Ли относительно G-коммутатора (2.20).
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Теорема 3.30. Если S1, S2 - генераторы симметрий (абсолют-
ной, до дивергенции) функционала (1.109), то их коммутатор
(2.21) также является генератором симметрии этого функци-
онала.

Теорема 3.31. Генераторы симметрии (абсолютной, до дивер-
генции) функционала (1.109) образуют алгебру Ли относитель-
но операции (2.21).

Замечание 3.7. Пусть оператор N уравнения (1.13) является по-
тенциальным на D(N) относительно непрерывной невырожден-
ной билинейной формы (1.7), то есть Λ ≡ 0 и Bu ≡ I . В этом
случае действие по Гамильтону имеет вид (1.114), а теоремы 3.24
- 3.28, 3.30 и 3.31 формулируются следующим образом.

Теорема 3.32. Преобразование (2.2) является симметрией (аб-
солютной, до дивергенции) функционала (1.114) на D(N) тогда
и только тогда, когда

Φ(N(u), S(u)) = 0 ∀u ∈ D(N).

Теорема 3.33. Если S1, S2 - генераторы симметрий (абсолют-
ной, до дивергенции) функционала (1.114), существуют опера-
торы Su,Tu : D(N ′u) → D(N ′u) такие, что ∀u ∈ D(N), ∀h, v ∈
D(N ′u) выполнено условие

Φ(N ′uSuh, v) = Φ(N ′uTuv, h), (3.63)

то (S,T)-произведение (2.19) также является генератором сим-
метрии этого функционала.

Теорема 3.34. Если S1, S2 - генераторы симметрий (абсолют-
ной, до дивергенции) функционала (1.114), существуют опера-
торы Su,Tu : D(N ′u) → D(N ′u) такие, что ∀u ∈ D(N), ∀h, v ∈
D(N ′u) выполнены условия

Φ(N ′uSuh, v) = Φ(N ′uTuv, h), (3.64)



158

G̃′u(v; G̃uh) = G̃′u(h; G̃uv), (3.65)

где G̃u ≡ Su + Tu, то генераторы симметрий функционала
(1.114) образуют Ли-допустимую алгебру относительно (S,T)-
произведения (2.19) .

Теорема 3.35. Если S1, S2 - генераторы симметрий (абсолют-
ной, до дивергенции) функционала (1.114), существует оператор
Gu : D(N ′u)→ D(N ′u) такой, что ∀u ∈ D(N), ∀h, v ∈ D(N ′u) вы-
полнено условие

Φ(N ′uGuh, v) = Φ(N ′uGuv, h), (3.66)

то G-коммутатор (2.20) также является генератором сим-
метрии этого функционала.

Теорема 3.36. Если S1, S2 - генераторы симметрий (абсолют-
ной, до дивергенции) функционала (1.114), существует оператор
Gu : D(N ′u)→ D(N ′u) такой, что ∀u ∈ D(N), ∀h, v ∈ D(N ′u) вы-
полнены условия

Φ(N ′uGuh, v) = Φ(N ′uGuv, h), (3.67)

G′u(v;Guh) = G′u(h;Guv), (3.68)

то генераторы симметрий функционала (1.114) образуют алгеб-
ру Ли относительно G-коммутатора (2.20).

Теорема 3.37. Если S1, S2 - генераторы симметрий (абсолют-
ной, до дивергенции) функционала (1.114), то их коммутатор
(2.21) также является генератором симметрии этого функци-
онала.

Теорема 3.38. Генераторы симметрии (абсолютной, до дивер-
генции) функционала (1.114) образуют алгебру Ли относитель-
но операции (2.21).
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3.3 О взаимосвязи различных видов симметрий

Установим взаимосвязь между симметриями действия по Га-
мильтону и соответствующего уравнения движения непотенци-
альной системы с бесконечным числом степеней свободы.

Теорема 3.39. Если оператор N уравнения (1.13) является
квази-Bu-потенциальным на D(N) вида относительно билиней-
ной формы Φ (1.7), ∃ (B∗u)−1, S - генератор симметрии функци-
онала (1.94) и выполняется условие

B∗uΛ′uS(u) + [B′u(·;S(u))]
∗

Λ(u) + S ′∗u B
∗
uΛ(u) = 0, (3.69)

то симметрия функционала (1.94) является также симметри-
ей заданного уравнения движения.

Доказательство. По теореме 3.9 имеем

Φ(Ñ(u), BuS(u)) = 0.

Далее,

Φ(Ñ(u + εh), Bu+εhS(u + εh))
∣∣
ε=0

= Φ(Ñ ′uh,BuS(u))+

+Φ(Ñ(u), B′u(S(u);h)) + Φ(Ñ(u), BuS
′
uh) = 0 ∀h ∈ D(N ′u, Bu).

(3.70)
Учитывая квази-Bu-потенциальность оператора N уравнения

(1.13), перепишем (3.70) в виде

Φ(Ñ ′uS(u), Buh) + Φ(Ñ(u), B′u(h;S(u))) + Φ(Ñ(u), BuS
′
uh) = 0.

Подставляя в последнее равенство Ñ(u) = N(u) − Λ(u), полу-
чаем

Φ(N ′uS(u), Buh) + Φ(N(u), B′u(h;S(u))) + Φ(N(u), BuS
′
uh) =

= Φ(Λ′uS(u), Buh) + Φ(Λ(u), B′u(h;S(u))) + Φ(Λ(u), BuS
′
uh),
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или

Φ(B∗uN
′
uS(u), h) + Φ([B′u(·;S(u))]

∗
N(u), h) + Φ(S ′∗u B

∗
uN(u), h) =

= Φ(B∗uΛ′uS(u), h) + Φ([B′u(·;S(u))]
∗

Λ(u), h) + Φ(S ′∗u B
∗
uΛ(u), h).

Поскольку билинейная форма Φ является невырожденной, от-
сюда находим

B∗uN
′
uS(u) + [B′u(·;S(u))]

∗
N(u) + S ′∗u B

∗
uN(u)−B∗uΛ′uS(u)−

− [B′u(·;S(u))]
∗

Λ(u)− S ′∗u B∗uΛ(u) = 0. (3.71)

Пусть u - решение уравнения (1.13). Принимая во внимание
(3.69), из (3.71) получаем

B∗uN
′
uS(u) = 0.

Отметим, что

N ′uS(u) = (B∗u)−1B∗uN
′
uS(u),

поэтому N ′uS(u) = 0 на решениях уравнения (1.13), то есть имеет
место (2.4).

Таким образом, при рассматриваемых условиях симметрия
функционала (1.94) является также симметрией заданного урав-
нения движения.

Пример 3.6.

Рассмотрим уравнение Кортевега-де Фриза-Бюргерса

N(u) ≡ ut + uux + βuxxx − αuxx = 0, (3.72)

(x, t) ∈ Q = (a, b)× (t0, t1).

Здесь α и β – постоянные.
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Положим

D(N) = {u ∈ U = C1,∞
t,x (Q) : u|t=t0 = ϕ1(x),

u|t=t1 = ϕ2(x) (x ∈ (a, b)), u|x=a = ψ1(t),

u|x=b = ψ2(t) (t ∈ (t0, t1))}, (3.73)

где ϕi, ψi (i = 1, 2) - заданные непрерывные функции.
Тогда

D(N ′u) = {h ∈ U = C1,∞
t,x (Q) : h|t=t0 = 0, h|t=t1 = 0,

h|x=a = 0, h|x=b = 0}.

Введем классическую билинейную форму

Φ(v, g) =

t1∫
t0

b∫
a

v(x, t)g(x, t)dxdt. (3.74)

Отметим, что

P1u ≡ I, P2u ≡ 0, P3u ≡ 0, Q(u) = uux + βuxxx − αuxx,

где I - тождественный оператор.
Оператор N уравнения (3.72) не является потенциальным на

D(N) (3.73) относительно билинейной формы (3.74), так как усло-
вие (1.52) не выполняется.

Представим уравнение (3.72) в виде уравнения Лагранжа с не-
B-потенциальной плотностью силы.

Отметим, что условия (1.16) - (1.22) выполняются при

B ≡ D−1
x , Λiu ≡ 0 (i = 1, 3), Λ(u) = Λ4(u) = −αuxx.

Действительно,
(1.16)=⇒ 0=0,
(1.17)=⇒ 0=0,
(1.18)=⇒ D−1

x −D−1
x = 0,
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(1.19)=⇒ −D−1
x [hux + uhx + βhxxx] +

(
uDx + βD3

x

)
[D−1

x h] =

−D−1
x Dx[uh + βhxx] + uh + βhxx = −uh− βhxx + uh + βhxx = 0,

(1.20)=⇒ 0=0,
(1.21)=⇒ 0=0,
(1.22)=⇒ 0=0.

Таким образом, Λ(u) = Λ4(u) является плотностью существен-
но не-B-потенциальной силы.

Построим функционал F . Из формул (1.95) и (1.98) находим

R(u) = −u
2
, B̃[u] =

b∫
a

(
β

2
u2
x −

1

6
u3

)
dx.

Тогда по формуле (1.94) получаем

F [u] = −1

2

t1∫
t0

b∫
a

u · x∫
a

ut(y, t)dy − βu2
x +

1

3
u3

 dxdt. (3.75)

Пусть D(N) = D(N ′u) и ux ∈ D(N ′u).
Преобразование u = u+εux является симметрией функционала

(3.75). Действительно,

F T1[u + εux] = −1

2

T1∫
t0

b∫
a

(u + εux) ·
x∫
a

(ut(y, t) + εuty(y, t)) dy−

−β (ux + εuxx)
2 +

1

3
(u + εux)

3

]
dxdt = F T1[u]−

−ε
2

T1∫
t0

b∫
a

[
uD−1

x utx + uxD
−1
x ut − 2βuxuxx + u2ux

]
dxdt + o(ε) =

= F T1[u]− ε

2

T1∫
t0

b∫
a

[
uut − uut − βDxu

2
x +

1

3
Dxu

3

]
dxdt + o(ε) =
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= F T1[u] + o(ε) ∀T1 : t0 ≤ T1 ≤ t1.

Подставляя

B∗ = −D−1
x , Λ′u = −αD2

x, S ′∗u = −Dx

в левую часть равенства (3.69), получаем

B∗uΛ′uS(u) + [B′u(·;S(u))]
∗

Λ(u) + S ′∗u B
∗
uΛ(u) =

= −D−1
x (−αD2

x)ux −Dx

(
−D−1

x

)
(−αuxx) = αuxx − αuxx = 0,

то есть условие (3.69) выполнено.
Следовательно, симметрия функционала (3.75) является также

симметрией уравнения Кортевега-де Фриза-Бюргерса.

Пример 3.7.

Рассмотрим уравнение движения

N(u) ≡ uü + u̇2 + u̇ = 0, t ∈ (t0, t1). (3.76)

Отметим (см. [40]), что уравнение (3.76) является частным слу-
чаем уравнения

ü = f (u)u̇2 + g(u)u̇k,

которое с помощью замены w(u) = u̇ в общем случае приводится
к уравнению Бернулли

w′u = f (u)w + g(u)wk−1,

а в частном (при k = 1) - к линейному уравнению первого порядка

w′u = f (u)w + g(u).

Положим

D(N) = {u ∈ U = C∞[t0, t1] : u|t=t0 = u0, u|t=t1 = u1}, (3.77)
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где u0, u1 - постоянные.
Тогда

D(N ′u) = {h ∈ U = C∞[t0, t1] : h|t=t0 = 0, h|t=t1 = 0}.

Введем классическую билинейную форму

Φ(v, g) =

t1∫
t0

v(t)g(t)dt. (3.78)

Отметим, что

P1u ≡ I, P2u = uI, P3u ≡ I, Q ≡ 0,

где I - тождественный оператор.
Оператор N уравнения (3.76) не является потенциальным на

D(N) (3.77) относительно билинейной формы (3.78), так как усло-
вие (1.52) не выполняется.

Представим уравнение (3.76) в виде уравнения Лагранжа с не-
Bu-потенциальной плотностью силы.

Отметим, что условия (1.16) - (1.22) выполняются при

Bu = uI, Λiu ≡ 0 (i = 2, 3), Λ4 ≡ 0, Λ(u) = Λ1u̇ = u̇.

Действительно,
(1.16)=⇒ u2I − u2I = 0,
(1.17)=⇒ u̇uh− uhu̇− uhu̇ + uu̇h = 0,
(1.18)=⇒ 0 = 0,
(1.19)=⇒ 0 = 0,

(1.20)=⇒ 0 = 0,
(1.21)=⇒ uüh− uhü− üuh + 2üuh + huü− uhü− huü = 0,
(1.22)=⇒ hu̇2 − 2hu̇2 + 2u̇2h− hu̇2 = 0.

Таким образом, Λ(u) = Λ1u̇ = u̇ является плотностью суще-
ственно не-Bu-потенциальной силы.
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Построим функционал F . Из формул (1.95) – (1.98) находим

R̃1 ≡ 0, R2u = −u
4
I, R3 = −1

4
I, B ≡ 0.

Тогда по формуле (1.94) получаем

F [u] = −1

2

t1∫
t0

u2u̇2dt. (3.79)

Пусть D(N) = D(N ′u) и u̇ ∈ D(N ′u).
Преобразование u = u + εu̇ является симметрией до диверген-

ции функционала (3.79). Действительно,

F T1[u + εu̇] = −1

2

T1∫
t0

(u + εu̇)2 (u̇ + εü)2 dt =

= −1

2

T1∫
t0

[
u2u̇2 + ε

(
2u2u̇ü + 2uu̇3

)]
dt + o(ε) =

= F T1[u] + ε

T1∫
t0

Dt

(
−1

2
u2u̇2

)
+ o(ε) ∀T1 : t0 ≤ T1 ≤ t1,

то есть f [u] = −1
2u

2u̇2.

Подставляя

B∗u = uI, Λ′u =
d

dt
, S ′∗u = − d

dt

в левую часть равенства (3.69), получаем

B∗uΛ′uS(u) + [B′u(·;S(u))]
∗

Λ(u) + S ′∗u B
∗
uΛ(u) =

= u
d

dt
u̇ + u̇2 − d

dt
(uu̇) = uü + u̇2 − u̇2 − uü = 0,
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то есть условие (3.69) выполнено.
Следовательно, симметрия функционала (3.79) является также

симметрией уравнения (3.76).
Теорема 3.40. Если оператор N уравнения (1.13) является ква-
зипотенциальным на D(N) вида относительно билинейной фор-
мы Φ (1.7), S - генератор симметрии функционала (1.104) и вы-
полняется условие

Λ′uS(u) + S ′∗u Λ(u) = 0, (3.80)

то симметрия функционала (1.104) является также симмет-
рией заданного уравнения движения.
Доказательство. Это следует из теоремы 3.39, так как в этом
случае Bu ≡ I - тождественный оператор, поэтому условие
(3.69) сводится к (3.80), а функционал (1.94) записывается в виде
(1.104).
Теорема 3.41. Если оператор N уравнения (1.13) является Bu-
потенциальным на D(N) вида относительно билинейной формы
Φ (1.7), ∃ (B∗u)−1, то симметрия функционала (1.109) является
также симметрией заданного уравнения движения.
Доказательство. Это следует из теоремы 3.39, так как в этом
случае Λ ≡ 0, поэтому условие (3.69) выполняется тождественно,
а функционал (1.94) записывается в виде (1.109).
Теорема 3.42. Если оператор N уравнения (1.13) является по-
тенциальным на D(N) вида относительно билинейной формы
Φ (1.7), то симметрия функционала (1.114) является также
симметрией заданного уравнения движения.
Доказательство. Это следует из теоремы 3.39, так как в этом
случае Λ ≡ 0, Bu ≡ I - тождественный оператор, поэтому условие
(3.69) выполняется тождественно, а функционал (1.94) записыва-
ется в виде (1.114).
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Глава 4

Bu-гамильтоновы и
Гамильтона-допустимые уравнения в
механике систем с бесконечным числом
степеней свободы

Исследования, имеющие целью распространение методов га-
мильтоновой механики на системы различной физической приро-
ды, привели к обобщениям гамильтоновых систем. В работе [26]
понятие обобщения гамильтоновых систем означает определение
структур уравнений движения материальных систем, приводя-
щихся к уравнениям Гамильтона или являющихся их обобщени-
ями в том смысле, что решения этих уравнений могут быть изу-
чены методами гамильтоновой механики.

Настоящая глава посвящена разработке методов представимо-
сти уравнений движения непотенциальных систем с бесконечным
числом степеней свободы в форме Гамильтона-допустимых урав-
нений (в том числе уравнений Гамильтона) и Bu-гамильтоновых
уравнений. Следует отметить, что при исследовании движения
систем с бесконечным числом степеней свободы существенную
роль могут играть алгебраические структуры, явно или скрыто
связанные с уравнениями движения, поэтому установлена также
взаимосвязь указанных типов уравнений со скобками Пуассона и
Ли-допустимыми алгебрами (в том числе алгебрами Ли).
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4.1 Bu-гамильтоновы и Гамильтона-допустимые урав-
нения, аналог скобок Пуассона и алгебраические
структуры

В данном параграфе установлена взаимосвязь Bu-
гамильтоновых и Гамильтона-допустимых уравнений с Ли-
допустимыми алгебрами (в том числе алгебрами Ли), а также со
скобками Пуассона, заданными в пространствах как эйлеровых,
так и неэйлеровых Bu-потенциалов. Разработан аналог метода
Пуассона для бесконечномерных систем.

Рассматриваются нелокальная билинейная форма вида

Φ1(·, ·) ≡ 〈·, ·〉 : V1 × V1 → R (4.1)

и оператор Bu : V1 → V1.

Определение 4.1. [92] Нелокальная билинейная форма (4.1) на-
зывается BuGu-кососимметрической, если ∀h, v ∈ V1 выполнено
условие

〈v,BuGuh〉 = −〈h,BuGuv〉 . (4.2)

Рассмотрим уравнение

ut = Gu((Bu−grad)Φ1H [u]). (4.3)

Определение 4.2. [137] Линейный оператор Gu : D(Gu) ⊂ V1 →
V1 называетсяBu-гамильтоновым (относительно билинейной фор-
мы (4.1)), если ∀h, v, g ∈ V1 выполнены условия

〈g,BuGuh〉 = −〈h,BuGug〉 , (4.4)

〈v,BuG
′
u(g;Guh) + B′u(Guh;Gug)〉+

+ 〈g,BuG
′
u(h;Guv) + B′u(Guv;Guh)〉+

+ 〈h,BuG
′
u(v;Gug) + B′u(Gug;Guv)〉 = 0. (4.5)
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Определение 4.3. Уравнение (4.3), где оператор Gu является
Bu-гамильтоновым, называется Bu-гамильтоновым уравнением.

Определение 4.4. Линейный оператор Gu : D(Gu) ⊂ V1 →
V1 называется гамильтоновым (относительно билинейной формы
(4.1)), если ∀h, v, g ∈ V1 выполнены условия

〈g,Guh〉 = −〈h,Gug〉 , (4.6)

〈v,G′u(g;Guh)〉 + 〈g,G′u(h;Guv)〉 + 〈h,G′u(v;Gug)〉 = 0. (4.7)

Определение 4.5. Уравнение

ut = Gu(gradΦ1H [u]),

где оператор Gu является гамильтоновым, называется уравнени-
ем Гамильтона.

Рассмотрим действительное линейное пространство FΦ1,Bu, эле-
ментами которого являются параметрически зависящие от t

функционалы F [t, ·] : U1 ⊆ V1 → R, допускающие представле-
ние [137]

δF [t, u, h] = 〈(Bu−grad)Φ1F [t, u], Buh〉
∀u ∈ U1, ∀h ∈ D(F ′u, Bu).

Отметим, что в дальнейшем параметрически зависящие от t

функционалы F [t, u] будем обозначать также F [u].
В этом пространстве определим билинейную операцию {·, ·},

которая каждой паре функционалов F1 и F2 ставит в соответствие
функционал {F1, F2}, определяемый формулой [137]

{F1, F2}[u] = 〈K1(u), BuGuK2(u)〉 ∀u ∈ U1, (4.8)

где K1(u) = (Bu−grad)Φ1F1[u], K2(u) = (Bu−grad)Φ1F2[u].

Теорема 4.1. [137] Если оператор Gu является Bu-
гамильтоновым относительно симметрической невырожден-
ной билинейной формы Φ1 вида (4.1), Bu - обратимый оператор,
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то ∀F1, F2, F3 ∈ FΦ1,Bu и ∀λ1, λ2 ∈ R на U1 выполняются
соотношения

{F1, F2} = −{F2, F1}, (4.9)

{λ1F1 + λ2F2, F3} = λ1{F1, F3} + λ2{F2, F3}, (4.10)

{F1, λ1F2 + λ2F3} = λ1{F1, F2} + λ2{F1, F3}, (4.11)

{F1, {F2, F3}} + {F2, {F3, F1}} + {F3, {F1, F2}} = 0 (4.12)

(тождество Якоби).

Доказательство. Отметим, что (4.9) вытекает из условия BuGu-
кососимметричности билинейной формы (4.1).

Далее, используя билинейность формы (4.1), получаем

{λ1F1 + λ2F2, F3}[u] = 〈λ1K1(u) + λ2K2(u), BuGuK3(u)〉 =

= λ1 〈K1(u), BuGuK3(u)〉 + λ2 〈K2(u), BuGuK3(u)〉 =

= λ1{F1, F3}[u] + λ2{F2, F3}[u].

Аналогично доказывается (4.11).
Докажем (4.12). Имеем

{F1, {F2, F3}}[u] = 〈K1(u), BuGu((Bu−grad)Φ1{F2, F3}[u])〉 .

Найдем (Bu−grad)Φ1{F2, F3}[u]. Имеем

∂

∂ε
〈K2(u + εh), Bu+εhGu+εhK3(u + εh)〉

∣∣∣∣
ε=0

=

= 〈K ′2uh,BuGuK3(u)〉 + 〈K2(u), B′u(GuK3(u);h)〉+
+ 〈K2(u), BuG

′
u(K3(u);h)〉 + 〈K2(u), BuGuK

′
3uh〉 =

=
〈
K ′2uB

−1
u Buh,BuGuK3(u)

〉
+

+
〈
K2(u), B′u(GuK3(u);B−1

u Buh)
〉

+

+
〈
K2(u), BuG

′
u(K3(u);B−1

u Buh)
〉

+
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+
〈
K2(u), BuGuK

′
3uB

−1
u Buh

〉
=

=
〈
(B−1

u )∗K ′∗2uBuGuK3(u), Buh
〉

+

+
〈
[B′u(GuK3(u);B−1

u (·)]∗K2(u), Buh
〉

+

+
〈
[G′u(K3(u);B−1

u (·))]∗B∗uK2(u), Buh
〉
−

−
〈
(B−1

u )∗K ′∗3uBuGuK2(u), Buh
〉
.

Следовательно,

(Bu−grad)Φ1{F2, F3}[u] = (B−1
u )∗K ′∗2uBuGuK3(u)+

+[B′u(GuK3(u);B−1
u (·)]∗K2(u) + [G′u(K3(u);B−1

u (·))]∗B∗uK2(u)−
−(B−1

u )∗K ′∗3uBuGuK2(u).

Таким образом,

{F1, {F2, F3}}[u] =
〈
K1(u), BuGu(B

−1
u )∗K ′∗2uBuGuK3(u)+

+BuGu[B
′
u(GuK3(u);B−1

u (·)]∗K2(u)+

+BuGu[G
′
u(K3(u);B−1

u (·))]∗B∗uK2(u)−
− BuGu(B

−1
u )∗K ′∗3uBuGuK2(u)

〉
.

Далее,

{F2, {F3, F1}}[u] =
〈
K2(u), BuGu(B

−1
u )∗K ′∗3uBuGuK1(u)+

+BuGu[B
′
u(GuK1(u);B−1

u (·)]∗K3(u)+

+BuGu[G
′
u(K1(u);B−1

u (·))]∗B∗uK3(u)−
− BuGu(B

−1
u )∗K ′∗1uBuGuK3(u)

〉
;

{F3, {F1, F2}}[u] =
〈
K3(u), BuGu(B

−1
u )∗K ′∗1uBuGuK2(u)+

+BuGu[B
′
u(GuK2(u);B−1

u (·)]∗K1(u)+

+BuGu[G
′
u(K2(u);B−1

u (·))]∗B∗uK1(u)−
− BuGu(B

−1
u )∗K ′∗2uBuGuK1(u)

〉
.
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Тогда

{F1, {F2, F3}}[u] + {F2, {F3, F1}}[u] + {F3, {F1, F2}}[u] =

= −
〈
BuGuK1(u), (B−1

u )∗K ′∗2uBuGuK3(u) +

+[B′u(GuK3(u);B−1
u (·)]∗K2(u)+

+ [G′u(K3(u);B−1
u (·))]∗B∗uK2(u)− (B−1

u )∗K ′∗3uBuGuK2(u)
〉
−

−
〈
BuGuK2(u), (B−1

u )∗K ′∗3uBuGuK1(u)+

+[B′u(GuK1(u);B−1
u (·)]∗K3(u)+

+ [G′u(K1(u);B−1
u (·))]∗B∗uK3(u)− (B−1

u )∗K ′∗1uBuGuK3(u)
〉
−

−
〈
BuGuK3(u), (B−1

u )∗K ′∗1uBuGuK2(u)+

+[B′u(GuK2(u);B−1
u (·)]∗K1(u)+

+ [G′u(K2(u);B−1
u (·))]∗B∗uK1(u)− (B−1

u )∗K ′∗2uBuGuK1(u)
〉

=

= −〈K ′2uGuK1(u), BuGuK3(u)〉−
−
〈
BuGuK1(u), [B′u(GuK3(u);B−1

u (·))]∗K2(u)
〉
−

−
〈
BuGuK1(u), [G′u(K3(u);B−1

u (·))]∗B∗uK2(u)
〉

+

+ 〈K ′3uGuK1(u), BuGuK2(u)〉−
− 〈K ′3uGuK2(u), BuGuK1(u)〉−

−
〈
BuGuK2(u), [B′u(GuK1(u);B−1

u (·))]∗K3(u)
〉
−

−
〈
BuGuK2(u), [G′u(K1(u);B−1

u (·))]∗B∗uK3(u)
〉

+

+ 〈K ′1uGuK2(u), BuGuK3(u)〉−
− 〈K ′1uGuK3(u), BuGuK2(u)〉−

−
〈
BuGuK3(u), [B′u(GuK2(u);B−1

u (·))]∗K1(u)
〉
−

−
〈
BuGuK3(u), [G′u(K2(u);B−1

u (·))]∗B∗uK1(u)
〉

+

+ 〈K ′2uGuK3(u), BuGuK1(u)〉 =

= −〈K ′2uGuK1(u), BuGuK3(u)〉−
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−〈B′u(GuK3(u);GuK1(u)), K2(u)〉−
− 〈BuG

′
u(K3(u);GuK1(u)), K2(u)〉+

+ 〈K ′3uGuK1(u), BuGuK2(u)〉−
− 〈K ′3uGuK2(u), BuGuK1(u)〉−

− 〈B′u(GuK1(u);GuK2(u)), K3(u)〉−
− 〈BuG

′
u(K1(u);GuK2(u)), K3(u)〉+

+ 〈K ′1uGuK2(u), BuGuK3(u)〉−
− 〈K ′1uGuK3(u), BuGuK2(u)〉−

− 〈B′u(GuK2(u);GuK3(u)), K1(u)〉−
− 〈BuG

′
u(K2(u);GuK3(u)), K1(u)〉+

+ 〈K ′2uGuK3(u), BuGuK1(u)〉 . (4.13)

Так как операторы K1, K2, K3 удовлетворяют условию Bu-
потенциальности вида (1.11), то

1) − 〈K ′2uGuK1(u), BuGuK3(u)〉−

− 〈B′u(GuK3(u);GuK1(u)), K2(u)〉+
+ 〈K ′2uGuK3(u), BuGuK1(u)〉 =

= −〈K2(u), B′u(GuK1(u);GuK3(u))〉 ;
2) − 〈K ′3uGuK2(u), BuGuK1(u)〉−

− 〈B′u(GuK1(u);GuK2(u)), K3(u)〉+
+ 〈K ′3uGuK1(u), BuGuK2(u)〉 =

= −〈K3(u), B′u(GuK2(u);GuK1(u))〉 ;
3) − 〈K ′1uGuK3(u), BuGuK2(u)〉−

− 〈B′u(GuK2(u);GuK3(u)), K1(u)〉+
+ 〈K ′1uGuK2(u), BuGuK3(u)〉 =



174

= −〈K1(u), B′u(GuK3(u);GuK2(u))〉 .
Следовательно, (4.13) примет вид

{F1, {F2, F3}}[u] + {F2, {F3, F1}}[u] + {F3, {F1, F2}}[u] =

= −〈BuG
′
u(K3(u);GuK1(u)), K2(u)〉−

− 〈K2(u), B′u(GuK1(u);GuK3(u))〉−
− 〈BuG

′
u(K1(u);GuK2(u)), K3(u)〉−

− 〈K3(u), B′u(GuK2(u);GuK1(u))〉−
− 〈BuG

′
u(K2(u);GuK3(u)), K1(u)〉−

− 〈K1(u), B′u(GuK3(u);GuK2(u))〉 .
Учитывая второе условие из определенияBu-гамильтонова опе-

ратора, заключаем, что в данном случае тождество Якоби выпол-
нено.

Замечание 4.1. Если Bu ≡ I – тождественный оператор, то про-
странство FΦ1,I будем обозначать через FΦ1.

В этом случае билинейная операция (4.8) примет вид

{F1, F2}[u] = 〈gradΦ1F1[u], Gu(gradΦ1F2[u])〉 ∀u ∈ U1, (4.14)

а теорема 4.1 сформулируется следующим образом.

Теорема 4.2. Если оператор Gu является гамильтоновым от-
носительно симметрической невырожденной билинейной формы
Φ1 вида (4.1), то ∀F1, F2, F3 ∈ FΦ1 и ∀λ1, λ2 ∈ R на U1 выполня-
ются соотношения

{F1, F2} = −{F2, F1}, (4.15)
{λ1F1 + λ2F2, F3} = λ1{F1, F3} + λ2{F2, F3}, (4.16)
{F1, λ1F2 + λ2F3} = λ1{F1, F2} + λ2{F1, F3}, (4.17)

{F1, {F2, F3}} + {F2, {F3, F1}} + {F3, {F1, F2}} = 0 (4.18)
(тождество Якоби).
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Следуя [92], скобкой Пуассона на многообразии M ⊆ U1 будем
называть произвольную билинейную операцию {·, ·}, определен-
ную в пространстве функционалов, заданных на M , и удовлетво-
ряющую соотношениям (4.9)-(4.12).

Следствие 4.1. [137] При выполнении условий теоремы 4.1 фор-
мула (4.8) определяет скобку Пуассона.

Замечание 4.2. Если Bu ≡ I , u = (q, p), q = (q1, q2, ..., qn),

p = (p1, p2, ..., pn),

Gu ≡ G =

(
0n In
−In 0n

)
,

In – единичная матрица, то из (4.8) получаем классическую скоб-
ку Пуассона, составленнную из функций ϕ(q, p, t) и ψ(q, p, t) (см.
[27])

{ϕ, ψ} =

n∑
i=1

(
∂ϕ

∂qi
· ∂ψ
∂pi
− ∂ϕ

∂pi
· ∂ψ
∂qi

)
≡

n∑
i=1

∂(ϕ, ψ)

∂(qi, pi)
.

Следствие 4.2. При выполнении условий теоремы 4.1 линейное
пространство FΦ1,Bu, наделенное билинейной операцией (4.8), об-
разует алгебру Ли.

Докажем, что при выполнении некоторых условий скобка Пуас-
сона двух интегралов Bu-гамильтонова уравнения (4.3) также яв-
ляется интегралом этого уравнения.

Для этого потребуются уравнение в вариациях для (4.3)

ht = Gu((Bu−grad)Φ1H [u])′uh + G′u((Bu−grad)Φ1H [u];h) (4.19)

и уравнение вида

[B′u(·;Gu((Bu−grad)Φ1H [u]))]∗g − ((Bu−grad)Φ1H [u])′∗uBuGug+

+B∗ugt + [G′u((Bu−grad)Φ1H [u]; ·)]∗B∗ug +

(
∂Bu

∂t

)∗
g = 0. (4.20)
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Лемма 4.1. Если функционал I [u] является интегралом
уравнения (4.3), то уравнение (4.20) имеет решение g =

(Bu−grad)Φ1I [u].

Доказательство. Имеем

d

dt
I [u]

∣∣∣∣
(4.3)

= 0,

поэтому
d

dt
δI [u, h]

∣∣∣∣
(4.3),(4.19)

= 0,

то есть
d

dt
〈(Bu−grad)Φ1I [u], Buh〉

∣∣∣∣
(4.3),(4.19)

= 0,

или (〈
d

dt
((Bu−grad)Φ1I [u]), Buh

〉
+

+

〈
(Bu−grad)Φ1I [u], B′u(h;ut) +Buht +

∂Bu

∂t
h

〉)∣∣∣∣
(4.3),(4.19)

= 0.

Следовательно, 〈
B∗u

d

dt
((Bu−grad)Φ1I [u]), h

〉
+

+ 〈[B′u(·;Gu((Bu−grad)Φ1H [u]))]∗((Bu−grad)Φ1I [u]), h〉−
− 〈((Bu−grad)Φ1H [u])′∗uBuGu((Bu−grad)Φ1I [u]), h〉+

+ 〈[G′u((Bu−grad)Φ1H [u]; ·)]∗B∗u((Bu−grad)Φ1I [u]), h〉+

+

〈(
∂Bu

∂t

)∗
((Bu−grad)Φ1I [u]), h

〉
= 0.

Учитывая билинейность и невырожденность формы (4.1), за-
ключаем, что g = (Bu−grad)Φ1I [u] является решением уравнения
(4.20).
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Теорема 4.3. [13] Если I1[u], I2[u] - интегралы уравнения (4.3),
операторы Bu : V1 → V1 и Gu : D(Gu) ⊂ V1 → V1 не зависят
явно от t, ∃B−1

u , то скобка Пуассона

{I1, I2}[u] = 〈(Bu−grad)Φ1I1[u], BuGu((Bu−grad)Φ1I2[u])〉

также является интегралом (4.3).

Доказательство. Обозначим R1(u) = (Bu−grad)Φ1I1[u],

R2(u) = (Bu−grad)Φ1I2[u], R3(u) = (Bu−grad)Φ1H [u].

Имеем
d

dt
{I1, I2}[u]

∣∣∣∣
(4.3)

=

〈
d

dt
R1(u), BuGuR2(u)

〉
+

+

〈
R1(u), BuGu

(
d

dt
R2(u)

)〉
+

+ 〈R1(u), B′u(GuR2(u);GuR3(u))〉+
+ 〈R1(u), BuG

′
u(R2(u);GuR3(u))〉 .

Так как, согласно лемме 4.1, R1 и R2 являются решениями урав-
нения (4.20), то

d

dt
{I1, I2}[u]

∣∣∣∣
(4.3)

=

〈
B∗u

d

dt
R1(u), GuR2(u)

〉
+

+

〈
R1(u), BuGu(B

∗
u)−1

(
B∗u

d

dt
R2(u)

)〉
+

+ 〈R1(u), B′u(GuR2(u);GuR3(u))〉+
+ 〈R1(u), BuG

′
u(R2(u);GuR3(u))〉 =

= −〈GuR2(u), [B′u(·;GuR3(u))]∗R1(u)〉+
+ 〈GuR2(u), R′∗3uBuGuR1(u)〉−

− 〈GuR2(u), [G′u(R3(u); ·)]∗B∗uR1(u)〉−
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−
〈
R1(u), BuGu(B

∗
u)−1[B′u(·;GuR3(u))]∗R2(u)

〉
+

+
〈
R1(u), BuGu(B

∗
u)−1R′∗3uBuGuR2(u)

〉
−

−
〈
R1(u), BuGu(B

∗
u)−1[G′u(R3(u); ·)]∗B∗uR2(u)

〉
+

+ 〈R1(u), B′u(GuR2(u);GuR3(u))〉+
+ 〈R1(u), BuG

′
u(R2(u);GuR3(u))〉 =

= −〈B′u(GuR2(u);GuR3(u)), R1(u)〉+
+ 〈R′3uGuR2(u), BuGuR1(u)〉−

− 〈BuG
′
u(R3(u);GuR2(u)), R1(u)〉+

+ 〈B′u(GuR1(u);GuR3(u)), R2(u)〉−
− 〈R′3uGuR1(u), BuGuR2(u)〉+

+ 〈BuG
′
u(R3(u);GuR1(u)), R2(u)〉+

+ 〈R1(u), B′u(GuR2(u);GuR3(u))〉+
+ 〈R1(u), BuG

′
u(R2(u);GuR3(u))〉 .

Так как операторR3 являетсяBu-потенциальным относительно
билинейной формы (4.1), то

〈R′3uGuR2(u), BuGuR1(u)〉 − 〈R′3uGuR1(u), BuGuR2(u)〉 =

= 〈R3(u), B′u(GuR2(u);GuR1(u))〉−
− 〈R3(u), B′u(GuR1(u);GuR2(u))〉 .

Следовательно,

d

dt
{I1, I2}[u]

∣∣∣∣
(4.3)

= 〈R3(u), B′u(GuR2(u);GuR1(u))〉−

− 〈R3(u), B′u(GuR1(u);GuR2(u))〉−
− 〈BuG

′
u(R3(u);GuR2(u)), R1(u)〉+

+ 〈R1(u), BuG
′
u(R2(u);GuR3(u))〉+
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+ 〈B′u(GuR1(u);GuR3(u)), R2(u)〉+
+ 〈BuG

′
u(R3(u);GuR1(u)), R2(u)〉 . (4.21)

Отметим, что

〈R3(u), BuGuR1(u)〉 = −〈BuGuR3(u), R1(u)〉 ,

поэтому

〈R′3uv,BuGuR1(u)〉 + 〈R3(u), B′u(GuR1(u); v)〉+

+ 〈R3(u), BuG
′
u(R1(u); v)〉 + 〈R3(u), BuGuR

′
1uv〉 =

= −〈B′u(GuR3(u); v), R1(u)〉 − 〈BuG
′
u(R3(u); v), R1(u)〉−

− 〈BuGuR
′
3uv,R1(u)〉 − 〈BuGuR3(u), R′1uv〉 .

Таким образом, из последнего равенства получаем

〈R3(u), B′u(GuR1(u); v)〉 + 〈R1(u), BuG
′
u(R3(u); v)〉 =

= −〈B′u(GuR3(u); v), R1(u)〉 − 〈BuG
′
u(R1(u); v), R3(u)〉 .

Пусть v = GuR2(u). Тогда (4.21) примет вид

d

dt
{I1, I2}[u]

∣∣∣∣
(4.3)

= 〈R3(u), B′u(GuR2(u);GuR1(u))〉+

+ 〈R3(u), BuG
′
u(R1(u);GuR2(u))〉+

+ 〈R1(u), B′u(GuR3(u);GuR2(u))〉+
+ 〈R1(u), BuG

′
u(R2(u);GuR3(u))〉+

+ 〈B′u(GuR1(u);GuR3(u)), R2(u)〉+
+ 〈BuG

′
u(R3(u);GuR1(u)), R2(u)〉 .

Учитывая второе условие из определенияBu-гамильтонова опе-
ратора, заключаем, что

d

dt
{I1, I2}[u]

∣∣∣∣
(4.3)

= 0.
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Определение 4.6. Уравнение

ut = G̃u((Bu−grad)Φ1H [u]) (4.22)

называется Bu-Гамильтона-допустимым уравнением, если опера-
тор Gu ≡ G̃u − G̃∗u является Bu-гамильтоновым в области D(G̃u)

относительно заданной билинейной формы.

В этом случае оператор G̃u называется Bu-Гамильтона-
допустимым оператором.

Отметим, что если Bu ≡ I - тождественный оператор, то урав-
нение (4.22) называется Гамильтона-допустимым уравнением, а
оператор G̃u - Гамильтона-допустимым оператором [14].

Теорема 4.4. [14] Оператор G̃u : D(G̃u) ⊂ V1 → V1 являет-
ся Гамильтона-допустимым оператором тогда и только тогда,
когда он представим в виде

G̃u = G̃1u + G̃2u, (4.23)

где G̃1u – симметрический оператор, а G̃2u – гамильтонов.

Доказательство. Предположим, что оператор G̃u является
Гамильтона-допустимым оператором. Представим его в виде

G̃u =
G̃u + G̃∗u

2
+
G̃u − G̃∗u

2

и обозначим

G̃1u =
G̃u + G̃∗u

2
, G̃2u =

G̃u − G̃∗u
2

.

Отметим, что оператор G̃1u является симметрическим, а оператор
G̃2u – гамильтоновым (по определению Гамильтона-допустимого
оператора).

Обратно, пусть имеет место (4.23). Тогда

G̃∗u = G̃1u − G̃2u
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и оператор
G̃u − G̃∗u = 2G̃2u

является гамильтоновым.

Пример 4.1. [14]

Рассмотрим уравнения движения{
ut = δH

δp

pt = −δH
δu + s(u, p).

(4.24)

Предположим, что δH/δp 6= 0.
Покажем, что уравнения (4.24) являются Гамильтона-

допустимыми уравнениями. Имеем

∂

∂t

(
u

p

)
=

(
0 I

−I 0

)( δH
δu
δH
δp

)
+

(
0

s

)
=

=

(
0 I

−I 0

)( δH
δu
δH
δp

)
+

(
0 0

0 Θ

)( δH
δu
δH
δp

)
=

=

[(
0 I

−I 0

)
+

(
0 0

0 Θ

)]( δH
δu
δH
δp

)
,

где Θ = s/ (δH/δp) , I – тождественный оператор.
В данном случае оператор

G̃u =

(
0 I

−I Θ

)
представим в виде суммы

G̃1u + G̃2 =

(
0 0

0 Θ

)
+

(
0 I

−I 0

)
симметрического и гамильтонова операторов.
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Здесь u = (u, p)T .

Тогда по теореме 4.4 оператор G̃u является Гамильтона-
допустимым оператором.

Замечание 4.3. [14] Рассмотрим уравнение движения

Ñ(u) ≡ ut − G̃(gradΦ1H [u]) = 0, u ∈ D(Ñ). (4.25)

Отметим, что по теореме 4.4 уравнение (4.25) является
Гамильтона-допустимым уравнением, так как G̃ = G̃1 + G̃2, где
оператор

G̃1 =
G̃ + G̃∗

2
,

очевидно, симметрический, а оператор

G̃2 =
G̃− G̃∗

2

гамильтонов, так как он кососимметрический и не зависит от u.
Предположим, что функционал I [u] – интеграл уравнения

(4.25), а симметрический оператор G̃1 является положительно
определенным относительно заданной билинейной формы Φ1, то
есть

Φ1(v, G̃1v) ≥ k‖v‖ ∀v ∈ D(G̃1),

где k - положительная постоянная.
Будем считать, что функционал H + αI не зависит явно от t.

Здесь α – постоянная.
Тогда

Dt (H + αI)|(4.25) = Φ1

(
gradΦ1H + α gradΦ1I, G̃(gradΦ1H)

)
=

= Φ1

(
gradΦ1H, G̃(gradΦ1H)

)
+ αΦ1

(
gradΦ1I, G̃(gradΦ1H)

)
=

= Φ1

(
gradΦ1H, G̃1(gradΦ1H)

)
+ Φ1

(
gradΦ1H, G̃2(gradΦ1H)

)
=

= Φ1

(
gradΦ1H, G̃1(gradΦ1H)

)
≥ k ‖gradΦ1H [u]‖ (4.26)
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∀u ∈ D(Ñ),

что указывает на возможность использования функционалов H
(при α = 0) или H + αI в качестве функционалов Ляпунова для
исследования устойчивости движений системы.

Отметим, что в (4.26)

Φ1

(
gradΦ1I, G̃(gradΦ1H)

)
= 0

по определению интеграла, а

Φ1

(
gradΦ1H, G̃2(gradΦ1H)

)
= 0

ввиду кососимметричности оператора G̃2.
В связи с изложенным выше естественным образом возникают

задачи представления уравнений движения непотенциальных си-
стем с бесконечным числом степеней свободы в форме (4.25) и
нахождения их интегралов.

Обозначим

{I,H}[u] = 〈(Bu−grad)Φ1I [u], BuGu((Bu−grad)Φ1H [u])〉 ,

где Gu ≡ G̃u − G̃∗u.
Теорема 4.5. Функционал I [u] является интегралом уравнения
(4.22) тогда и только тогда, когда

∂I [u]

∂t
+ {I,H}[u]+

+
〈
(Bu−grad)Φ1I [u], BuG̃

∗
u((Bu−grad)Φ1H [u])

〉
= 0 (4.27)

на решениях уравнения (4.22).

Доказательство. Необходимость. Пусть I [u] является интегра-
лом уравнения (4.22), то есть

d

dt
I [u]

∣∣∣∣
(4.22)

= 0.
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Отсюда получаем

d

dt
I [u]

∣∣∣∣
(4.22)

=

(
∂I [u]

∂t
+ 〈(Bu−grad)Φ1I [u], Buut〉

)∣∣∣∣∣
(4.22)

=

=
∂I [u]

∂t
+
〈
(Bu−grad)Φ1I [u], BuG̃u((Bu−grad)Φ1H [u])

〉
=

=
∂I [u]

∂t
+
〈
(Bu−grad)Φ1I [u], Bu

(
G̃u − G̃∗u

)
((Bu−grad)Φ1H [u])

〉
+

+
〈
(Bu−grad)Φ1I [u], BuG̃

∗
u((Bu−grad)Φ1H [u])

〉
=

=
∂I [u]

∂t
+ 〈(Bu−grad)Φ1I [u], BuGu((Bu−grad)Φ1H [u])〉+

+
〈
(Bu−grad)Φ1I [u], BuG̃

∗
u((Bu−grad)Φ1H [u])

〉
=

=
∂I [u]

∂t
+ {I,H}[u]+

+
〈
(Bu−grad)Φ1I [u], BuG̃

∗
u((Bu−grad)Φ1H [u])

〉
= 0.

Достаточность доказывается обратным ходом рассуждений.

Замечание 4.4. [14] Если Bu ≡ I - тождественный оператор, то
условие (4.27) принимает вид

∂I [u]

∂t
+ {I,H}[u] +

〈
gradΦ1I [u], G̃∗u(gradΦ1H [u])

〉
= 0, (4.28)

где
{I,H}[u] = 〈gradΦ1I [u], Gu(gradΦ1H [u])〉 .

Пример 4.2.
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Рассмотрим уравнения движения{
N 1(u) ≡ u1

t + t−1u1 − u2
xxx = 0,

N 2(u) ≡ u2
t − t2u1

x = 0,
(4.29)

(x, t) ∈ Q = (a, b) × (t0, t1), t0 > 0,

где u(x, t) = (u1(x, t), u2(x, t))T – неизвестная вектор-функция,
N = (N 1, N 2)T .

Введем классическую билинейную форму

Φ(v, g) =

t1∫
t0

b∫
a

2∑
i=1

vi(x, t)gi(x, t)dxdt

и определим D(N) следующим образом:

D(N) =

= {u ∈ U = (U 1, U 2)T , u1 ∈ U 1 = C1,1
x,t (Q), u2 ∈ U 2 = C3,1

x,t (Q) :

ui
∣∣
x=a

= ui
∣∣
x=b

= 0, i = 1, 2, u2
x

∣∣∣
x=a

= u2
x

∣∣∣
x=b

= 0}.

Отметим, что в данном случае система уравнений (4.29) пред-
ставима в виде (4.22), где

G̃ =

(
−t−1I Dxxx

t2Dx 0

)
, H [u] =

1

2

b∫
a

((
u1
)2

+
(
u2
)2
)
dx, Bu ≡ I,

I - тождественный оператор.
Система уравнений (4.29) не является гамильтоновой, так как

оператор G̃ не является кососимметрическим. Уравнения (4.29)
являются Гамильтона-допустимыми уравнениями, так как опера-
тор

G ≡ G̃− G̃∗ =

(
0 Dxxx + t2Dx

t2Dx + Dxxx 0

)
,
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где

G̃∗ =

(
−t−1I −t2Dx

−Dxxx 0

)
,

не зависит от u, является кососимметрическим и, следовательно,
- гамильтоновым.

Если

I [u] =
1

4

b∫
a

(
t2
(
u1
)2 −

(
u2
x

)2
)
dx, (4.30)

то условие (4.28) выполняется. Действительно, так как

∂I [u]

∂t
=
t

2

b∫
a

(
u1
)2
dx, gradΦ1I [u] =

(
t2u1

2
,
u2
xx

2

)T
,

то
∂I [u]

∂t
+ {I,H}[u] +

〈
gradΦ1I [u], G̃∗u(gradΦ1H [u])

〉
=

=

b∫
a

(
t

2

(
u1
)2

+
t2

2
u1u2

xxx +
t4

2
u1u2

x +
t2

2
u1
xu

2
xx +

1

2
u2
xxu

1
xxx−

− t
2

(
u1
)2 − t4

2
u1u2

x −
1

2
u2
xxu

1
xxx

)
dx =

b∫
a

t2

2

(
u1u2

xxx + u1
xu

2
xx

)
dx =

=

b∫
a

(
−t

2

2
u1
xu

2
xx +

t2

2
u1
xu

2
xx

)
dx = 0.

Таким образом, функционал I [u] вида (4.30) является интегра-
лом уравнений движения (4.29).

Следствие 4.3. Если
∂H [u]

∂t
+
〈
(Bu−grad)Φ1H [u], BuG̃

∗
u((Bu−grad)Φ1H [u])

〉
= 0 (4.31)
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на решениях уравнения (4.22), то гамильтониан H [u] является
интегралом этого уравнения.

Действительно, в данном случае условие (4.27) выполняется,
так как

{H,H}[u] = 〈(Bu−grad)Φ1H [u], BuGu((Bu−grad)Φ1H [u])〉 = 0

ввиду кососимметричности оператора BuGu.

Замечание 4.5. [14] В случае Гамильтона-допустимого уравне-
ния (Bu ≡ I – тождественный оператор), условие (4.31) записы-
вается в виде

∂H [u]

∂t
+
〈
gradΦ1H [u], G̃∗u(gradΦ1H [u])

〉
= 0. (4.32)

Пример 4.3.

Рассмотрим уравнения движения{
N 1(u) ≡ u1

t − u2 − u2
xx + u1 = 0,

N 2(u) ≡ u2
t + u1 + u1

xx − (u2)−1(u1)2 = 0,
(4.33)

(x, t) ∈ Q = (a, b)× (t0, t1),

где u(x, t) = (u1(x, t), u2(x, t))T – неизвестная вектор-функция,
N = (N 1, N 2)T .

Введем классическую билинейную форму

Φ(v, g) =

t1∫
t0

b∫
a

2∑
i=1

vi(x, t)gi(x, t)dxdt

и определим D(N) следующим образом:

D(N) = {u ∈ U = (U 1, U 2)T , ui ∈ U i = C2,1
x,t (Q) : ui|x=a = 0,

ui|x=b = 0, i = 1, 2}.
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Отметим, что в данном случае система уравнений (4.33) пред-
ставима в виде (4.22), где

G̃u =

(
−I I + Dxx

−I −Dxx (u2)−2(u1)2I

)
, Bu ≡ I,

H [u] =
1

2

b∫
a

((
u1
)2

+
(
u2
)2
)
dx, (4.34)

I - тождественный оператор.
Система уравнений (4.33) не является гамильтоновой, так как

оператор G̃u не является кососимметрическим. Уравнения (4.33)
являются Гамильтона-допустимыми уравнениями, так как опера-
тор

G ≡ G̃u − G̃∗u =

(
0 2I + 2Dxx

−2I − 2Dxx 0

)
,

где

G̃∗u =

(
−I −I −Dxx

I + Dxx (u2)−2(u1)2I

)
,

не зависит от u, является кососимметрическим и, следовательно,
- гамильтоновым.

Условие (4.32) в данном случае выполняется, так как

∂H [u]

∂t
≡ 0, gradΦ1H [u] = (u1, u2)T

и 〈
gradΦ1H [u], G̃∗u(gradΦ1H [u])

〉
=

=

b∫
a

(
−
(
u1
)2 − u1u2 − u1u2

xx + u2u1 + u2u1
xx +

(
u1
)2
)
dx =

=

b∫
a

(
u2u1

xx − u2u1
xx

)
dx = 0.
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Таким образом, гамильтониан H [u] вида (4.34) является инте-
гралом уравнений движения (4.33).

Если оператор Gu является Bu-гамильтоновым, то теорема 4.5
формулируется следующим образом.

Теорема 4.6. Функционал I [u] является интегралом уравнения
(4.3) тогда и только тогда, когда

∂I [u]

∂t
+ {I,H}[u] = 0 (4.35)

на решениях уравнения (4.3).

Здесь

{I,H}[u] = 〈(Bu−grad)Φ1I [u], BuGu((Bu−grad)Φ1H [u])〉 .

Следствие 4.4. Если гамильтониан H не зависит явно от t, то
он является интегралом Bu-гамильтонова уравнения (4.3).

Это следует из условия (4.35), так как

∂H [u]

∂t
= 0

и {H,H}[u] = 0 ввиду кососимметричности оператора BuGu.

В пространстве FΦ1 определим билинейную операцию [14]

(F1, F2)[u] =
〈
gradΦ1F1[u], G̃u(gradΦ1F2[u])

〉
, (4.36)

где G̃u – Гамильтона-допустимый оператор.

Теорема 4.7. [14] Линейное пространство FΦ1, наделенное би-
линейной операцией (4.36), образует Ли-допустимую алгебру.

Доказательство. Действительно, (4.36) позволяет ввести струк-
туру алгебры в линейном пространстве FΦ1 над полем R, так как
условия (2.14) – (2.16), очевидно, выполняются.
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Эта алгебра не является алгеброй Ли. Однако она является
Ли-допустимой алгеброй, так как для скобки {·, ·}, определенной
формулой

{F1, F2}[u] = (F1, F2)[u]− (F2, F1)[u] =

=
〈
gradΦ1F1[u], (G̃u − G̃∗u)gradΦ1F2[u]

〉
,

выполняются условия (2.17) – (2.18), так как оператор Gu =

G̃u − G̃∗u является гамильтоновым.

4.2 Распознавание гамильтоновости систем с бесконеч-
ным числом степеней свободы

В данном параграфе исследуется вопрос о распознавании при-
надлежности систем с бесконечным числом степеней свободы к
гамильтоновым системам, или, другими словами, о представле-
нии уравнений движения систем с бесконечным числом степеней
свободы с первой производной по времени в форме уравнений Га-
мильтона.

Рассматривается уравнение

ut = Au, (4.37)

где A - линейный, не зависящий от u и t оператор.
Представим уравнение (4.37) в виде уравнения Гамильтона

ut = G(gradΦ1H [u]). (4.38)

Теорема 4.8. [13,17] Пусть
1. функционал

I[u] = 〈Ku, u〉 (4.39)

является интегралом уравнения (4.37);
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2. ∃ (K + K∗)−1.
Тогда (4.37) представимо в виде (4.38), где G = A(K + K∗)−1 и
H ≡ I.

Доказательство. Поскольку I[u] является интегралом уравнения
(4.37), то

d

dt
I[u]

∣∣∣∣
(4.37)

= 〈gradΦ1I[u], Au〉 = 0.

Найдем gradΦ1I[u]. Имеем

δI[u, h] = 〈Kh, u〉 + 〈Ku, h〉 = 〈(K + K∗)u, h〉 ,

то есть
gradΦ1I[u] = (K + K∗)u.

Тогда

d

dt
I[u]

∣∣∣∣
(4.37)

= 〈(K + K∗)u,Au〉 = 〈(K + K∗)Au, u〉 = 0.

Следовательно, оператор (K + K∗)A является кососимметриче-
ским.
В данном случае оператор G = A(K + K∗)−1 является гамильто-
новым, так как он не зависит от u и〈

v, A(K + K∗)−1h
〉

=

=
〈
v, (K + K∗)−1[(K + K∗)A](K + K∗)−1h

〉
=

= −
〈
(K + K∗)−1(K + K∗)A(K + K∗)−1v, h

〉
=

= −
〈
A(K + K∗)−1v, h

〉
.

Таким образом, (4.37) представимо в виде (4.38), где оператор
G = A(K + K∗)−1 является гамильтоновым и H ≡ I.

Пример 4.4.
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Рассмотрим систему уравнений{
N 1(u) ≡ u1

t − 2exu2
x − u2ex − u1

x − u1 = 0,

N 2(u) ≡ u2
t − u1 − 2xu1

x − u2
x + u2 = 0,

(4.40)

(x, t) ∈ QT = (a, b)× (0, T ),

где u(x, t) = (u1(x, t), u2(x, t))T - неизвестная вектор-функция.
В данном случае

A =

(
Dx + I 2exDx + exI

I + 2xDx Dx − I

)
.

Зададим область определения оператора N = (N 1, N 2)T в виде

D(N) =
{
u ∈ U = (U 1, U 2)T : U i = C1(QT ),

ui|x=a = 0, ui|x=b = 0, i = 1, 2
}
. (4.41)

Отметим, что функционал

I[u] =

b∫
a

u1u2dx (4.42)

является интегралом системы уравнений (4.40).
Действительно,

d

dt
I[u]

∣∣∣∣
(4.40)

=

b∫
a

(
u1
tu

2 + u1u2
t

)
dx

∣∣∣∣∣∣
(4.40)

=

=

b∫
a

[(
2exu2

x + u2ex + u1
x + u1

)
u2+

+
(
u1 + 2xu1

x + u2
x − u2

)
u1dx =

=

b∫
a

(
2exu2

xu
2 + (u2)2ex + u1

xu
2 + u1u2 + (u1)2 + 2xu1u1

x+
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+u1u2
x − u1u2

)
dx =

b∫
a

Dx

[
(u2)2ex + u1u2 + x(u1)2

]
dx = 0.

Функционал (4.42) имеет вид (4.39), где

K =

(
0 1

2I
1
2I 0

)
.

Далее,

K∗ =

(
0 1

2I
1
2I 0

)
, K + K∗ = (K + K∗)−1 =

(
0 I

I 0

)
.

Тогда по теореме 4.8 система уравнений (4.40) представима в
виде уравнения Гамильтона (4.38), где

G = A(K + K∗)−1 =

(
2exDx + exI Dx + I

Dx − I I + 2xDx

)
,

gradΦ1H [u] =

(
u2

u1

)
.

4.3 О представлении операторного уравнения с первой
производной по времени в форме Bu-гамильтонова
уравнения

В настоящем параграфе изложен метод приведения оператор-
ного уравнения с первой производной по времени к виду Bu-
гамильтонова уравнения (см. [11]).

Предположим, что в уравнении (1.13) P2u ≡ 0, P3u ≡ 0, P1u ≡
Pu, то есть

N(u) ≡ Puut + Q(u) = 0. (4.43)
В данном случае условияBu-потенциальности (1.43)-(1.49) при-

нимают вид [11]
B∗uPu + P ∗uBu = 0, (4.44)
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B∗uQ
′
uh+[B′u(·;h)]∗Q(u)+

∂

∂t
(P ∗uBu)h−Q′∗uBuh−[B′u(h; ·)]∗Q(u) = 0,

(4.45)
B∗uP

′
u(ut;h) + [B′u(·;h)]∗Puut + P ∗′u (Buh;ut) + P ∗uB

′
u(h;ut)−

−[P ′u(ut; ·)]∗Buh− [B′u(h; ·)]∗Puut = 0, (4.46)

а операторы Pu и Q имеют следующую структуру:

Puut = (B−1
u )∗R′∗uBuut + (B−1

u )∗[B′u(ut; ·)]∗R(u)−

−(B−1
u )∗B∗′u (R(u);ut)− R′uut, (4.47)

Q(u) = (Bu−grad)Φ1B[u]− (B−1
u )∗

∂

∂t
B∗uR(u). (4.48)

Теорема 4.9. [11] Линейный обратимый оператор Pu удовле-
творяет условиям (4.44), (4.46) тогда и только тогда, когда
оператор Gu ≡ P−1

u является Bu-гамильтоновым.

Доказательство. Предположим, что оператор Pu удовлетворяет
(4.44), (4.46). Покажем, что в этом случае выполняются условия
(4.4), (4.5). Учитывая (4.44), получаем

〈BuGuh, g〉 = 〈BuGuh, PuGug〉 =

= 〈Guh, (B
∗
uPu)Gug〉 = −〈Guh, P

∗
uBuGug〉 =

= −〈PuGuh,BuGug〉 = −〈h,BuGug〉 . (4.49)

Далее, имеем PuGuh = h, поэтому P ′u(Guh; g) +PuG
′
u(h; g) = 0, то

есть
G′u(h; g) = −GuP

′
u(Guh; g),

или
BuG

′
u(g;Guh) = −BuGuP

′
u(Gug;Guh).

Следовательно,

〈v,BuG
′
u(g;Guh) + B′u(Guh;Gug)〉+
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+ 〈g,BuG
′
u(h;Guv) + B′u(Guv;Guh)〉+

+ 〈h,BuG
′
u(v;Gug) + B′u(Gug;Guv)〉 =

= −〈v,BuGuP
′
u(Gug;Guh)〉 + 〈v,B′u(Guh;Gug)〉−

− 〈g,BuGuP
′
u(Guh;Guv)〉 + 〈g,B′u(Guv;Guh)〉−

− 〈h,BuGuP
′
u(Guv;Gug)〉 + 〈h,B′u(Gug;Guv)〉 =

= 〈BuGuv, P
′
u(Gug;Guh)〉 + 〈PuGuv,B

′
u(Guh;Gug)〉+

+ 〈BuGug, P
′
u(Guh;Guv)〉 + 〈PuGug,B

′
u(Guv;Guh)〉+

+ 〈BuGuh, P
′
u(Guv;Gug)〉 + 〈PuGuh,B

′
u(Gug;Guv)〉 =

=
〈
Buṽ, P

′
u(g̃; h̃)

〉
+
〈
Puṽ, B

′
u(h̃; g̃)

〉
+
〈
Bug̃, P

′
u(h̃; ṽ)

〉
+

+
〈
Pug̃, B

′
u(ṽ; h̃)

〉
+
〈
Buh̃, P

′
u(ṽ; g̃)

〉
+
〈
Puh̃, B

′
u(g̃; ṽ)

〉
=

=
〈
ṽ, B∗uP

′
u(g̃; h̃) + P ∗uB

′
u(h̃; g̃) + [P ′u(h̃; ·)]∗Bug̃ + [B′u(·; h̃)]∗Pug̃ +

+ [P ′u(·; g̃)]∗Buh̃ + [B′u(g̃; ·)]∗Puh̃
〉

(4.50)

(здесь учтено условие (4.49) и введены обозначения g̃ = Gug, ṽ =

Guv, h̃ = Guh).
Отметим, что

P ∗uBuh = −B∗uPuh,
поэтому

P ∗′u (Buh; g) + P ∗uB
′
u(h; g) = −B∗′u (Puh; g)−B∗uP ′u(h; g).

Следовательно, условие (4.46) примет вид

B∗uP
′
u(ut;h) + [B′u(·;h)]∗Puut −B∗′u (Puh;ut)−B∗uP ′u(h;ut)−

−[P ′u(ut; ·)]∗Buh− [B′u(h; ·)]∗Puut = 0. (4.51)

Из равенства

[P ′u(g; ·)]∗Buh + [B′u(h; ·)]∗Pug − P ∗u [B∗′u (·; g)]∗h− [P ′u(·; g)]∗Buh−
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−B∗uP ′u(g;h)− [B′u(·;h)]∗Pug = 0

выразим [P ′u(·; g)]∗Buh и подставим в (4.50), получим

〈v,BuG
′
u(g;Guh) + B′u(Guh;Gug)〉+

+ 〈g,BuG
′
u(h;Guv) + B′u(Guv;Guh)〉+

+ 〈h,BuG
′
u(v;Gug) + B′u(Gug;Guv)〉 =

=
〈
ṽ, B∗uP

′
u(g̃; h̃)

〉
+
〈
ṽ, P ∗uB

′
u(h̃; g̃)

〉
+
〈
ṽ, [P ′u(h̃; ·)]∗Bug̃

〉
+

+
〈
ṽ, [B′u(·; h̃)]∗Pug̃

〉
+
〈
ṽ, [P ′u(g̃; ·)]∗Buh̃

〉
+

+
〈
ṽ, [B′u(h̃; ·)]∗Pug̃

〉
−
〈
ṽ, P ∗u [B∗′u (·; g̃)]∗h̃

〉
−

−
〈
ṽ, B∗uP

′
u(g̃; h̃)

〉
−
〈
ṽ, [B′u(·; h̃)]∗Pug̃

〉
+

+
〈
ṽ, [B′u(g̃; ·)]∗Puh̃

〉
. (4.52)

Учитывая условие (4.51), равенство (4.52) запишем в следующем
виде:

〈v,BuG
′
u(g;Guh) + B′u(Guh;Gug)〉+

+ 〈g,BuG
′
u(h;Guv) + B′u(Guv;Guh)〉+

+ 〈h,BuG
′
u(v;Gug) + B′u(Gug;Guv)〉 =

=
〈
ṽ, B∗uP

′
u(g̃; h̃)

〉
+
〈
ṽ, P ∗uB

′
u(h̃; g̃)

〉
+

+
〈
ṽ, [P ′u(h̃; ·)]∗Bug̃

〉
+
〈
ṽ, [B′u(·; h̃)]∗Pug̃

〉
−

−
〈
ṽ, B∗′u (Puh̃; g̃)

〉
−
〈
ṽ, B∗uP

′
u(h̃; g̃)

〉
−

−
〈
ṽ, P ∗u [B∗′u (·; g̃)]∗h̃

〉
+
〈
ṽ, [B′u(g̃; ·)]∗Puh̃

〉
. (4.53)

Отметим, что 〈Puv,Buh〉 = 〈B∗uPuv, h〉, поэтому

〈P ′u(v; g), Buh〉 + 〈Puv,B′u(h; g)〉 =
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= 〈B∗′u (Puv; g), h〉 + 〈B∗uP ′u(v; g), h)〉 ,
то есть

〈Puv,B′u(h; g)〉 − 〈B∗′u (Puv; g), h〉 = 0.

Так как 〈P ∗uBuh, g〉 = −〈B∗uPuh, g〉, то

〈Buh, Pug〉 = −〈Puh,Bug〉 ,

поэтому
〈P ′u(h; v), Bug〉 + 〈Puh,B′u(g; v)〉 =

= −〈B′u(h; v), Pug〉 − 〈Buh, P
′
u(g; v)〉 . (4.54)

Принимая во внимание два последних равенства, из (4.53) с
учетом (4.51) окончательно получаем

〈v,BuG
′
u(g;Guh) + B′u(Guh;Gug)〉+

+ 〈g,BuG
′
u(h;Guv) + B′u(Guv;Guh)〉+

+ 〈h,BuG
′
u(v;Gug) + B′u(Gug;Guv)〉 =

=
〈
ṽ, B∗uP

′
u(g̃; h̃) + [B′u(·; h̃)]∗Pug̃ −B∗′u (Puh̃; g̃)−B∗uP ′u(h̃; g̃) −

− [P ′u(g̃; ·)]∗Buh̃− [B′u(h̃; ·)]∗Pug̃
〉

= 0.

Докажем обратное утверждение. Предположим, что выполне-
ны условия (4.4), (4.5). Покажем, что оператор Pu удовлетворяет
(4.44), (4.46).

Имеем

〈P ∗uBuh, g〉 = 〈Buh, Pug〉 = 〈BuGuPuh, Pug〉 ,

откуда в силу условия (4.4) получаем

〈P ∗uBuh, g〉 = −〈Puh,BuGuPug〉 = −〈Puh,Bug〉 = −〈B∗uPuh, g〉 ,

или
〈(P ∗uBu + B∗uPu)h, g〉 = 0.
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Учитывая невырожденность заданной билинейной формы, за-
ключаем, что выполнено условие (4.44).

Пусть выполнено условие (4.5), то есть

0 = 〈v,BuG
′
u(g;Guh)〉 + 〈v,B′u(Guh;Gug)〉+

+ 〈g,BuG
′
u(h;Guv)〉 + 〈g,B′u(Guv;Guh)〉+

+ 〈h,BuG
′
u(v;Gug)〉 + 〈h,B′u(Gug;Guv)〉 =

=
〈
Buṽ, P

′
u(g̃; h̃)

〉
+
〈
Puṽ, B

′
u(h̃; g̃)

〉
+
〈
P ′u(h̃; ṽ), Bug̃

〉
+

+
〈
B′u(ṽ; h̃), Pug̃

〉
+
〈
P ′u(ṽ; g̃), Buh̃

〉
+
〈
B′u(g̃; ṽ), Puh̃

〉
=

=
〈
Buṽ, P

′
u(g̃; h̃)

〉
+
〈
Puṽ, B

′
u(h̃; g̃)

〉
−
〈
B′u(h̃; ṽ), Pug̃

〉
−

−
〈
Buh̃, P

′
u(g̃; ṽ)

〉
+
〈
B′u(ṽ; h̃), Pug̃

〉
+
〈
P ′u(ṽ; g̃), Buh̃

〉
(здесь использовались равенства (4.50) и (4.54)).
Отметим, что

〈P ∗uBuh, v〉 = 〈Buh, Puv〉 ,
поэтому

〈P ∗′u (Buh; g), v〉 + 〈P ∗uB′u(h; g), v〉 =

= 〈B′u(h; g), Puv〉 + 〈Buh, P
′
u(v; g)〉 ,

то есть
〈P ∗′u (Buh; g), v〉 = 〈Buh, P

′
u(v; g)〉 .

Таким образом,

0 = 〈v,BuG
′
u(g;Guh)〉 + 〈v,B′u(Guh;Gug)〉+

+ 〈g,BuG
′
u(h;Guv)〉 + 〈g,B′u(Guv;Guh)〉+

+ 〈h,BuG
′
u(v;Gug)〉 + 〈h,B′u(Gug;Guv)〉 =

=
〈
Buṽ, P

′
u(g̃; h̃)

〉
+
〈
Puṽ, B

′
u(h̃; g̃)

〉
−
〈
B′u(h̃; ṽ), Pug̃

〉
−
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−
〈
Buh̃, P

′
u(g̃; ṽ)

〉
+
〈
B′u(ṽ; h̃), Pug̃

〉
+
〈
P ∗′u (Buh̃; g̃), ṽ

〉
=

=
〈
ṽ, B∗uP

′
u(g̃; h̃) + P ∗uB

′
u(h̃; g̃)− [B′u(h̃; ·)]∗Pug̃ − [P ′u(g̃; ·)]∗Buh̃+

+ [B′u(·; h̃)]∗Pug̃ + P ∗′u (Buh̃; g̃)
〉
.

Учитывая невырожденность заданной билинейной формы, за-
ключаем, что имеет место (4.46).

На основе теоремы 4.9 (с учетом условий (4.44) - (4.48)) заклю-
чаем, что справедлива следующая теорема.

Теорема 4.10. [11] Пусть D∗t = −Dt на D(N ′u, Bu), Pu - линей-
ный обратимый оператор, B∗uPu не зависит явно от t. Уравнение
(4.43) является Bu-гамильтоновым уравнением тогда и только
тогда, когда ∀u ∈ D(N),∀h ∈ D(N ′u, Bu),∀t ∈ [t0, t1] выполняют-
ся следующие условия на D(N ′u, Bu):

P ∗uBu + B∗uPu = 0, (4.55)

[B′u(·;h)]∗Q(u)− [B′u(h; ·)]∗Q(u) + B∗uQ
′
uh−Q′∗uBuh = 0, (4.56)

P ∗′u (Buh;ut) + B∗uP
′
u(ut;h)− [P ′u(ut; ·)]∗Buh+

+P ∗uB
′
u(h;ut) + [B′u(·;h)]∗Puut − [B′u(h; ·)]∗Puut = 0. (4.57)

В данном случае

Gu ≡ P−1
u , H [u] = −

1∫
0

〈
Q(ũ(λ)), Bũ(λ)(u− u0)

〉
dλ + H [u0],

(4.58)
где u0 - фиксированный элемент из D(N).

Пример 4.5. [11]
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Рассмотрим уравнение

N(u) ≡ 2utx + uxut + u2 = 0, (4.59)

(x, t) ∈ QT = (a, b)× (0, T ).

Зададим D(N) следующим образом:

D(N) =

= {u ∈ U = C2(QT ) : u|t=0 = ϕ1(x), u|t=T = ϕ2(x) (x ∈ (a, b)),

u|x=a = ψ1(t), u|x=b = ψ2(t),
b∫

a

eu(y,t)/2u(y, t)dy = ψ3(t) (t ∈ (0, T ))}, (4.60)

где ϕ1, ϕ2, ψ1, ψ2, ψ3 - заданные функции.
В данном случае Pu = 2Dx + ux, Q(u) = u2.
Пусть Bu = euI , где I - тождественный оператор. Покажем,

что оператор N уравнения (4.59) является Bu-потенциальным на
D(N) вида (4.60) относительно классической билинейной формы

Φ(v, g) =

T∫
0

b∫
a

v(x, t)g(x, t)dxdt.

Имеем
B∗u = euI, P ∗u = ux − 2Dx, Q′u = 2u, [B′u(·; g)]∗ = eug,

[B′u(h; ·)]∗ = euh, P ∗′u (g;h) = hxg, [P ′u(g; ·)]∗ = −gx − gDx.

Далее,
(4.44) =⇒ 2euhx + euuxh + uxhe

u − 2euuxh− 2euhx = 0,
(4.45) =⇒ eu2uh + euhu2 − 2ueuh− euhu2 = 0,
(4.46) =⇒ euhxut + euh(2utx + uxut) + euhutx + uxe

uhut −
2Dx(e

uhut)− (−utxeuh− utDx(e
uh))− euh(2utx + uxut) = euhxut +

2euhutx+euhuxut+e
uhutx+euhuxut−2euhuxut−2euhxut−2euhutx+

euhutx + euhuxut + euhxut − 2euhutx − euhuxut = 0.
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Отметим, что оператор P−1
u имеет вид

P−1
u v =

1

2
e−u/2D−1

x

(
eu/2v

)
,

где D−1
x h(x, t) =

x∫
a

h(y, t)dy.

Покажем, что оператор Gu ≡ P−1
u является Bu-гамильтоновым

относительно билинейной формы

Φ1(v, g) =

b∫
a

v(x, t)g(x, t)dx,

то есть проверим условия (4.4), (4.5).
Имеем

Φ1(BuGuh, g) = Φ1

(
1

2
eu/2D−1

x

(
eu/2h

)
, g

)
=

=
1

2
Φ1

(
D−1
x

(
eu/2h

)
, eu/2g

)
= −1

2
Φ1

(
eu/2h,D−1

x

(
eu/2g

))
=

= −Φ1

(
h,

1

2
eu/2D−1

x

(
eu/2g

))
= −Φ1(h,BuGug).

Учитывая, что

B′u(Guh;Gug) = eu
1

2
e−u/2D−1

x

(
eu/2h

) 1

2
e−u/2D−1

x

(
eu/2g

)
=

=
1

4
D−1
x

(
eu/2h

)
D−1
x

(
eu/2g

)
,

G′u(h; g) =
1

2
e−u/2

(
−g

2

)
D−1
x

(
eu/2h

)
+

1

2
e−u/2D−1

x

(
eu/2h

g

2

)
=

=
1

4
e−u/2

[
D−1
x

(
eu/2gh

)
− gD−1

x

(
eu/2h

)]
,

получаем

Φ1(v,BuG
′
u(g;Guh)) + Φ1(v,B′u(Guh;Gug))+
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+Φ1(g,BuG
′
u(h;Guv)) + Φ1(g,B′u(Guv;Guh))+

+Φ1(h,BuG
′
u(v;Gug)) + Φ1(h,B′u(Gug;Guv)) =

= Φ1

(
v,

1

4
eu/2D−1

x

(g
2
D−1
x

(
eu/2h

)))
−

−Φ1

(
v,

1

8
D−1
x

(
eu/2h

)
D−1
x

(
eu/2g

))
+

+Φ1

(
v,

1

4
D−1
x

(
eu/2h

)
D−1
x

(
eu/2g

))
+

+Φ1

(
g,

1

4
D−1
x

(
eu/2v

)
D−1
x

(
eu/2h

))
+

+Φ1

(
g,

1

4
eu/2D−1

x

(
h

2
D−1
x

(
eu/2v

))
−

−Φ1

(
v,

1

8
D−1
x

(
eu/2v

)
D−1
x

(
eu/2h

))
+

+Φ1

(
h,

1

4
eu/2D−1

x

(v
2
D−1
x

(
eu/2g

))
−

−Φ1

(
v,

1

8
D−1
x

(
eu/2g

)
D−1
x

(
eu/2v

))
+

+Φ1

(
h,

1

4
D−1
x

(
eu/2g

)
D−1
x

(
eu/2v

))
=

= Φ1

(
1

8
eu/2v,D−1

x

(
gD−1

x

(
eu/2h

)))
−

−1

8
Φ1

(
v,D−1

x

(
eu/2h

)
D−1
x

(
eu/2g

))
+

+
1

4
Φ1

(
v,D−1

x

(
eu/2h

)
D−1
x

(
eu/2g

))
+

+
1

4
Φ1

(
g,D−1

x

(
eu/2v

)
D−1
x

(
eu/2h

))
+
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+Φ1

(
1

8
eu/2g,D−1

x

(
hD−1

x

(
eu/2v

)))
−

−1

8
Φ1

(
g,D−1

x

(
eu/2v

)
D−1
x

(
eu/2h

))
+

+Φ1

(
1

8
eu/2h,D−1

x

(
vD−1

x

(
eu/2g

)))
−

−1

8
Φ1

(
h,D−1

x

(
eu/2g

)
D−1
x

(
eu/2v

))
+

+
1

4
Φ1

(
h,D−1

x

(
eu/2g

)
D−1
x

(
eu/2v

))
=

−1

8
Φ1

(
g,D−1

x

(
eu/2v

)
D−1
x

(
eu/2h

))
+

+
1

8
Φ1

(
v,D−1

x

(
eu/2h

)
D−1
x

(
eu/2g

))
+

+
1

8
Φ1

(
g,D−1

x

(
eu/2v

)
D−1
x

(
eu/2h

))
−

−1

8
Φ1

(
h,D−1

x

(
eu/2g

)
D−1
x

(
eu/2v

))
−

−1

8
Φ1

(
v,D−1

x

(
eu/2h

)
D−1
x

(
eu/2g

))
+

+
1

8
Φ1

(
h,D−1

x

(
eu/2g

)
D−1
x

(
eu/2v

))
= 0.

Таким образом, условия Bu-гамильтоновости выполнены. Оста-
лось заметить, что гамильтониан H [u] имеет вид

H [u] = −
b∫

a

eu(u2 − 2u + 2)dx.

Пример 4.6.
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Рассмотрим систему эволюционных уравнений вида [11,92]{
N 1(u) ≡ ∂u1

∂t − a
1
i

∂3ui

∂x1(∂x2)2
− b1

i
∂4ui

∂x1(∂x2)2∂x3
− c1

i
∂5ui

∂x1(∂x2)2(∂x3)2
= 0,

N 2(u) ≡ ∂u2

∂t − a
2
i

∂3ui

∂x1(∂x2)2
− b2

i
∂4ui

∂x1(∂x2)2∂x3
− c2

i
∂5ui

∂x1(∂x2)2(∂x3)2
= 0,

(4.61)
(x, t) ∈ QT = Ω× (0, T ),

где u(x, t) = (u1(x, t), u2(x, t))T - неизвестная вектор-функция,
aji , b

j
i , c

j
i (i, j = 1, 2) - такие постоянные, что a1

1 = a2
2, b

1
1 = b2

2, c
1
1 =

c2
2, Ω = (0, l1) × (0, l2) × (0, l3), li (i = 1, 3) - положительные по-
стоянные.

Зададим область определения оператора N = (N 1, N 2)T в виде

D(N) =
{
u ∈ U = (U 1, U 2)T : U i = C5,1(QT ), ui|t=0 = ϕi1(x),

(4.62)
ui|t=T = ϕi2(x), x ∈ Ω, uiα|ΓT = ψi(x, t),

l1∫
0

ui(y, x2, x3, t)dy = φ(x2, x3, t) (i = 1, 2; |α| = 0, 3),

где ΓT = ∂Ω× (0, T ), ϕi1, ϕ
i
2, ψ

i (i = 1, 2), φ - заданные функции.
Введем классическую билинейную форму

Φ(v, g) =

T∫
0

∫
Ω

2∑
i=1

vi(x, t)gi(x, t)dxdt. (4.63)

Пусть

B =

(
0 D−1

x1

D−1
x1

0

)(
A 0

0 A

)
,

где Ahi(x, t) = hi(x1, x2, l3 − x3, t).
Покажем, что система уравнений (4.61) представима в виде B-

гамильтонова уравнения, то есть проверим условия (4.55) - (4.57).
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В данном случае

P =

(
I 0

0 I

)
,

Q(u) =

(
−a1

i
∂3ui

∂x1(∂x2)2
− b1

i
∂4ui

∂x1(∂x2)2∂x3
− c1

i
∂5ui

∂x1(∂x2)2(∂x3)2
,

−a2
i

∂3ui

∂x1(∂x2)2
− b2

i
∂4ui

∂x1(∂x2)2∂x3
− c2

i
∂5ui

∂x1(∂x2)2(∂x3)2
,

)
,

где I - тождественный оператор.
Далее,

P ∗ = P, B∗ =

(
A 0

0 A

)(
0 −D−1

x1

−D−1
x1

0

)
, A∗ = A.

Отметим, что

P ∗Bh =

(
D−1
x1
Ah2

D−1
x1
Ah1

)
, B∗Ph =

(
−D−1

x1
Ah2

−D−1
x1
Ah1

)
,

поэтому заключаем, что условие (4.55) выполнено.
Условие (4.56) в данном случае приводится к виду B∗Q′uh −

Q′∗uBh = 0. Проверим его.
Имеем

Q′uh =

(
q11 q12

q21 q22

)(
h1

h2

)
,

где

q11 = −a1
1

∂3

∂x1(∂x2)2
− b1

1

∂4

∂x1(∂x2)2∂x3
− c1

1

∂5

∂x1(∂x2)2(∂x3)2
,

q12 = −a1
2

∂3

∂x1(∂x2)2
− b1

2

∂4

∂x1(∂x2)2∂x3
− c1

2

∂5

∂x1(∂x2)2(∂x3)2
,

q21 = −a2
1

∂3

∂x1(∂x2)2
− b2

1

∂4

∂x1(∂x2)2∂x3
− c2

1

∂5

∂x1(∂x2)2(∂x3)2
,

q22 = −a2
2

∂3

∂x1(∂x2)2
− b2

2

∂4

∂x1(∂x2)2∂x3
− c2

2

∂5

∂x1(∂x2)2(∂x3)2
.
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Тогда

Q′∗u h =

(
q̃11 q̃12

q̃21 q̃22

)(
h1

h2

)
,

где

q̃11 = a1
1

∂3

∂x1(∂x2)2
− b1

1

∂4

∂x1(∂x2)2∂x3
+ c1

1

∂5

∂x1(∂x2)2(∂x3)2
,

q̃12 = a2
1

∂3

∂x1(∂x2)2
− b2

1

∂4

∂x1(∂x2)2∂x3
+ c2

1

∂5

∂x1(∂x2)2(∂x3)2
,

q̃21 = a1
2

∂3

∂x1(∂x2)2
− b1

2

∂4

∂x1(∂x2)2∂x3
+ c1

2

∂5

∂x1(∂x2)2(∂x3)2
,

q̃22 = a2
2

∂3

∂x1(∂x2)2
− b2

2

∂4

∂x1(∂x2)2∂x3
+ c2

2

∂5

∂x1(∂x2)2(∂x3)2
.

Далее,

B∗Q′uh =

(
A 0

0 A

)(
0 −D−1

x1

−D−1
x1

0

)(
q11h

1 + q12h
2

q21h
1 + q22h

2

)
=

=

(
d1

d2

)
,

где

d1 = a2
1A

∂2h1

(∂x2)2
+ b2

1A
∂3h1

(∂x2)2∂x3
+ c2

1A
∂4h1

(∂x2)2(∂x3)2
+

+a2
2A

∂2h2

(∂x2)2
+ b2

2A
∂3h2

(∂x2)2∂x3
+ c2

2A
∂4h2

(∂x2)2(∂x3)2
,

d2 = a1
1A

∂2h1

(∂x2)2
+ b1

1A
∂3h1

(∂x2)2∂x3
+ c1

1A
∂4h1

(∂x2)2(∂x3)2
+

+a1
2A

∂2h2

(∂x2)2
+ b1

2A
∂3h2

(∂x2)2∂x3
+ c1

2A
∂4h2

(∂x2)2(∂x3)2
,
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Q′∗uBh =

(
q̃11 q̃12

q̃21 q̃22

)(
0 D−1

x1

D−1
x1

0

)(
A 0

0 A

)(
h1

h2

)
=

=

(
d3

d4

)
,

где

d3 = a1
1A

∂2h2

(∂x2)2
+ b1

1A
∂3h2

(∂x2)2∂x3
+ c1

1A
∂4h2

(∂x2)2(∂x3)2
+

+a2
1A

∂2h1

(∂x2)2
+ b2

1A
∂3h1

(∂x2)2∂x3
+ c2

1A
∂4h1

(∂x2)2(∂x3)2
,

d4 = a2
2A

∂2h1

(∂x2)2
+ b2

2A
∂3h1

(∂x2)2∂x3
+ c2

2A
∂4h1

(∂x2)2(∂x3)2
+

+a1
2A

∂2h2

(∂x2)2
+ b1

2A
∂3h2

(∂x2)2∂x3
+ c1

2A
∂4h2

(∂x2)2(∂x3)2
.

В силу указанных выше свойств коэффициентов aij, bij, cij за-
ключаем, что условие (4.56) выполнено.

Операторы P и B не зависят от u, поэтому условие (4.57) также
выполняется.

Из (4.58) следует, что

G =

(
I 0

0 I

)
,

H [u] = −1

2

∫
Ω

[(
a2
iu

i + b2
i

∂ui

∂x3
+ c2

i

∂2ui

(∂x3)2

)
D2
x2Au

1+

+

(
a1
iu

i + b1
i

∂ui

∂x3
+ c1

i

∂2ui

(∂x3)2

)
D2
x2Au

2

]
dx.

Отметим, что найденный гамильтониан не принадлежит классу
функционалов Эйлера-Лагранжа.
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4.4 О прямом и косвенном представлении операторно-
го уравнения со второй производной по времени в
форме Гамильтона-допустимого уравнения

В настоящем параграфе преобразование Лежандра [27], извест-
ное в механике систем с конечным числом степеней свободы, рас-
пространено на случай систем с бесконечным числом степеней
свободы для приведения (прямого и косвенного) их уравнений
движения к виду Гамильтона-допустимых уравнений (в том чис-
ле уравнений Гамильтона).

Предположим, что оператор N уравнения (1.13) является
квази-Bu-потенциальным на множестве D(N) относительно би-
линейной формы (1.7), причем Λ2u ≡ 0.

Тогда из (1.119) - (1.122) получаем, что уравнение (1.13) имеет
следующую структуру:

N(u) ≡ −(B−1
u )∗(uR̃∗3uBuutt)−R̃3u(uutt)−(B−1

u )∗R∗2uBuutt−R2uutt−

−(B−1
u )∗

(
u
∂

∂t
(R̃∗3uBu)ut

)
− (B−1

u )∗
∂

∂t
(B∗uR̃3u)(uut)−

−(B−1
u )∗

∂

∂t
(R∗2uBu)ut + (B−1

u )∗R̃′∗1uBuut + (B−1
u )∗[B′u(ut; ·)]∗R̃1(u)−

−(B−1
u )∗B∗′u (R̃1(u);ut)− R̃′1uut − (B−1

u )∗
(
∂

∂t
B∗′u (R2uu; ·)

)∗
ut−

−(B−1
u )∗

(
∂

∂t
B∗uR

′
2u(u; ·)

)∗
ut − (B−1

u )∗
(
∂

∂t
B∗uR2u

)∗
ut+

+(B−1
u )∗

∂

∂t
B∗′u (R2uu;ut) + (B−1

u )∗
∂

∂t
B∗uR

′
2u(u;ut) + Λ1uut+

+(B−1
u )∗(R̃′3u(utu; ·))∗Buut − (B−1

u )∗(uR̃∗′3u(Buut;ut))−
−(B−1

u )∗(uR̃∗3uB
′
u(ut;ut))− (B−1

u )∗B∗′u (R̃3u(utu);ut)− R̃′3u(utu;ut)−
−R̃3uu

2
t + (B−1

u )∗[B′u(ut; ·)]∗R̃3u(utu) + (B−1
u )∗[R′2u(ut; ·)]∗Buut−
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−(B−1
u )∗R∗′2u(Buut;ut)− (B−1

u )∗R∗2uB
′
u(ut;ut)− R′2u(ut;ut)−

−(B−1
u )∗B∗′u (R2uut;ut) + (B−1

u )∗[B′u(ut; ·)]∗R2uut + Λ3uu
2
t + Λ4(u)+

+(Bu−grad)Φ1B̃[u]− (B−1
u )∗

∂

∂t
B∗uR̃1(u) + (B−1

u )∗
∂2

∂t2
(B∗uR2u)u = 0,

(4.64)
а действие по Гамильтону F представимо в виде

F [u] =

t1∫
t0

{〈
R̃3u(utu), Buut

〉
+ 〈R2uut, Buut〉 +

〈
R̃1(u), Buut

〉
−

−
〈
∂

∂t
(B∗uR2u)u, ut

〉
+ B̃[u]

}
dt + F [u0] ≡

t1∫
t0

L[u, ut]dt + F [u0],

где

Φ(R̃1(u), Buut) =

t1∫
t0

1∫
0

〈
−P̃1ũ(λ)(u− u0), Bũ(λ)

∂ũ(λ)

∂t

〉
dλdt,

Φ(R2uut, Buut) =

t1∫
t0

1∫
0

〈
−P2ũ(λ)(ut − u0t), Bũ(λ)

∂ũ(λ)

∂t

〉
dλdt,

Φ(R̃3u(utu), Buut) =

=

t1∫
t0

1∫
0

〈
−P̃3ũ(λ)

(
∂ũ(λ)

∂t
(u− u0)

)
, Bũ(λ)

∂ũ(λ)

∂t

〉
dλdt,

B̃[u] =

1∫
0

[〈
Q̃(ũ(λ)), Bũ(λ)(u− u0)

〉
+

+λ

〈
∂

∂t
(B∗ũ(λ)P̃1ũ(λ))(u− u0), u− u0

〉
−
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− λ
〈
∂2

∂t2
(B∗ũ(λ)P2ũ(λ))(u− u0), u− u0

〉]
dλ,

u0 - фиксированный элемент из D(N), L[u, ut] - обобщенный
лагранжиан,

L[u, ut] ≡
〈
R̃3u(utu), Buut

〉
+ 〈R2uut, Buut〉 +

〈
R̃1(u), Buut

〉
−

−
〈
∂

∂t
(B∗uR2u)u, ut

〉
+ B̃[u].

Отметим, что в общем случае уравнение Лагранжа с не-Bu-
потенциальной плотностью силы имеет вид

N(u) ≡ Ñ(u) + Λ(u) =
(
B−1
u

)∗ [δL
δu
− d

dt

(
δL

δut

)]
+ Λ(u) = 0.

(4.65)
Оно получается из равенства нулю вариации функционала

δ

t1∫
t0

L[u, ut] dt =

t1∫
t0

[〈
δL

δu
, h

〉
+

〈
δL

δut
, ht

〉]
dt =

=

t1∫
t0

[〈
δL

δu
, h

〉
−
〈
d

dt

(
δL

δut

)
, h

〉]
dt =

=

t1∫
t0

〈(
B−1
u

)∗ [δL
δu
− d

dt

(
δL

δut

)]
, Buh

〉
dt = 0.

Отсюда следует, что уравнение (1.13) с квази-Bu-
потенциальным оператором N представимо в виде (4.65).

Далее, найдем δL
δut

. Имеем〈
δL

δut
, h

〉
=
〈
R̃3u(hu), Buut

〉
+
〈
R̃3u(utu), Buh

〉
+ 〈R2uh,Buut〉+
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+ 〈R2uut, Buh〉 +
〈
R̃1(u), Buh

〉
−
〈
∂

∂t
(B∗uR2u)u, h

〉
=

=
〈
uR̃∗3uBuut + B∗uR̃3u(utu) + R∗2uBuut + B∗uR2uut+

+B∗uR̃1(u)− ∂

∂t
(B∗uR2u)u, h

〉
.

Следовательно,

δL

δut
= uR̃∗3uBuut + B∗uR̃3u(utu) + R∗2uBuut+

+B∗uR2uut + B∗uR̃1(u)− ∂

∂t
(B∗uR2u)u. (4.66)

Введем плотность обобщенного импульса

p =
δL

δut
=
(
B∗uR̃3u(u(·)) + uR̃∗3uBu + R∗2uBu + B∗uR2u

)
ut+

+B∗uR̃1(u)− ∂

∂t
(B∗uR2u)u = Auut+B∗uR̃1(u)− ∂

∂t
(B∗uR2u)u, (4.67)

где обозначено

Au = B∗uR̃3u(u(·)) + uR̃∗3uBu + R∗2uBu + B∗uR2u.

Из (4.67) находим

ut = A−1
u

(
p−B∗uR̃1(u) +

∂

∂t
(B∗uR2u)u

)
≡ F(u, p). (4.68)

Построим гамильтониан H [u, p]. Имеем

H [u, p] = (〈p, ut〉 − L[u, ut])|(4.68) =

= 〈p,F(u, p)〉 −
〈
R̃3u (uF(u, p)) , BuF(u, p)

〉
−

−〈R2uF(u, p), BuF(u, p)〉 −
〈
R̃1(u), BuF(u, p)

〉
+
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+

〈
∂

∂t
(B∗uR2u)u,F(u, p)

〉
− B̃[u]. (4.69)

Найдем δH
δp .〈

δH

δp
, q

〉
= 〈q,F(u, p)〉+

〈
p,A−1

u q
〉
−
〈
R̃3u

(
uA−1

u q
)
, BuF(u, p)

〉
−

−
〈
R̃3u (uF(u, p)) , BuA−1

u q
〉
−
〈
R2u

(
A−1
u q
)
, BuF(u, p)

〉
−

−
〈
R2uF(u, p), BuA−1

u q
〉
−
〈
R̃1(u), BuA−1

u q
〉

+

+

〈
∂

∂t
(B∗uR2u)u,A−1

u q

〉
=
〈
q,F(u, p) +

(
A−1
u

)∗
p−

−
(
A−1
u

)∗ (
uR̃∗3u (BuF(u, p))

)
−
(
A−1
u

)∗
B∗uR̃3u (uF(u, p))−

−
(
A−1
u

)∗
R∗2u (BuF(u, p)) +

(
A−1
u

)∗ ∂
∂t

(B∗uR2u)u−

−
(
A−1
u

)∗
B∗uR2uF(u, p)−

(
A−1
u

)∗
B∗uR̃1(u)

〉
= 〈q,F(u, p)+

+
(
A−1
u

)∗(
p−B∗uR̃1(u) +

∂

∂t
(B∗uR2u)u

)
−

−
(
A−1
u

)∗ (
uR̃∗3u (BuF(u, p)) + B∗uR̃3u (uF(u, p)) +

+ R∗2u (BuF(u, p)) + B∗uR2uF(u, p))〉 =

=

〈
q,F(u, p) +

(
A−1
u

)∗(
p−B∗uR̃1(u) +

∂

∂t
(B∗uR2u)u

)
−

−
(
A−1
u

)∗(AuA−1
u

(
p−B∗uR̃1(u) +

∂

∂t
(B∗uR2u)u

)〉
=

= 〈q,F(u, p)〉 .
Таким образом,

δH

δp
= A−1

u

(
p−B∗uR̃1(u) +

∂

∂t
(B∗uR2u)u

)
,
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то есть
δH

δp
= ut.

Учитывая (4.65), уравнение (4.64) запишем в виде

N(u) ≡
(
B−1
u

)∗ [
utR̃

∗
3uBuut +

[
R̃′3u(utu; ·)

]∗
Buut+

+ [B′u(ut; ·)]
∗
R̃3u(utu) + [R′2u(ut; ·)]

∗
Buut + [B′u(ut; ·)]

∗
R2uut+

+R̃′∗1uBuut + [B′u(ut; ·)]
∗
R̃1(u)−

(
∂

∂t
(B∗uR2u)

)∗
ut−

−
(
∂

∂t
B∗′u (R2uu; ·)

)∗
ut −

(
∂

∂t
B∗uR

′
2u(u; ·)

)∗
ut + gradΦ1B̃[u]−

−Dt

[
uR̃∗3uBuut + B∗uR̃3u(utu) + R∗2uBuut + B∗uR2uut+

+B∗uR̃1(u)− ∂

∂t
(B∗uR2u)u

]]
+ Λ1uut + Λ3uu

2
t + Λ4(u) = 0,

то есть
δL

δu
= utR̃

∗
3uBuut +

[
R̃′3u(utu; ·)

]∗
Buut + [B′u(ut; ·)]

∗
R̃3u(utu)+

+ [R′2u(ut; ·)]
∗
Buut+[B′u(ut; ·)]

∗
R2uut+R̃′∗1uBuut+[B′u(ut; ·)]

∗
R̃1(u)−

−
(
∂

∂t
(B∗uR2u)

)∗
ut −

(
∂

∂t
B∗′u (R2uu; ·)

)∗
ut−

−
(
∂

∂t
B∗uR

′
2u(u; ·)

)∗
ut + gradΦ1B̃[u], (4.70)

Принимая во внимание (4.67), отсюда получаем

pt =
(
utR̃

∗
3uBuut +

[
R̃′3u(utu; ·)

]∗
Buut + [B′u(ut; ·)]

∗
R̃3u(utu)+

+ [R′2u(ut; ·)]
∗
Buut+[B′u(ut; ·)]

∗
R2uut+R̃′∗1uBuut+[B′u(ut; ·)]

∗
R̃1(u)−

−
(
∂

∂t
(B∗uR2u)

)∗
ut−

(
∂

∂t
B∗′u (R2uu; ·)

)∗
ut−

(
∂

∂t
B∗uR

′
2u(u; ·)

)∗
ut+
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+gradΦ1B̃[u] + B∗u
(
Λ1uut + Λ3uu

2
t + Λ4(u)

))∣∣∣
(4.68)

=

= F(u, p)R̃∗3uBuF(u, p) +
[
R̃′3u(uF(u, p); ·)

]∗
BuF(u, p)+

+ [B′u(F(u, p); ·)]∗ R̃3u(uF(u, p)) + [R′2u(F(u, p); ·)]∗BuF(u, p)+

+ [B′u(F(u, p); ·)]∗R2uF(u, p) + R̃′∗1uBuF(u, p)+

+ [B′u(F(u, p); ·)]∗ R̃1(u)−
(
∂

∂t
(B∗uR2u)

)∗
F(u, p)−

−
(
∂

∂t
B∗′u (R2uu; ·)

)∗
F(u, p)−

(
∂

∂t
B∗uR

′
2u(u; ·)

)∗
F(u, p)+

+gradΦ1B̃[u] + B∗u

(
Λ1uF(u, p) + Λ3u (F(u, p))2 + Λ4(u)

)
.

Найдем δH
δu . Имеем〈

δH

δu
, h

〉
=

〈
p,
(
A−1

)′
u

(
p−B∗uR̃1(u) +

∂

∂t
(B∗uR2u)u;h

)
+

+A−1
u

(
−B∗′u

(
R̃1(u);h

)
−B∗uR̃′1uh +

∂

∂t
B∗′u (R2uu;h)+

+
∂

∂t
B∗uR

′
2u(u;h) +

∂

∂t
(B∗uR2u)h

)〉
−

−
〈
R̃′3u (uF(u, p);h) + R̃3u (hF(u, p)) +

+R̃3u

(
u
(
A−1

)′
u

(
p−B∗uR̃1(u) +

∂

∂t
(B∗uR2u)u;h

))
+

+ R̃3u

(
uA−1

u

(
−B∗′u

(
R̃1(u);h

)
−B∗uR̃′1uh +

∂

∂t
B∗′u (R2uu;h)+

+
∂

∂t
B∗uR

′
2u(u;h) +

∂

∂t
(B∗uR2u)h

)
, BuF(u, p)

〉
−

−
〈
R̃3u (uF(u, p)) , B′u (F(u, p);h)

〉
−
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−
〈
R̃3u (uF(u, p)) , Bu

(
A−1

)′
u

(
p−B∗uR̃1(u) +

∂

∂t
(B∗uR2u)u;h

)
+

+ BuA−1
u

(
−B∗′u

(
R̃1(u);h

)
−B∗uR̃′1uh +

∂

∂t
B∗′u (R2uu;h)+

+
∂

∂t
B∗uR

′
2u(u;h) +

∂

∂t
(B∗uR2u)h

)〉
− 〈R′2u (F(u, p);h) +

+R2u

(
A−1

)′
u

(
p−B∗uR̃1(u) +

∂

∂t
(B∗uR2u)u;h

)
+

+ R2uA−1
u

(
−B∗′u

(
R̃1(u);h

)
−B∗uR̃′1uh +

∂

∂t
B∗′u (R2uu;h)+

+
∂

∂t
B∗uR

′
2u(u;h) +

∂

∂t
(B∗uR2u)h

)
, BuF(u, p)

〉
−

−〈R2uF(u, p), B′u (F(u, p);h)〉−

−
〈
R2uF(u, p), Bu

(
A−1

)′
u

(
p−B∗uR̃1(u) +

∂

∂t
(B∗uR2u)u;h

)
+

+ BuA−1
u

(
−B∗′u

(
R̃1(u);h

)
−B∗uR̃′1uh +

∂

∂t
B∗′u (R2uu;h)+

+
∂

∂t
B∗uR

′
2u(u;h) +

∂

∂t
(B∗uR2u)h

)〉
−
〈
R̃′1uh,BuF(u, p)

〉
−

−
〈
R̃1(u), B′u (F(u, p);h)

〉
−

−
〈
R̃1(u), Bu

(
A−1

)′
u

(
p−B∗uR̃1(u) +

∂

∂t
(B∗uR2u)u;h

)
+

+ BuA−1
u

(
−B∗′u

(
R̃1(u);h

)
−B∗uR̃′1uh +

∂

∂t
B∗′u (R2uu;h)+

+
∂

∂t
B∗uR

′
2u(u;h) +

∂

∂t
(B∗uR2u)h

)〉
+

+

〈
∂

∂t
B∗′u (R2uu;h) +

∂

∂t
B∗uR

′
2u(u;h) +

∂

∂t
(B∗uR2u)h,F(u, p)

〉
+
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+

〈
∂

∂t
(B∗uR2u)u,

(
A−1

)′
u

(
p−B∗uR̃1(u) +

∂

∂t
(B∗uR2u)u;h

)
+

+A−1
u

(
−B∗′u

(
R̃1(u);h

)
−B∗uR̃′1uh +

∂

∂t
B∗′u (R2uu;h)+

+
∂

∂t
B∗uR

′
2u(u;h) +

∂

∂t
(B∗uR2u)h

)〉
−
〈
gradΦ1B̃[u], h

〉
=

=

〈
h,

[(
A−1

)′
u

(
p−B∗uR̃1(u) +

∂

∂t
(B∗uR2u)u; ·

)]∗
p−

−
[
B∗′u

(
R̃1(u); ·

)]∗ (
A−1
u

)∗
p− R̃′∗1uBu

(
A−1
u

)∗
p+

+

[
∂

∂t
B∗′u (R2uu; ·)

]∗ (
A−1
u

)∗
p +

[
∂

∂t
B∗uR

′
2u(u; ·)

]∗ (
A−1
u

)∗
p+

+

[
∂

∂t
(B∗uR2u)

]∗ (
A−1
u

)∗
p−

−
[
R̃′3u (uF(u, p); ·)

]∗
BuF(u, p)−F(u, p) · R̃∗3uBuF(u, p)−

−
[(
A−1

)′
u

(
p−B∗uR̃1(u) +

∂

∂t
(B∗uR2u)u; ·

)]∗ (
uR̃∗3uBuF(u, p)

)
+

+
[
B∗′u

(
R̃1(u); ·

)]∗ (
A−1
u

)∗ (
uR̃∗3uBuF(u, p)

)
+

+R̃′∗1uBu

(
A−1
u

)∗ (
uR̃∗3uBuF(u, p)

)
−

−
[
∂

∂t
B∗′u (R2uu; ·)

]∗ (
A−1
u

)∗ (
uR̃∗3uBuF(u, p)

)
−

−
[
∂

∂t
B∗uR

′
2u(u; ·)

]∗ (
A−1
u

)∗ (
uR̃∗3uBuF(u, p)

)
−

−
[
∂

∂t
(B∗uR2u)

]∗ (
A−1
u

)∗ (
uR̃∗3uBuF(u, p)

)
−

− [B′u (F(u, p); ·)]∗ R̃3u (uF(u, p))−
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−
[(
A−1

)′
u

(
p−B∗uR̃1(u) +

∂

∂t
(B∗uR2u)u; ·

)]∗
B∗uR̃3u (uF(u, p)) +

+
[
B∗′u

(
R̃1(u); ·

)]∗ (
A−1
u

)∗
B∗uR̃3u (uF(u, p)) +

+R̃′∗1uBu

(
A−1
u

)∗
B∗uR̃3u (uF(u, p))−

−
[
∂

∂t
B∗′u (R2uu; ·)

]∗ (
A−1
u

)∗
B∗uR̃3u (uF(u, p))−

−
[
∂

∂t
B∗uR

′
2u(u; ·)

]∗ (
A−1
u

)∗
B∗uR̃3u (uF(u, p))−

−
[
∂

∂t
(B∗uR2u)

]∗ (
A−1
u

)∗
B∗uR̃3u (uF(u, p))−

− [R′2u (F(u, p); ·)]∗BuF(u, p) + R̃′∗1uBu

(
A−1
u

)∗
R∗2uBuF(u, p)−

−
[(
A−1

)′
u

(
p−B∗uR̃1(u) +

∂

∂t
(B∗uR2u)u; ·

)]∗
R∗2uBuF(u, p)+

+
[
B∗′u

(
R̃1(u); ·

)]∗ (
A−1
u

)∗
R∗2uBuF(u, p)−

−
[
∂

∂t
B∗′u (R2uu; ·)

]∗ (
A−1
u

)∗
R∗2uBuF(u, p)−

−
[
∂

∂t
B∗uR

′
2u(u; ·)

]∗ (
A−1
u

)∗
R∗2uBuF(u, p)−

−
[
∂

∂t
(B∗uR2u)

]∗ (
A−1
u

)∗
R∗2uBuF(u, p)−

− [B′u (F(u, p); ·)]∗R2uF(u, p)−

−
[(
A−1

)′
u

(
p−B∗uR̃1(u) +

∂

∂t
(B∗uR2u)u; ·

)]∗
B∗uR2uF(u, p)+

+R̃′∗1uBu

(
A−1
u

)∗
B∗uR2uF(u, p)− R̃′∗1uBuF(u, p)+

+
[
B∗′u

(
R̃1(u); ·

)]∗ (
A−1
u

)∗
B∗uR2uF(u, p)−
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−
[
∂

∂t
B∗′u (R2uu; ·)

]∗ (
A−1
u

)∗
B∗uR2uF(u, p)−

−
[
∂

∂t
B∗uR

′
2u (u; ·)

]∗ (
A−1
u

)∗
B∗uR2uF(u, p)−

−
[
∂

∂t
(B∗uR2u)

]∗ (
A−1
u

)∗
B∗uR2uF(u, p)− [B′u (F(u, p); ·)]∗ R̃1(u)−

−
[(
A−1

)′
u

(
p−B∗uR̃1(u) +

∂

∂t
(B∗uR2u)u; ·

)]∗
B∗uR̃1(u)+

+
[
B∗′u

(
R̃1(u); ·

)]∗ (
A−1
u

)∗
B∗uR̃1(u) + R̃′∗1uBu

(
A−1
u

)∗
B∗uR̃1(u)−

−
[
∂

∂t
B∗′u (R2uu; ·)

]∗ (
A−1
u

)∗
B∗uR̃1(u)−

−
([

∂

∂t
B∗uR

′
2u (u; ·)

]∗
+

[
∂

∂t
(B∗uR2u)

]∗)(
A−1
u

)∗
B∗uR̃1(u)+

+

([
∂

∂t
B∗′u (R2uu; ·)

]∗
+

[
∂

∂t
B∗uR

′
2u (u; ·)

]∗)
F(u, p)+

+

[
∂

∂t
(B∗uR2u)

]∗
F(u, p)− gradΦ1B̃[u]+

+

[(
A−1

)′
u

(
p−B∗uR̃1(u) +

∂

∂t
(B∗uR2u)u; ·

)]∗
∂

∂t
(B∗uR2u)u−

−
[
B∗′u

(
R̃1(u); ·

)]∗ (
A−1
u

)∗ ∂
∂t

(B∗uR2u)u−

−R̃′∗1uBu

(
A−1
u

)∗ ∂
∂t

(B∗uR2u)u+

+

[
∂

∂t
B∗′u (R2uu; ·)

]∗ (
A−1
u

)∗ ∂
∂t

(B∗uR2u)u+

+

([
∂

∂t
B∗uR

′
2u (u; ·)

]∗
+

[
∂

∂t
(B∗uR2u)

]∗)(
A−1
u

)∗ ∂
∂t

(B∗uR2u)u

〉
=
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=

〈
h,−

[(
A−1

)′
u

(
p−B∗uR̃1(u) +

∂

∂t
(B∗uR2u)u; ·

)]∗
AuF(u, p)+

+

[(
A−1

)′
u

(
p−B∗uR̃1(u) +

∂

∂t
(B∗uR2u)u; ·

)]∗
p−R̃′∗1uBu

(
A−1
u

)∗
p−

−
[
B∗′u

(
R̃1(u); ·

)]∗
p +

[
∂

∂t
B∗′u (R2uu; ·)

]∗ (
A−1
u

)∗
p+

+

([
∂

∂t
B∗uR

′
2u (u; ·)

]∗
+

[
∂

∂t
(B∗uR2u)

]∗)(
A−1
u

)∗
p−

−
[
R̃′3u (uF(u, p); ·)

]∗
BuF(u, p)−F(u, p) · R̃∗3uBuF(u, p)+

+
[
B∗′u

(
R̃1(u); ·

)]∗ (
A−1
u

)∗AuF(u, p) + R̃′∗1uBu

(
A−1
u

)∗AuF(u, p)−

−
[
∂

∂t
B∗′u (R2uu; ·)

]∗ (
A−1
u

)∗AuF(u, p)−

−
[
∂

∂t
B∗uR

′
2u (u; ·)

]∗ (
A−1
u

)∗AuF(u, p)−

−
[
∂

∂t
(B∗uR2u)

]∗ (
A−1
u

)∗AuF(u, p)−

− [B′u (F(u, p); ·)]∗ R̃3u (uF(u, p))− R̃′∗1uBuF(u, p)−
− [R′2u (F(u, p); ·)]∗BuF(u, p)− [B′u (F(u, p); ·)]∗R2uF(u, p)−

− [B′u (F(u, p); ·)]∗ R̃1(u)−

−
[(
A−1

)′
u

(
p−B∗uR̃1(u) +

∂

∂t
(B∗uR2u)u; ·

)]∗
B∗uR̃1(u)+

+

[(
A−1

)′
u

(
p−B∗uR̃1(u) +

∂

∂t
(B∗uR2u)u; ·

)]∗
∂

∂t
(B∗uR2u)u+

+
[
B∗′u

(
R̃1(u); ·

)]∗ (
A−1
u

)∗
B∗uR̃1(u) + R̃′∗1uBu

(
A−1
u

)∗
B∗uR̃1(u)−

−
([

∂

∂t
B∗′u (R2uu; ·)

]∗
+

[
∂

∂t
B∗uR

′
2u (u; ·)

]∗)(
A−1
u

)∗
B∗uR̃1(u)−
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−
[
∂

∂t
(B∗uR2u)

]∗ (
A−1
u

)∗
B∗uR̃1(u)+

+

([
∂

∂t
B∗′u (R2uu; ·)

]∗
+

[
∂

∂t
B∗uR

′
2u (u; ·)

]∗)
F(u, p)+

+

[
∂

∂t
(B∗uR2u)

]∗
F(u, p)− R̃′∗1uBu

(
A−1
u

)∗ ∂
∂t

(B∗uR2u)u−

−
[
B∗′u

(
R̃1(u); ·

)]∗ (
A−1
u

)∗ ∂
∂t

(B∗uR2u)− gradΦ1B̃[u]+

+

[
∂

∂t
B∗′u (R2uu; ·)

]∗ (
A−1
u

)∗ ∂
∂t

(B∗uR2u)u+

+

([
∂

∂t
B∗uR

′
2u (u; ·)

]∗
+

[
∂

∂t
(B∗uR2u)

]∗)(
A−1
u

)∗ ∂
∂t

(B∗uR2u)u

〉
=

=
〈
h,−

[
R̃′3u (uF(u, p); ·)

]∗
BuF(u, p)−F(u, p) · R̃∗3uBuF(u, p)−

− [B′u (F(u, p); ·)]∗ R̃3u (uF(u, p))− R̃′∗1uBuF(u, p)−
− [R′2u (F(u, p); ·)]∗BuF(u, p)− [B′u (F(u, p); ·)]∗R2uF(u, p)−

− [B′u (F(u, p); ·)]∗ R̃1(u) +

([
∂

∂t
B∗′u (R2uu; ·)

]∗
+

+

[
∂

∂t
B∗uR

′
2u (u; ·)

]∗
+

[
∂

∂t
(B∗uR2u)

]∗)
F(u, p)− gradΦ1B̃[u]

〉
.

Таким образом,

pt = −δH
δu

+ s(u, p),

где

s(u, p) = B∗u

(
Λ1uF(u, p) + Λ3u (F(u, p))2 + Λ4(u)

)
. (4.71)

Следовательно, {
ut = δH

δp ,

pt = −δH
δu + s(u, p).

(4.72)
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Отметим, что полученные уравнения являются Гамильтона-
допустимыми уравнениями (см. пример 4.1).

Таким образом, доказана следующая теорема.

Теорема 4.11. Пусть существует

A−1
u =

(
B∗uR̃3u(u(·)) + uR̃∗3uBu + R∗2uBu + B∗uR2u

)−1

и
A−1
u

(
p−B∗uR̃1(u) +

∂

∂t
(B∗uR2u)u

)
6= 0.

Тогда уравнение (4.64) допускает косвенное представление в фор-
ме Гамильтона-допустимого уравнения.

Пример 4.7.

Рассматривается уравнение

N(u) ≡ 2uutt + 3u2
t + 2uuxx + 3u2

x + ux = 0, (4.73)

(x, t) ∈ Q = (a, b)× (t0, t1).

Определим D(N) следующим образом:

D(N) =

=
{
u ∈ U = C2,2

t,x (Q) : u|t=t0 = ϕ1(x), u|t=t1 = ϕ2(x) (x ∈ (a, b)),

u|x=a = ψ1(t), u|x=b = ψ2(t) (t ∈ (t0, t1))} , (4.74)

где ϕi, ψi (i = 1, 2) - заданные функции.
Введем классическую билинейную форму

Φ(v, g) =

t1∫
t0

b∫
a

v(x, t)g(x, t)dxdt. (4.75)
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Отметим, что

P2u = 2uI, P1u ≡ 0, P3u ≡ 3I, Q(u) = 2uuxx + 3u2
x + ux,

I - тождественный оператор.
Оператор N (4.73) не является потенциальным на D(N) (4.74)

относительно билинейной формы (4.75). Условие (1.51) не выпол-
няется, так как

P ∗3u ≡ 3I, P ∗2u = P2u = 2uI, P ∗′2u(h;ut) = 2hut.

Отметим, что уравнение (4.73) представимо в форме уравнения
Лагранжа с не-Bu-потенциальной плотностью силы.

Пусть
Bu ≡ u2I, Λ(u) = ux.

Тогда

P̃2u = 2uI, P̃1u ≡ 0, P̃3u ≡ 3I, Q̃(u) = 2uuxx + 3u2
x.

В данном случае условия (1.16) - (1.22) выполнены.
Действительно,

(1.16)=⇒ 2u3I − 2u3I = 0,
(1.17)=⇒ 3utu

2h− 2u2uth− 4u2uth + 3u2uth = 0,
(1.18)=⇒ 0 = 0,
(1.19)=⇒ 2uh(2uuxx+3u2

x)−2uh(2uuxx+3u2
x)+u2(2huxx+2uhxx+

6uxhx)+2uxxu
2h+2ux(2uuxh+u2hx)−2u(2u2

xh+2uuxxh+4uuxhx+

u2hxx) = 2u2uxxh+2u3hxx+6u2uxhx+2uxxu
2h+4uu2

xh+2u2uxhx−
4uu2

xh− 4u2uxxh− 8u2uxhx − 2u3hxx = 0,
(1.20)=⇒ 0 = 0,
(1.21)=⇒ 2u2utth−2u2hutt−2uttu

2h+2utt3u
2h+4hu2utt−4u2hutt−

4hu2utt = 0,
(1.22)=⇒ 6uhu2

t − 8uhu2
t − 4uu2

th + 12uhu2
t − 6uhu2

t = 0.
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Из (1.95) - (1.98) получаем

R̃2u = −2

5
uI, R̃1 ≡ 0, R̃3u = −3

5
I, B̃[u] = −

b∫
a

u3u2
xdx.

Введем плотность обобщенного импульса по формуле (4.67), то
есть

p = −3

5
u2uut −

3

5
uu2ut −

2

5
uu2ut −

2

5
u2uut = −2u3ut.

Предположим, что u 6= 0, ut 6= 0. Тогда

Au = −2u3I

и, следовательно,
A−1
u = − 1

2u3
I.

Отметим, что

A−1
u

(
p−B∗uR̃1(u) +

∂

∂t
(B∗uR2u)u

)
= − p

2u3
6= 0.

По формуле (4.69) находим

H [u, p] =

b∫
a

(
− p2

2u3
+

3p2

20u3
+

p2

10u3
+ u3u2

x

)
dx =

=

b∫
a

(
− p2

4u3
+ u3u2

x

)
dx.

Отсюда
δH

δp
= − p

2u3

и
δH

δu
=

3p2

4u4
− 3u2u2

x − 2u3uxx.
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Таким образом, из (4.72) получаем{
ut = − p

2u3
,

pt = −3p2

4u4
+ 3u2u2

x + 2u3uxx + u2ux,

то есть по теореме 4.11 уравнение (4.73) косвенно представимо в
форме Гамильтона-допустимого уравнения.

Замечание 4.6. Если оператор N уравнения (1.13) является ква-
зипотенциальным на множестве D(N) относительно билинейной
формы (1.7), причем Λ2u ≡ 0, то из (1.123) - (1.126) получаем, что
уравнение (1.13) имеет следующую структуру:

N(u) ≡ −uR̃∗3uutt − R̃3u(uutt)− R∗2uutt − R2uutt − u
∂R̃∗3u
∂t

ut−

−∂R̃3u

∂t
(uut)−

∂R∗2u
∂t

ut + R̃′∗1uut − R̃′1uut −
(
∂

∂t
R′2u(u; ·)

)∗
ut−

−
(
∂R2u

∂t

)∗
ut +

∂

∂t
R′2u(u;ut) + Λ1uut + [R̃′3u(utu; ·)]∗ut−

−uR̃∗′3u(ut;ut)− R̃′3u(utu;ut)− R̃3uu
2
t + [R′2u(ut; ·)]∗ut − R∗′2u(ut;ut)−

−R′2u(ut;ut) + Λ3uu
2
t + Λ4(u) + gradΦ1B̃[u]− ∂R̃1(u)

∂t
+
∂2R2u

∂t2
u = 0,

(4.76)
а действие по Гамильтону F представимо в виде

F [u] =

t1∫
t0

{〈
R̃3u(utu), ut

〉
+ 〈R2uut, ut〉 +

〈
R̃1(u), ut

〉
−

−
〈
∂R2u

∂t
u, ut

〉
+ B̃[u]

}
dt + F [u0] ≡

t1∫
t0

L[u, ut]dt + F [u0],
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где

Φ(R̃1(u), ut) =

t1∫
t0

1∫
0

〈
−P̃1ũ(λ)(u− u0),

∂ũ(λ)

∂t

〉
dλdt,

Φ(R2uut, ut) =

t1∫
t0

1∫
0

〈
−P2ũ(λ)(ut − u0t),

∂ũ(λ)

∂t

〉
dλdt,

Φ(R̃3u(utu), ut) =

t1∫
t0

1∫
0

〈
−P̃3ũ(λ)

(
∂ũ(λ)

∂t
(u− u0)

)
,
∂ũ(λ)

∂t

〉
dλdt,

B̃[u] =

1∫
0

[〈
Q̃(ũ(λ)), u− u0

〉
+ λ

〈
∂P̃1ũ(λ)

∂t
(u− u0), u− u0

〉
−

− λ
〈
∂2P2ũ(λ)

∂t2
(u− u0), u− u0

〉]
dλ,

u0 - фиксированный элемент из D(N), L[u, ut] - обобщенный
лагранжиан,

L[u, ut] ≡
〈
R̃3u(utu), ut

〉
+ 〈R2uut, ut〉 +

〈
R̃1(u), ut

〉
−

−
〈
∂R2u

∂t
u, ut

〉
+ B̃[u],

и теорема 4.11 в данном случае формулируется следующим обра-
зом.

Теорема 4.12. [20] Пусть существует

A−1
u =

(
R̃3u(u(·)) + uR̃∗3u + R∗2u + R2u

)−1

и
A−1
u

(
p− R̃1(u) +

∂R2u

∂t
u

)
6= 0.
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Тогда уравнение (4.76) является Гамильтона-допустимым урав-
нением.

Замечание 4.7. Если оператор N уравнения (1.13) является Bu-
потенциальным на множестве D(N) относительно билинейной
формы (1.7), то из (1.127) - (1.130) получаем, что уравнение (1.13)
имеет следующую структуру:

N(u) ≡ −(B−1
u )∗(uR∗3uBuutt)−R3u(uutt)−(B−1

u )∗R∗2uBuutt−R2uutt−

−(B−1
u )∗

(
u
∂

∂t
(R∗3uBu)ut

)
− (B−1

u )∗
∂

∂t
(B∗uR3u)(uut)−

−(B−1
u )∗

∂

∂t
(R∗2uBu)ut + (B−1

u )∗R′∗1uBuut + (B−1
u )∗[B′u(ut; ·)]∗R1(u)−

−(B−1
u )∗B∗′u (R1(u);ut)− R′1uut − (B−1

u )∗
(
∂

∂t
B∗′u (R2uu; ·)

)∗
ut−

−(B−1
u )∗

(
∂

∂t
B∗uR

′
2u(u; ·)

)∗
ut − (B−1

u )∗
(
∂

∂t
B∗uR2u

)∗
ut+

+(B−1
u )∗

∂

∂t
B∗′u (R2uu;ut) + (B−1

u )∗
∂

∂t
B∗uR

′
2u(u;ut)+

+(B−1
u )∗(R′3u(utu; ·))∗Buut − (B−1

u )∗(uR∗′3u(Buut;ut))−
−(B−1

u )∗(uR∗3uB
′
u(ut;ut))− (B−1

u )∗B∗′u (R3u(utu);ut)− R′3u(utu;ut)−
−R3uu

2
t + (B−1

u )∗[B′u(ut; ·)]∗R3u(utu) + (B−1
u )∗[R′2u(ut; ·)]∗Buut−

−(B−1
u )∗R∗′2u(Buut;ut)− (B−1

u )∗R∗2uB
′
u(ut;ut)− R′2u(ut;ut)−

−(B−1
u )∗B∗′u (R2uut;ut)+(B−1

u )∗[B′u(ut; ·)]∗R2uut+(Bu−grad)Φ1B[u]−

−(B−1
u )∗

∂

∂t
B∗uR1(u) + (B−1

u )∗
∂2

∂t2
(B∗uR2u)u = 0. (4.77)

Теорема 4.11 в данном случае формулируется следующим об-
разом.
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Теорема 4.13. Пусть существует

(B∗uR3u(u(·)) + uR∗3uBu + R∗2uBu + B∗uR2u)
−1 .

Тогда уравнение (4.77) допускает косвенное представление в фор-
ме уравнений Гамильтона{

ut = δH
δp ,

pt = −δH
δu .

(4.78)

Замечание 4.8. Если оператор N уравнения (1.13) является по-
тенциальным на множестве D(N) относительно билинейной фор-
мы (1.7), то из (1.131) - (1.134) получаем, что уравнение (1.13)
имеет следующую структуру:

N(u) ≡ −uR∗3uutt − R3u(uutt)− R∗2uutt − R2uutt − u
∂R∗3u
∂t

ut−

−∂R3u

∂t
(uut)−

∂R∗2u
∂t

ut + R′∗1uut − R′1uut −
(
∂

∂t
R′2u(u; ·)

)∗
ut−

−
(
∂R2u

∂t

)∗
ut +

∂

∂t
R′2u(u;ut) + [R′3u(utu; ·)]∗ut − uR∗′3u(ut;ut)−

−R′3u(utu;ut)− R3uu
2
t + [R′2u(ut; ·)]∗ut − R∗′2u(ut;ut)−

−R′2u(ut;ut) + gradΦ1B[u]− ∂R1(u)

∂t
+
∂2R2u

∂t2
u = 0. (4.79)

Теорема 4.11 в данном случае формулируется следующим об-
разом.

Теорема 4.14. Пусть ∃ (R3u(u(·)) + uR∗3u + R∗2u + R2u)
−1. Тогда

уравнение (4.79) представимо в форме уравнений Гамильтона
(4.78).



228

Глава 5

Интегралы уравнений движения
непотенциальных систем с бесконечным
числом степеней свободы и их
абсолютные интегральные инварианты
первого порядка

В настоящей главе предложен еще один способ решения пря-
мой задачи механики бесконечномерных систем – нахождения ин-
тегралов уравнений движения лагранжевых систем с непотенци-
альными силами, являющийся обобщением метода вариационных
симметрий.

К прямым задачам механики бесконечномерных систем отно-
сится не только нахождение решений уравнений движения и их
интегралов, но также и решение задач об определении качествен-
ных показателей и свойств движения по известной структуре и
свойствам самих уравнений. Одними из качественных показате-
лей, характеризующими свойства движения, являются интеграль-
ные инварианты – интегралы от параметрически зависящих от t
функционалов, сохраняющие свое значение в процессе движения
системы. Исследован вопрос о существовании абсолютного инте-
грального инварианта первого порядка операторного уравнения с
первой производной по времени и установлена зависимость между
первыми интегралами эволюционных уравнений и их абсолютны-
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ми интегральными инвариантами первого порядка.

5.1 Интегралы уравнений Лагранжа с не-Bu-
потенциальными плотностями сил

В настоящем параграфе предложен еще один способ нахож-
дения интегралов уравнений Лагранжа с не-Bu-потенциальными
плотностями сил.

Предположим, что оператор N вида (1.13) является квази-Bu-
потенциальным на D(N) относительно билинейной формы (1.7).
Тогда функционал F имеет вид (1.94), а обобщенный лагранжиан
L представим в виде (1.103).

В параграфе 4.4 было доказано, что в данном случае уравнение
(1.13) имеет вид (4.65), а также найдены δL

δut
(4.66) и δL

δu (4.70).

Теорема 5.1. Если оператор N вида (1.13) является квази-
Bu-потенциальным на D(N) относительно билинейной фор-
мы (1.7), оператор Bu обратим, существуют S : D(N) →
C1([t0, t1];V1) и z : D(N)→ C1[t0, t1] такие, что〈

uR̃∗3uBuut + B∗uR̃3u(utu) + R̃∗2uBuut + B∗uR̃2uut + B∗uR̃1(u)−

− ∂
∂t

(B∗uR̃2u)u,DtS(u)

〉
+
〈
utR̃

∗
3uBuut +

[
R̃′3u(utu; ·)

]∗
Buut+

+ [B′u(ut; ·)]
∗
R̃3u(utu) +

[
R̃′2u(ut; ·)

]∗
Buut + [B′u(ut; ·)]

∗
R̃2uut+

+R̃′∗1uBuut + [B′u(ut; ·)]
∗
R̃1(u)−

(
∂

∂t
(B∗uR̃2u)

)∗
ut−

−
(
∂

∂t
B∗′u (R̃2uu; ·)

)∗
ut −

(
∂

∂t
B∗uR̃

′
2u(u; ·)

)∗
ut+

+gradΦ1B̃[u],S(u)
〉

+ 〈Λ(u), BuS(u)〉 = Dtz[u], (5.1)
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то

I [t, u] = z[u]−
〈
uR̃∗3uBuut + B∗uR̃3u(utu) + R̃∗2uBuut + B∗uR̃2uut+

+B∗uR̃1(u)− ∂

∂t
(B∗uR̃2u)u,S(u)

〉
(5.2)

является интегралом уравнения (1.13).

Доказательство. В данном случае уравнение (1.13) имеет вид
(4.65), поэтому〈(

B−1
u

)∗ [δL
δu
− d

dt

(
δL

δut

)]
+ Λ(u), BuS(u)

〉
=

=

〈
δL

δu
− d

dt

(
δL

δut

)
,S(u)

〉
+ 〈Λ(u), BuS(u)〉 =

= − d
dt

〈
δL

δut
,S(u)

〉
+

〈
δL

δut
, DtS(u)

〉
+

+

〈
δL

δu
,S(u)

〉
+ 〈Λ(u), BuS(u)〉 . (5.3)

Подставляя в равенство (5.3) выражения (4.66) и (4.70) вме-
сто δL

δut
и δL

δu соответственно и учитывая условие (5.1), получаем
интеграл вида (5.2).

Замечание 5.1. Если Bu ≡ I - тождественный оператор, то тео-
рема 5.1 формулируется следующим образом.

Теорема 5.2. Если оператор N вида (1.13) является квазипо-
тенциальным на D(N) относительно билинейной формы (1.7),
существуют S : D(N) → C1([t0, t1];V1) и z : D(N) → C1[t0, t1]

такие, что〈
uR̃∗3uut + R̃3u(utu) + R̃∗2uut + R̃2uut + R̃1(u)− ∂R̃2u

∂t
u,DtS(u)

〉
+
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+
〈
utR̃

∗
3uut +

[
R̃′3u(utu; ·)

]∗
ut +

[
R̃′2u(ut; ·)

]∗
ut + R̃′∗1uut−

−

(
∂R̃2u

∂t

)∗
ut −

(
∂

∂t
R̃′2u(u; ·)

)∗
ut + gradΦ1B̃[u],S(u)

〉
+

+ 〈Λ(u),S(u)〉 = Dtz[u], (5.4)

то

I [t, u] = z[u]−
〈
uR̃∗3uut + R̃3u(utu) + R̃∗2uut + R̃2uut+

+R̃1(u)− ∂R̃2u

∂t
u,S(u)

〉
(5.5)

является интегралом уравнения (1.13).

Замечание 5.2. Если Λ ≡ 0, то теорема 5.1 формулируется сле-
дующим образом.

Теорема 5.3. Если оператор N вида (1.13) является Bu-
потенциальным на D(N) относительно билинейной формы
(1.7), оператор Bu обратим, существуют S : D(N) →
C1([t0, t1];V1) и z : D(N)→ C1[t0, t1] такие, что

〈uR∗3uBuut + B∗uR3u(utu) + R∗2uBuut + B∗uR2uut + B∗uR1(u)−

− ∂
∂t

(B∗uR2u)u,DtS(u)

〉
+
〈
utR

∗
3uBuut + [R′3u(utu; ·)]∗Buut+

+ [B′u(ut; ·)]
∗
R3u(utu) + [R′2u(ut; ·)]

∗
Buut + [B′u(ut; ·)]

∗
R2uut+

+R′∗1uBuut + [B′u(ut; ·)]
∗
R1(u)−

(
∂

∂t
(B∗uR2u)

)∗
ut−

−
(
∂

∂t
B∗′u (R2uu; ·)

)∗
ut −

(
∂

∂t
B∗uR

′
2u(u; ·)

)∗
ut+
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+gradΦ1B[u],S(u)〉 = Dtz[u], (5.6)

то

I [t, u] = z[u]− 〈uR∗3uBuut + B∗uR3u(utu) + R∗2uBuut + B∗uR2uut+

+B∗uR1(u)− ∂

∂t
(B∗uR2u)u,S(u)

〉
(5.7)

является интегралом уравнения (1.13).

Замечание 5.3. Если Λ ≡ 0, Bu ≡ I - тождественный оператор,
то теорема 5.1 формулируется следующим образом.

Теорема 5.4. Если оператор N вида (1.13) является потенци-
альным на D(N) относительно билинейной формы (1.7), суще-
ствуют S : D(N)→ C1([t0, t1];V1) и z : D(N)→ C1[t0, t1] такие,
что〈
uR∗3uut + R3u(utu) + R∗2uut + R2uut + R1(u)− ∂R2u

∂t
u,DtS(u)

〉
+

+
〈
utR

∗
3uut + [R′3u(utu; ·)]∗ ut + [R′2u(ut; ·)]

∗
ut + R′∗1uut−

−
(
∂R2u

∂t

)∗
ut −

(
∂

∂t
R′2u(u; ·)

)∗
ut + gradΦ1B[u],S(u)

〉
= Dtz[u],

(5.8)
то

I [t, u] = z[u]− 〈uR∗3uut + R3u(utu) + R∗2uut + R2uut+

+R1(u)− ∂R2u

∂t
u,S(u)

〉
(5.9)

является интегралом уравнения (1.13).
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Замечание 5.4. Отметим, что метод нахождения первых инте-
гралов уравнения движения (1.13), изложенный в параграфе 3.1,
является частным случаем изложенного в настоящем параграфе
метода.

Действительно, если дополнительно предположить, что S(u) ∈
D(N ′u, Bu), существуют f1 : D(N) → C1[t0, t1] и f : D(N) →
C1[t0, t1] такие, что

〈Λ(u), BuS(u)〉 = Dtf1[u], (5.10)〈
uR̃∗3uBuut + B∗uR̃3u(utu) + R̃∗2uBuut + B∗uR̃2uut + B∗uR̃1(u)−

− ∂
∂t

(B∗uR̃2u)u,DtS(u)

〉
+
〈
utR̃

∗
3uBuut +

[
R̃′3u(utu; ·)

]∗
Buut+

+ [B′u(ut; ·)]
∗
R̃3u(utu) +

[
R̃′2u(ut; ·)

]∗
Buut + [B′u(ut; ·)]

∗
R̃2uut+

+R̃′∗1uBuut + [B′u(ut; ·)]
∗
R̃1(u)−

(
∂

∂t
(B∗uR̃2u)

)∗
ut−

−
(
∂

∂t
B∗′u (R̃2uu; ·)

)∗
ut −

(
∂

∂t
B∗uR̃

′
2u(u; ·)

)∗
ut+

+gradΦ1B̃[u],S(u)
〉

= Dtf [u], (5.11)

то есть z = f1 + f , то условие (5.11) является условием инвари-
антности до дивергенции функционала (1.94) (см. условие (3.4)).
В этом случае интеграл (5.2) совпадает с интегралом (3.6) (выра-
жения (5.2) и (3.6) отличаются только знаком).

Замечание 5.5. Пусть Bu ≡ I - тождественный оператор. Если
дополнительно предположить, что S(u) ∈ D(N ′u), существуют f1 :

D(N)→ C1[t0, t1] и f : D(N)→ C1[t0, t1] такие, что

〈Λ(u),S(u)〉 = Dtf1[u], (5.12)
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uR̃∗3uut + R̃3u(utu) + R̃∗2uut + R̃2uut + R̃1(u)− ∂R̃2u

∂t
u,DtS(u)

〉
+

+
〈
utR̃

∗
3uut +

[
R̃′3u(utu; ·)

]∗
ut +

[
R̃′2u(ut; ·)

]∗
ut + R̃′∗1uut−

−

(
∂R̃2u

∂t

)∗
ut −

(
∂

∂t
R̃′2u(u; ·)

)∗
ut + gradΦ1B̃[u],S(u)

〉
= Dtf [u],

(5.13)
то есть z = f1 + f , то условие (5.13) является условием инва-
риантности до дивергенции функционала (1.104). В этом случае
интеграл (5.5) совпадает с интегралом (3.9) (выражения (5.5) и
(3.9) отличаются только знаком).

Замечание 5.6. Пусть Λ ≡ 0. Если дополнительно предполо-
жить, что S(u) ∈ D(N ′u, Bu), существует f : D(N) → C1[t0, t1]

такой, что

〈uR∗3uBuut + B∗uR3u(utu) + R∗2uBuut + B∗uR2uut + B∗uR1(u)−

− ∂
∂t

(B∗uR2u)u,DtS(u)

〉
+
〈
utR

∗
3uBuut + [R′3u(utu; ·)]∗Buut+

+ [B′u(ut; ·)]
∗
R3u(utu) + [R′2u(ut; ·)]

∗
Buut + [B′u(ut; ·)]

∗
R2uut+

+R′∗1uBuut + [B′u(ut; ·)]
∗
R1(u)−

(
∂

∂t
(B∗uR2u)

)∗
ut−

−
(
∂

∂t
B∗′u (R2uu; ·)

)∗
ut −

(
∂

∂t
B∗uR

′
2u(u; ·)

)∗
ut+

+gradΦ1B[u],S(u)〉 = Dtf [u], (5.14)

то есть z = f , то условие (5.14) является условием инвариантно-
сти до дивергенции функционала (1.109). В этом случае интеграл
(5.7) совпадает с интегралом (3.11) (выражения (5.7) и (3.11) от-
личаются только знаком).
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Замечание 5.7. Пусть Λ ≡ 0, Bu ≡ I - тождественный оператор.
Если дополнительно предположить, что S(u) ∈ D(N ′u), существу-
ет f : D(N)→ C1[t0, t1] такой, что〈
uR∗3uut + R3u(utu) + R∗2uut + R2uut + R1(u)− ∂R2u

∂t
u,DtS(u)

〉
+

+
〈
utR

∗
3uut + [R′3u(utu; ·)]∗ ut + [R′2u(ut; ·)]

∗
ut + R′∗1uut−

−
(
∂R2u

∂t

)∗
ut −

(
∂

∂t
R′2u(u; ·)

)∗
ut + gradΦ1B[u],S(u)

〉
= Dtf [u],

(5.15)
то есть z = f , то условие (5.15) является условием инвариантно-
сти до дивергенции функционала (1.114). В этом случае интеграл
(5.9) совпадает с интегралом (3.13) (выражения (5.9) и (3.13) от-
личаются только знаком).

Пример 5.1.

Рассмотрим уравнение движения

N(u) ≡ utt + uxx + ututx = 0, (5.16)

(x, t) ∈ Q = (a, b)× (t0, t1).

Положим

D(N) = D(N ′u) =
{
u ∈ U = C∞,2t,x (Q) : u|t=t0 = 0, u|t=t1 = 0,

u|x=a = 0, u|x=b = 0} . (5.17)
Введем обозначение V = C(Q) и зададим билинейную форму

Φ : V × V → R в виде

Φ(v, g) =

t1∫
t0

b∫
a

v(x, t)g(x, t)dxdt. (5.18)
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В данном случае

P2u ≡ I, P3u ≡
1

2
Dx, P1u ≡ 0, Q(u) = uxx,

I - тождественный оператор.
Оператор N (5.16) не является потенциальным на D(N) (5.17)

относительно билинейной формы (5.18). Условие (1.51) не выпол-
няется, так как

utP
∗
3uh = −1

2
uthx, P ∗2u ≡ I, P ∗′2u(h;ut) = 0,

P3u(uth) =
1

2
Dx(uth) =

1

2
utxh +

1

2
uthx.

Отметим, что уравнение (5.16) представимо в форме уравнения
Лагранжа с непотенциальной плотностью силы.

Положим Bu ≡ I, Λ(u) = ututx.
Тогда

P̃2u ≡ I, P̃3u ≡ 0, P̃1u ≡ 0, Q̃(u) = uxx

и условия (1.36)–(1.42) выполняются.
Действительно,

(1.36)=⇒ I = I ,
(1.37)=⇒ 0 = 0,
(1.38)=⇒ 0 = 0,
(1.39)=⇒ Dxx −Dxx = 0,
(1.40)=⇒ 0 = 0,
(1.41)=⇒ 0 = 0,
(1.42)=⇒ 0 = 0.

Далее,

R̃1 ≡ 0, R̃2u ≡ −
1

2
I, R̃3u ≡ 0, B̃[u] = −1

2

b∫
a

u2
xdx.
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Пусть S(u) = ut. Из условия (5.4) находим
b∫

a

[(
−1

2
ut −

1

2
ut

)
utt + uxxut + ututxut

]
dx =

=

b∫
a

[
−ututt − uxutx + u2

tutx
]
dx =

=

b∫
a

[
−1

2
Dtu

2
t −

1

2
Dtu

2
x +

1

3
Dxu

3
t

]
dx = −1

2

b∫
a

Dt

(
u2
t + u2

x

)
dx,

то есть

z[u] = −1

2

b∫
a

(
u2
t + u2

x

)
dx.

По формуле (5.5) получаем интеграл уравнения (5.16)

I [t, u] =

b∫
a

(
u2
t − u2

x

)
dx. (5.19)

Предположим, что ut ∈ D(N ′u).

Отметим, что в данном случае

〈Λ(u),S(u)〉 =

b∫
a

u2
tutxdx =

1

3

b∫
a

Dxu
3
tdx = 0,

то есть f1[u] ≡ 0,〈
uR̃∗3uut + R̃3u(utu) + R̃∗2uut + R̃2uut + R̃1(u)− ∂R̃2u

∂t
u,DtS(u)

〉
+

+
〈
utR̃

∗
3uut +

[
R̃′3u(utu; ·)

]∗
ut +

[
R̃′2u(ut; ·)

]∗
ut + R̃′∗1uut−
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−

(
∂R̃2u

∂t

)∗
ut −

(
∂

∂t
R̃′2u(u; ·)

)∗
ut + gradΦ1B̃[u],S(u)

〉
=

=

b∫
a

[−ututt + uxxut] dx =

b∫
a

[
−1

2
Dtu

2
t − uxutx

]
dx =

=

b∫
a

[
−1

2
Dtu

2
t −

1

2
Dtu

2
x

]
dx = −1

2

b∫
a

Dt

(
u2
t + u2

x

)
dx,

то есть

f [u] = −1

2

b∫
a

(
u2
t + u2

x

)
dx.

Следовательно, условия (5.12) и (5.13) выполнены, и интеграл
(5.19) может быть также найден по формуле (3.9).

Пример 5.2.

Рассмотрим уравнение движения

N(u) ≡ utx + uxx +
1

2
uxutx = 0, (5.20)

(x, t) ∈ Q = (a, b)× (t0, t1).

Положим

D(N) = D(N ′u) =
{
u ∈ U = C2(Q) : u|t=t0 = 0, u|t=t1 = 0,

u|x=a = 0, u|x=b = 0, ux|x=a = 0, ux|x=b = 0} . (5.21)

Введем обозначение V = C(Q) и зададим билинейную форму
Φ : V × V → R в виде

Φ(v, g) =

t1∫
t0

b∫
a

v(x, t)g(x, t)dxdt. (5.22)
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В данном случае

P2u ≡ 0, P3u ≡ 0, P1u = Dx +
1

2
uxDx, Q(u) = uxx,

I - тождественный оператор.
Оператор N (5.20) не является потенциальным на D(N) (5.21)

относительно билинейной формы (5.22). Условие (1.52) не выпол-
няется, так как

∂P ∗2u
∂t
≡ 0, P ∗1u = −Dx −

1

2
uxxI −

1

2
uxDx.

Отметим, что уравнение (5.20) представимо в форме уравнения
Лагранжа с непотенциальной плотностью силы.

Положим Bu ≡ I, Λ(u) = 1
2uxutx.

Тогда
P̃2u ≡ 0, P̃3u ≡ 0, P̃1u ≡ Dx, Q̃(u) = uxx

и условия (1.36)–(1.42) выполняются.
Действительно,

(1.36)=⇒ 0 = 0,
(1.37)=⇒ 0 = 0,
(1.38)=⇒ −Dx + Dx = 0,
(1.39)=⇒ Dxx −Dxx = 0,
(1.40)=⇒ 0 = 0,
(1.41)=⇒ 0 = 0,
(1.42)=⇒ 0 = 0.

Далее,

R̃1(u) = −1

2
ux, R̃2u ≡ 0, R̃3u ≡ 0, B̃[u] = −1

2

b∫
a

u2
xdx.

Пусть S(u) = eux. Из условия (5.4) находим
b∫

a

[
−1

2
uxe

uxutx +
1

2
utxe

ux + uxxe
ux +

1

2
uxutxe

ux

]
dx =
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=

b∫
a

[
1

2
Dte

ux + Dxe
ux

]
dx =

1

2

b∫
a

Dte
uxdx,

то есть

z[u] =
1

2

b∫
a

euxdx.

По формуле (5.5) получаем интеграл уравнения (5.20)

I [t, u] =

b∫
a

eux (1 + ux) dx.

Отметим, что в данном случае

〈Λ(u),S(u)〉 =
1

2

b∫
a

uxutxe
uxdx =

1

2

b∫
a

uxDte
uxdx =

=
1

2

b∫
a

[Dt (uxe
ux)− utxeux] dx =

1

2

b∫
a

Dt [(ux − 1) eux] dx,

то есть

f1[u] =
1

2

b∫
a

(ux − 1) euxdx,

〈
uR̃∗3uut + R̃3u(utu) + R̃∗2uut + R̃2uut + R̃1(u)− ∂R̃2u

∂t
u,DtS(u)

〉
+

+
〈
utR̃

∗
3uut +

[
R̃′3u(utu; ·)

]∗
ut +

[
R̃′2u(ut; ·)

]∗
ut + R̃′∗1uut−

−

(
∂R̃2u

∂t

)∗
ut −

(
∂

∂t
R̃′2u(u; ·)

)∗
ut + gradΦ1B̃[u],S(u)

〉
=
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=

b∫
a

[
−1

2
uxe

uxutx +
1

2
utxe

ux + uxxe
ux

]
dx =

=

b∫
a

[
−1

2
Dt ((ux − 1) eux) +

1

2
Dte

ux + Dxe
ux

]
dx =

=

b∫
a

Dt

[
eux
(

1− 1

2
ux

)]
dx,

то есть

f [u] =

b∫
a

eux
(

1− 1

2
ux

)
dx.

Следовательно, условия (5.12) и (5.13) выполнены, но теорема
3.4 не может быть применена для нахождения интеграла уравне-
ния (5.20), так как

eux|x=a = 1 6= 0, eux|x=b = 1 6= 0.

Пример 5.3.

Рассмотрим уравнение движения

N(u) ≡ uü + 3u̇2 = 0, t ∈ (t0, t1). (5.23)

Отметим (см. [40]), что уравнение (5.23) является частным слу-
чаем уравнения

uü = f (t)u̇2,

которое с помощью замены

w(t) =
tu̇

u
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приводится к уравнению Бернулли

tẇ = w + [f (t)− 1]w2.

Положим

D(N) =
{
u ∈ U = C2[t0, t1] : u|t=t0 = u0, u|t=t1 = u1

}
, (5.24)

где u0, u1 - постоянные.
Введем обозначение V = C[t0, t1] и зададим билинейную форму

Φ : V × V → R в виде

Φ(v, g) =

t1∫
t0

v(t)g(t)dt. (5.25)

В данном случае

P2u = uI, P3u ≡ 3I, P1u ≡ 0, Q ≡ 0,

I - тождественный оператор.
Оператор N (5.23) не является потенциальным на D(N) (5.24)

относительно билинейной формы (5.25). Условие (1.51) не выпол-
няется, так как

u̇P ∗3uh = 3u̇h, P ∗2u = uI, P ∗′2u(h; u̇) = hu̇, P3u(u̇h) = 3u̇h.

Отметим, что уравнение (5.23) представимо в форме уравнения
Лагранжа с не-Bu-потенциальной плотностью силы.

Положим Bu = uI, Λ(u) = 2u̇2.
Тогда

P̃2u = uI, P̃3u ≡ I, P̃1u ≡ 0, Q̃ ≡ 0

и условия (1.16)–(1.22) выполняются.
Действительно,

(1.16)=⇒ u2I − u2I = 0,
(1.17)=⇒ u̇uh− uhu̇− uhu̇ + uhu̇ = 0,
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(1.18)=⇒ 0 = 0,
(1.19)=⇒ 0 = 0,
(1.20)=⇒ 0 = 0,
(1.21)=⇒ uüh− uhü− üuh + 2üuh + huü− uhü− huü = 0,
(1.22)=⇒ hu̇2 − 2hu̇2 + 2u̇2h− hu̇2 = 0.

Далее,

R̃1 ≡ 0, R̃2u = −1

4
uI, R̃3u = −1

4
I, B̃ ≡ 0.

Пусть S(u) = u. Из условия (5.1) находим(
−1

4
u2u̇− 1

4
u2u̇− 1

4
u2u̇− 1

4
u2u̇

)
u̇+

+

(
−1

4
uu̇2 − 1

4
uu̇2 − 1

4
uu̇2 − 1

4
uu̇2

)
u + 2u̇2u2 =

= −u2u̇2 − u2u̇2 + 2u2u̇2 = 0,

то есть z ≡ 0.

По формуле (5.2) получаем интеграл уравнения (5.23)

I [t, u] = u3u̇.

Отметим, что в данном случае условия (5.10) и (5.11) не вы-
полняются, поэтому теорема 3.2 не может быть применена для
нахождения интеграла уравнения (5.23).

5.2 Интегральные инварианты

Цель настоящего параграфа - установить связь между первы-
ми интегралами уравнений движения непотенциальных систем с
бесконечным числом степеней свободы и их абсолютными инте-
гральными инвариантами первого порядка.

Рассмотрим уравнения движения материальной системы вида

Ñ(u) ≡ ut −N(u) = 0, (5.26)
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t ∈ [t0, t1] ⊂ R, u ∈ D(Ñ) ⊆ U ⊆ V,

U = C1([t0, t1], U1), V = C([t0, t1], V1), U1, V1 - действительные ли-
нейные нормированные пространства, U1 ⊆ V1.

Пусть u = u(λ, t) ∈ D(Ñ) есть семейство решений уравнения
(5.26) при λ ∈ ∆ ⊂ [0, 1], где ∆ - интервал.

Пусть задан оператор A : D(Ñ) → V и симметрическая невы-
рожденная билинейная форма 〈·, ·〉 : V1×V1 → R. Тогда интеграл∫
∆

〈A(u), ∂u/∂λ〉 dλ может зависеть от t.

Определение 5.1. [92] Интеграл
∫
∆

〈A(u), ∂u/∂λ〉 dλ называется

абсолютным интегральным инвариантом первого порядка урав-
нения (5.26), если для любого интервала ∆ ⊂ [0, 1] его значения
не зависят от t.

Теорема 5.5. Интеграл∫
∆

〈
A(u),

∂u

∂λ

〉
dλ (5.27)

является абсолютным интегральным инвариантом уравнения
(5.26) тогда и только тогда, когда

∂A(u)

∂t
+ A′uN(u) + N ′∗u A(u) = 0 ∀u ∈ D(Ñ). (5.28)

Доказательство. Пусть выражение (5.27) есть абсолютный инте-
гральный инвариант уравнения (5.26). Тогда в силу произвольно-
сти интервала ∆ имеем

d

dt

〈
A(u),

∂u

∂λ

〉
= 0.

Из последнего равенства получаем〈
∂A(u)

∂t
+ A′uN(u) + N ′∗u A(u),

∂u

∂λ

〉
= 0,
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то есть условие (5.28) является необходимым.
Достаточность доказывается обратным ходом рассужде-

ний.

Теорема 5.6. Если функционал I [t, u] является интегралом
уравнения (5.26), то∫

∆

〈
gradI [t, u],

∂u

∂λ

〉
dλ (5.29)

есть абсолютный интегральный инвариант этого уравнения.

Доказательство. Имеем

d

dt
I [t, u]

∣∣∣∣
(5.26)

=
∂I

∂t
+ 〈gradI [t, u], N(u)〉 = 0.

Следовательно,

δ

δu

(
d

dt
I [t, u]

∣∣∣∣
(5.26)

)
=

=
∂

∂t
gradI [t, u] + (gradI [t, u])′uN(u) + N ′∗u gradI [t, u] = 0

∀u ∈ D(Ñ).

Так как это соотношение совпадает с условием (5.28), то отсюда
следует справедливость сформулированного утверждения.

Пример 5.4.

Рассмотрим уравнение

Ñ(u) ≡ ut + ux − un = 0, n ∈ N, n 6= 1, (5.30)

(x, t) ∈ Q = (a, b)× (t0, t1).
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Отметим, что уравнение (5.30) является частным случаем урав-
нения переноса [47]

ut + cux = φ(u, x, t), (5.31)

где c - скорость переноса.
Уравнения вида (5.31) описывают процессы переноса частиц в

средах, распространения возмущений и т.д.
Положим

D(Ñ) =
{
u ∈ U = C1(Q) : u|x=a = u|x=b = ϕ(t), t ∈ (t0, t1)

}
,

где ϕ - заданная непрерывная функция, ϕ(t) 6= 0 ∀t ∈ (t0, t1).
Зададим билинейную форму 〈·, ·〉 : V1 × V1 → R в виде

〈v, g〉 =

b∫
a

v(x, t)g(x, t)dx.

В данном случае

N(u) = −ux + un, N ′u = −Dx + nun−1I, N ′∗u = Dx + nun−1I,

где I - тождественный оператор.
Пусть

A(u) = u−n.

Тогда
∂A

∂t
≡ 0, A′u = −nu−n−1I.

Условие (5.28) в данном случае выполнено. Действительно,

∂A(u)

∂t
+ A′uN(u) + N ′∗u A(u) =

= −nu−n−1 (−ux + un) + Dxu
−n + nun−1u−n =

= nu−n−1ux − nu−1 − nu−n−1ux + nu−1 = 0.
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По формуле (5.27) получаем абсолютный интегральный инва-
риант уравнения (5.30) вида∫

∆

b∫
a

1

un
· ∂u
∂λ

dxdλ.

Замечание 5.8. Отметим, что

A(u) = u−n = gradI [t, u],

где

I [t, u] =
1

1− n

b∫
a

u1−ndx. (5.32)

Выражение (5.32) не является первым интегралом уравнения
(5.30), так как

d

dt
I [t, u]

∣∣∣∣
(5.30)

=
1

1− n
· d
dt

b∫
a

u1−ndx

∣∣∣∣∣∣
(5.30)

=

=
1

1− n

b∫
a

(1− n)u−nutdx

∣∣∣∣∣∣
(5.30)

=

b∫
a

u−n (−ux + un) dx =

=

b∫
a

(
−u−nux + 1

)
dx =

1

n− 1

b∫
a

Dxu
1−ndx + b− a = b− a 6= 0.

Пример 5.5.

Рассмотрим уравнение движения

Ñ(u) ≡ ut + uxxx + αuxxuxxx = 0, (5.33)
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(x, t) ∈ Q = (a, b)× (t0, t1),

где α - постоянная.
Отметим, что при α = 0 уравнение (5.33) является линеаризо-

ванным уравнением Кортевега-де Фриза [1].
Положим

D(N) = D(N ′u) =
{
u ∈ U = C4

(
Q
)

: u|t=t0 = 0, u|t=t1 = 0,

u|x=a = 0, u|x=b = 0, ux|x=a = 0, ux|x=b = 0,

uxx|x=a = 0, uxx|x=b = 0,

b∫
a

u(y, t)dy = 0

 . (5.34)

Введем обозначение V = C
(
Q
)
и зададим билинейную форму

Φ : V × V → R в виде

Φ(v, g) =

t1∫
t0

b∫
a

v(x, t)g(x, t)dxdt. (5.35)

В данном случае

P2u ≡ 0, P3u ≡ 0, P1u ≡ I, Q(u) = uxxx + αuxxuxxx,

I - тождественный оператор.
Оператор N (5.33) не является потенциальным на D(N) (5.34)

относительно билинейной формы (5.35). Условие (1.52) не выпол-
няется, так как

∂P ∗2u
∂t
≡ 0, P1u ≡ I, P ∗1u ≡ I.

Отметим, что уравнение (5.33) представимо в форме уравнения
Лагранжа с не-B-потенциальной плотностью силы.

Положим

Bu ≡ B = D−1
x , Λ(u) = αuxxuxxx,
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где

D−1
x v(x, t) =

x∫
a

v(y, t)dy.

Тогда
P̃2u ≡ 0, P̃3u ≡ 0, P̃1u ≡ I, Q̃(u) = uxxx

и условия (1.16)–(1.22) выполняются.
Действительно,

(1.16)=⇒ 0 = 0,
(1.17)=⇒ 0 = 0,
(1.18)=⇒ D−1

x −D−1
x = 0,

(1.19)=⇒ −D−1
x D3

x + D3
xD
−1
x = −D2

x + D2
x = 0,

(1.20)=⇒ 0 = 0,
(1.21)=⇒ 0 = 0,
(1.22)=⇒ 0 = 0.

Далее,

R̃1(u) = −u
2
, R̃2u ≡ 0, R̃3u ≡ 0, B̃[u] =

1

2

b∫
a

u2
xdx.

Пусть S(u) = uxxx.

Из условия (5.1) находим
b∫

a

(
1

2
D−1
x u · utxxx −

1

2
D−1
x ut · uxxx − uxxuxxx+

+αuxxuxxxD
−1
x uxxx

)
dx =

b∫
a

(
−1

2
uxxut +

1

2
utuxx −

1

2
Dxu

2
xx+

+αu2
xxuxxx

)
dx =

b∫
a

(
−1

2
Dxu

2
xx +

α

3
Dxu

3
xx

)
dx = 0,
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то есть z ≡ 0.

По формуле (5.2) получаем интеграл уравнения (5.33)

I [t, u] = −1

2

b∫
a

D−1
x uuxxxdx = −1

2

b∫
a

u2
xdx.

Тогда
gradI [t, u] = uxx

и по формуле (5.29) получаем абсолютный интегральный инвари-
ант уравнения (5.33) вида∫

∆

b∫
a

uxx ·
∂u

∂λ
dxdλ. (5.36)

Замечание 5.9. Интеграл (5.36) является также абсолют-
ным интегральным инвариантом линеаризованного уравнения
Кортевега-де Фриза.

Пример 5.6.

Рассмотрим уравнение Гарри-Дима

N(u) ≡ ut −
(

1√
u

)
xxx

= 0, (5.37)

(x, t) ∈ Q = (a, b)× (t0, t1).

Известно (см., например, [108]), что функционал

I [t, u] = 2

b∫
a

√
u dx (5.38)

является интегралом уравнения (5.37).
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Тогда
gradI [t, u] =

1√
u

и по формуле (5.29) получаем абсолютный интегральный инвари-
ант уравнения (5.37) вида∫

∆

b∫
a

1√
u
· ∂u
∂λ
dxdλ.
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Глава 6

Исследование движения
шарнирно-опертого на обоих концах
призматического стержня

В настоящей главе рассматривается шарнирно-опертый на обо-
их концах призматический стержень, одна опора которого (x =

0) неподвижна, а другая, первоначально находившаяся в точке
x = l, сначала смещена на отрезок w0 в направлении x, а затем
периодически перемещается с круговой частотой γ вдоль оси x

около точки с абсциссой x = l + w0.
Будем предполагать (см. [46]), что ось призматического стерж-

ня с поперечным сечением Q, имеющим площадь F , в недеформи-
рованном состоянии совпадает с осью x прямоугольной системы
координат (x, y, z); концам стержня соответствуют координаты
x = 0 и x = l; главные оси инерции поперечного сечения стержня
параллельны осям y и z; ось стержня может изгибаться только в
плоскости (x, z). Компоненты перемещения той точки оси стерж-
ня, которая в недеформированном состоянии имела абсциссу x, в
момент времени t в направлениях x и z обозначены соответствен-
но w(x, t) и u(x, t), причем

w(0, t) = 0, w(l, t) = w0 + w1(t),

где w1(t) – периодическая функция времени с круговой частотой
γ. Составляющая в направлении x вектора скорости, с которой
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движется некоторая точка срединного волокна балки, то есть про-
изводная ∂w/∂t, всегда настолько мала, что абсолютное значение
этого вектора с достаточной точностью можно определить абсо-
лютным значением его составляющей в направлении z, то есть
производной ∂u/∂t. Закон движения правого конца стержня, то
есть перемещения w(l, t), считается заданным.

6.1 Случай потенциального оператора

При указанных предположениях уравнение движения имеет
вид [46]

N(u) ≡ autt + buxxxx + c(t)uxx + duxx

l∫
0

u2
y(y, t)dy = 0, (6.1)

(x, t) ∈ QT = (0, l)×(0, T ).

Здесь

a = µ, b = EJ, c(t) = −EF
l

[w0 + w1(t)] , d = −EF
2l
,

µ = ρF – масса единицы длины стержня, ρ – плотность его мате-
риала,E – модуль упругости материала,EJ – изгибная жесткость
стержня, осевой момент инерции поперечного сечения стержня

J =

∫∫
Q

z2dydz,

l – длина стержня.
Положим

D(N) =
{
u ∈ U = C2,∞

t,x (Q) : u|t=0 = ϕ1(x), u|t=T = ϕ2(x)

(x ∈ (0, l)), u|x=0 = ψ1(t), u|x=l = ψ2(t), ux|x=0 = ψ3(t),
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ux|x=l = ψ4(t), ut|x=0 = ψ5(t), ut|x=l = ψ6(t),

utx|x=0 = ψ7(t), utx|x=l = ψ8(t) (t ∈ (0, T ))} , (6.2)

где ϕi ∈ C[0, l] (i = 1, 2), ψj ∈ C[0, T ] (j = 1, 8).

Введем классическую билинейную форму

Φ(v, g) =

T∫
0

l∫
0

v(x, t)g(x, t)dxdt. (6.3)

Покажем, что оператор N уравнения (6.1) является потенци-
альным на множестве D(N) (6.2) относительно билинейной фор-
мы (6.3).

Отметим, что

P2u ≡ aI, P1u ≡ 0, P3u ≡ 0,

Q(u) = buxxxx + c(t)uxx + duxx

l∫
0

u2
y(y, t)dy,

где I – тождественный оператор.
Условия (1.50)–(1.52), (1.54)–(1.56), очевидно, выполнены, а

условие (1.53) в данном случае принимает вид

Q′u −Q′∗u = 0.

Найдем Q′u и Q′∗u . Имеем

Q′uh =

= bhxxxx + c(t)hxx + dhxx

l∫
0

u2
y(y, t)dy + 2duxx

l∫
0

uy(y, t)hy(y, t)dy,

Φ(Q′uh, g) =

T∫
0

l∫
0

bhxxxxg + c(t)hxxg + dhxxg

l∫
0

u2
y(y, t)dy+
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+ 2duxxg

l∫
0

uy(y, t)hy(y, t)dy

 dxdt =

=

T∫
0

l∫
0

bhgxxxx + c(t)hgxx + dhgxx

l∫
0

u2
y(y, t)dy

 dxdt+

+2d

T∫
0

l∫
0

l∫
0

uxx(x, t)g(x, t)uy(y, t)hy(y, t)dydxdt =

=

T∫
0

l∫
0

bhgxxxx + c(t)hgxx + dhgxx

l∫
0

u2
y(y, t)dy

 dxdt+

+2d

T∫
0

l∫
0

l∫
0

uy(y, t)gy(y, t)uxx(x, t)h(x, t)dydxdt =

=

T∫
0

l∫
0

h

bgxxxx + c(t)gxx + dgxx

l∫
0

u2
y(y, t)dy+

+2duxx

l∫
0

uy(y, t)gy(y, t)dy

 dxdt = Φ(h,Q′ug),

то есть Q′u = Q′∗u , поэтому условие (1.53) также выполнено.
Построим функционал FN . По формулам (1.115)–(1.118) нахо-

дим
R1 ≡ 0, R2u ≡ −

a

2
I, R3u ≡ 0,

B[u] = −1

2

l∫
0

c(t)u2
x +

d

2
u2
x

l∫
0

u2
ydy − bu2

xx

 dx.
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Тогда по формуле (1.114) получаем

F T
N [u] = −1

2

T∫
0

l∫
0

au2
t + c(t)u2

x +
d

2
u2
x

l∫
0

u2
ydy − bu2

xx

 dxdt.

(6.4)
Отметим, что действие по Гамильтону (6.4) не принадлежит

классу функционалов Эйлера-Лагранжа.
Найдем интегралы уравнения (6.1).
Предположим, что ψj = 0 (j = 1, 8) в (6.2).
Операторы Sn = D2n−1

x , n ∈ N являются генераторами симмет-
рий функционала (6.4).

Действительно,

F T1
N [u + εD2n−1

x u] = −1

2

T1∫
0

l∫
0

[
a(ut + εD2n−1

x ut)
2+

+c(t)(ux + εD2n
x u)2 +

d

2
(ux + εD2n

x u)2

l∫
0

(uy + εD2n
y u)2dy−

−b(uxx + εD2n+1
x u)2

]
dxdt = F T1

N [u]−

−ε
T1∫

0

l∫
0

autD2n−1
x ut + c(t)uxD

2n
x u +

d

2
u2
x

l∫
0

uyD
2n
y udy+

+
d

2
uxD

2n
x u

l∫
0

u2
ydy − buxxD2n+1

x u

 dxdt + o(ε) = F T1
N [u]−

−ε(−1)n
T1∫

0

l∫
0

[
aDn

xutD
n−1
x ut + c(t)Dn+1

x uDn
xu+
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+
d

2
u2
x

l∫
0

Dn+1
y uDn

yudy +
d

2
Dn+1
x uDn

xu

l∫
0

u2
ydy−

−bDn+2
x uDn+1

x u
]
dxdt + o(ε) = F T1

N [u]−

−ε
2

(−1)n
T1∫

0

l∫
0

(
Dx

[
a
(
Dn−1
x ut

)2
+ c(t) (Dn

xu)2 +

+
d

2
(Dn

xu)2

l∫
0

u2
ydy − b

(
Dn+1
x u

)2

 +
d

2
u2
x

l∫
0

Dy

(
Dn
yu
)2
dy

 dxdt+

+o(ε) = F T1
N [u] + o(ε) ∀T1 : 0 ≤ T1 ≤ T,

то есть имеет место абсолютная инвариантность.
Таким образом, по формуле (3.13) получаем интегралы урав-

нения (6.1) вида

In[t, u] =

l∫
0

Dn
xutD

n−1
x udx, n ∈ N.

Представим уравнение (6.1) в форме уравнений Гамильтона.
Отметим, что

L[u, ut] = −1

2

l∫
0

au2
t + c(t)u2

x +
d

2
u2
x

l∫
0

u2
ydy − bu2

xx

 dx.

По формуле (4.67) находим

p = −aut,

поэтому
ut = −p

a
.
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Далее, по формуле (4.69) получаем

H [u, p] = −1

2

l∫
0

p2

a
− c(t)u2

x −
d

2
u2
x

l∫
0

u2
ydy + bu2

xx

 dx. (6.5)

Уравнения Гамильтона (4.78) в данном случае имеют вид
ut = −p

a,

pt = c(t)uxx + duxx
l∫

0

u2
y(y, t)dy + buxxxx.

(6.6)

Замечание 6.1. Отметим, что гамильтониан (6.5) не принадле-
жит классу функционалов Эйлера-Лагранжа.

Замечание 6.2. Если c(t) ≡ c - постоянная, то гамильтониан
(6.5) является интегралом системы уравнений (6.6).

6.2 Случай квазипотенциального оператора

Дополним уравнение движения (6.1) членом, учитывающим
демпфирование, пропорциональное скорости ut, причем постоян-
ную демпфирования обозначим через β. В результате получим
уравнение [46]

N(u) ≡ autt +βut + buxxxx + c(t)uxx + duxx

l∫
0

u2
y(y, t)dy = 0. (6.7)

В данном случае

P2u ≡ aI, P1u ≡ βI, P3u ≡ 0,

Q(u) = buxxxx + c(t)uxx + duxx

l∫
0

u2
y(y, t)dy.



259

Оператор N уравнения (6.7) не является потенциальным на
множестве D(N) (6.2) относительно билинейной формы (6.3), так
как условие (1.52) не выполняется.

Отметим, что уравнение (6.7) представимо в форме уравнения
Лагранжа с непотенциальной плотностью силы, где

Λ(u) = βut.

Тогда
P̃2u = aI, P̃1u ≡ 0, P̃3u ≡ 0,

Q̃(u) = buxxxx + c(t)uxx + duxx

l∫
0

u2
y(y, t)dy

и условия (1.29) - (1.35) выполняются.
Действительно,

(1.29)=⇒ aI − aI = 0,
(1.30)=⇒ 0 = 0,
(1.31)=⇒ 0 = 0,

(1.32)=⇒ dhxx
l∫

0

u2
y(y, t)dy + c(t)hxx + 2duxx

l∫
0

uy(y, t)hy(y, t)dy +

bhxxxx − dhxx
l∫

0

u2
y(y, t)dy − 2duxx

l∫
0

uy(y, t)hy(y, t)dy − bhxxxx −

c(t)hxx = 0,
(1.33)=⇒ 0 = 0,
(1.34)=⇒ 0 = 0,
(1.35)=⇒ 0 = 0.

Из (1.105) - (1.108) получаем

R̃2u = −a
2
I, R̃1 ≡ 0, R̃3u ≡ 0,

B̃[u] = −1

2

l∫
0

c(t)u2
x +

d

2
u2
x

l∫
0

u2
ydy − bu2

xx

 dx.
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Соответствующее действие по Гамильтону находится по фор-
муле (1.104) и имеет вид

F T [u] = −1

2

T∫
0

l∫
0

au2
t + c(t)u2

x +
d

2
u2
x

l∫
0

u2
ydy − bu2

xx

 dxdt,

то есть совпадает с (6.4).
Пусть Sn = e

βt
aD2n−1

x , n ∈ N. Из условия (5.4) находим
l∫

0

[(
−a

2
ut −

a

2
ut

)[β
a
e
βt
aD2n−1

x u + e
βt
aD2n−1

x ut

]
+ bD4

xue
βt
aD2n−1

x u+

+c(t)uxxe
βt
aD2n−1

x u + duxxe
βt
aD2n−1

x u

l∫
0

u2
y(y, t)dy+

+βute
βt
aD2n−1

x u
]
dx = (−1)ne

βt
a

l∫
0

[
−βDn

xutD
n−1
x u−

−aDn
xutD

n−1
x ut + bDn+2

x uDn+1
x u− c(t)Dn+1

x uDn
xu−

−dDn+1
x uDn

xu

l∫
0

u2
y(y, t)dy + βDn

xutD
n−1
x u

 dx =

= (−1)ne
βt
a

l∫
0

Dx

[
b

2

(
Dn+1
x u

)2 − a

2

(
Dn−1
x ut

)2−

−c(t)
2

(Dn
xu)2 − d

2
(Dn

xu)2

l∫
0

u2
y(y, t)dy

 dx = 0,

то есть z[u] = 0.
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По формуле (5.5) получаем интегралы уравнения (6.7)

In[t, u] = e
βt
a

l∫
0

Dn
xutD

n−1
x udx, n ∈ N.

Представим уравнение (6.7) в форме Гамильтона-допустимых
уравнений.

Отметим, что
p = −aut,

то есть
ut = −p

a
,

а гамильтониан H совпадает с (6.5).
По формуле (4.71) находим

s(u, p) = −βp
a
.

Следовательно, Гамильтона-допустимые уравнения (4.72) в
данном случае имеют вид

ut = −p
a,

pt = c(t)uxx + duxx
l∫

0

u2
y(y, t)dy + buxxxx − βp

a .
(6.8)

Функционал

I [t, u] = e
βt
a

l∫
0

pdx

является интегралом системы уравнений (6.8), так как условие
(4.28) в данном случае выполнено.

Замечание 6.3. Функционал

I [t, u] = e
βt
a

l∫
0

utdx
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является интегралом уравнения (6.7).
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Заключение

В диссертационной работе впервые получены следующие ре-
зультаты.

1. Получены необходимые и достаточные условия представимости
достаточно общих уравнений движения систем с бесконечным
числом степеней свободы со второй производной по времени в
форме уравнений Лагранжа с не-Bu-потенциальными плотно-
стями сил, то есть, другими словами, необходимые и достаточ-
ные условия квази-Bu-потенциальности операторов рассматри-
ваемых уравнений движения (в качестве следствий получены
необходимые и достаточные условия квазипотенциальности, Bu-
потенциальности, потенциальности операторов рассматриваемых
уравнений движения).

2. Разработан конструктивный прием построения действий по Га-
мильтону, в общем случае не принадлежащих классу функциона-
лов Эйлера-Лагранжа.

3. В терминах необходимых и достаточных условий определена
структура уравнений движения квази-Bu-потенциальных (квази-
потенциальных,Bu-потенциальных, потенциальных) систем с бес-
конечным числом степеней свободы со второй производной по вре-
мени.

4. Доказано, что при определенных условиях уравнения движения
потенциальных систем с бесконечным числом степеней свободы
с первой производной по времени имеют структуру классических
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уравнений Биркгофа, а действия по Гамильтону являются извест-
ными функционалами Пфаффа.

5. Используя подходы, в том числе основанные на применении тео-
рии преобразований переменных для установления инвариантно-
сти уравнений движения, получены формулы для нахождения
интегралов уравнений движения квази-Bu-потенциальных (ква-
зипотенциальных, Bu-потенциальных, потенциальных) систем с
бесконечным числом степеней свободы со второй производной по
времени.

6. Получено условие инвариантности до дивергенции действий
по Гамильтону и дан общий вид интегралов уравнений
движения квази-Bu-потенциальных (квазипотенциальных, Bu-
потенциальных, потенциальных) систем с бесконечным числом
степеней свободы со второй производной по времени.

7. Установлена связь симметрий (уравнений, функционалов) с Ли-
допустимыми алгебрами (в том числе алгебрами Ли). Установле-
на также взаимосвязь между симметриями уравнений движения
и вариационными симметриями.

8. Исследован вопрос о распознавании B-гамильтоновости систем с
бесконечным числом степеней свободы.

9. Уравнения движения Bu-потенциальных систем с бесконечным
числом степеней свободы с первой производной по времени пред-
ставлены в форме Bu-гамильтоновых уравнений. Уравнения дви-
жения квази-Bu-потенциальных (квазипотенциальных) систем с
бесконечным числом степеней свободы со второй производной по
времени представлены в форме Гамильтона-допустимых уравне-
ний. Уравнения движения Bu-потенциальных (потенциальных)
систем с бесконечным числом степеней свободы со второй произ-
водной по времени представлены в форме уравнений Гамильтона.

10. Установлена взаимосвязь между интегралами уравнений движе-
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ния систем с бесконечным числом степеней свободы с первой про-
изводной по времени и их абсолютными интегральными инвари-
антами первого порядка.

Теоретические результаты иллюстрируются конкретными при-
мерами: уравнением Бюргерса; системой уравнений, описываю-
щей движение жидкости в пористой среде; уравнением малых
поперечных колебаний шарнирно закрепленного прямолинейного
трубопровода, по которому течет идеальная жидкость со скоро-
стью v(t) при отсутствии внутреннего и внешнего трения; урав-
нением Эмдена равновесия для политропного газа; уравнением
переноса; уравнением Кортевега-де Фриза-Бюргерса и др., а так-
же рядом модельных примеров.
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Обозначения и терминология

Приведем следующие обозначения и терминологию из моногра-
фии [92].

1. Бесконечномерными называются системы, состояние которых не
может быть определено конечным числом обобщенных координат.

2. Классические билинейные формы – это билинейные формы вида

Φ(v, g) =

t1∫
t0

∫
Ω

n∑
i=1

vi(x, t) · gi(x, t) dxdt.

3. R – поле действительных чисел.
4. Rm – m-мерное евклидово пространство точек (x1, ..., xm).
5. Запись i = 1, n означает, что величина i принимает целые значе-

ния от 1 до n.
6. AT – матрица, транспонированная к матрице A.
7. Zm+ – множество, элементами которого являются m-мерные век-

торы α = (α1, ..., αm) с неотрицательными целыми числами
α1, ..., αm.

8. Cs(Ω) – множество функций, непрерывных в области Ω вместе со
всеми частными производными до s-го порядка включительно.

9. Запись u ∈ Cs([t0, t1];U1) означает, что функция u : [t0, t1] → U1

непрерывна со всеми прозводными до s-го порядка включительно.
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10. Если QT – некоторая область в пространстве переменных
(x1, ..., xm, t), то Cp,q(QT ) – это класс функций, которые на мно-
жестве QT имеют все непрерывные производные по x1, ..., xm по-
рядка ≤ p и непрерывные производные по t порядка ≤ q.

11. uα(x) = ∂|α|u/(∂x1)α1...(∂xm)αm – частная производная, соответ-

ствующая мультииндексу α, |α| =
m∑
i=1

αi.

12. Dαi
i – полная производная αi-го порядка по переменной xi.

Dα = Dα1
1 ...D

αm
m – полная производная, соответствующая мульти-

индексу α.
Dα = Dα.

13. В работе принято стандартное правило тензорного исчисления:
по повторяющимся индексам сомножителей, расположенным на
разных уровнях, подразумевается суммирование. Пределы изме-
нения индексов определяются из текста.

14. δ/δu – функциональная производная по u, определяемая равен-
ством

δL

δu
= (−1)|α|Dα

∂L

∂uα
,

где L[u] =
∫
Ω

L(uα)dx, |α| = 0, s.

15. D(N) – область определения, R(N) – область значений оператора
N .
Линейность оператора N понимается в следующем смысле:

N(λ1u
1 + λ2u

2) = λ1Nu
1 + λ2Nu

2

∀λ1, λ2 ∈ R, ∀u1, u2 ∈ D(N).

16. D(N,B) = {u : u ∈ D(N) ∩D(B)}.
17. N ∗ – сопряженный относительно рассматриваемой билинейной

формы оператор, N−1 – обратный оператор, I – тождественный
(единичный) оператор.
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18. N ′u – производная Гато оператора N в точке u ∈ D(N).
19. Puh – линейный по h оператор, произвольным образом зависящий

от u.
20. Формула Лейбница

Dα(f · g) =

(
α

β

)(
Dα−βf

)
·
(
Dβg

)
.

В данном случае биномиальный коэффициент
(
α
β

)
определяется

формулой (
α

β

)
=

{ (α1
β1

)
...
(
αm
βm

)
, если α ≥ β,

0, если α < β,

где (
αi
βi

)
=

αi!

βi!(αi − βi)!
.

Запись α ≥ β означает, что αi ≥ βi ∀i = 1,m.

21. Через U, V всюду обозначаются линейные нормированные про-
странства над полем действительных чисел R.
0U , 0V – нулевые элементы в U и V соответственно.

22. Класс функционалов Эйлера-Лагранжа, или эйлеров класс функ-
ционалов, Em,n,s – это множество интегральных функционалов,
определенных формулами вида

F [u] =

∫
Ω

f (x, uα(x))dx,

где x = (x1, ..., xm), u(x) = (u1(x), ..., un(x)), α ∈ Zm+ , s – наивыс-
ший порядок производных, входящих в подынтегральное выра-
жение.

23. Дифференциальными уравнениями с отклоняющимися аргумен-
тами называются дифференциальные уравнения, в которые неиз-
вестная функция и ее производные входят при различных значе-
ниях аргументов (см. [43]).
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24. Если действующие на рассматриваемую систему силы аналити-
чески представлены оператором f = (f1, ..., fn) : D(f ) ⊂ U → V ,
который может произвольным образом зависеть от u, то выраже-
ние f (u) называется плотностью сил.
В диссертационной работе классификация сил связана с иссле-
дованием квази-Bu-потенциальности рассматриваемого операто-
ра N, поэтому в приведенных ниже определениях оператор Bu :

D(Bu) ⊂ V → V будем считать известным.
Силы с плотностью f (u) называются Bu-потенциальными (не-Bu-
потенциальными) на множестве D(N) относительно билинейной
формы Φ : V × V → R, если существует (не существует) функ-
ционал Wf такой, что

δWf [u, h] = Φ(f (u), Buh) ∀u ∈ D(N), ∀h ∈ D(N ′u, Bu).

Силы с плотностью f (u) называются гироскопическими на мно-
жестве D(N) относительно билинейной формы Φ1 : V1 × V1 → R,
если

Φ1(f (u), Buut) = 0 ∀u ∈ D(N).

Силы с плотностью f (u) называются диссипативными на множе-
стве D(N) относительно билинейной формы Φ1 : V1 × V1 → R,
если на D(N)

Φ1(f (u), Buut) 6= 0.

Силы с плотностью f (u) называются циркуляционными на мно-
жестве D(N) относительно билинейной формы Φ1 : V1 × V1 → R,
если оператор f не содержит операцию дифференцирования по t
и выполняется равенство

Φ1(f (u), Buu) = 0 ∀u ∈ D(N).

Будем называть плотности сил Bu-потенциальными, гироскопи-
ческими, диссипативными или циркуляционными, если таковыми
являются соответствующие им силы.
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25. Пусть Ĝ – линейное пространство генераторов симметрий (урав-
нения, функционала). Линейный операторR : Ĝ→ Ĝ называется
оператором рекурсии.
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[203] Volterra V. Leçons sur les Fonctions de Lignes. Gautier -
Villars, Paris, 1913.



296

[204] Vorontsova V. L., Vorontsova A. V., Druzhinina O.
V., Lisovsky E. V. Convergence and stability analysis of
Kolmogorov system solutions in infinite-dimensional space //
Journal of Engineering and Applied Sciences, 2017, vol. 12, No.
4, pp. 898-902.

[205] Zhai X.-H., Zhang Y. Noether symmetries and conserved
quantities for Birkhoffian systems with time delay // Nonlinear
Dynam., 2014, vol. 77, No. 1-2, pp. 73-86.

[206] Zhang M.-J., Fang J.-H., Lu K. Perturbation to Mei
symmetry and generalized Mei adiabatic invariants for
Birkhoffian systems // Int. J. Theor. Phys., 2010, vol. 49, pp.
427-437.

[207] Zhang Y. A new conservation law derived from Mei
symmetry for the system of generalized classical mechanics //
Commun. Theor. Phys., 2004, vol. 42, No. 6, pp. 899-902.

[208] Zhang Z.-Y., Chen Y.-F. Group analysis and nonlinear
self-adjointness for a generalized breaking soliton equation //
Reports on Mathematical Physics, 2015, vol. 75, No. 1, pp.
85-100.


