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Введение

Актуальность темы исследования и степень ее разработанности.

Данная диссертация посвящена изучению интегральных свойств свер-

ток функций с ядрами, обобщающими классические ядра Бесселя–

Макдональда. При изучении интегральных свойств потенциалов реша-

ющую роль играют конусы их убывающих перестановок. Они устроены

весьма сложно и важно получить эквивалентные им более простые ко-

нусы. В описании эквивалентных конусов возникают операторы типа

Харди–Копсона на конусах монотонных функций. Свойства классиче-

ских ядер Бесселя–Макдональда подробно изучены в книгах Беннетта

и Шарпли [1], С. М. Никольского [2], В. Г. Мазьи [3]. Известные ра-

боты М.Л. Гольдман [4], A. Gogatishvili, M. Johansson, C. A. Okpoti и

L. E. Persson [5], М. Л. Гольдман [6; 7], посвящены исследованию свойств

различных функциональных пространств. Особое значение имеют иссле-

дования модулярных неравенств для операторов Харди–Копсона на конусе

Ω положительных убывающих функций из весовых пространств Орли-

ча. Большой вклад в изучение этой проблемы внесли Jim Quile Sun [8],

M. Goldman, R. Kerman [9], S. Bloom, R. Kerman [10], Э. Г. Бахтигареева,

М.Л. Гольдман [11]. Классические потенциалы Бесселя и Рисса играют

большую роль в теории функциональных пространств и в ее приложениях

в теории дифференциальных уравнений с частными производными. Свой-

ства Бесселевых потенциалов и потенциала Рисса подробно изложены в

книгах С.М. Никольского [2], И. Стейна [12], В. Г. Мазьи [3].

В работе проведена конкретизация общих критериев вложений по-

тенциалов в перестановочно инвариантные пространства в случае, когда
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базовое пространство для потенциалов есть весовое пространства Лорен-

ца. Получены явные критерии справедливости модулярных неравенств для

операторов типа Харди–Копсона на функциях в пространстве Орлича.

Цель диссертационной работы состоит в исследовании интеграль-

ных свойств обобщенных потенциалов Бесселя и Рисса, получении явных

критериев справедливости модулярных неравенств для операторов типа

Харди–Копсона на функциях в пространстве Орлича.

Для достижения поставленной цели необходимо было решить сле-

дующие задачи:

1. установить эквивалентные описания конусов убывающих пере-

становок для потенциалов, построенных на базе весовых про-

странств Лоренца с общими весами;

2. сформулировать критерии вложений пространства потенциалов в

перестановочно инвариантные пространства и дать описания оп-

тимальных перестановочно инвариантных пространств для таких

вложений;

3. приведена конкретизация этих вложений в случае базовых весо-

вых пространств Лоренца

4. установить модулярные неравенства для операторов типа Харди–

Копсона на функциях из весовых пространств Орлича;

5. установить модулярные неравенства для операторов типа Харди–

Копсона на конусе Ω положительных монотонных функциях в

пространстве Орлича.
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Научная новизна. В данной работе получены следующие новые ре-

зультаты:

1. построены эквивалентные описания конусов убывающих пере-

становок для потенциалов, построенных на базе весовых про-

странств Лоренца с общими весами;

2. построена конкретизация в случае базовых весовых пространств

Лоренца критериев вложений пространства потенциалов в пере-

становочно инвариантные пространства и даны описания опти-

мальных перестановочно инвариантных пространств для таких

вложений.

3. установлены явные модулярные неравенства для операторов типа

Харди–Копсона на функциях из весовых пространств Орлича;

4. установлены явные модулярные неравенства для операторов типа

Харди–Копсона на конусе Ω положительных монотонных функ-

ций в пространстве Орлича.

Теоретическая и практическая значимость. Результаты работы

носят теоретический характер. На основании общих результатов этой ра-

боты может быть получен ряд критериев вложения для различных конкрет-

ных пространств и различных типов ядер, включая классические потенци-

алы Бесселя и Рисса.

Исследование интегральных свойств потенциалов служит базой для

дальнейшего изучения свойств гладкости потенциалов в тех интегральных

метриках, в которых получены соответствующие вложения.

Методология и методы исследования. Оценки убывающих пере-

становок для свёртки, их применения для обобщённых потенциалов Бес-

селя и Рисса. Эквивалентные описания конусов убывающих перестано-
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вок для потенциалов. Изучение свойств обобщённых оператор Харди–

Копсона, возникающих в теории потенциалов. Описания оптимальных пе-

рестановочно инвариантных пространств для вложения потенциалов.

Основные положения, выносимые на защиту:

1. Построены эквивалентные описания конусов убывающих пере-

становок для потенциалов, построенных на базе весовых про-

странств Лоренца с общими весами;

2. Построена конкретизация в случае базовых весовых пространств

Лоренца критериев вложений пространства потенциалов в пере-

становочно инвариантные пространства и даны описания опти-

мальных перестановочно инвариантных пространств для таких

вложений.

3. Доказаны теоремы о модулярных неравенствах для операторов

типа Харди–Копсона на функциях из весовых пространств Орли-

ча.

4. Доказаны теоремы о модулярных неравенствах для операторов

типа Харди–Копсона на конусе Ω положительных монотонных

функций в пространстве Орлича.

Степень достоверности результатов, полученных в диссертации,

обеспечивается строгостью приведенных доказательств, многочисленны-

ми выступлениями на семинарах, конференциях и школах, а также имею-

щимися публикациями в рецензируемых изданиях, которые индексируют-

ся международными базами данных.

Апробация работы. Результаты, представленные в диссертацион-

ной работе, излагались на научном семинаре Северо-Кавказского центра

математических исследований ВНЦ РАН и Южного математического
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института ВНЦ РАН под руководством д.ф.-м.н., проф. А. Г. Кусраева,

к.ф.-м.н. М.А. Плиева; в Российском университете дружбы народов

на научном семинаре под руководством профессоров А. В. Арутюно-

ва, В. И. Буренкова и М.Л. Гольдмана, в МГУ им. М.В. Ломоносова

на научном семинаре на механико-математическом факультете под ру-

ководством профессоров Г. Г. Магарил-Ильяева и К.Ю. Осипенко, на

научном семинаре на факультете вычислительной математики и ки-

бернетики под руководством академика Е.И. Моисеева и профессора

И. С. Ломова. Кроме того, результаты диссертации докладывались на

Международной научной конференции студентов, аспирантов и моло-

дых ученых Ломоносов (Москва, 2019–2020–2021); на Международной

научной конференции (Ninth International Scientific Conference ”Modern

Methods, Problems and Applications of Operator Theory and Harmonic

Analysis IX”. Rostov-on-Don, 2018–2019); на 31-й Крымской Осенней

Математической Школе-симпозиуме по спектральным и эволюционным

задачам (Севастополь, 2020); на 5-й Международной конференции «Функ-

циональные пространства. Дифференциальные операторы. Проблемы

математического образования» (Москва, 2018); на Международной науч-

ной конференции «Interdisciplinary Research in Science, Engineering and

Technology» (Bangalore, India, 2021); на Международной научной конфе-

ренции «Order Analysis and Related Questions of Mathematical Modelling,

XVI.» (Vladikavkaz, 2021).

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены

в 11 печатных изданиях, 5 из которых изданы в журналах, рекомендован-

ных ВАК, 6 –– в тезисах докладов.
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Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения,

3 глав и заключения.

Полный объём диссертации составляет 101 страницу. Список лите-

ратуры содержит 72 наименования.
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Содержание работы

Во введении обосновывается актуальность исследований, проводимых в

рамках данной диссертационной работы, приводится краткий обзор наи-

более важных публикаций, связанных с темой исследования, и анализ ос-

новных результатов диссертации.

Глава 1 состоит из четырёх параграфов.

Параграф 1.1. В первом разделе кратко изложены необходимые для даль-

нейшего понятия банахова функционального пространства (кратко: БФП),

перестановочно инвариантного пространства (кратко ПИП). Мы опираем-

ся на понятия, введенные в книгах С. Г. Крейна,Ю.И. Петунина и Е.М. Се-

менова [13] и К. Беннетта, Р. Шарпли [1], а также на результаты работ

М.Л. Гольдмана [14] развивающих концепции БФП, вложений и накры-

вании конусов [15].

Пусть (𝑆,Σ,µ) есть пространство с мерой. Здесь Σ –– σ-алгебра

подмножеств множества 𝑆, на которых определена неотрицательная σ-

конечная, σ-аддитивная мера µ. Через 𝐿0 = 𝐿0(𝑆,Σ,µ) обозначим множе-

ство µ-измеримых вещественнозначных функций 𝑓 ∶ 𝑆 → ℝ, а через 𝐿+
0

подмножество множества 𝐿0, состоящее из неотрицательных функций:

𝐿+
0 =

{
𝑓 ∈ 𝐿0; 𝑓 ⩾ 0

}
.

Определение 1.1.1. Отображение ρ ∶ 𝐿+
0 → [0,∞] называется функцио-

нальной нормой (кратко:ФН), если для всех 𝑓 , 𝑔, 𝑓𝑛 ∈ 𝐿+
0 , 𝑛 ∈ ℕ выполнены

условия [1]:

(P1) ρ(𝑓 ) = 0 ⇒ 𝑓 = 0, µ–почти всюду (кратко: µ–п.в.);

ρ(α𝑓 ) = αρ(𝑓 ), α ⩾ 0; ρ(𝑓 + 𝑔) ⩽ ρ(𝑓 ) + ρ(𝑔) (свойство нормы);

(P2) 𝑓 ⩽ 𝑔, (µ–п.в.) ⇒ ρ(𝑓 ) ⩽ ρ(𝑔) (монотонность нормы);
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(P3) 𝑓𝑛 ↑ 𝑓 ⇒ ρ(𝑓𝑛) → ρ(𝑓 )(𝑛 → ∞) (свойство Фату);

(P4) 0 < µ(σ) < ∞ ⇒ ∫
σ

𝑓 dµ ⩽ 𝑐σρ(𝑓 ), 𝑓 ∈ 𝐿+
0 (локальная интегри-

руемость);

(P5) 0 < µ(σ) < ∞ ⇒ ρ(χσ) < ∞ (конечность ФН для характеристи-

ческих функций χσ множеств конечной меры).

Здесь 𝑓𝑛 ↑ 𝑓 означает, что

𝑓𝑛 ⩽ 𝑓𝑛+1, lim
𝑛→∞

𝑓𝑛 = 𝑓, (µ–п.в.).

Определение 1.1.2. Пусть ρ есть функциональная норма. Множество

𝑋 = 𝑋(ρ) функций из 𝐿0, для которых ρ(|𝑓 |) < ∞ называется банаховым

функциональным пространством (кратко: БФП), порожденным функци-

ональной нормой ρ. Для 𝑓 ∈ 𝑋 полагаем

‖𝑓‖𝑋 = ρ(|𝑓 |).
Пусть на𝐿+

0 введены отношения частичного порядка и эквивалент-

ности: 𝑓 ≺ 𝑔 со свойствами транзитивности, т. е. 𝑓 ≺ 𝑓 ;

𝑓 ≺ 𝑔, 𝑔 ≺ ℎ ⇒ 𝑓 ≺ ℎ; 𝑓 ≈ 𝑔 ⇔ 𝑓 ≺ 𝑔 ≺ 𝑓.

Считаем, что отношение порядка подчинено поточечной оценке µ–

п.в., т. е.

1) 𝑓 ⩽ 𝑔, µ–п.в. ⇒ 𝑓 ≺ 𝑔;

2) 𝑓𝑛 ↑ 𝑓 ⇒ 𝑓𝑛 ↑_ 𝑓 .

Здесь 𝑓𝑛 ↑_ 𝑓 означает, что 𝑓𝑛 ≺ 𝑓𝑛+1; 𝑓 = [sup]𝑓𝑛, т. е. 𝑓𝑛 ≺ 𝑓 , 𝑛 ∈ ℕ,

и, если 𝑓𝑛 ≺ 𝑓 , 𝑛 ∈ ℕ, то 𝑓 ≺ 𝑓 .

Базовый пример отношения порядка:

𝑓 ≺ 𝑔 ⇔ 𝑓 ⩽ 𝑔, µ–п.в. ⇒ ρ(𝑓 ) ⩽ ρ(𝑔).
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(Это следует из свойства (P2) функциональной нормы ρ).

Нас будут интересовать отношения порядка, связанные с невозрас-

тающими перестановками функций. Обозначим для 𝑓 ∈ 𝐿0

λ𝑓 (𝑦) = µ
{
𝑥 ∈ 𝑆 ∶ |𝑓 (𝑥)| > 𝑦

}
, 𝑦 ∈ [0,∞)

–– Лебегова функция распределения. Через �̇�0 обозначим множество функ-

ций 𝑓 ∈ 𝐿0, для которых λ𝑓 (𝑦) не тождественна бесконечности,

т. е. ∃𝑦0 ∈ [0,∞) ∶ λ𝑓 (𝑦0) < ∞.

Для 𝑓 ∈ �̇�0 введем невозрастающую перестановку 𝑓 ∗ как правую

обратную функцию к невозрастающей функции λ𝑓 , т. е.

𝑓 ∗(𝑡) = inf
{
𝑦 ∈ [0,∞) ∶ λ𝑓 (𝑦) ⩽ 𝑡

}
, 𝑡 ∈ ℝ+ = (0,∞), (1)

𝑓 ∗ –– невозрастающая перестановка функции 𝑓 , т. е. неотрицательная,

убывающая, непрерывная справа функция на ℝ+ = (0,∞), которая равно-

измерима с 𝑓 :

µ𝑛
{
𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ |𝑓 (𝑥)| > 𝑦

}
= µ1

{
𝑡 ∈ ℝ+ ∶ 𝑓 ∗(𝑡) > 𝑦

}
, 𝑦 ∈ ℝ+.

Здесь µ –– это мера Лебега.

Определение 1.1.3.

(i) Банахово функциональное пространство, сокращенно БФП,

𝐸 = 𝐸(ℝ𝑛) –– это банахово пространство измеримых по Ле-

бегу функций

𝑓 ∶ ℝ𝑛 → 𝐶 с монотонной нормой, т. е.

|𝑓 | ⩽ 𝑔, 𝑔 ∈ 𝐸 влечет 𝑓 ∈ 𝐸, ‖𝑓‖𝐸 ⩽ ‖𝑔‖𝐸 ,
и со свойством Фату:

0 ⩽ 𝑓𝑛 ↑ 𝑓, 𝑓𝑛 ∈ 𝐸 влечет 𝑓 ∈ 𝐸, ‖𝑓𝑛‖𝐸 ⩽ ‖𝑓‖𝐸 .
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(ii) БФП 𝐸 называется перестановочно-инвариантным простран-

ством, сокращенно ПИП, если его норма монотонна относитель-

но перестановок,

𝑓 ∗ ⩽ 𝑔∗, 𝑔 ∈ 𝐸 влечет 𝑓 ∈ 𝐸, ‖𝑓‖𝐸 ⩽ ‖𝑔‖𝐸 .
Примерами ПИП служат пространства Лебега 𝐿𝑝(ℝ𝑛), пространства

Лоренца, пространства Орлича.

В работе изучается пространство потенциалов 𝐻𝐺
𝐸 ≡ 𝐻𝐺

𝐸 (ℝ
𝑛) на

𝑛-мерном евклидовом пространстве ℝ𝑛.

Определение 1.1.4. Пространство потенциалов 𝐻𝐺
𝐸 = 𝐻𝐺

𝐸 (ℝ
𝑛): опреде-

ляем как множество сверток ядер потенциалов с функциями из базового

пространства

𝐻𝐺
𝐸 (ℝ

𝑛) = {𝑢 = 𝐺 ∗ 𝑓 ∶ 𝑓 ∈ 𝐸(ℝ𝑛)} , (2)

где 𝐸(ℝ𝑛) –– перестановочно-инвариантное пространство, а

‖𝑢‖𝐻𝐺
𝐸
= inf

{‖𝑓‖𝐸 ∶ 𝑓 ∈ 𝐸(ℝ𝑛), 𝐺 ∗ 𝑓 = 𝑢
}
. (3)

Ядро представления 𝐺 назовем допустимым, если

𝐺 ∈ 𝐿1(ℝ𝑛) + 𝐸′(ℝ𝑛).

Здесь свёртка 𝐺 ∗ 𝑓 определяется как интеграл

(𝐺 ∗ 𝑓 )(𝑥) = (2π)−
𝑛
2
. ∫
ℝ𝑛

𝐺(𝑥 − 𝑦)𝑓 (𝑦) d𝑦. (4)

(мы ввели здесь множитель (2π)−
𝑛
2 для удобства при использовании пре-

образования Фурье). Здесь мы существенно используем результаты рабо-

ты [15], в которой установлены точные теоремы вложения в ПИП для обоб-

щенных потенциалов Бесселя и Рисса:

𝐻𝐺
𝐸 (ℝ

𝑛) ⊂ 𝑋(ℝ𝑛).
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Кроме того, 𝐸′(ℝ𝑛) –– ассоциированное ПИП, т. е. ПИП с нормой:

‖𝑔‖𝐸′ = sup

{
∫
ℝ𝑛

|𝑓𝑔| dµ𝑛 ∶ 𝑓 ∈ 𝐸, ‖𝑓‖𝐸 ⩽ 1

}
. (5)

Пример

𝐸 = 𝐿𝑝, 1 ⩽ 𝑝 ⩽ ∞ ⇒ 𝐸′ = 𝐿𝑝′;
1
𝑝
+ 1
𝑝′

= 1.

Для ПИП 𝐸(ℝ𝑛), 𝐸′(ℝ𝑛) рассмотрим пространства �̃�(ℝ+), �̃�′(ℝ+) –– их

представления Люксембурга [1], т. е. ПИП, для которых выполняются сле-

дующие равенства

‖𝑓‖𝐸 = ‖𝑓 ∗‖�̃� , 𝑓 ∈ 𝐸(ℝ𝑛); ‖𝑔‖𝐸′ = ‖𝑔∗‖�̃�′, 𝑔 ∈ 𝐸′(ℝ𝑛),

где 𝑓 , 𝑔 –– измеримые функции.

Введем класс монотонных функций ℑ𝑛(𝑅), 𝑅 > 0 следующим обра-

зом.

Функция θ ∶ (0,𝑅) → ℝ+ принадлежит классу ℑ𝑛(𝑅), если

1. θ убывающая и непрерывная на (0,𝑅);

2. существует постоянная 𝑐 ∈ ℝ+ такая, что

𝑟−𝑛
𝑟

∫
0

θ(ρ)ρ𝑛−1dρ ⩽ 𝑐θ(𝑟), 𝑟 ∈ (0,𝑅). (6)

Отметим, что

φ(τ) = θ

((
τ

𝑉𝑛

) 1
𝑛

)
∈ ℑ1(𝑇 ), 𝑇 = 𝑉𝑛𝑅

𝑛,

где 𝑉𝑛 –– объем единичного шара в ℝ𝑛.

𝑓φ(𝑡; τ) = min
{
φ(𝑡),φ(τ)

}
=

{
φ(𝑡), 0 < τ ⩽ 𝑡,

φ(τ), τ > 𝑡.
(7)
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В случае допустимых ядер мы можем для потенциалов 𝑢 ∈ 𝐻𝐺
𝐸 опреде-

лить убывающие перестановки 𝑢∗.

Определение 1.1.6. Пусть 𝑢# ∶ ℝ𝑛 → ℝ+ означает симметрическую пе-

рестановку функции 𝑢, т. е. радиально симметричную неотрицательную

убывающую и непрерывную справа (как функция от ρ = |𝑥|, 𝑥 ∈ ℝ𝑛), ко-

торая равноизмерима с 𝑢. Отметим, что

𝑢#(ρ) = 𝑢∗
(
𝑉𝑛ρ

𝑛), 𝑢∗(𝑡) = 𝑢#
((

𝑡
𝑉𝑛

) 1
𝑛

)
, ρ, 𝑡 ∈ ℝ+. (8)

Здесь 𝑉𝑛 –– объем 𝑛-мерного единичного шара. Обозначим

𝑇 = ∞, если 𝑅 = ∞,

𝑇 = 𝑉𝑛(𝑅∕2)𝑛, если 𝑅 ∈ ℝ+.
(9)

Сформулируем условия на ядра 𝐺 [15].

Определение 1.1.7. Пусть θ ∈ ℑ𝑛(∞). Считаем, что 𝐺 ∈ 𝑆∞(θ), если

𝐺#(ρ) ≅ θ(ρ), ρ = |𝑥| ∈ ℝ+. (10)

Определение 1.1.8. Пусть θ ∈ ℑ𝑛(∞). Считаем, что 𝐺 ∈ 𝑆0
∞(θ), если

𝐺(ρ) ≅ θ(ρ), ρ = |𝑥| ∈ ℝ+. (11)

Замечание 1.1.3. Ясно, что 𝑆0
∞(θ) ⊂ 𝑆∞(θ).

Определение 1.1.9. Пусть θ ∈ ℑ𝑛(∞). Потенциалы 𝑢 ∈ 𝐻𝐺
𝐸 (ℝ

𝑛) называ-

ются обобщенными потенциалами Рисса, если

𝐺(𝑥) ≅ θ(|𝑥|), |𝑥| ∈ ℝ+. (12)

Ядро классического потенциала Рисса определено по формуле:

𝐺(𝑥) = ρα−𝑛, ρ = |𝑥| ∈ ℝ+, α ∈ (0,𝑛),
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где

θ(ρ) = ρα−𝑛 ∈ ℑ𝑛(∞), 𝐺 ∈ 𝑆0
∞(θ), (13)

𝑓φ(𝑡; ⋅) ∈ 𝐸′(ℝ+), 𝑡 ∈ ℝ+ ⇔ τ
α

𝑛
−1 ∈ 𝐸′(𝑡,∞). (14)

Определение 1.1.10. Пусть𝑋 = 𝑋(ℝ𝑛) естьПИП, θ ∈ ℑ𝑛(𝑅), где𝑅 ∈ ℝ+.

Считаем, что 𝐺 ∈ 𝑆𝑅(θ;𝑋), если

(𝐺0
𝑅)

#(ρ) ≅ θ(ρ), ρ ∈ (0,𝑅), 𝐺1
𝑅 ∈ 𝑋(ℝ𝑛), (15)

где

𝐵𝑅 =
{
𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ |𝑥| < 𝑅

}
, 𝑅 ∈ ℝ+,

𝐺0
𝑅(𝑥) = 𝐺(𝑥)χ𝐵𝑅

(𝑥); 𝐺1
𝑅(𝑥) = 𝐺(𝑥)χ𝐵𝑐

𝑅
(𝑥).

При этом,

𝐺(𝑥) = 𝐺0
𝑅(𝑥) + 𝐺1

𝑅(𝑥).

Определение 1.1.11. Пусть 𝑋 = 𝑋(ℝ𝑛) есть ПИП, θ ∈ ℑ𝑛(𝑅),

𝐺(𝑥) = 𝐺0
𝑅(𝑥) + 𝐺1

𝑅(𝑥);

𝐵𝑅 =
{
𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ |𝑥| < 𝑅

}
, 𝑅 ∈ ℝ+,

𝐺0
𝑅(𝑥) = 𝐺(𝑥)χ𝐵𝑅

(𝑥); 𝐺1
𝑅(𝑥) = 𝐺(𝑥)χ𝐵𝑐

𝑅
(𝑥).

Считаем, что 𝐺 ∈ 𝑆0
∞(θ;𝑋), если

𝐺0
𝑅(𝑥) ≅ θ(ρ), ρ = |𝑥| ∈ (0,𝑅), 𝐺1

𝑅 ∈ 𝑋(ℝ𝑛).

Определение 1.1.12. Пусть θ ∈ ℑ𝑛(𝑅). Потенциалы 𝑢 ∈ 𝐻𝐺
𝐸 (ℝ

𝑛) называ-

ются обобщенными бесселевыми потенциалами, если

𝐺0
𝑅(𝑥) ≅ θ(|𝑥|), 𝑥 ∈ 𝐵𝑅, 𝐺1

𝑅(𝑥) ∈ (𝐿1 ∩ 𝐸′)(ℝ𝑛), ∫
ℝ𝑛

𝐺 d𝑥 ≠ 0.
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Ядро классического потенциала Бесселя определено по формуле:

𝐺(𝑥) = 𝑐(α,𝑛)ρ−𝑣𝐾𝑣(ρ), ρ = |𝑥| ∈ ℝ+, α ∈ (0,𝑛], 𝑣 = (𝑛 − α)∕2,

где 𝐾𝑣 –– функция Макдональда.

Параграф 1.2. Эквивалентные описания конусов перестановок для потен-

циалов. В этом разделе мы покажем, как операторы типа Харди–Копсона

появляются в теории потенциалов. Рассмотрим следующие конусы пере-

становок для 𝑇 ∈ (0,∞], снабженные положительно однородными функ-

ционалами [15]:

𝑀(𝑇 ) ≡ 𝑀𝐺
𝐸 (𝑇 ) =

{
ℎ(𝑡) = 𝑢∗(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) ∶ 𝑢 ∈ 𝐻𝐺

𝐸

}
, (16)

ρ𝑀(𝑇 )(ℎ) = inf
{‖𝑢‖𝐻𝐺

𝐸
∶ 𝑢 ∈ 𝐻𝐺

𝐸 , 𝑢
∗(𝑡) = ℎ(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 )

}
. (17)

Определение 1.2.1. При 𝑇 ∈ (0,∞] рассмотрим конус

𝐾(𝑇 ) ≡ 𝐾φ
𝐸 =

=

{
ℎ(𝑡) =

𝑇

∫
0

𝑓φ(𝑡; τ)𝑔(τ) dτ; 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) ∶ 𝑔 ∈ �̃�0(0,𝑇 )

}
, (18)

снабженный функционалом ρ𝐾(𝑇 )(ℎ) = ‖𝑔‖�̃�(0,𝑇 ), где в случае 𝑇 ∈ ℝ+,

‖𝑔‖�̃�(0,𝑇 ) = ‖𝑔0‖�̃�(𝑅+); 𝑔0(𝑡) = 𝑔(𝑡); 𝑡 ∈ (0,𝑇 ), 𝑔0(𝑡) = 0, 𝑡 ⩾ τ.

�̃�0(0,𝑇 ) =
{
𝑔 ∈ �̃�(0,𝑇 ); 0 ⩽ 𝑔 ↓, 𝑔(𝑡 + 0) = 𝑔(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 )

}
. (19)

Считаем, что

𝑓φ(𝑡; ⋅) ∈ �̃�′(0,𝑇 ) при 𝑡 ∈ (0,𝑇 ). (20)

Напомним, что множество {𝐾(𝑇 )} неотрицательных измеримых функ-

ций на (0,𝑇 ), 𝑇 ∈ (0,∞] образует конус, снабженный функционалом

ρ𝐾(𝑇 ) ∶ 𝐾(𝑇 ) → [0,∞) если
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ℎ ∈ 𝐾 ⇒ αℎ ∈ 𝐾, ∀α ∈ [0,∞); (21)

ρ𝐾(𝑇 )(αℎ) = αρ𝐾(𝑇 )(ℎ), ∀α ∈ [0,∞); (22)

ρ𝐾(𝑇 )(ℎ) = 0 ⇒ ℎ = 0 почти всюду на (0,𝑇 ). (23)

Рассмотрим совокупность ℑ𝑇 = {𝐾(𝑇 )} таких конусов.

Определение 1.2.2. Пусть 𝐾(𝑇 ), 𝑀(𝑇 ) ∈ ℑ𝑇 . Конус 𝐾(𝑇 ) накрывает

конус 𝑀(𝑇 ) (обозначение 𝑀(𝑇 ) ≺ 𝐾(𝑇 )), если существуют постоянные

𝑐1 = 𝑐1(𝑇 ) ∈ ℝ+ и 𝑐2 = 𝑐2(𝑇 ) ∈ [0,∞), причем 𝑐2(∞) = 0, такие, что для

каждой функции 𝑘1 ∈ 𝑀(𝑇 ) найдется функция 𝑘2 ∈ 𝐾(𝑇 ), удовлетворя-

ющая условиям

ρ𝐾(𝑇 )(𝑘2) ⩽ 𝑐1ρ𝑀(𝑇 )(𝑘1), 𝑘1(𝑡) ⩽ 𝑘2(𝑡) + 𝑐2ρ𝑀(𝑇 )(𝑘1), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ). (24)

Замечание 1.2.1. Эквивалентность конусов означает их взаимное накры-

вание:

𝑀(𝑇 ) ≈ 𝐾(𝑇 ) ⇔ 𝑀(𝑇 ) ≺ 𝐾(𝑇 ) ≺ 𝑀(𝑇 ).

Теорема 1.2.1. (см. [4]). Пусть𝑅 ∈ (0,∞], θ ∈ ℑ𝑛(𝑅) и 𝑇 = 𝑇 (𝑅), 𝑇 = ∞,

если 𝑅 = ∞; где 𝑇 = 𝑉𝑛

(
𝑅
2

)𝑛
, если 𝑅 < ∞; 𝑓φ(𝑡; .) ∈ �̃�′(ℝ+), 𝑡 ∈ ℝ+,

𝐺 ∈ 𝑆0
∞(θ) или, если 𝑅 ∈ ℝ+, 𝐺 ∈ 𝑆0

𝑅(θ;𝐸
′), то

𝑀𝐺
𝐸 (𝑇 ) ≈ 𝐾φ

𝐸 (𝑇 ). (25)

Параграф 1.3. Рассмотрены общие свойства потенциалов, построенных

на базе весовых пространств Лоренца с общими весами.
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Определение 1.3.1. Пространствами Лоренца Λ𝑞(𝑣) u Γ𝑞
δ
(𝑣), где δ и

𝑣 > 0 –– измеримыефункции, называются пространства измеримыхфунк-

ций с конечными нормами:

‖𝑓‖Λ𝑞(𝑣) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

( ∞

∫
0

𝑓 ∗𝑞(𝑡)𝑣(𝑡) d𝑡
) 1

𝑞

; 1 < 𝑞 < ∞,

ess sup 𝑡∈(0,∞)
{
𝑓 ∗(𝑡)𝑣(𝑡)

}
; 𝑞 = ∞,

(26)

‖𝑓‖Γ𝑞
δ
(𝑣) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

( ∞

∫
0

𝑓 ∗∗𝑞
δ

(𝑡)𝑣(𝑡) d𝑡
) 1

𝑞

; 1 < 𝑞 < ∞,

ess sup 𝑡∈(0,∞)
{
𝑓 ∗∗
δ
(𝑡)𝑣(𝑡)

}
; 𝑞 = ∞,

(27)

где

𝑓 ∗∗
δ
(𝑡) = 1

∫ 𝑠
0 δ(𝑡) d𝑡

𝑡

∫
0

𝑓 ∗(τ)δ(τ) dτ; 𝑡 ∈ ℝ+.

В частности, когда δ = 1

‖𝑓‖Γ𝑞(𝑣) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

( ∞

∫
0

𝑓 ∗∗𝑞(𝑡)𝑣(𝑡) d𝑡
) 1

𝑞

; 1 < 𝑞 < ∞,

ess sup 𝑡∈(0,∞)
{
𝑓 ∗∗(𝑡)𝑣(𝑡)

}
; 𝑞 = ∞.

(28)

Определение 1.3.2. Пусть операторℜφ,𝑇 ∶ �̃�0(0,𝑇 ) → �̃�(0,𝑇 ),

𝑇 ∈ (0,∞], определён по формуле

ℜφ,𝑇 [𝑔](𝑡) =

𝑇

∫
0

𝑓φ(𝑡; τ)𝑔(τ) dτ, 𝑔 ∈ �̃�0(0,𝑇 ). (29)

Этот оператор играет важную роль в интегральных свойствах потен-

циала.

Сформулируем критерии вложений пространства потенциалов в

ПИП:

𝐻𝐺
𝐸 (ℝ

𝑛) ⊂ 𝑋(ℝ𝑛). (30)
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Вложение (30) эквивалентно условию: существует 𝑐 ∈ (0,∞), такая что

‖ℜφ,∞[𝑔∗]‖�̃� ⩽ 𝑐‖𝑔‖�̃�}; 𝑔 ∈ �̃�0.

Рассмотрим случай 𝐸 = Λ𝑞(𝑢).

Задача –– описать оптимальное ПИП 𝑋0(ℝ𝑛) для вложения

𝐻𝐺
Λ𝑞(𝑢)(ℝ

𝑛) ⊂ 𝑋(ℝ𝑛),

т. е. такое ПИП 𝑋0(ℝ𝑛), что

1. 𝐻𝐺
Λ𝑞(𝑢)(ℝ

𝑛) ⊂ 𝑋0(ℝ𝑛);

2. если ПИП 𝑋(ℝ𝑛), такое что есть вложение𝐻𝐺
Λ𝑞(𝑢)(ℝ

𝑛) ⊂ 𝑋(ℝ𝑛), то

𝑋0(ℝ𝑛) ⊂ 𝑋(ℝ𝑛).

В наших результатах мы использовали следующие свойства потенциалов

и теоремы [15]

Теорема 1.3.1. Пусть операторℜφ,∞ ∶ Λ𝑞(𝑢)(ℝ+) → �̃�(ℝ+). Для потен-

циалов Рисса вложение:

𝐻𝐺
Λ𝑞(𝑢)(ℝ

𝑛) ⊂ 𝑋(ℝ𝑛) (31)

эквивалентно ограниченности оператораℜφ,∞.

Теорема 1.3.3. При 𝑇 = ∞ для потенциалов типа Рисса, или 𝑇 =

𝑉𝑛(𝑅∕2)𝑛 ∈ ℝ+ для потенциалов типа Бесселя имеет место эквивалент-

ность

𝐻𝐺
Λ𝑞(𝑢)(ℝ

𝑛) ⊂ 𝐿∞(ℝ𝑛) ⇔ φ ∈ [Λ𝑞(𝑢)]′(0,𝑇 ). (32)

Параграф 1.4. Критерии вложений пространства потенциалов в пере-

становочно инвариантные пространства в случае базовых весовых про-

странств Лоренца.
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Теорема 1.4.2. Пусть 1 < 𝑝 < ∞, 1
𝑝
+ 1
𝑝′

= 1, а функции 𝑣 ⩾ 0—измеримая

и 𝑉 определена следующим образом:

𝑉 (𝑡) =

𝑡

∫
0

𝑣(τ) dτ,

тогда ‖‖‖ℜ∗∗
φ,∞[𝑔

∗]‖‖‖𝐿𝑝′ (𝑣)
≅ ‖‖‖ℜφ,∞[𝑔∗]

‖‖‖𝐿𝑝′ (𝑣)
⇔

�̃� = sup
𝑥>0

{( ∞

∫
0

(
𝑥

𝑥 + 𝑡

)𝑝′

⋅ 𝑣(𝑡) d𝑡

) 1
𝑝′

( ∞

∫
0

(
𝑡

𝑡 + 𝑥

)𝑝

⋅
𝑣(𝑡)
𝑉 (𝑡)𝑝

d𝑡
) 1

𝑝

}
< ∞. (33)

Получены критерии вложений пространства потенциалов в перестановоч-

но инвариантные пространства и даны описания оптимальных перестано-

вочно инвариантных пространств для таких вложений. Приведена конкре-

тизация этих вложений в случае базовых весовых пространств Лоренца.

Теорема 1.4.3. Пусть 1 < 𝑝 < ∞, 1
𝑝
+ 1

𝑝′
= 1, а функции 𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝑉 и 𝑈

определены следующим образом:

𝑈 (𝑠) =

𝑠

∫
0

𝑢(𝑡) d𝑡, 𝑣(𝑡) = 𝑡2𝑝′𝑢(𝑡)φ𝑝′(𝑡)
𝑈 𝑝′(𝑡)

, 𝑉 (𝑡) =

𝑡

∫
0

𝑣(τ) dτ,

𝑤(𝑡) =
𝑡𝑝+𝑝′−1𝑉 (𝑡) ∫ ∞

𝑡 τ−𝑝
′𝑣(τ) dτ

𝑉 (𝑡) + 𝑡𝑝′ ∫ ∞
𝑡 τ−𝑝

′𝑣(τ) dτ
.

Кроме того, пусть существует 𝑐 ∈ (0,∞)такое, что ∫ 𝑟
0 φ(ρ) dρ ⩽ 𝑐φ(𝑟)𝑟;

∀𝑟 ∈ (0,∞), и пусть

𝐶 = sup
𝑟>0

{( 𝑟

∫
0

𝑡𝑝′𝑢(𝑡)
𝑈 𝑝′(𝑡)

d𝑡

) 1
𝑝′
( ∞

∫
𝑡

𝑈 𝑝(𝑡)

𝑡2𝑝𝑢
𝑝
𝑝′ (𝑡)

d𝑡
) 1

𝑝

}
< ∞. (34)
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Тогда оптимальное ПИП для вложения𝐻𝐺
Λ𝑝′ (𝑢)

(ℝ𝑛) ⊂ 𝑋(ℝ𝑛) имеет эквива-

лентную норму ‖𝑓‖�̃�0(ℝ+) ≅ ‖𝑓‖Γ𝑝(𝑤). (35)

Замечание 1.4.1. Условие,
𝑟

∫
0

φ(ρ) dρ ⩽ 𝑐φ(𝑟)𝑟

вытекает из условия (6) и гарантирует эквивалентность

ℜ∗∗
φ,∞[𝑔

∗] ≅ ℜφ,∞[𝑔∗],

так что ‖ℜφ,∞[𝑔∗]‖Γ𝑝′(𝑣) ≅ ‖ℜφ,∞[𝑔∗]‖Λ𝑝′ (𝑣). При условии на весовые функ-

ции

�̃� = sup
𝑥>0

{( ∞

∫
0

(
𝑥

𝑥 + 𝑡

)𝑝′

⋅ 𝑣(𝑡) d𝑡

) 1
𝑝′
( ∞

∫
0

(
𝑡

𝑡 + 𝑥

)𝑝

⋅
𝑣(𝑡)
𝑉 (𝑡)𝑝

d𝑡
) 1

𝑝

}
< ∞.

Также получаем эквивалентность норм

‖‖‖ℜφ,∞[𝑔∗]
‖‖‖Γ𝑝′ (𝑣)

≅ ‖‖‖ℜφ,∞[𝑔∗]
‖‖‖Λ𝑝′ (𝑣)

= ‖‖‖ℜ∗
φ,∞[𝑔

∗]‖‖‖𝐿𝑝′ (𝑣)
= ‖‖‖ℜφ,∞[𝑔∗]

‖‖‖𝐿𝑝′ (𝑣)
.

Последнее равенство опирается на соотношение

ℜ∗
φ,∞[𝑔

∗](𝑡) = ℜφ,∞[𝑔∗](𝑡),

поскольку функция в правой части неотрицательна, убывающая и непре-

рывная, т. е. она совпадает со своей убывающей перестановкой.

Основные результаты первой главы опубликованы в работах [16; 17]

из списка публикаций автора по теме диссертации.

В главе 2 исследуются модулярные неравенства для операторов типа

Харди–Копсона на весовых пространствах Орлича.
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Параграф 2.1. Определения и предварительные сведения и вспомогатель-

ные теоремы.

Определение 2.1.1. Функция Φ: [0, + ∞) → [0, + ∞) называется 𝑁-

функцией, если

Φ(𝑡) =
𝑡∫
0
φ(τ) dτ; где φ непрерывна, 0 < φ ↑; φ(0) = 0; φ(∞) = ∞. Пусть

φ−1 непрерывная справа функция, обратная к φ, и определим

Ψ(𝑡) =

𝑡

∫
0

φ−1(τ) dτ.

Ψ называется дополнительной функцией для Φ.

Определение 2.1.2. а) Говорят, что𝑁-функцияΦ удовлетворяетΔ2 усло-

вию (мы пишем Φ ∈ Δ2), если существует константа 𝐵 > 0, такая, что

Φ(2𝑡) ⩽ 𝐵Φ(𝑡), ∀𝑡 > 0. (36)

б) Запишем Φ1 ≪ Φ2 если существует константа 𝐿0 > 0, такая, что

неравенство
∞∑
𝑖=1

Φ2 ◦Φ−1
1 (𝑎𝑖) ⩽ 𝐿0Φ2 ◦Φ−1

1 (
∞∑
𝑖=1

𝑎𝑖) (37)

выполняется для любой последовательности {𝑎𝑖} с 𝑎𝑖 ⩾ 0.

Если Φ2 ◦Φ−1
1 выпуклая функция , то Φ1 ≪ Φ2.

Например, если Φ1(𝑡) = 𝑡𝑝; Φ2(𝑡) = 𝑡𝑞; 0 < 𝑝, 𝑞 < ∞, тогда Φ1 ≪ Φ2

при 𝑝 ⩽ 𝑞.

в) Пусть ω положительная измеримая весовая функция и Φ ––𝑁-

функция. Пространство Орлича 𝐿Φ(ω) состоит из всех измеримых функ-

ций 𝑓 (по модулю эквивалентности почти везде) с нормой

‖𝑓‖Φ(ω) = inf

{
λ > 0,

∞

∫
0

Φ(λ−1|𝑓 (𝑥)|)ω(𝑥) d𝑥 ⩽ 1

}
. (38)

Например, еслиω ≡ 1; Φ(𝑡) ≡ 𝑡𝑝, тогда 𝐿Φ(ω) = 𝐿𝑝.
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Мы называем ‖ ⋅ ‖Φ(ω) нормой Люксембурга.

Норма Орлича функции 𝑓 определяется выражением

‖𝑓‖′Ψ(ω) = sup

{ ∞

∫
0

|𝑓𝑔|ω d𝑥 ∶

∞

∫
0

Ψ(|𝑔|)ω d𝑥 ⩽ 1

}
, (39)

где Ψ –– дополнительная функция к Φ.

Замечание 2.1.1. 𝐿Φ(ω) –– банахово пространство, и нормы Люксембурга

и Орлича эквиваленты. Именно,

‖𝑓‖Φ(ω) ⩽ ‖𝑓‖′Ψ(ω) ⩽ 2‖𝑓‖Φ(ω). (40)

Определение 2.1.3. Обобщенные операторы Харди –– это операторы ви-

да

ℜ𝑓 (𝑥) =

𝑥

∫
0

𝑘(𝑥,𝑡)𝑓 (𝑡) d𝑡, ℜ∗𝑔(𝑡) =

+∞

∫
𝑡

𝑘(𝑥,𝑡)𝑔(𝑥) d𝑥, (41)

где

а) 𝑘 ∶
{
(𝑥,𝑡) ∈ ℝ2 ∶ 0 < 𝑡 < 𝑥 < +∞

}
→ [0, +∞);

б) 𝑘(𝑥,𝑡) ⩾ 0 не убывает по 𝑥, не возрастает по 𝑡;

в) 𝑘(𝑥,𝑦) ⩽ 𝐷
(
𝑘(𝑥,𝑡) + 𝑘(𝑡,𝑦)

)
, всякий раз, когда 0 ⩽ 𝑦 ⩽ 𝑡 < 𝑥 < +∞ для

некоторой константы 𝐷.

Параграф 2.2. Модулярные неравенства для операторов типа Харди–

Копсона на функциях в пространстве Орлича.

Напомним, что

𝐾φ
𝐸 =

{
ℎ(𝑥) =

∞

∫
0

𝑓φ(𝑥; τ)𝑔(τ) dτ; 𝑥 ∈ (0,∞) ∶ 𝑔 ∈ �̃�0(0,∞)

}
;

𝑓φ(𝑥; τ) =

⎧⎪⎨⎪⎩
φ(𝑥), 0 < τ ⩽ 𝑥,

φ(τ), τ > 𝑥;
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0 < φ ↓,

𝑥

∫
0

φ(τ) dτ ⩽ 𝑐φ(𝑥)𝑥.

Мы рассматриваем оператор

 [𝑔] ≡ ℎ(𝑥) =

∞

∫
0

𝑓φ(𝑥; τ)𝑔(τ) dτ. (42)

 [𝑔] = φ(𝑥)

𝑥

∫
0

𝑔(τ) dτ +

∞

∫
𝑥

φ(τ)𝑔(τ) dτ = 1[𝑔] + 2[𝑔]. (43)

Это означает, что  является суммой двух операторов типа Харди–

Копсона.

Теорема 2.2.2. Пусть Φ1, Φ2 ––𝑁-функции, Φ1 ≪ Φ2, Ψ1, Ψ2 –– дополни-

тельные функции для Φ1 и Φ2, 𝑎, 𝑏, 𝑣, ω –– положительные весовые функ-

ции,  определяется формулой (42). Тогда существует такая постоянная

𝐴 > 0, что неравенство

Φ−1
2

⎛⎜⎜⎝
+∞

∫
0

Φ2(𝑎(𝑥)𝑔(𝑥))ω(𝑥) d𝑥
⎞⎟⎟⎠ ⩽ Φ−1

1

⎛⎜⎜⎝
+∞

∫
0

Φ1(𝐴𝑏(𝑥)𝑔(𝑥))𝑣(𝑥) d𝑥
⎞⎟⎟⎠ (44)

выполняется для всех неотрицательных измеримых функций 𝑔 тогда и

только тогда, когда существует постоянная 𝐶 такая, что неравенство

Φ−1
2

⎛⎜⎜⎝
+∞

∫
0

Φ2

(
𝑎(𝑥)
𝐶

.
𝑓φ(𝑥; 𝑟)
φ(𝑟)

‖‖‖‖𝑓φ(⋅; 𝑟)ε𝑣𝑏
‖‖‖‖Ψ1(ε𝑣)

)
ω(𝑥) d𝑥

⎞⎟⎟⎠ ⩽ Φ−1
1

(1
ε

)
(45)

выполняется для всех ε, 𝑟 > 0.

Целью данной теоремы является изучение поведения интегральных

операторов типа Харди–Копсона на весовых пространствах Орлича. Ре-

зультаты о модулярных неравенствах для рассматриваемых операторов ти-

па Харди–Копсона важны, поскольку такие операторы возникают в изу-

чение убывающих перестановок для обобщенных потенциалов Бесселя и
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Рисса, в этом случае пространство Орлича–Лоренца служит базовым про-

странством.

Параграф 2.3. Применение к весовым пространствам Лебега.

Применим теорему 2.2.2. к случаю весовых пространств Лебега.

Пусть 1 ⩽ 𝑝, 𝑞 < ∞

Φ1(𝑡) = 𝑡𝑝; Φ2(𝑡) = 𝑡𝑞; Ψ1 = 𝑡𝑝′; 1
𝑝
+ 1
𝑝′

= 1;

функции 𝑎, 𝑏, 𝑣,ω такие, как в теореме 2.2.2. Тогда

Φ−1
1 (𝑡) = 𝑡

1
𝑝
.; Φ−1

2 (𝑡) = 𝑡
1
𝑞 ;

Φ1 ≪ Φ2 ⇔ 𝑝 ⩽ 𝑞.

Применение теоремы 2.2.2 дает следующий результат.

Пусть 1 ⩽ 𝑝 ⩽ 𝑞 < ∞. Тогда существует такая постоянная 𝐴 > 0, что

неравенство

⎛⎜⎜⎝
+∞

∫
0

𝑎𝑞(𝑥)𝑔𝑞(𝑥)ω(𝑥) d𝑥
⎞⎟⎟⎠

1
𝑞

⩽ 𝐴
⎛⎜⎜⎝

+∞

∫
0

(
𝑏𝑝(𝑥)𝑔𝑝(𝑥)

)
𝑣(𝑥) d𝑥

⎞⎟⎟⎠
1
𝑝

, (46)

выполняется для всех неотрицательных измеримых функций 𝑔 тогда и

только тогда, когда существует постоянная 𝐶 > 0 такая, что неравенство

⎛⎜⎜⎝
+∞

∫
0

𝑎(𝑥)𝑞𝑓φ(𝑥; 𝑟)
𝑞ω(𝑥) d𝑥

⎞⎟⎟⎠
1
𝑞 ‖‖‖‖𝑓φ(⋅; 𝑟)𝑣𝑏

‖‖‖‖
𝑞

𝐿𝑝′ (𝑣)
⩽ 𝐶φ(𝑟), (47)

выполняется для всех 𝑟 > 0.

Основные результаты второй главы опубликованы в работе [18] из

списка публикаций автора по теме диссертации.

В главе 3 изучаются модулярные неравенства для операторов типа Харди–

Копсона на монотонных функциях в пространстве Орлича.
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Аналогичная проблема изучена для весовых пространств Орлича–

Лоренца. Ее решение связано с переходом от описаний действия опера-

торов на конусе всех неотрицательных функций из пространства Орли-

ча к изучению действия операторов на конусе неотрицательных функций

со свойствами монотонности. Эти результаты играют важную роль, по-

скольку изучение интегральных свойств потенциалов связано именно с

конусами их убывающих перестановок. В главе 3 диссертации получе-

ны критерии справедливости модулярных неравенств для операторов типа

Харди–Копсона, отображающих конусы монотонных функций в весовом

пространстве Орлича в другое весовое пространство Орлича. Следует от-

метить, что ответы, полученные в главе 3 с учетом свойств монотонности,

существенно отличаются по форме от результатов главы 2, и их получение

потребовало от автора привлечения ряда новых соображений.

Мы рассматриваем модулярные неравенства для операторов типа

Харди–Копсона на конусеΩ положительных убывающих функций из весо-

вых пространств Орлича. Воспользуемся общей теоремой (доказана в [9])

и результатами в [7] о редукции модулярных неравенств для положитель-

но однородных операторов на конусе Ω, что позволяет перейти к моду-

лярным неравенствам для модифицированных операторов на конусе всех

положительных функций из пространства Орлича. Он основан на теореме

двойственности, описывающей ассоциированную норму для конусаΩ. Мы

следуем, в основном, обозначениям, использованным в книге [1, разд. 8,

Глава 4] Беннета и Шарпли и в работе [19]. Здесь конкретизируются мо-

дулярные неравенства для случая, когда положительный оператор являет-

ся оператором типа Харди–Копсона. Показано, что в этом случае моди-

фицированный оператор является обобщенным оператором Харди в но-
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тации Jim Quile Sun [8]. Это позволяет использовать подходы, развитые

в [20––23],также результаты, полученные Jim Quile Sun [8], чтобы устано-

вить явные критерии справедливости модулярных неравенств.

Параграф 3.1. Определения и предварительные сведения.

Мы предполагаем, что 𝑀(ℝ+) –– множество измеримых по Лебегу

почти всюду конечных функций,𝑀+ –– конус почти всюду положительных

функций из𝑀 = 𝑀(ℝ+);

𝑀+ =
{
𝑓 ∈ 𝑀(ℝ+) ∶ 𝑓 > 0

}
.

Рассмотрим конус положительных убывающих функций из пространства

Орлича:

Ω =
{
𝑓 ∈ 𝐿Φ,𝑣 ∶ 0 ⩽ 𝑓 ↓

}
. (48)

Для 𝑔 ∈ 𝑀+ , введем следующую ассоциированную норму на конусе:

‖𝑔‖′Ω = sup
{
∫

∞

0
𝑓𝑔 d𝑡 ∶ 𝑓 ∈ Ω; ‖𝑓‖Φ,𝑣 ⩽ 1

}
. (49)

Сформулируем результат, обобщающий некоторые предыдущие результа-

ты работ [10], [24––27].

Предложение 3.1.1. ([24]). ПустьΦ,Ψ –– дополнительные𝑁-функции,𝑁-

функция Φ удовлетворяет условию Δ2, пусть 𝑣 ∈ 𝑀+ и пусть

0 < 𝑉 (𝑡) ∶=

𝑡

∫
0

𝑣 dτ < ∞, 𝑡 ∈ ℝ+, 𝑉 (+∞) = +∞. (50)

Для фиксированного числа 0 < 𝑎 < 1 справедлива следующая двусторон-

няя оценка:

‖𝑔‖′Ω ≅ ‖ℜ𝑎(𝑔)‖Ψ,𝑣 =
= inf

{
λ > 0 ∶ ∫

∞

0
Ψ
(
λ−1|ℜ𝑎(𝑔; 𝑡)|)𝑣(𝑡) d𝑡 ⩽ 1

}
, (51)
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где

ℜ𝑎(𝑔; 𝑡) ∶= 𝑉 (𝑡)−1
𝑡

∫
δ𝑎(𝑡)

𝑔(τ) dτ, δ𝑎(𝑡) ∶= 𝑉 −1(𝑎𝑉 (𝑡)
)
, 𝑡 ∈ ℝ+. (52)

При различных значениях 𝑎 ∈ (0,1) нормы (51) эквивалентны.

Здесь и далее мы используем обозначения

𝐴 ≅ 𝐵 ⇔ ∃ 𝑐 ∈ [1,∞) ∶ 𝑐−1 ⩽ 𝐴∕𝐵 ⩽ 𝑐. (53)

В следующих рассмотрениях мы будем использовать формулу сопряжен-

ного оператора:

ℜ∗
0(𝑓 ; τ) =

∞

∫
τ

𝑓 (𝑡)
𝑉 (𝑡)

d𝑡, τ ∈ ℝ+. (54)

Параграф 3.2. Области применения для операторов типа Харди–Копсона.

Сформулируем основной результат этого раздела, позволяющий све-

сти модулярные неравенства для операторов на конусе Ω к модулярным

неравенствам для модифицированных операторов на конусе𝑀+.

В этом разделе мы применяем общие результаты [11] в случае опе-

ратора типа Харди–Копсона.

Параграф 3.3. Доказательство результатов.

Теорема 3.3.1. Пусть Φ1, Φ2 ––𝑁-функции и Φ1 ≺≺ Φ2, Ψ1, Ψ2 –– допол-

нительные функции для Φ1 и Φ2, 𝑣, 𝑢,𝑤 положительные весовые функции,

 –– оператор Харди–Копсона (42). Пусть выполняется условие

𝐴φ = sup
𝑡∈ℝ+

1
𝑡φ(𝑡)

(
∫

𝑡

0
φ dτ

)
< ∞. (55)

Тогда существует постоянная 𝐶 > 0 такая, что неравенство

Φ−1
2

{
∫ℝ+

Φ2
(
𝑤(𝑡)𝑓 (𝑡)

)
𝑢(𝑡) d𝑡

}
⩽ Φ−1

1

{
∫ℝ+

Φ1(𝐶𝑓 (𝑡))𝑣(𝑡) d𝑡
}
,

𝑓 ∈ Ω, (56)
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выполняется для всех положительных невозрастающих функций 𝑓 тогда

и только тогда, когда существует константа 𝐵 такая, что для всех ε,

𝑟 > 0 выполняются следующие неравенства:

Φ−1
2

{ ∞

∫
0

Φ2

(
𝑤(𝑡)
𝐵

⋅
𝑓φ(𝑡,𝑟)
φ(𝑟)

‖‖‖‖𝑓φ(⋅,𝑟)ε𝑉
‖‖‖‖Ψ1(ε𝑣)

)
𝑢(𝑡) d𝑡

}
⩽ Φ−1

1

(
1
ε

)
. (57)

Основные результаты третьей главы опубликованы в работах [28; 29] из

списка публикаций автора по теме диссертации.
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Глава 1. Критерии вложений пространства потенциалов в

перестановочно-инвариантные пространства в случае базовых

весовых пространств Лоренца

В этой главе приведена конкретизация общих критериев вложе-

ний потенциалов в перестановочно-инвариантные пространства в слу-

чае, когда базовое пространство для потенциалов есть весовое простран-

ство Лоренца. Получены явные описания оптимального перестановочно-

инвариантного пространства, в которое вложено пространство потенциа-

лов. Основные результаты данного раздела опубликованы в работах [16;

17] из списка публикаций автора по теме диссертации.

1.1 Определения и предварительные сведения

Пусть (𝑆,Σ,µ) есть пространство с мерой. Здесь Σ –– σ-алгебра

подмножеств множества 𝑆, на которых определена неотрицательная σ-

конечная, σ-аддитивная мера µ. Через 𝐿0 = 𝐿0(𝑆,Σ,µ) обозначим множе-

ство µ-измеримых вещественнозначных функций 𝑓 ∶ 𝑆 → 𝑅, а через 𝐿+
0

подмножество множества 𝐿0, состоящее из неотрицательных функций:

𝐿+
0 =

{
𝑓 ∈ 𝐿0; 𝑓 ⩾ 0

}
.

Определение 1.1.1. Отображение ρ ∶ 𝐿+
0 → [0,∞] называется функ-

циональной нормой (кратко: ФН), если для всех 𝑓 , 𝑔, 𝑓𝑛 ∈ 𝐿+
0 , 𝑛 ∈ 𝑁

выполнены условия:



33

(P1) ρ(𝑓 ) = 0 ⇒ 𝑓 = 0, µ–почти всюду (кратко: µ–п.в.);

ρ(α𝑓 ) = αρ(𝑓 ), α ⩾ 0; ρ(𝑓 + 𝑔) ⩽ ρ(𝑓 ) + ρ(𝑔) (свойство нормы);

(P2) 𝑓 ⩽ 𝑔, (µ–п.в.) ⇒ ρ(𝑓 ) ⩽ ρ(𝑔) (монотонность нормы);

(P3) 𝑓𝑛 ↑ 𝑓 ⇒ ρ(𝑓𝑛) → ρ(𝑓 )(𝑛 → ∞) (свойство Фату);

(P4) 0 < µ(σ) < ∞ ⇒ ∫
σ

𝑓 dµ ⩽ 𝑐σρ(𝑓 ), 𝑓 ∈ 𝐿+
0 (локальная интегри-

руемость);

(P5) 0 < µ(σ) < ∞ ⇒ ρ(χσ) < ∞ (конечность ФН для характеристи-

ческих функций χσ множеств конечной меры).

Здесь 𝑓𝑛 ↑ 𝑓 означает, что

𝑓𝑛 ⩽ 𝑓𝑛+1, lim
𝑛→∞

𝑓𝑛 = 𝑓, (µ–п.в.).

Определение 1.1.2. Пусть ρ есть функциональная норма. Множество

𝑋 = 𝑋(ρ) функций из 𝐿0, для которых ρ(|𝑓 |) < ∞ называется банаховым

функциональным пространством (кратко: БФП), порожденным функци-

ональной нормой ρ. Для 𝑓 ∈ 𝑋 полагаем

‖𝑓‖𝑋 = ρ(|𝑓 |).
Пусть на𝐿+

0 введены отношения частичного порядка и эквивалент-

ности: 𝑓 ≺ 𝑔 со свойствами транзитивности, т. е. 𝑓 ≺ 𝑓 ;

𝑓 ≺ 𝑔, 𝑔 ≺ ℎ ⇒ 𝑓 ≺ ℎ; 𝑓 ≈ 𝑔 ⇔ 𝑓 ≺ 𝑔 ≺ 𝑓.

Считаем, что отношение порядка подчинено поточечной оценке µ–

п.в., т. е.

1) 𝑓 ⩽ 𝑔, µ–п.в. ⇒ 𝑓 ≺ 𝑔;

2) 𝑓𝑛 ↑ 𝑓 ⇒ 𝑓𝑛 ↑_ 𝑓 .

Здесь 𝑓𝑛 ↑_ 𝑓 означает, что 𝑓𝑛 ≺ 𝑓𝑛+1; 𝑓 = [sup]𝑓𝑛, т. е. 𝑓𝑛 ≺ 𝑓 , 𝑛 ∈ ℕ,

и, если 𝑓𝑛 ≺ 𝑓 , 𝑛 ∈ ℕ, то 𝑓 ≺ 𝑓 .
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Базовый пример отношения порядка:

𝑓 ≺ 𝑔 ⇔ 𝑓 ⩽ 𝑔, µ–п.в. ⇒ ρ(𝑓 ) ⩽ ρ(𝑔).

(Это следует из свойства (P2) функциональной нормы ρ).

Нас будут интересовать отношения порядка, связанные с невозрас-

тающими перестановками функций. Обозначим для 𝑓 ∈ 𝐿0

λ𝑓 (𝑦) = µ
{
𝑥 ∈ 𝑆 ∶ |𝑓 (𝑥)| > 𝑦

}
, 𝑦 ∈ [0,∞)

–– Лебегова функция распределения. Через �̇�0 обозначим множество функ-

ций 𝑓 ∈ 𝐿0, для которых λ𝑓 (𝑦) не тождественна бесконечности,

т. е. ∃𝑦0 ∈ [0,∞) ∶ λ𝑓 (𝑦0) < ∞.

Для 𝑓 ∈ �̇�0 введем невозрастающую перестановку 𝑓 ∗ как правую

обратную функцию к невозрастающей функции λ𝑓 , т. е.

𝑓 ∗(𝑡) = inf
{
𝑦 ∈ [0,∞) ∶ λ𝑓 (𝑦) ⩽ 𝑡

}
, 𝑡 ∈ ℝ+ = (0,∞), (1.1)

𝑓 ∗ –– невозрастающая перестановка функции 𝑓 , т. е. неотрицательная,

убывающая, непрерывная справа функция на ℝ+ = (0,∞), которая равно-

измерима с 𝑓 :

µ𝑛
{
𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ |𝑓 (𝑥)| > 𝑦

}
= µ1

{
𝑡 ∈ ℝ+ ∶ 𝑓 ∗(𝑡) > 𝑦

}
, 𝑦 ∈ ℝ+.

Здесь µ –– это мера Лебега.

Для 𝑓 ∈ �̇�0 имеем:

λ𝑓 (𝑦) → 0, (𝑦 → +∞) ⇒ |𝑓 (𝑥)| < ∞, (µ–п.в.) на 𝑆.

Определим отношения порядка для функций из �̇�+
0 :

1) 𝑓 ≺ 𝑔 ⇒ 𝑓 ∗(𝑡) ⩽ 𝑔∗(𝑡); 𝑡 ∈
(
0,µ(𝑆)

)
; (1.2)

2) 𝑓 ≺ 𝑔 ⇒

𝑡

∫
0

𝑓 ∗ dτ ⩽
𝑡

∫
0

𝑔∗ dτ; 𝑡 ∈
(
0,µ(𝑆)

)
. (1.3)



35

Отношение (1.2) –– оценка для невозрастающих перестановок 𝑓 ∗ и 𝑔∗

и отношение (1.3) –– оценка для интегралов от невозрастающих перестано-

вок 𝑓 ∗ и 𝑔∗ подчинены поточечной оценке µ–п.в., кроме того отношение

порядка (1.3) подчинено отношению (1.2).

Определение 1.1.3.

(i) Банахово функциональное пространство, сокращенно БФП, 𝐸 =

𝐸(ℝ𝑛) –– это банахово пространство измеримых по Лебегу функ-

ций 𝑓 ∶ ℝ𝑛 → 𝐶 с монотонной нормой, т. е.

|𝑓 | ⩽ 𝑔, 𝑔 ∈ 𝐸 влечет 𝑓 ∈ 𝐸, ‖𝑓‖𝐸 ⩽ ‖𝑔‖𝐸 ,
и со свойством Фату:

0 ⩽ 𝑓𝑛 ↑ 𝑓, 𝑓𝑛 ∈ 𝐸 влечет 𝑓 ∈ 𝐸, ‖𝑓𝑛‖𝐸 ⩽ ‖𝑓‖𝐸 .
(ii) БФП 𝐸 называется перестановочно-инвариантным простран-

ством, сокращенно ПИП, если его норма монотонна относитель-

но перестановок,

𝑓 ∗ ⩽ 𝑔∗, 𝑔 ∈ 𝐸 влечет 𝑓 ∈ 𝐸, ‖𝑓‖𝐸 ⩽ ‖𝑔‖𝐸 .
Примерами ПИП служат пространства Лебега 𝐿𝑝(ℝ𝑛), пространства

Лоренца, пространства Орлича.

В работе изучается пространство потенциалов 𝐻𝐺
𝐸 ≡ 𝐻𝐺

𝐸 (ℝ
𝑛) на

𝑛-мерном евклидовом пространстве ℝ𝑛.

Определение 1.1.4. Пространство потенциалов 𝐻𝐺
𝐸 ≡ 𝐻𝐺

𝐸 (ℝ
𝑛): опреде-

ляем как множество сверток ядер потенциалов с функциями из базового

пространства

𝐻𝐺
𝐸 (ℝ

𝑛) = {𝑢 = 𝐺 ∗ 𝑓 ∶ 𝑓 ∈ 𝐸(ℝ𝑛)} , (1.4)
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где 𝐸(ℝ𝑛) –– перестановочно-инвариантное пространство, а

‖𝑢‖𝐻𝐺
𝐸
= inf

{‖𝑓‖𝐸 ∶ 𝑓 ∈ 𝐸(ℝ𝑛), 𝐺 ∗ 𝑓 = 𝑢
}
. (1.5)

Ядро представления 𝐺 назовем допустимым, если

𝐺 ∈ 𝐿1(ℝ𝑛) + 𝐸′(ℝ𝑛). (1.6)

Здесь свёртка 𝐺 ∗ 𝑓 определяется как интеграл

(𝐺 ∗ 𝑓 )(𝑥) = (2π)−
𝑛
2 ∫
ℝ𝑛

𝐺(𝑥 − 𝑦)𝑓 (𝑦) d𝑦. (1.7)

Кроме того, 𝐸′(ℝ𝑛) –– ассоциированное ПИП, т. е. ПИП с нормой:

‖𝑔‖𝐸′ = sup

{
∫
ℝ𝑛

|𝑓𝑔| dµ𝑛 ∶ 𝑓 ∈ 𝐸, ‖𝑓‖𝐸 ⩽ 1

}
. (1.8)

Замечание 1.1.1.

𝐸 = 𝐿𝑝, 1 ⩽ 𝑝 ⩽ ∞ ⇒ 𝐸′ = 𝐿𝑝′;
1
𝑝
+ 1
𝑝′

= 1.

Для ПИП 𝐸(ℝ𝑛), 𝐸′(ℝ𝑛) рассмотрим пространства �̃�(ℝ+), �̃�′(ℝ+) –– их

представления Люксембурга [1], т. е. ПИП, для которых выполняются

следующие равенства

‖𝑓‖𝐸 = ‖𝑓 ∗‖�̃� , 𝑓 ∈ 𝐸(ℝ𝑛); ‖𝑔‖𝐸′ = ‖𝑔∗‖�̃�′, 𝑔 ∈ 𝐸′(ℝ𝑛).

Введем класс монотонных функций ℑ𝑛(𝑅), 𝑅 > 0 следующим обра-

зом.

Определение 1.1.5. Функция θ ∶ (0,𝑅) → ℝ+ принадлежит классуℑ𝑛(𝑅),

если

1. θ убывающая и непрерывная на (0,𝑅);
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2. существует постоянная 𝑐 ∈ ℝ+ такая, что

𝑟−𝑛
𝑟

∫
0

θ(ρ)ρ𝑛−1ρ dρ ⩽ 𝑐θ(𝑟), 𝑟 ∈ (0,𝑅). (1.9)

Отметим, что

φ(τ) = θ

((
τ

𝑉𝑛

) 1
𝑛

)
∈ ℑ1(𝑇 ), 𝑇 = 𝑉𝑛𝑅

𝑛,

где 𝑉𝑛 –– объем единичного шара в ℝ𝑛.

𝑓φ(𝑡; τ) = min
{
φ(𝑡),φ(τ)

}
=

{
φ(𝑡), 0 < τ ⩽ 𝑡,

φ(τ), τ > 𝑡.
(1.10)

В случае допустимых ядер мы можем для потенциалов 𝑢 ∈ 𝐻𝐺
𝐸 опреде-

лить убывающие перестановки 𝑢∗.

Определение 1.1.6. Пусть 𝑢# ∶ ℝ𝑛 → ℝ+ означает симметрическую пе-

рестановку функции 𝑢, т. е. радиально симметричную неотрицательную

убывающую и непрерывную справа (как функция от ρ = |𝑥|, 𝑥 ∈ ℝ𝑛), ко-

торая равноизмерима с 𝑢. Отметим, что

𝑢#(ρ) = 𝑢∗
(
𝑉𝑛ρ

𝑛), 𝑢∗(𝑡) = 𝑢#
((

𝑡
𝑉𝑛

) 1
𝑛

)
, ρ, 𝑡 ∈ ℝ+. (1.11)

Здесь 𝑉𝑛 –– объем 𝑛-мерного единичного шара.

Обозначим
𝑇 = ∞, если 𝑅 = ∞,

𝑇 = 𝑉𝑛(𝑅∕2)𝑛, если 𝑅 ∈ ℝ+.
(1.12)

Сформулируем условия на ядра 𝐺 [15].

Замечание 1.1.2. Пусть𝐴(𝑥), 𝐵(𝑥) –– положительные функции на множе-

стве𝐷 ⊂ ℝ𝑛. Мы пишем𝐴(𝑥) ≅ 𝐵(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐷, если существует постоянная

𝑐 ⩾ 1 такая, что 𝑐−1 ⩽ 𝐴(𝑥)
𝐵(𝑥)

⩽ 𝑐, ∀𝑥 ∈ 𝐷.



38

Определение 1.1.7. Пусть θ ∈ ℑ𝑛(∞). Считаем, что 𝐺 ∈ 𝑆∞(θ), если

𝐺#(ρ) ≅ θ(ρ), ρ = |𝑥| ∈ ℝ+. (1.13)

Определение 1.1.8. Пусть θ ∈ ℑ𝑛(∞). Считаем, что 𝐺 ∈ 𝑆0
∞(θ), если

𝐺(ρ) ≅ θ(ρ), ρ = |𝑥| ∈ ℝ+. (1.14)

Замечание 1.1.3. Ясно, что 𝑆0
∞(θ) ⊂ 𝑆∞(θ) для 𝑡, τ ∈ (0,𝑇 ).

Определение 1.1.9. Пусть θ ∈ ℑ𝑛(∞). Потенциалы 𝑢 ∈ 𝐻𝐺
𝐸 (ℝ

𝑛) называ-

ются обобщенными потенциалами Рисса, если

𝐺(𝑥) ≅ θ(|𝑥|), 𝑥 ∈ 𝑅. (1.15)

Ядро классического потенциала Рисса определено по формуле:

𝐺(𝑥) = ρα−𝑛, ρ = |𝑥| ∈ ℝ+, α ∈ (0,𝑛),

где

θ(|𝑥|) = ρα−𝑛 ∈ ℑ𝑛(∞), 𝐺 ∈ 𝑆0
∞(θ), (1.16)

𝑓φ(𝑡; ⋅) ∈ 𝐸′(ℝ+), 𝑡 ∈ ℝ+ ⇔ τ
α

𝑛
−1 ∈ 𝐸′(𝑡,∞). (1.17)

Определение 1.1.10. Пусть 𝑅 ∈ ℝ+, 𝑋 = 𝑋(ℝ𝑛) есть ПИП, θ ∈ ℑ𝑛(𝑅),

где 𝑅 ∈ ℝ+. Считаем, что 𝐺 ∈ 𝑆𝑅(θ;𝑋), если

(𝐺0
𝑅)

#(ρ) ≅ θ(ρ), ρ ∈ (0,𝑅), 𝐺1
𝑅 ∈ 𝑋(ℝ𝑛), (1.18)

где

𝐵𝑅 =
{
𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ |𝑥| < 𝑅

}
,

𝐺0
𝑅(𝑥) = 𝐺(𝑥)χ𝐵𝑅

(𝑥); 𝐺1
𝑅(𝑥) = 𝐺(𝑥)χ𝐵𝑐

𝑅
(𝑥).

При этом,

𝐺(𝑥) = 𝐺0
𝑅(𝑥) + 𝐺1

𝑅(𝑥).
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Определение 1.1.11. Пусть 𝑅 ∈ ℝ+, 𝑋 = 𝑋(ℝ𝑛) есть ПИП, θ ∈ ℑ𝑛(𝑅),

𝐺(𝑥) = 𝐺0
𝑅(𝑥) + 𝐺1

𝑅(𝑥);

𝐵𝑅 =
{
𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ |𝑥| < 𝑅

}
, 𝑅 ∈ ℝ+,

𝐺0
𝑅(𝑥) = 𝐺(𝑥)χ𝐵𝑅

(𝑥); 𝐺1
𝑅(𝑥) = 𝐺(𝑥)χ𝐵𝑐

𝑅
(𝑥).

Считаем, что 𝐺 ∈ 𝑆0
𝑅(θ;𝑋), если

𝐺0
𝑅(𝑥) ≅ θ(ρ), ρ = |𝑥| ∈ (0,𝑅), 𝐺1

𝑅 ∈ 𝑋(ℝ𝑛).

Определение 1.1.12. Пусть 𝑅 ∈ ℝ+, θ ∈ ℑ𝑛(𝑅). Потенциалы 𝑢 ∈ 𝐻𝐺
𝐸 (ℝ

𝑛)

называются обобщенными бесселевыми потенциалами, если

𝐺 ∈ 𝑆0
𝑅

(
θ; (𝐿1 ∩ 𝐸′)

)
, ∫

ℝ𝑛

𝐺 d𝑥 ≠ 0.

Ядро классического потенциала Бесселя определено по формуле:

𝐺(𝑥) = 𝑐(α,𝑛)ρ−𝑣𝐾𝑣(ρ), ρ = |𝑥| ∈ ℝ+, α ∈ (0,𝑛], 𝑣 = (𝑛 − α)∕2,

где 𝐾𝑣 –– функция Макдональда.

Замечание 1.1.4. Пусть δ –– положительная измеримая функция (вес),

Υ(𝑠) =

𝑠

∫
0

δ(𝑡) d𝑡,

обозначим:

𝑓 ∗∗
δ
(𝑡) = 1

Υ(𝑡)

𝑡

∫
0

𝑓 ∗(τ)δ(τ) dτ; 𝑡 ∈ ℝ+. (1.19)

В частности, когда δ = 1,

𝑓 ∗∗(𝑡) = 1
𝑡

𝑡

∫
0

𝑓 ∗(τ) dτ; 𝑡 ∈ ℝ+. (1.20)
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Теорема 1.1.1. Пусть 𝐺 есть допустимое ядро, см. (1.6). Тогда инте-

грал (1.7) сходится для почти всех 𝑥 ∈ ℝ𝑛. Кроме того, 𝑢 ∈ 𝐻𝐺
𝐸 (ℝ

𝑛) есть

банахово пространство, причем

𝐻𝐺
𝐸 (ℝ

𝑛) ⊂ 𝐸(ℝ𝑛) + 𝐿∞(ℝ𝑛),

‖𝑢‖𝐸+𝐿∞
⩽ ‖𝐺‖𝐿1+𝐸 .‖𝑢‖𝐻𝐺

𝐸
; 𝑢 ∈ 𝐻𝐺

𝐸 . (1.21)

Доказательство. Оценка (1.21) следует из обобщенного неравенства

Минковского и неравенства Гёльдера соответственно:

𝑢 = 𝑢0 + 𝑢1,

{
𝑢0 = 𝐺0 ∗ 𝑓, 𝐺0 ∈ 𝐿1(ℝ𝑛), 𝑓 ∈ 𝐸(ℝ𝑛)

}
,

⇒ 𝑢0 ∈ 𝐸(ℝ𝑛), ‖𝑢0‖𝐸 ⩽ ‖𝐺0‖𝐿1
‖𝑓‖𝐸 ,{

𝑢1 = 𝐺1 ∗ 𝑓, 𝐺1 ∈ 𝐸′(ℝ𝑛), 𝑓 ∈ 𝐸(ℝ𝑛)
}
,

⇒ 𝑢1 ∈ 𝐿∞(ℝ𝑛), ‖𝑢1‖𝐿∞
⩽ ‖𝐺1‖𝐸′‖𝑓‖𝐸 ,

𝑢1(𝑥) = ∫ 𝐺1(𝑥 − 𝑦)𝑓 (𝑦) d𝑦,

|𝑢1(𝑥)| ⩽
H.Г

‖𝐺1(𝑥 − .)‖𝐸′.‖𝑓‖𝐸 ,
‖𝐺1(𝑥 − .)‖𝐸′ = ‖𝐺1‖𝐸′,

|𝑢1(𝑥)| ⩽ ‖𝐺1‖𝐸′.‖𝑓‖𝐸 , ∀𝑥 ∈ ℝ𝑛,

⇒ ‖𝑢‖𝐿∞
⩽ ‖𝐺1‖𝐸′.‖𝑓‖𝐸 . (1.22)
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1.2 Эквивалентные описания конусов убывающих перестановок для

потенциалов, построенных на базе весовых пространств Лоренца с

общими весами

Этот раздел посвящен описанию конусов убывающих перестановок

для потенциалов. Рассмотрены вопросы накрывания и эквивалентности

для конусов и получены представления для конусов, которые эквивалент-

ны конусам убывающих перестановок потенциалов, но описываются в бо-

лее простых терминах с помощью интегральных представлений.

Рассмотрим следующие конусы перестановок для 𝑇 ∈ (0,∞], снаб-

женные положительно однородными функционалами:

𝑀(𝑇 ) ≡ 𝑀𝐺
𝐸 (𝑇 ) =

{
ℎ(𝑡) = 𝑢∗(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) ∶ 𝑢 ∈ 𝐻𝐺

𝐸

}
, (1.23)

ρ𝑀(𝑇 )(ℎ) = inf
{‖𝑢‖𝐻𝐺

𝐸
∶ 𝑢 ∈ 𝐻𝐺

𝐸 , 𝑢
∗(𝑡) = ℎ(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 )

}
, (1.24)

�̃�(𝑇 ) ≡ �̃�𝐺
𝐸 (𝑇 ) =

{
ℎ(𝑡) = 𝑢∗∗(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) ∶ 𝑢 ∈ 𝐻𝐺

𝐸

}
, (1.25)

ρ�̌�(𝑇 )(ℎ) = inf
{‖𝑢‖𝐻𝐺

𝐸
∶ 𝑢 ∈ 𝐻𝐺

𝐸 , 𝑢
∗∗(𝑡) = ℎ(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 )

}
. (1.26)

Конусы𝑀𝐺
𝐸 (∞) и �̌�𝐺

𝐸 (∞) определяют глобальные интегральные свойства

потенциалов 𝑢 ∈ 𝐻𝐺
𝐸 , и их максимальных функций Харди–Литтлвуда, со-

ответственно, ввиду известного соотношения (𝑀𝑢)∗ ≅ 𝑢∗∗ (см. [15]). Так,

для ПИП 𝑋(ℝ𝑛)

𝐻𝐺
𝐸 ⊂ 𝑋(ℝ𝑛) ⇔ 𝑀𝐺

𝐸 (∞) ⊂ �̃�(ℝ+), (1.27)

где �̃�(ℝ+) есть представление Люксембурга для𝑋(ℝ𝑛). Напомним обозна-

чение 𝑓φ(𝑡; τ), см. (1.10).
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Определение 1.2.1. При 𝑇 ∈ (0,∞] рассмотрим конус

𝐾(𝑇 ) ≡ 𝐾φ
𝐸 =

=

{
ℎ(𝑡) =

∞

∫
0

𝑓φ(𝑡; τ)𝑔(τ) 𝑑τ; 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) ∶ 𝑔 ∈ �̃�0(0,𝑇 )

}
, (1.28)

снабженный функционалом ρ𝐾(𝑇 )(ℎ) = ‖𝑔‖�̃�(0,𝑇 ). При 𝑇 ∈ (0,∞) считаем,

что

‖𝑔‖�̃�(0,𝑇 ) = ‖𝑔0‖�̃�(𝑅+); 𝑔0(𝑡) = 𝑔(𝑡); 𝑡 ∈ (0,𝑇 ), 𝑔0(𝑡) = 0, 𝑡 ⩾ 𝑇 ,

�̃�0(0,𝑇 ) =
{
𝑔 ∈ �̃�(0,𝑇 ); 0 ⩽ 𝑔 ↓, 𝑔(𝑡 + 0) = 𝑔(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 )

}
. (1.29)

Считаем, что

𝑓φ(𝑡; ⋅) ∈ �̃�′(0,𝑇 ) при 𝑡 ∈ (0,𝑇 ). (1.30)

Напомним, что множество {𝐾(𝑇 )} неотрицательных измеримых функ-

ций на (0,𝑇 ), 𝑇 ∈ (0,∞) образует конус, снабженный функционалом

ρ𝐾(𝑇 ) ∶ 𝐾(𝑇 ) → [0,∞) если

ℎ ∈ 𝐾 ⇒ αℎ ∈ 𝐾, ∀α ∈ [0,∞); (1.31)

ρ𝐾(𝑇 )(αℎ) = αρ𝐾(𝑇 )(ℎ), ∀α ∈ [0,∞); (1.32)

ρ𝐾(𝑇 )(ℎ) = 0 ⇒ ℎ = 0 почти всюду на (0,𝑇 ). (1.33)

Рассмотрим совокупность ℑ𝑇 = {𝐾(𝑇 )} таких конусов.

Определение 1.2.2. Пусть 𝐾(𝑇 ), 𝑀(𝑇 ) ∈ ℑ𝑇 . Конус 𝐾(𝑇 ) накрывает

конус 𝑀(𝑡) (обозначение 𝑀(𝑇 ) ≺ 𝐾(𝑇 )), если существуют постоянные

𝑐1 = 𝑐1(𝑇 ) ∈ ℝ+ и 𝑐2 = 𝑐2(𝑇 ) ∈ [0,∞), причем 𝑐2(∞) = 0, такие, что для

каждой функции 𝑘1 ∈ 𝑀(𝑇 ) найдется функция 𝑘2 ∈ 𝐾(𝑇 ), удовлетворя-

ющая условиям

ρ𝐾(𝑇 )(𝑘2) ⩽ 𝑐1ρ𝑀(𝑇 )(𝑘1), 𝑘1(𝑡) ⩽ 𝑘2(𝑡) + 𝑐2ρ𝑀(𝑇 )(𝑘1), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ). (1.34)
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Замечание 1.2.1. (см. [15]). Эквивалентность конусов означает их вза-

имное накрывание:

𝑀(𝑇 ) ≈ 𝐾(𝑇 ) ⇔ 𝑀(𝑇 ) ≺ 𝐾(𝑇 ) ≺ 𝑀(𝑇 ).

Определение 1.2.3. Пусть �̃�(0,𝑇 ) есть БФП с нормой ‖ℎ‖�̃�(0,𝑇 ). Для ко-

нуса 𝑀(𝑇 ) вложение 𝑀(𝑇 ) ↦ �̃�(0,𝑇 ) означает, что 𝑀(𝑇 ) ⊂ �̃�(0,𝑇 ) и

существует постоянная δ𝑀(𝑇 ) ∈ ℝ+ такая, что

‖ℎ‖�̃�(0,𝑇 ) ⩽ δ𝑀(𝑇 )ρ𝑀(𝑇 )(ℎ), ℎ ∈ 𝑀(𝑇 ).

Лемма 1.2.1. Пусть 𝐾(𝑇 ), 𝑀(𝑇 ) ∈ ℑ𝑇 . Для любого БФП �̃�(0,𝑇 ), ес-

ли 𝑀(𝑇 ) ≺ 𝐾(𝑇 ), то 𝐾(𝑇 ) ↦ �̃�(0,𝑇 ) ⇒ 𝑀(𝑇 ) ↦ �̃�(0,𝑇 ), причем

𝑐𝑀(𝑇 ) ⩽ 𝑐0𝑐𝐾(𝑇 ) + 𝑐1‖1‖�̃�(0,𝑇 ).

Теорема 1.2.1. (см. [4]). Пусть 𝑅 ∈ (0,∞], θ ∈ ℑ𝑛(𝑅) и 𝑇 = 𝑇 (𝑅), 𝑇 = ∞,

если 𝑅 = ∞; где 𝑇 = 𝑉𝑛

(
𝑅
2

)𝑛
, если 𝑅 < ∞; 𝑓φ(𝑡; .) ∈ �̃�′(ℝ+), 𝑡 ∈ ℝ+,

𝐺 ∈ 𝑆0
∞(θ) или, если 𝑅 ∈ ℝ+, 𝐺 ∈ 𝑆0

𝑅(θ;𝐸
′), то

𝑀𝐺
𝐸 (𝑇 ) ≈ �̃�𝐺

𝐸 (𝑇 ) ≈ 𝐾φ
𝐸 (𝑇 ). (1.35)

Замечание 1.2.2. Если𝑀(𝑇 ) ≈ 𝐾(𝑇 ), то

𝐾(𝑇 ) ↦ �̃�(0,𝑇 ) ⇔ 𝑀(𝑇 ) ↦ �̃�(0,𝑇 ).

1.3 Общие свойства потенциалов, построенных на базе весовых

пространств Лоренца с общими весами

В этом подразделе рассмотрены общие свойства пространства по-

тенциалов типа Бесселя и Рисса, построенных на базе перестановочно-
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инвариантных пространств и приведена конкретизация этих построений

в случае базовых весовых пространств Лоренца.

Определение 1.3.1. Пространствами Лоренца Λ𝑞(𝑣) u Γ𝑞
δ
(𝑣), где δ и

𝑣 > 0 –– измеримыефункции, называются пространства измеримыхфунк-

ций с конечными нормами:

‖𝑓‖Λ𝑞(𝑣) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

( ∞

∫
0

𝑓 ∗𝑞(𝑡)𝑣(𝑡) d𝑡
) 1

𝑞

; 1 < 𝑞 < ∞,

ess sup
𝑡∈(0,∞)

{
𝑓 ∗(𝑡)𝑣(𝑡)

}
; 𝑞 = ∞,

(1.36)

‖𝑓‖Γ𝑞
δ
(𝑣) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

( ∞

∫
0

𝑓 ∗∗𝑞
δ

(𝑡)𝑣(𝑡) d𝑡
) 1

𝑞

; 1 < 𝑞 < ∞,

ess sup
𝑡∈(0,∞)

{
𝑓 ∗∗
δ
(𝑡)𝑣(𝑡)

}
; 𝑞 = ∞.

(1.37)

В частности, когда δ = 1 (см (1.19) и (1.20) ),

‖𝑓‖Γ𝑞(𝑣) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

( ∞

∫
0

𝑓 ∗∗𝑞(𝑡)𝑣(𝑡) d𝑡
) 1

𝑞

; 1 < 𝑞 < ∞,

ess sup
𝑡∈(0,∞)

{
𝑓 ∗∗(𝑡)𝑣(𝑡)

}
; 𝑞 = ∞.

(1.38)

Замечание 1.3.1.

𝑓 ∗∗ ⩾ 𝑓 ∗ ⇒ ‖𝑓‖Γ𝑞(𝑣) ⩾ ‖𝑓‖Λ𝑞(𝑣) ⇒ Γ𝑞(𝑣) ⊂ Λ𝑞(𝑣). (1.39)

Определение 1.3.2. Пусть оператор ℜφ,𝑇 ∶ �̃�0(0,𝑇 ) → �̃�(0,𝑇 ), 𝑇 ∈

(0,∞], определён по формуле

ℜφ,𝑇 [𝑔](𝑡) =

𝑇

∫
0

𝑓φ(𝑡; τ)𝑔(τ) dτ, 𝑔 ∈ �̃�0(0,𝑇 ). (1.40)

Этот оператор играет важную роль в интегральных свойствах потен-

циала.
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Сформулируем критерии вложений пространства потенциалов в

ПИП:

𝐻𝐺
𝐸 (ℝ

𝑛) ⊂ 𝑋(ℝ𝑛). (1.41)

Вложение (1.41) эквивалентно условию: существует 𝑐 ∈ (0,∞), такая что

‖ℜφ,∞[𝑔∗]‖�̃� ⩽ 𝑐‖𝑔‖�̃�; 𝑔 ∈ �̃�0.

Рассмотрим случай 𝐸 = Λ𝑞(𝑢).

Задача –– описать оптимальное ПИП 𝑋0(ℝ𝑛) для вложения

𝐻𝐺
Λ𝑞(𝑢)(ℝ

𝑛) ⊂ 𝑋(ℝ𝑛),

т. е. такое ПИП 𝑋0(ℝ𝑛), что

1. 𝐻𝐺
Λ𝑞(𝑢)(ℝ

𝑛) ⊂ 𝑋0(ℝ𝑛);

2. если ПИП 𝑋(ℝ𝑛), такое что есть вложение𝐻𝐺
Λ𝑞(𝑢)(ℝ

𝑛) ⊂ 𝑋(ℝ𝑛), то

𝑋0(ℝ𝑛) ⊂ 𝑋(ℝ𝑛).

Теорема 1.3.1. Пусть оператор ℜφ,∞ ∶ Λ𝑞(𝑢)(ℝ+) → �̃�(ℝ+). Для потен-

циалов Рисса вложение:

𝐻𝐺
Λ𝑞(𝑢)(ℝ

𝑛) ⊂ 𝑋(ℝ𝑛) (1.42)

эквивалентно ограниченности оператораℜφ,∞. В частности, для 𝑡 ∈ ℝ+

𝑓φ(𝑡; ⋅) ∈ �̃�′(ℝ+) ⇔ 𝐻𝐺
Λ𝑞(𝑢)(ℝ

𝑛) ⊂ 𝐿1(ℝ+) + 𝐿∞(ℝ+).

Доказательство. 1. В случае допустимых ядер и для ПИП 𝑋(ℝ𝑛) нужно

обосновать эквивалентность вложений

𝐻𝐺
Λ𝑞(𝑢)(ℝ

𝑛) ⊂ 𝑋(ℝ𝑛) ⇔ 𝑀𝐺
Λ𝑞(𝑢)(∞) ↦ �̃�(ℝ+). (1.43)

Из (1.42) получим, что есть постоянная 𝑎 ∈ ℝ+ такая, что

‖𝑢∗‖�̃�(ℝ+) = ‖𝑢‖𝑋 ⩽ 𝑎.‖𝑢‖𝐻𝐺
Λ𝑞 (𝑢)

, ∀𝑢 ∈ 𝐻𝐺
Λ𝑞(𝑢)(ℝ

𝑛). (1.44)
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Для ℎ ∈ 𝑀 ≡ 𝑀𝐺
Λ𝑞(𝑢)(∞) можно найти функцию 𝑢 ∈ 𝐻𝐺

Λ𝑞(𝑢)(ℝ
𝑛)

𝑢∗ = ℎ и ‖𝑢‖𝐻𝐺
Λ𝑞 (𝑢)

⩽ 2ρ𝑀(ℎ). (1.45)

Из (1.44) и (1.45) можно писать ℎ = 𝑢∗ ∈ �̃�(ℝ+),

‖ℎ‖�̃�(ℝ+) ⩽ 2𝑎.ρ𝑀(ℎ). (1.46)

т. е.𝑀𝐺
Λ𝑞(𝑢)(∞) ↦ �̃�(ℝ+). Для 𝑢 ∈ 𝐻𝐺

Λ𝑞(𝑢)(ℝ
𝑛) и ℎ = 𝑢∗ ∈ 𝑀𝐺

Λ𝑞(𝑢)(∞) получим

‖ℎ‖�̃�(ℝ+) ⩽ 𝑎1.ρ𝑀(ℎ).

Но ρ𝑀(ℎ) ⩽ ‖𝑢‖𝐻𝐺
Λ𝑞 (𝑢)

,

⇒ ‖𝑢‖𝑋 = ‖𝑢∗‖�̃�(ℝ+) ⩽ 𝑎1‖𝑢‖𝐻𝐺
Λ𝑞 (𝑢)

, ∀𝑢 ∈ 𝐻𝐺
Λ𝑞(𝑢)(ℝ

𝑛),

что и означает𝐻𝐺
Λ𝑞(𝑢)(ℝ

𝑛) ⊂ 𝑋(ℝ𝑛).

2. При θ ∈ ℑ𝑛(∞) вложение 𝐾 = 𝐾φ
Λ𝑞(𝑢)(∞) ↦ �̃�(ℝ+) эквивалентно

ограниченности оператора ℜφ,∞ ∶ Λ𝑞(𝑢)(ℝ+) → �̃�(ℝ+). Действительно,

это вложение означает, что

ℎ(𝑡) =

∞

∫
0

𝑓φ(𝑡; τ)𝑔(τ) 𝑑τ ∈ �̃�(ℝ+), ∀𝑔 ∈ Λ𝑞(𝑢)(ℝ+), (1.47)

‖ℎ‖�̃�(ℝ+) ⩽ 𝑎1.ρ𝐾(ℎ) = 𝑎1‖𝑔‖Λ𝑞(𝑢)(ℝ+), (1.48)

что эквивалентно ограниченности оператораℜφ,∞.

3. Пусть θ ∈ ℑ𝑛(∞) 𝑓φ(𝑡; ⋅) ∈ �̃�′(ℝ+), 𝑡 ∈ ℝ+, 𝐺 ∈ 𝑆∞(θ). В этом

условии имеем согласно замечанию 1.2.1 накрывание𝑀(∞) ≺ 𝐾(∞), а из

леммы 1.2.1 можно писать

𝐾φ
Λ𝑞(𝑢)(∞) ↦ �̃�(ℝ+) ⇒ 𝑀θ

Λ𝑞(𝑢)(∞) ↦ �̃�(ℝ+) ⇔ 𝐻𝐺
Λ𝑞(𝑢)(ℝ

𝑛) ⊂ 𝑋(ℝ𝑛).

4. Из теоремы 1.2.1, когда𝐺 ∈ 𝑆0
∞(θ),𝑀

𝐺
Λ𝑞(𝑢)(∞) ≈ 𝐾φ

Λ𝑞(𝑢)(∞), превра-

щается в цепочку эквивалентностей. Так что в этом случае, ограниченность

оператораℜφ,∞ достаточна и необходима для𝐻𝐺
Λ𝑞(𝑢)(ℝ

𝑛) ⊂ 𝑋(ℝ𝑛).
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Замечание 1.3.2. (см. [15]). Пусть θ ∈ ℑ𝑛(∞). Следующие условия экви-

валентны между собой:

ℜφ,∞ ∶ Λ𝑞(𝑢)(ℝ+) → 𝐿1(ℝ+) + 𝐿∞(ℝ+) –– ограниченный оператор,

𝐾φ
Λ𝑞(𝑢)(∞) ↦ 𝐿1(ℝ+) + 𝐿∞(ℝ+), (1.49)

𝑓φ(𝑡; ⋅) ∈ [Λ𝑞(𝑢)]′(ℝ+), 𝑡 ∈ ℝ+. (1.50)

Доказательство. Вложение 𝐾φ
Λ𝑞(𝑢)(∞) ↦ 𝐿1(ℝ+) + 𝐿∞(ℝ+) эквивалент-

но ограниченности оператора ℜφ,∞ ∶ Λ𝑞(𝑢)(ℝ+) → 𝐿1(ℝ+) + 𝐿∞(ℝ+).

Из (1.47), (1.48) следует

‖ℎ‖𝐿1(ℝ+)+𝐿∞(ℝ+) ⩽ 𝑎1‖𝑔‖Λ𝑞(𝑢)(ℝ+), ∀ℎ ∈ 𝐾φ
Λ𝑞(𝑢)(∞),

‖ℎ‖𝐿1(ℝ+)+𝐿∞(ℝ+) ≈

𝑙

∫
0

ℎ∗(τ) 𝑑τ, где 𝑙 ∈ ℝ+.

Итак
𝑙

∫
0

ℎ(τ) 𝑑τ ⩽ 𝑎𝑙‖𝑔‖Λ𝑞(𝑢)(ℝ+), ℎ ∈ 𝐾φ
Λ𝑞(𝑢)(∞), (1.51)

(ℜφ,∞ –– ограниченный оператор).

2. Покажем, что (1.51)⇔ (1.50) Из (1.48), (1.51) можно записать
∞

∫
0

𝐹𝑙(τ)𝑔(τ) dτ ⩽ 𝑎𝑙‖𝑔‖Λ𝑞(𝑢)(ℝ+), 𝑔 ∈ Λ𝑞(𝑢)(ℝ+), (1.52)

где

0 ⩽ 𝐹𝑙(τ) =

𝑙

∫
0

𝑓φ(τ; 𝑡) d𝑡 ↓, τ ∈ ℝ+. (1.53)

Вложение (1.52) эквивалентно 𝐹𝑙 ∈ [Λ𝑞(𝑢)]′(ℝ+). Если τ ∈ (0,𝑙], то

𝐹𝑙(τ) =

τ

∫
0

𝑓φ(τ; 𝑡) d𝑡 +

𝑙

∫
0

𝑓φ(τ; 𝑡) d𝑡 = φ(τ)τ +

𝑙

∫
τ

φ(𝑡) d𝑡.
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Но φ ∈ ℑ1 и
τ

∫
0

φ(𝑡) d𝑡 ≅ φ(τ)τ, τ ∈ ℝ+. (1.54)

При τ ∈ (0,𝑙]

𝐹𝑙(τ) ≈

τ

∫
0

φ(𝑡) d𝑡 +

𝑙

∫
τ

φ(𝑡) d𝑡 =

𝑙

∫
0

φ(𝑡) d𝑡,

𝐹𝑙(τ) ≈ 𝑙φ(𝑙), τ ∈ (0,𝑙]

при τ > 𝑙 имеем τ > 𝑡 для 𝑡 ∈ (0,𝑙], так что в силу (1.53)

𝐹𝑙(τ) =

𝑙

∫
0

φ(𝑡) d𝑡 = βφ(τ).

Итак, при τ ∈ ℝ+

𝐹𝑙(τ) ≈ 𝑙min
{
φ(𝑙),φ(τ)

}
= 𝑙𝑓φ(𝑙; τ). (1.55)

Таким образом,

𝑙

∫
0

ℎ(τ) 𝑑τ ⩽ 𝑎𝑙‖𝑔‖Λ𝑞(𝑢)(ℝ+), ⇔ 𝐹𝑙 ∈ [Λ𝑞(𝑢)]′(ℝ+)

⇔ 𝑓φ(𝑙; .) ∈ [Λ𝑞(𝑢)]′(ℝ+), 𝑙 ∈ ℝ+).

Теорема 1.3.2. [15]. В случае обобщенных потенциалов Бесселя вложе-

ние (1.42) справедливо тогда и только тогда, когда выполнены следующие

два условия:

1. операторℜφ,𝑇 ограничен;

2. справедливо вложение

Λ𝑞(𝑢)(ℝ𝑛) ∩ 𝐿∞(ℝ𝑛) ⊂ 𝑋(ℝ𝑛). (1.56)
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Замечание 1.3.3. Если 𝐺 ∈ 𝑆0
𝑅(φ;𝐸′), условие, что оператор ℜφ,𝑇 огра-

ничен необходимо для вложения (1.42).

Теорема 1.3.3. При 𝑇 = ∞ для потенциалов типа Рисса, или 𝑇 =

𝑉𝑛(𝑅∕2)𝑛 ∈ ℝ+ для потенциалов типа Бесселя имеет место эквивалент-

ность

𝐻𝐺
Λ𝑞(𝑢)(ℝ

𝑛) ⊂ 𝐿∞(ℝ𝑛) ⇔ φ ∈ [Λ𝑞(𝑢)]′(0,𝑇 ). (1.57)

Доказательство. 1. В работе [15], при 𝑅 = ∞ ядра, удовлетворяющие

условиям θ ∈ ℑ𝑛(𝑅), 𝑇 = 𝑇 (𝑅), 𝑇 = 𝑉𝑛(𝑅∕2)𝑛, суть обобщенные яд-

ра Рисса, так что можно применить результат теоремы 1.3.1 для ПИП

𝑋(ℝ𝑛) = 𝐿∞(ℝ𝑛). При 𝐺 ∈ 𝑆∞(θ) для вложения 𝐻𝐺
Λ𝑞(𝑢)(ℝ

𝑛) ⊂ 𝐿∞(ℝ𝑛) до-

статочно ограниченности оператора:

ℜφ,∞ ∶ Λ𝑞(𝑢)(ℝ+) → 𝐿∞(ℝ+),

которая в силу

ℎ(𝑡) =

∞

∫
0

𝑓φ(𝑡; τ)𝑔(τ) dτ ∈ 𝐿∞(ℝ+), ∀𝑔 ∈ �̃�0(ℝ+), (1.58)

‖ℎ‖𝐿∞(ℝ+) ⩽ 𝑐0ρ𝐾(ℎ) = 𝑐0‖𝑔‖Λ𝑞(𝑢)(ℝ+). (1.59)

Для любой 𝑔 ∈ �̃�0(ℝ+) (см. (1.29))

ℎ(𝑡) =

∞

∫
0

𝑓φ(𝑡; τ)𝑔(τ) dτ ⩽ 𝑐0‖𝑔‖Λ𝑞(𝑢)(ℝ+). (1.60)

Условие (1.59) эквивалентно тому, что

φ ∈ [Λ𝑞(𝑢)]′(0,𝑇 ) при 𝑇 = ∞.

2. Пусть теперь 𝑅 < ∞, 𝑇 = 𝑉𝑛(𝑅∕2)𝑛. Эквивалентность ограничен-

ности оператора

ℜφ,𝑇 ∶ Λ𝑞(𝑢)(0,𝑇 ) → 𝐿∞(0,𝑇 ) (1.61)
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и вложения φ ∈ [Λ𝑞(𝑢)]′(0,𝑇 ) доказывается так же, как на шаге 1 до-

казательства. Необходимость этих условий для вложения 𝐻𝐺
Λ𝑞(𝑢)(ℝ

𝑛) ⊂

𝐿∞(ℝ𝑛) при условии 𝐺 ∈ 𝑆0
𝑅(θ; [Λ

𝑞(𝑢)]′) следует из предложения (1.41)

(при 𝑋(ℝ𝑛) = 𝐿∞(ℝ𝑛)). Для обоснования достаточности при условии 𝐺 ∈

𝑆𝑅(θ; [Λ𝑞(𝑢)]′) прямое применение теоремы 1.3.1 не проходит, поскольку

там было наложено более жесткое условие на ядра:𝐺 ∈ 𝑆𝑅(θ; [Λ𝑞(𝑢)]′∩𝐿1).

Поэтому покажем, что для 𝐺 ∈ 𝑆𝑅(θ; [Λ𝑞(𝑢)]′)

φ ∈ [Λ𝑞(𝑢)]′(0,𝑇 ) ⇒ 𝐺 ∈ [Λ𝑞(𝑢)]′(ℝ𝑛),

𝐺 = 𝐺0
𝑅 + 𝐺1

𝑅, 𝐺1
𝑅 ∈ [Λ𝑞(𝑢)]′(ℝ𝑛), (𝐺0

𝑅)
#(ρ) ≅ φ(ρ)χ(0,𝑅)(ρ), ρ ∈ ℝ+,

т. е. (при 𝑇1 = 𝑉𝑛𝑅𝑛)

(𝐺0
𝑅)

#(τ) ≅ θ

((
τ

𝑉𝑛

) 1
𝑛
)

χ(0,𝑇1)
(τ) = φ(τ)χ(0,𝑇1)(τ), τ ∈ ℝ+.

Таким образом,

‖‖‖𝐺0
𝑅
‖‖‖[Λ𝑞(𝑢)]′(ℝ𝑛)

= ‖‖‖(𝐺0
𝑅)

∗‖‖‖[Λ𝑞(𝑢)]′(ℝ+)
≅ ‖‖‖φχ(0,𝑇1)

‖‖‖[Λ𝑞(𝑢)]′(ℝ+)
.

Но (здесь 𝑇 = 𝑉𝑛(𝑅∕2)𝑛)

φχ(0,𝑇1) ⩽ φχ(0,𝑇 ) +φ(𝑇 )χ(0,𝑇1),

так что, учитывая условие φ ∈ [Λ𝑞(𝑢)]′(0,𝑇 ), получим

‖‖‖φχ(0,𝑇1)
‖‖‖[Λ𝑞(𝑢)]′(ℝ+)

⩽ ‖‖‖φχ(0,𝑇 )
‖‖‖[Λ𝑞(𝑢)]′(ℝ+)

+φ(𝑇 )‖‖‖χ(0,𝑇1)‖‖‖[Λ𝑞(𝑢)]′(ℝ+)
< ∞.

В результате𝐺0
𝑅 ∈ [Λ𝑞(𝑢)]′(ℝ𝑛) и тогда𝐺 ∈ [Λ𝑞(𝑢)]′(ℝ𝑛). Можно применить

оценку (1.22):

𝑢 ∈ 𝐻𝐺
Λ𝑞(𝑢)(ℝ

𝑛) ⇒ 𝑢 ∈ 𝐿∞(ℝ𝑛), ‖𝑢‖𝐿∞
⩽ ‖𝐺‖[Λ𝑞(𝑢)]′‖𝑢‖𝐻𝐺

Λ𝑞 (𝑢)

функциям 𝑓 ∈ 𝐸(ℝ𝑛) таким, что 𝐺 ∗ 𝑓 = 𝑢. Теорема доказана.
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1.4 Критерии вложений пространства потенциалов в

перестановочно-инвариантные пространства в случае базовых

весовых пространств Лоренца

Получены критерии вложений пространства потенциалов в

перестановочно-инвариантные пространства и даны описания оптималь-

ных перестановочно-инвариантных пространств для таких вложений.

Приведена конкретизация этих вложений в случае базовых весовых про-

странств Лоренца.

Напомним обозначения пространств Γ𝑞
δ
(𝑤) и Λ𝑝(𝑣), см. определе-

ние 1.3.1

Теорема 1.4.1. [5]. Пусть 𝑝, 𝑞 ∈ (0,∞] и пусть 𝑣, δ, 𝑤 веса, и Δ(𝑠) =

∫ 𝑠
0 δ(𝑡) d𝑡, 𝑉 (𝑠) = ∫ 𝑠

0 𝑣(𝑡) d𝑡, тогда вложения

‖𝑓‖Γ𝑞
δ
(𝑤) ⩽ 𝐶‖𝑓‖Λ𝑝(𝑣) (1.62)

выполнено тогда и только тогда, когда

(i) 0 < 𝑝 ⩽ 1, 𝑝 ⩽ 𝑞 < ∞

𝐴1 = sup
𝑥>0

{( ∞

∫
0

(
Δ(𝑥)

Δ(𝑥) + Δ(𝑡)

)𝑞

⋅𝑤(𝑡) d𝑡

) 1
𝑞

⋅ 𝑉 − 1
𝑝 (𝑡)

}
< ∞. (1.63)

Кроме того, наилучшая постоянная 𝐶 при условии ‖𝑓‖Γ𝑞
δ
(𝑤) ⩽ 𝐶‖𝑓‖Λ𝑝(𝑣)

удовлетворяет соотношению 𝐶 ≈ 𝐴1.

(ii) 0 < 𝑞 < 𝑝 ⩽ 1

𝐴2 =

( ∞

∫
0

( ∞

∫
0

(
Δ(𝑥)

Δ(𝑥) + Δ(𝑡)

)𝑞

⋅𝑤(𝑡) d𝑡

) 𝑟−𝑞
𝑞

𝑡

𝑤(𝑥)Δ(𝑥)−𝑟
(

sup
0<𝑡<𝑥

{
Δ(𝑡)𝑉 − 1

𝑝 (𝑡)
})𝑟

d𝑟

) 1
𝑟

< ∞.
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Кроме того, наилучшая постоянная 𝐶 при условии ‖𝑓‖Γ𝑞
δ
(𝑤) ⩽

𝐶‖𝑓‖Λ𝑝(𝑣) удовлетворяет соотношению 𝐶 ≈ 𝐴2.

(iii) 1 < 𝑞 ⩽ 𝑝 < ∞,

𝐴3 = sup
𝑥>0

{( ∞

∫
0

(
Δ(𝑥)

Δ(𝑥) + Δ(𝑡)

)𝑞

⋅𝑤(𝑡) d𝑡

) 1
𝑞

( ∞

∫
0

(
Δ(𝑡)

Δ(𝑡) + Δ(𝑥)

)𝑝′

⋅
𝑣(𝑡)
𝑉 (𝑡)𝑝′

d𝑡

) 1
𝑝′
}

< ∞. (1.64)

Кроме того, наилучшая постоянная 𝐶 в условии ‖𝑓‖Γ𝑞
δ
(𝑤) ⩽

𝐶‖𝑓‖Λ𝑝(𝑣) удовлетворяет соотношению 𝐶 ≈ 𝐴3.

(iv) 1 < 𝑝 < ∞, 0 < 𝑞 < 𝑝, 𝑟 = (𝑝𝑞)∕(𝑝 − 𝑞),

𝐴4 =

( ∞

∫
0

( ∞

∫
0

(
Δ(𝑥)

Δ(𝑥) + Δ(𝑡)

)𝑞

⋅𝑤(𝑡) d𝑡

) 𝑟−𝑞
𝑞

𝑤(𝑥)

( ∞

∫
0

(
Δ(𝑡)

Δ(𝑡) + Δ(𝑥)

)𝑝′

⋅
𝑣(𝑡)
𝑉 (𝑡)𝑝′

d𝑡

) 𝑟
𝑝′

d𝑥

) 1
𝑟

.

Кроме того, наилучшая постоянная 𝐶 в условии ‖𝑓‖Γ𝑞
δ
(𝑤) ⩽

𝐶‖𝑓‖Λ𝑝(𝑣) удовлетворяет соотношению 𝐶 ≈ 𝐴4.

(v) 0 < 𝑝 < ∞, 𝑞 = ∞,

𝐴5 = sup
𝑥>0

(
ess sup
𝑡∈(0,∞)

(
Δ(𝑥)𝑤(𝑡)

Δ(𝑥) + Δ(𝑡)

))
⋅ 𝑉 − 1

𝑝 (𝑥) < ∞.

Кроме того, наилучшая постоянная 𝐶 в условии ‖𝑓‖Γ𝑞
δ
(𝑤) ⩽

𝐶‖𝑓‖Λ𝑝(𝑣) удовлетворяет соотношению 𝐶 ≈ 𝐴5.

(vi) 1 < 𝑝 < ∞, 𝑞 = ∞,

𝐴6 = sup
𝑥>0

(
ess sup
𝑡∈(0,∞)

(
Δ(𝑥)𝑤(𝑡)

Δ(𝑥) + Δ(𝑡)

))( ∞

∫
0

(
Δ(𝑡)

Δ(𝑡) + Δ(𝑥)

)𝑝′

⋅
𝑣(𝑡)
𝑉 (𝑡)𝑝′

d𝑡

) 1
𝑝′

< ∞.

Кроме того, наилучшая постоянная 𝐶 в условии ‖𝑓‖Γ𝑞
δ
(𝑤) ⩽

𝐶‖𝑓‖Λ𝑝(𝑣) удовлетворяет соотношению 𝐶 ≈ 𝐴6.
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(vii) 𝑝 = 𝑞 = ∞,

𝐴7 = ess sup
𝑡∈(0,∞)

(
𝑤(𝑥)
Δ(𝑥)

)
⋅

𝑥

∫
0

δ(𝑡) d𝑡
ess sup
0<𝑠<𝑡

(𝑣(𝑠))
< ∞.

Кроме того, наилучшая постоянная 𝐶 в условии ‖𝑓‖Γ𝑞
δ
(𝑤) ⩽

𝐶‖𝑓‖Λ𝑝(𝑣) удовлетворяет соотношению 𝐶 ≈ 𝐴7.

(viii) 𝑝 = ∞, 0 < 𝑞 < ∞,

𝐴8 =

( ∞

∫
0

(
1

Δ(𝑥)

𝑥

∫
0

δ(𝑡) d𝑡
ess sup
0<𝑠<𝑡

(𝑣(𝑠))

)𝑞

𝑤(𝑥) d𝑥

) 1
𝑞

< ∞.

Кроме того, наилучшая постоянная 𝐶 в условии ‖𝑓‖Γ𝑞
δ
(𝑤) ⩽

𝐶‖𝑓‖Λ𝑝(𝑣) удовлетворяет соотношению 𝐶 ≈ 𝐴8.

Теорема 1.4.2. Пусть 1 < 𝑝 < ∞, 1
𝑝
+ 1
𝑝′

= 1, а функции 𝑣 ⩾ 0—измеримые

функции, а 𝑉 определена следующим образом:

𝑉 (𝑡) =

𝑡

∫
0

𝑣(τ) dτ,

тогда ‖‖‖ℜ∗∗
φ,∞[𝑔

∗]‖‖‖𝐿𝑝′ (𝑣)
≅ ‖‖‖ℜφ,∞[𝑔∗]

‖‖‖𝐿𝑝′ (𝑣)
⇔

�̃� = sup
𝑥>0

{( ∞

∫
0

(
𝑥

𝑥 + 𝑡

)𝑝′

⋅ 𝑣(𝑡) d𝑡

) 1
𝑝′

( ∞

∫
0

(
𝑡

𝑡 + 𝑥

)𝑝

⋅
𝑣(𝑡)
𝑉 (𝑡)𝑝

d𝑡
) 1

𝑝

}
< ∞. (1.65)

Доказательство. Из Теоремы 1.4.1 (iii), получим

при 𝑞 = 𝑝′, ω = 𝑣, δ = 1

‖‖‖ℜφ,∞[𝑔∗]
‖‖‖Γ𝑝′ (𝑣)

⩽ 𝑐.‖‖‖ℜφ,∞[𝑔∗]
‖‖‖Λ𝑝′ (𝑣)

⇔

�̃� = sup
𝑥>0

{( ∞

∫
0

(
𝑥

𝑥 + 1

)𝑝′

⋅ 𝑣(𝑡) d𝑡

) 1
𝑝′
( ∞

∫
0

(
𝑡

𝑡 + 𝑥

)𝑝

⋅
𝑣(𝑡)
𝑉 (𝑡)𝑝

d𝑡
) 1

𝑝

}
< ∞.
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Всегда

‖‖‖ℜφ,∞[𝑔∗]
‖‖‖Γ𝑝′ (𝑣)

⩾ ‖‖‖ℜφ,∞[𝑔∗]
‖‖‖Λ𝑝′ (𝑣)

(
ℜ∗∗

φ,∞[𝑔
∗] ⩾

(
ℜ∗

φ,∞[𝑔
∗]
)

⇔ ‖‖‖ℜφ,∞[𝑔∗]
‖‖‖Γ𝑝′ (𝑣)

≅ ‖‖‖ℜφ,∞[𝑔∗]
‖‖‖Λ𝑝′ (𝑣)

.

При этом

‖‖‖ℜφ,∞[𝑔∗]
‖‖‖Γ𝑝′ (𝑣)

=

( ∞

∫
0

(
ℜ∗∗

φ,∞[𝑔
∗]
)𝑝′

⋅ 𝑣(𝑡) d𝑡

) 1
𝑝′

= ‖‖‖ℜ∗∗
φ,∞[𝑔

∗]‖‖‖𝐿𝑝′ (𝑣)
,

‖‖‖ℜφ,∞[𝑔∗]
‖‖‖Λ𝑝′ (𝑣)

=

( ∞

∫
0

(
ℜ∗

φ,∞[𝑔
∗]
)𝑝′

⋅ 𝑣(𝑡) d𝑡

) 1
𝑝′

=

(0 < ℜφ,∞ ↓, ⇒ ℜφ,∞ = ℜ∗
φ,∞)

=

( ∞

∫
0

(
ℜφ,∞[𝑔∗]

)𝑝′
⋅ 𝑣(𝑡) d𝑡

) 1
𝑝′

= ‖‖‖ℜφ,∞[𝑔∗]
‖‖‖𝐿𝑝′ (𝑣)

.

‖‖‖ℜ∗∗
φ,∞[𝑔

∗]‖‖‖𝐿𝑝′ (𝑣)
≅ ‖‖‖ℜφ,∞[𝑔∗]

‖‖‖𝐿𝑝′ (𝑣)
⇔ �̃� < ∞. (1.66)

Теорема 1.4.3. Пусть 1 < 𝑝 < ∞, 1
𝑝
+ 1

𝑝′
= 1, а функции 𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝑉 и 𝑈

определены следующим образом:

𝑈 (𝑠) =

𝑠

∫
0

𝑢(𝑡) d𝑡, 𝑣(𝑡) = 𝑡2𝑝′𝑢(𝑡)φ𝑝′(𝑡)
𝑈 𝑝′(𝑡)

, 𝑉 (𝑡) =

𝑡

∫
0

𝑣(τ) dτ,

𝑤(𝑡) =
𝑡𝑝+𝑝′−1𝑉 (𝑡) ∫ ∞

𝑡 τ−𝑝
′𝑣(τ) dτ

𝑉 (𝑡) + 𝑡𝑝′ ∫ ∞
𝑡 τ−𝑝

′𝑣(τ) dτ
.

Кроме того, пусть существует 𝑐 ∈ (0,∞)такое, что ∫ 𝑟
0 φ(ρ) dρ ⩽ 𝑐φ(𝑟)𝑟;

∀𝑟 ∈ (0,∞), и пусть

𝐶 = sup
𝑟>0

{( 𝑟

∫
0

𝑡𝑝′𝑢(𝑡)
𝑈 𝑝′(𝑡)

d𝑡

) 1
𝑝′
( ∞

∫
𝑡

𝑈 𝑝(𝑡)

𝑡2𝑝𝑢
𝑝
𝑝′ (𝑡)

d𝑡
) 1

𝑝

}
< ∞. (1.67)
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Тогда оптимальное ПИП для вложения𝐻𝐺
Λ𝑝′ (𝑢)

(ℝ𝑛) ⊂ 𝑋(ℝ𝑛) имеет эквива-

лентную норму ‖𝑓‖�̃�0(ℝ+) ≅ ‖𝑓‖Γ𝑝(𝑤). (1.68)

Доказательство. Учитывая определение ассоциированных пространств

для пространств Лоренца, мы можем представить норму оператораℜφ,∞,

‖‖‖ℜφ,∞[𝑔∗]
‖‖‖Λ𝑝(𝑢)′

≅ ‖‖‖ℜφ,∞[𝑔∗]
‖‖‖Γ𝑝′

(
𝑡𝑝′ 𝑢(𝑡)
𝑈𝑝′ (𝑡)

) =

( ∞

∫
0

(
ℜ∗∗

φ,∞[𝑔
∗]
)𝑝′ 𝑡𝑝′𝑢(𝑡)

𝑈 𝑝′(𝑡)
d𝑡

) 1
𝑝′

.

Применяя результат Теоремы 1.4.2, получим

‖‖‖ℜφ,∞[𝑔∗]
‖‖‖Γ𝑝′

(
𝑡𝑝′ 𝑢(𝑡)
𝑈𝑝′ (𝑡)

) =

( ∞

∫
0

(
ℜ∗∗

φ,∞[𝑔
∗]
)𝑝′ 𝑡𝑝′𝑢(𝑡)

𝑈 𝑝′(𝑡)
d𝑡

) 1
𝑝′

=

= ‖‖‖ℜ∗∗
φ,∞[𝑔

∗]‖‖‖𝐿𝑝′
(

𝑡𝑝′ 𝑢(𝑡)
𝑈𝑝′ (𝑡)

) ≅ ‖‖‖ℜφ,∞[𝑔∗]
‖‖‖𝐿𝑝′

(
𝑡𝑝′ 𝑢(𝑡)
𝑈𝑝′ (𝑡)

) =

=

( ∞

∫
0

(
ℜφ,∞[𝑔∗]

)𝑝′ 𝑡𝑝′𝑢(𝑡)
𝑈 𝑝′(𝑡)

d𝑡

) 1
𝑝′

=

( ∞

∫
0

[ ∞

∫
0

𝑓φ(𝑡,τ)𝑔∗(τ) dτ

]𝑝′

⋅
𝑡𝑝′𝑢(𝑡)
𝑈 𝑝′(𝑡)

d𝑡

) 1
𝑝′

.

Из определения функции 𝑓φ мыможем представить норму оператораℜφ,∞

в пространстве Γ𝑝′
(
𝑡𝑝′𝑢(𝑡)
𝑈 𝑝′ (𝑡)

)
в виде суммы:

‖‖‖ℜφ,∞[𝑔∗]
‖‖‖Γ𝑝′

(
𝑡𝑝′ 𝑢(𝑡)
𝑈𝑝′ (𝑡)

) =

=

( ∞

∫
0

[
φ(𝑡) ⋅

𝑡

∫
0

𝑔∗(τ) dτ +

∞

∫
𝑡

φ(τ)𝑔∗(τ) dτ
]𝑝′

⋅
𝑡𝑝′𝑢(𝑡)
𝑈 𝑝′(𝑡)

d𝑡

) 1
𝑝′

≅

≅

( ∞

∫
0

[
φ(𝑡) ⋅

𝑡

∫
0

𝑔∗(τ) dτ
]𝑝′

⋅
𝑡𝑝′𝑢(𝑡)
𝑈 𝑝′(𝑡)

d𝑡

) 1
𝑝′

+

+

( ∞

∫
0

[ ∞

∫
𝑡

φ(τ)𝑔∗(τ) dτ
]𝑝′

⋅
𝑡𝑝′𝑢(𝑡)
𝑈 𝑝′(𝑡)

d𝑡

) 1
𝑝′

.
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Но у нас ‖‖‖ℜφ,∞[𝑔∗]
‖‖‖Λ𝑝(𝑢)′

≅ ‖‖‖ℜφ,∞[𝑔∗]
‖‖‖Γ𝑝′

(
𝑡𝑝′ 𝑢(𝑡)
𝑈𝑝′ (𝑡)

), итак
‖‖‖ℜφ,∞[𝑔∗]

‖‖‖Λ𝑝(𝑢)′
≅ 𝐽1 + 𝐽2,

где

𝐽1 =

( ∞

∫
0

[
φ(𝑡) ⋅

𝑡

∫
0

𝑔∗(τ) dτ
]𝑝′

⋅
𝑡𝑝′𝑢(𝑡)
𝑈 𝑝′(𝑡)

d𝑡

) 1
𝑝′

,

𝐽2 =

( ∞

∫
0

[ ∞

∫
𝑡

φ(τ)𝑔∗(τ) dτ
]𝑝′

⋅
𝑡𝑝′𝑢(𝑡)
𝑈 𝑝′(𝑡)

d𝑡

) 1
𝑝′

.

Мы хотим оценить слагаемое 𝐽2 слагаемым 𝐽1. Из убывания функции 𝑔∗ и

получим для 𝐽1:

𝐽1 ⩾

( ∞

∫
0

[
φ(𝑡) ⋅ 𝑔∗(𝑡)

𝑡

∫
0

dτ
]𝑝′

⋅
𝑡𝑝′𝑢(𝑡)
𝑈 𝑝′(𝑡)

d𝑡

) 1
𝑝′

=

=

( ∞

∫
0

[
φ(𝑡) ⋅ 𝑔∗(𝑡)

]𝑝′
⋅
𝑡2𝑝′𝑢(𝑡)
𝑈 𝑝′(𝑡)

d𝑡

) 1
𝑝′

∶= 𝑆.

𝐽2 ⩽ α ⋅ 𝑆,

где α постоянная, не зависящая от функций φ и 𝑔∗ такая, что 𝐽2 ⩽ α ⋅ 𝑆,

достаточно, чтобы определённая следующим образом постоянная 𝐶 была

конечна:

𝐶 = sup
𝑟>0

{( 𝑟

∫
0

𝑡𝑝′𝑢(𝑡)
𝑈 𝑝′(𝑡)

d𝑡

) 1
𝑝′
( ∞

∫
𝑟

𝑈 𝑝(𝑡)

𝑡2𝑝𝑢
𝑝
𝑝′ (𝑡)

d𝑡
) 1

𝑝

}
< ∞.

Эта постоянная и есть константа 𝐶 из условия Теоремы.

Здесь мы применили обобщенное неравенство Харди для функции

одной переменной, приведенное в книге В. Г. Мазьи [3, Глава 1].

Пусть 0 < 𝑣, ω < ∞ почти всюду на (0,∞) — измеримые функции,

1 ⩽ 𝑝 ⩽ 𝑞 ⩽ ∞; тогда для выполнения неравенства для любых измеримых



57

𝑓 ⩾ 0 ( ∞

∫
0

( ∞

∫
𝑡

𝑓 dτ

)𝑞

ω(𝑡)𝑞 d𝑡

) 1
𝑞

⩽ 𝑐

( ∞

∫
0

𝑓 (𝑡)𝑝𝑣(𝑡)𝑝 d𝑡

) 1
𝑝

с постоянной 𝑐 ∈ (0,∞) необходимо и достаточно, чтобы

𝑐1 ∶= sup
𝑡>0

( 𝑡

∫
0

ω(τ)𝑞 dτ

) 1
𝑞
( ∞

∫
𝑡

𝑣(τ)−𝑝′ dτ

) 1
𝑝′

< ∞,

где 1
𝑝
+ 1

𝑝′
= 1. Заменим здесь обозначение: вместо 𝑝 ставим 𝑝′, тогда вместо

𝑝′ ставим 𝑝. Утверждение примет вд: пусть 1 ⩽ 𝑝′ ⩽ 𝑞 ⩽ ∞, тогда для

выполнения неравенства для любых измеримых 𝑓 ⩾ 0( ∞

∫
0

( ∞

∫
𝑡

𝑓 dτ

)𝑞

ω(𝑡)𝑞 d𝑡

) 1
𝑞

⩽ 𝑐

( ∞

∫
0

𝑓 (𝑡)𝑝′𝑣(𝑡)𝑝′ d𝑡

) 1
𝑝′

с постоянной 𝑐 ∈ (0,∞) необходимо и достаточно, чтобы

𝑐1 ∶= sup
𝑡>0

( 𝑡

∫
0

ω(τ)𝑞 dτ

) 1
𝑞
( ∞

∫
𝑡

𝑣(τ)−𝑝 dτ

) 1
𝑝

< ∞.

В частности, при 𝑞 = 𝑝′ имеем: тогда для выполнения неравенства для

любых измеримых 𝑓 ⩾ 0( ∞

∫
0

( ∞

∫
𝑡

𝑓 dτ

)𝑝′

ω(𝑡)𝑝′ d𝑡

) 1
𝑝′

⩽ 𝑐

( ∞

∫
0

𝑓 (𝑡)𝑝′𝑣(𝑡)𝑝′ d𝑡

) 1
𝑝′

(1.69)

с постоянной 𝑐 ∈ (0,∞) необходимо и достаточно, чтобы

𝑐1 ∶= sup
𝑡>0

( 𝑡

∫
0

ω(τ)𝑝′ dτ

) 1
𝑝′
( ∞

∫
𝑡

𝑣(τ)−𝑝 dτ

) 1
𝑝

< ∞. (1.70)

Положим здесь

ω(𝑡) = 𝑡𝑢(𝑡)
1
𝑝′

𝑈 (𝑡)
; 𝑣(𝑡) = 𝑡2𝑢(𝑡)

1
𝑝′

𝑈 (𝑡)
.
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Тогда (1.69) примет вид( ∞

∫
0

( ∞

∫
𝑡

𝑓 dτ

)𝑝′
𝑡𝑝′𝑢(𝑡) d𝑡
𝑈 (𝑡)𝑝′

) 1
𝑝′

⩽ 𝑐

( ∞

∫
0

𝑓 (𝑡)𝑝′ 𝑡
2𝑝′𝑢(𝑡) d𝑡
𝑈 (𝑡)𝑝′

) 1
𝑝′

, (1.71)

а (1.70) примет вид:

𝑐1 ∶= sup
𝑡>0

( 𝑡

∫
0

𝑡𝑝′𝑢(τ)
𝑈 (τ)𝑝′

dτ

) 1
𝑝′
( ∞

∫
𝑡

τ−2𝑝𝑢(τ)−
𝑝
𝑝′𝑈 (τ)𝑝 dτ

) 1
𝑝

< ∞. (1.72)

Итак: для того, чтобы выполнялось (1.71) с постоянной 𝑐 ∈ (0,∞), не зави-

сящей от измеримых 𝑓 ⩾ 0, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось

условие (1.72).

Итак, мы получили что, 𝐽1 ⩾ 𝑆 и 𝐽2 ⩽ α ⋅ 𝑆, поэтому можно писать,

𝐽2 ⩽ 𝑐.𝐽1.

Эти оценки дают, что

‖‖‖ℜφ,∞[𝑔∗]
‖‖‖Γ𝑝′

(
𝑡𝑝′ 𝑢(𝑡)
𝑈𝑝′ (𝑡)

) ≅ 𝐽1 + 𝐽2 ≅ 𝐽1,

‖‖‖ℜφ,∞[𝑔∗]
‖‖‖Γ𝑝′

(
𝑡𝑝′ 𝑢(𝑡)
𝑈𝑝′ (𝑡)

) ≅

( ∞

∫
0

[
φ(𝑡) ⋅

𝑡

∫
0

𝑔∗(τ) dτ
]𝑝′

⋅
𝑡𝑝′𝑢(𝑡)
𝑈 𝑝′(𝑡)

d𝑡

) 1
𝑝′

=

=

( ∞

∫
0

[
φ(𝑡)1

𝑡
⋅

𝑡

∫
0

𝑔∗(τ) dτ
]𝑝′

⋅
𝑡2𝑝′𝑢(𝑡)
𝑈 𝑝′(𝑡)

d𝑡

) 1
𝑝′

=

=

( ∞

∫
0

[
φ(τ)𝑔∗∗(τ)

]𝑝′
⋅
𝑡2𝑝′𝑢(𝑡)
𝑈 𝑝′(𝑡)

d𝑡

) 1
𝑝′

=

=

( ∞

∫
0

[
φ(τ)𝑔∗∗(τ)

]𝑝′
⋅
𝑡2𝑝′𝑢(𝑡)
𝑈 𝑝′(𝑡)

d𝑡

) 1
𝑝′

=

=

( ∞

∫
0

[
𝑔∗∗(𝑡)

]𝑝′
⋅
𝑡2𝑝′𝑢(𝑡)φ𝑝′(𝑡)

𝑈 𝑝′(𝑡)
d𝑡

) 1
𝑝′

= ‖𝑔‖
Γ𝑝′

(
𝑡2𝑝′ 𝑢(𝑡)φ𝑝′ (𝑡)

𝑈𝑝′ (𝑡)

). (1.73)



59

Формула

‖𝑓‖�̃�0(ℝ+) = sup

{ ∞

∫
0

𝑓 ∗𝑔∗ d𝑡; 𝑔 ∈ 𝐿0
(
ℝ+

)
; ‖‖‖ℜφ,∞[𝑔∗]

‖‖‖�̃�′(ℝ+)
⩽ 1

}
,

(см. [15]) дает, что норма в оптимальном ПИП �̃�0(ℝ+) является ассоции-

рованной к норме (1.73), т. е.

‖𝑓‖�̃�0(ℝ+) ≅ ‖𝑓‖[Γ𝑝′ (𝑣)]′,

где

𝑣(𝑡) = 𝑡2𝑝′𝑢(𝑡)φ𝑝′(𝑡)
𝑈 𝑝′(𝑡)

.

Осталось заметить, что можно описать эквивалентную норму ассоцииро-

ванного пространства в следующем виде (см. [5]):

‖𝑓‖[Γ𝑝′ (𝑣)]′ =

( ∞

∫
0

𝑡𝑝+𝑝′−1𝑓 ∗∗𝑝(𝑡)𝑉 (𝑡) ∫ ∞
𝑡 τ−𝑝

′𝑣(τ) dτ

𝑉 (𝑡) + 𝑡𝑝′ ∫ ∞
𝑡 τ−𝑝

′𝑣(τ) dτ

) 1
𝑝

,

где

𝑉 (𝑡) =

𝑡

∫
0

𝑣(τ) dτ =

𝑡

∫
0

𝑡2𝑝′𝑢(τ)φ𝑝′(τ)
𝑈 𝑝′(τ)

dτ.

Учтем теперь обозначение

𝑤(𝑡) =
𝑡𝑝+𝑝′−1𝑉 (𝑡) ∫ ∞

𝑡 τ−𝑝
′𝑣(τ) dτ

𝑉 (𝑡) + 𝑡𝑝′ ∫ ∞
𝑡 τ−𝑝

′𝑣(τ) dτ
.

Отсюда следует, что ‖𝑓‖Γ𝑝(𝑤) ≅ ‖𝑓‖�̃�0(ℝ+).

Итак, теорема доказана.

Замечание 1.4.1. Условие,
𝑟

∫
0

φ(ρ) dρ ⩽ 𝑐φ(𝑟)𝑟
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вытекает из условия (1.9) и гарантирует эквивалентность

ℜ∗∗
φ,∞[𝑔

∗] ≅ ℜφ,∞[𝑔∗],

так что ‖ℜφ,∞[𝑔∗]‖Γ𝑝′(𝑣) ≅ ‖ℜφ,∞[𝑔∗]‖Λ𝑝′ (𝑣). При условии на весовые функ-

ции

�̃� = sup
𝑥>0

{( ∞

∫
0

(
𝑥

𝑥 + 𝑡

)𝑝′

⋅ 𝑣(𝑡) d𝑡

) 1
𝑝′
( ∞

∫
0

(
𝑡

𝑡 + 𝑥

)𝑝

⋅
𝑣(𝑡)
𝑉 (𝑡)𝑝

d𝑡
) 1

𝑝

}
< ∞.

Также получаем эквивалентность норм

‖‖‖ℜφ,∞[𝑔∗]
‖‖‖Γ𝑝′ (𝑣)

≅ ‖‖‖ℜφ,∞[𝑔∗]
‖‖‖Λ𝑝′ (𝑣)

= ‖‖‖ℜ∗
φ,∞[𝑔

∗]‖‖‖𝐿𝑝′ (𝑣)
= ‖‖‖ℜφ,∞[𝑔∗]

‖‖‖𝐿𝑝′ (𝑣)
.

Последнее равенство опирается на соотношение

ℜ∗
φ,∞[𝑔

∗](𝑡) = ℜφ,∞[𝑔∗](𝑡),

поскольку функция в правой части неотрицательна, убывающая и непре-

рывная, т. е. она совпадает со своей убывающей перестановкой.
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Глава 2. Модулярные неравенства для операторов типа Харди–Копсона

на весовых пространствах Орлича

В данной главе конкретизированы модулярные неравенства для слу-

чая, когда положительный оператор является оператором типа Харди [7].

Показано, что в этом случае модифицированный оператор является обоб-

щенным оператором Харди в обозначениях Jim Quile Sun [8]. Это позво-

ляет нам использовать подходы, развитые в [24; 30], а также результаты,

полученные Jim Quile Sun [8] и [19], для установления явных критериев

справедливости модулярных неравенств.

2.1 Определения и предварительные сведения

(Вспомогательные теоремы)

Определение 2.1.1. Функция Φ: [0, + ∞) → [0, + ∞) называется 𝑁-

функцией, если

Φ(𝑡) =
𝑡∫
0
φ(τ) dτ; где φ непрерывна, 0 < φ ↑; φ(0) = 0; φ(∞) = ∞. Пусть

φ−1 непрерывная справа функция, обратная к φ, и определим

Ψ(𝑡) =

𝑡

∫
0

φ−1(τ) dτ.

Ψ называется дополнительной функцией для Φ.

Определение 2.1.2. а) Говорят, что𝑁-функцияΦ удовлетворяетΔ2 усло-

вию (мы пишем Φ ∈ Δ2), если существует константа 𝐵 > 0, такая, что

Φ(2𝑡) ⩽ 𝐵Φ(𝑡), ∀𝑡 > 0. (2.1)
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б) Запишем Φ1 ⪻ Φ2 если существует константа 𝐿0 > 0, такая, что

неравенство
∞∑
𝑖=1

Φ2 ◦Φ−1
1 (𝑎𝑖) ⩽ 𝐿0Φ2 ◦Φ−1

1 (
∞∑
𝑖=1

𝑎𝑖) (2.2)

выполняется для любой последовательности {𝑎𝑖} с 𝑎𝑖 ⩾ 0.

Если Φ2 ◦Φ−1
1 выпуклая функция , то Φ1 ≪ Φ2.

Следующие примеры показывают, что Φ1 ≪ Φ2 является на самом

деле более слабым условием, чем выпуклость функции Φ2 ◦Φ−1
1 .

Пример 2.1.1. Существуют𝑁-функцииΦ1 иΦ2 такие, чтоΦ2 ◦Φ−1
1 не вы-

пуклая функция, но Φ1 ≪ Φ2 с 𝐿0 = 1.

Пусть Φ1(𝑥) = 𝑥2, когда 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 1, и Φ1(𝑥) = 𝑥4, когда 1 ⩽ 𝑥. Пусть

Φ2(𝑥) = 𝑥4. Φ2 ◦Φ−1
1 равна 𝑥2 на интервале [0,1], и 𝑥 на интервале [1,∞),

и, следовательно, не является выпуклой функцией. Для проверки того, что

Φ1 ≪ Φ2, зафиксируем положительные числа {𝑎𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝐼} такие, что

𝑎 =
∑

𝑖∈𝐼 𝑎𝑖 < ∞, и рассмотрим два случая:

Если 𝑎 ⩽ 1, то тогда все 𝑎𝑖 меньше, чем 1, и тогда

∑
𝑖∈𝐼

Φ2 ◦Φ−1
1 (𝑎𝑖) =

∑
𝑖∈𝐼

𝑎2𝑖 ⩽ 𝑎2 = Φ2 ◦Φ−1
1 (𝑎).

Если 𝑎 > 1, то тогда

∑
𝑖∈𝐼

Φ2 ◦Φ−1
1 (𝑎𝑖) ⩽

∑
𝑖∈𝐼

𝑎𝑖 = 𝑎 = Φ2 ◦Φ−1
1 (𝑎).

Пример 2.1.2. Существуют 𝑁-функции Φ1 и Φ2, которые удовлетворяют

условиюΦ1 ≪ Φ2, но такие, чтоΦ2 ◦Φ−1
1 не эквивалентна выпуклой функ-

ции.

Предположим, что

0 < 2𝑛2𝑥𝑛+1 < 𝑥𝑛 < 𝑥0 = ∞, для 𝑛 ⩾ 1. (2.3)
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𝑚𝑛+1 < 𝑚𝑛 < 𝑚0 < ∞, для 𝑛 ⩾ 1. (2.4)

и для всех положительных 𝑏 и 𝑐

lim
𝑛→∞

((
𝑏
𝑚𝑛−1

𝑚𝑛
− 𝑐

)
𝑥𝑛𝑚𝑛

𝑛2𝑥𝑛+1

)
= ∞. (2.5)

Положим 𝑦𝑛 = 𝑥𝑛 − 𝑛2𝑥𝑛+1 ∈ (𝑥𝑛+1,𝑥𝑛), также положим

𝑓 (𝑥) =
∞∑
𝑛=0

𝑚𝑛𝑥χ[𝑥𝑛+1,𝑥𝑛)(𝑥),

и пусть 𝑔 является единственной непрерывной функцией, которая соответ-

ствует 𝑓 на каждом интервале [𝑥𝑛+1,𝑦𝑛) для 𝑛 ⩾ 0, является линейной на

каждом интервале (𝑦𝑛,𝑥𝑛) для 𝑛 ⩾ 1. Заметим, что 𝑓 и 𝑔 являются возрас-

тающими функциями, и 𝑓 ⩽ 𝑔. Легко заметить, что для 𝑥 ∈ (0,𝑦𝑛) имеем

𝑔(𝑥) ⩽ 𝑚𝑛𝑥.

Если {𝑎𝑖}𝑖∈𝐼 являются положительными числами, такими, что 𝑎 =∑
𝑖∈𝐼 𝑎𝑖 < ∞, тогда выберем 𝑛 таким, что 𝑥𝑛+1 ⩽ 𝑎 < 𝑥𝑛. Так как (в соответ-

ствии с формулой (2.3)) 𝑎 < 𝑥𝑛 ⩽ 2𝑦𝑛, ясно, что 𝑎𝑖 ⩾ 𝑦𝑛, по крайней мере,

для одного 𝑖 ∈ 𝐼 . Теперь∑
𝑖∈𝐼

𝑔(𝑎𝑖) ⩽
∑
𝑎𝑖<𝑦𝑛

𝑔(𝑎𝑖) + 𝑔(𝑎) ⩽
∑
𝑎𝑖<𝑦𝑛

𝑚𝑛𝑎𝑖 + 𝑔(𝑎) ⩽ 𝑚𝑛𝑎 + 𝑔(𝑎) ⩽ 2𝑔(𝑎).

Если ℎ является выпуклой функцией с 𝑏ℎ ⩽ 𝑔 ⩽ 𝑐ℎ для некоторых

положительных 𝑏 и 𝑐, тогда

ℎ(1) ⩾ lim
𝑛→∞

(
ℎ(𝑥𝑛) − ℎ(𝑦𝑛)

𝑥𝑛 − 𝑦𝑛

)
(1 − 𝑥𝑛) + ℎ(𝑥𝑛) ⩾

⩾ lim
𝑛→∞

(
(1∕𝑐)𝑔(𝑥𝑛) − (1∕𝑏)𝑔(𝑦𝑛)

𝑥𝑛 − 𝑦𝑛

)
(1 − 𝑥𝑛) + (1∕𝑐)𝑔(𝑥𝑛) =

= lim
𝑛→∞

(
(1∕𝑐)𝑚𝑛−1𝑥𝑛 − (1∕𝑏)𝑚𝑛𝑦𝑛

𝑥𝑛 − 𝑦𝑛

)
=

= 1
𝑏𝑐

lim
𝑛→∞

(
(𝑏𝑚𝑛−1 − 𝑐𝑚𝑛)𝑥𝑛

𝑥𝑛 − 𝑦𝑛
+ 𝑐𝑚𝑛

)
⩾

⩾ 1
𝑏𝑐

lim
𝑛→∞

((
𝑏
𝑚𝑛−1

𝑚𝑛
− 𝑐

)
𝑥𝑛𝑚𝑛

𝑥𝑛 − 𝑦𝑛

)
= ∞,
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в соответствии с формулой (2.5). Это показывает, что 𝑔 не эквивалентно

любой выпуклой функции.

Предположим, дополнительно, что
∞∑
𝑛=1

𝑥𝑛 − 𝑥𝑛+1
(𝑛!)2𝑥𝑛+1

< ∞. (2.6)

Определим Φ−1
1 (𝑥) как единственную непрерывную функцию, кото-

рая равна 0 в точке 0, линейную на каждом интервале (𝑥𝑛+1,𝑥𝑛) с наклоном

𝑚𝑛

𝑛∏
𝑘=1

𝑚𝑘−1𝑥𝑘 − 𝑚𝑘𝑦𝑘
𝑚𝑘(𝑥𝑘 − 𝑦𝑘)

, 𝑛 ⩾ 1,

и равна 2𝑚0(𝑥1𝑥)1∕2 + 𝐶 на интервале (𝑥1,∞). Здесь 𝐶 выбрана таким об-

разом, чтобы обеспечить непрерывность. Гипотеза (2.6) обеспечивает, что

Φ−1
1 является хорошо определенной, поскольку

∞∑
𝑛=1

(𝑥𝑛 − 𝑥𝑛+1)𝑚𝑛

𝑛∏
𝑘=1

𝑚𝑘−1𝑥𝑘 − 𝑚𝑘𝑦𝑘
𝑚𝑘(𝑥𝑘 − 𝑦𝑘)

⩽
∞∑
𝑛=1

(𝑥𝑛 − 𝑥𝑛+1)𝑚𝑛

𝑛∏
𝑘=1

𝑚𝑘−1

𝑚𝑘

𝑥𝑘
𝑘2𝑥𝑘+1

=

=
∞∑
𝑛=1

(𝑥𝑛 − 𝑥𝑛+1)𝑚𝑛
𝑚0

𝑚𝑛

𝑥1
𝑥𝑛+1

1
(𝑛!)2

= 𝑚0𝑥1
∞∑
𝑛=1

𝑥𝑛 − 𝑥𝑛+1
(𝑛!)2𝑥𝑛+1

< ∞.

Φ−1
1 является выпуклой, поскольку величина наклона увеличивается по ме-

ре того, как интервалы(𝑥𝑛+1,𝑥𝑛) приближаются к 0. Действительно, из фор-

мулы (2.5) следует, что lim𝑥→0Φ−1
1 (𝑥)∕𝑥 = ∞. Ясно, что lim𝑥→∞Φ−1

1 (𝑥)∕𝑥 =

0. Таким образом, Φ1 является𝑁-функцией.

Положим Φ2 = 𝑔 ◦Φ1, тогда 𝑔 = Φ2 ◦Φ−1
1 . Φ2 является непре-

рывной функцией, которая равна 0 в точке 0. Отсюда сразу следует, что

lim𝑥→∞Φ2(𝑥)∕𝑥 = ∞, и, поскольку 𝑔(𝑡) ⩽ 𝑚0𝑡 для всех 𝑡, которые доста-

точно близки к 0, lim𝑥→0Φ2(𝑥)∕𝑥 =⩽ lim𝑥→0𝑚0Φ1(𝑥)∕𝑥 = 0. Вычисле-

ния наклона Φ2 на интервалах (Φ−1
1 (𝑥𝑛+1),Φ−1

1 (𝑦𝑛)) и (Φ−1
1 (𝑦𝑛),Φ−1

1 (𝑥𝑛)) по

отдельности показывает, что она является линейной на каждом интервале
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(Φ−1
1 (𝑦𝑛+1),Φ−1

1 (𝑦𝑛)) с наклоном

𝑛∏
𝑘=1

𝑚𝑘(𝑥𝑘 − 𝑦𝑘)
𝑚𝑘−1𝑥𝑘 − 𝑚𝑘𝑦𝑘

, 𝑛 ⩾ 1.

Так как наклон уменьшается по мере того, как интервалы становятся ближе

к 0, функция является выпуклой. Таким образом, Φ2 также является 𝑁-

функцией.

Нетрудно проверить, что (2.3), (2.4), (2.5) и (2.6) выполняются для

𝑚𝑛 = 1∕𝑛!, 𝑛 ⩾ 0 и 𝑥𝑛
∏𝑛+1

𝑘=1𝑚𝑘.

Замечание 2.1.1. В работе [10] при доказательстве Теоремы 1.7 утвер-

ждается, что: «Так как 𝑘 является монотонной по 𝑥, мы можем аппрок-

симировать 𝑘 снизу ядрами, непрерывными по 𝑥, …. Поэтому мы можем

предположить, без потери общности, что 𝑘 является непрерывной по 𝑥».

Действительно, как показывает данный пример, может быть невозмож-

ным аппроксимировать ядро обобщенных операторов Харди снизу ядра-

ми обобщенными операторами Харди, которые являются непрерывными

по 𝑥. Можем сказать, что доказательство в [10] остается верным без

предположения о непрерывности. Нужна только небольшая техническая

модификация.

Пример 2.1.3. Существует ядро обобщенного оператора Харди, которое

не может быть аппроксимировано снизу ядрами обобщенных операторов

Харди, которые непрерывны по 𝑥.

Положим 𝑘(𝑥,𝑡) = χ[1,+∞)(𝑥)χ[0,1)(𝑡) и вспомним Определение 1.7.

Легко видеть, что 𝑘 является ядром обобщенного оператора Харди с𝐷 = 1.

Предположим, что 𝑙(𝑥,𝑡) является ядром обобщенного оператора Харди,

которое непрерывно по 𝑥 и удовлетворяет условию 𝑙 ⩽ 𝑘. Если 0 < 𝑡 < 1 <
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𝑥, то
𝑙(𝑥,𝑡) ⩽ 𝐷

(
𝑙(𝑥,1) + 𝑙(1,𝑡)

)
= 𝐷

(
𝑙(𝑥,1) + lim

δ→1−
𝑙(δ,𝑡)

)
⩽

⩽ 𝐷
(
𝑘(𝑥,1) + lim

δ→1−
𝑘(δ,𝑡)

)
= 0.

Отсюда следует, что 𝑙 ≡ 0. Таким образом, единственное ядро обобщенно-

го оператора Харди, которое непрерывно по 𝑥 и меньше 𝑘, равно 0.

Например, если Φ1(𝑡) = 𝑡𝑝; Φ2(𝑡) = 𝑡𝑞; 0 < 𝑝, 𝑞 < ∞, тогда Φ1 ≪ Φ2

при 𝑝 ⩽ 𝑞.

Пусть ω положительная измеримая весовая функция и Φ ––𝑁-

функция. Пространство Орлича 𝐿Φ(ω) состоит из всех измеримых функ-

ций 𝑓 (по модулю эквивалентности почти везде) с нормой

‖𝑓‖Φ(ω) = inf

{
λ > 0,

∞

∫
0

Φ(λ−1|𝑓 (𝑥)|)ω(𝑥) d𝑥 ⩽ 1

}
. (2.7)

Например, еслиω ≡ 1; Φ(𝑡) ≡ 𝑡𝑝, тогда 𝐿Φ(ω) = 𝐿𝑝.

Мы называем ‖ ⋅ ‖Φ(ω) нормой Люксембурга.

Норма Орлича функции 𝑓 определяется выражением

‖𝑓‖′Ψ(ω) = sup

{ ∞

∫
0

|𝑓𝑔|ω d𝑥 ∶ 𝑔 ∈ 𝐿+
0 (ℝ+);

∞

∫
0

Ψ(|𝑔|)ω d𝑥 ⩽ 1

}
, (2.8)

где Ψ –– дополнительная функция к Φ.

Замечание 2.1.2. (см. [1]). 𝐿Φ(ω) –– банахово пространство, и нормы

Люксембурга и Орлича эквиваленты. Именно,

‖𝑓‖Φ(ω) ⩽ ‖𝑓‖′Ψ(ω) ⩽ 2‖𝑓‖Φ(ω). (2.9)

Определение 2.1.3. Обобщенные операторы Харди –– это операторы ви-

да

ℜ𝑓 (𝑥) =

𝑥

∫
0

𝑘(𝑥,𝑡)𝑓 (𝑡) d𝑡, ℜ∗𝑔(𝑡) =

+∞

∫
𝑡

𝑘(𝑥,𝑡)𝑔(𝑥) d𝑥, (2.10)
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где

а) 𝑘 ∶
{
(𝑥,𝑡) ∈ ℝ2 ∶ 0 < 𝑡 < 𝑥 < +∞

}
→ [0, +∞);

б) 𝑘(𝑥,𝑡) ⩾ 0 не убывает по 𝑥, не возрастает по 𝑡;

в) 𝑘(𝑥,𝑦) ⩽ 𝐷
(
𝑘(𝑥,𝑡) + 𝑘(𝑡,𝑦)

)
, всякий раз, когда 0 ⩽ 𝑦 ⩽ 𝑡 < 𝑥 < +∞ для

некоторой константы 𝐷.

Теорема 2.1.1. (см. [8]). Пусть Φ1, Φ2 ––𝑁-функции, Φ1 ≪ Φ2, Ψ1, Ψ2

— дополнительные функции для Φ1 и Φ2 (см. Определение 2.1.2) и ℜ ––

обобщенный оператор Харди, определенный формулой (2.10). Пусть 𝑎, 𝑏,

𝑣 и ω –– положительные весовые функции. Тогда существует константа

𝐴 > 0 такая, что неравенство

Φ−1
2

⎛⎜⎜⎝
+∞

∫
0

Φ2(𝑎ℜ𝑓 )ω d𝑥
⎞⎟⎟⎠ ⩽ Φ−1

1

⎛⎜⎜⎝
+∞

∫
0

Φ1(𝐴𝑓𝑏)𝑣 d𝑥
⎞⎟⎟⎠ (2.11)

выполняется для всех неотрицательных измеримых функций 𝑓 тогда и

только тогда, когда существует постоянная 𝐶 > 0 такая, что неравен-

ства

Φ−1
2

⎛⎜⎜⎝
+∞

∫
𝑟

Φ2

(
𝑎(𝑥)
𝐶

‖‖‖‖‖
𝑘(𝑟; ⋅)χ

(0,𝑟)
(.)

ε𝑣𝑏

‖‖‖‖‖Ψ1(ε𝑣)

)
ω(𝑥) d𝑥

⎞⎟⎟⎠ ⩽ Φ−1
1

(1
ε

)
(2.12)

и

Φ−1
2

⎛⎜⎜⎝
+∞

∫
𝑟

Φ2

(
𝑎(𝑥)
𝐶

‖‖‖‖‖
χ

(0,𝑟)
(.)

ε𝑣𝑏

‖‖‖‖‖Ψ1(ε𝑣)

𝑘(𝑥; 𝑟)

)
ω(𝑥) d𝑥

⎞⎟⎟⎠ ⩽ Φ−1
1

(1
ε

)
(2.13)

выполняются для всех ε, 𝑟 > 0.

Теорема 2.1.2. (см. [8]): Пусть Φ1, Φ2 ––𝑁-функции, Φ1 ≪ Φ2, и ℜ∗

является обобщенным оператором типа Харди, определенным форму-

лой (2.10). Тогда существует такая постоянная 𝐴 > 0, что неравенство

Φ−1
2

⎛⎜⎜⎝
+∞

∫
0

Φ2(𝑎ℜ∗𝑓 )ω d𝑡
⎞⎟⎟⎠ ⩽ Φ−1

1

⎛⎜⎜⎝
+∞

∫
0

Φ1(𝐴𝑏𝑓 )𝑣 d𝑡
⎞⎟⎟⎠ (2.14)
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выполняется для всех неотрицательных измеримых функций 𝑓 тогда и

только тогда, когда существует постоянная 𝐶 такая, что неравенства

Φ−1
2

⎛⎜⎜⎝
𝑟

∫
0

Φ2

(
𝑎(𝑡)
𝐶

‖‖‖‖‖
𝑘(⋅; 𝑟)χ

(𝑟,+∞)
(.)

ε𝑣𝑏

‖‖‖‖‖Ψ1(ε𝑣)

)
ω(𝑡) d𝑡

⎞⎟⎟⎠ ⩽ Φ−1
1

(1
ε

)
(2.15)

и

Φ−1
2

⎛⎜⎜⎝
𝑟

∫
0

Φ2

(
𝑎(𝑡)
𝐶

‖‖‖‖‖
χ

(𝑟,+∞)
(.)

ε𝑣𝑏

‖‖‖‖‖Ψ1(ε𝑣)

𝑘(𝑟; 𝑡)

)
ω(𝑡) d𝑡

⎞⎟⎟⎠ ⩽ Φ−1
1

(1
ε

)
(2.16)

выполняются для всех ε, 𝑟 > 0.

2.2 Модулярные неравенства для операторов типа Харди–Копсона на

функциях в пространстве Орлича

Мы называем оператор

𝑇𝑓 (𝑥) =

+∞

∫
0

𝑘(𝑥,𝑡)𝑓 (𝑡) d𝑡

монотонным на (0, + ∞), если 𝑘(𝑥,𝑡) является неотрицательным и либо

невозрастающим, либо неубывающим по 𝑥.

Свойства монотонных операторов на банаховом функциональном

пространстве были исследованы Jim Quile Sun [8].

Имеем следующую характеризацию весовых𝐿Φ-неравенств слабого

типа для монотонного оператора 𝑇 :

Теорема 2.2.1. (см. [8]). Пусть 𝑇 –– монотонный оператор на (0,+∞) с яд-

ром 𝑘. Пусть Φ1, Φ2 ––𝑁-функцииΨ1, Ψ2 –– дополнительные функции для

Φ1 иΦ2, 𝑎, 𝑏, 𝑣 и𝑤 неотрицательные весовые функции. Тогда существует
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константа 𝐴 такая, что неравенство

Φ−1
2

(
∫

{|𝑇𝑓 |>λ}
Φ2

(
λ𝑎(𝑥)

)
𝑤(𝑥) d𝑥

)
⩽ Φ−1

1

( +∞

∫
0

Φ1
(
𝐴𝑏(𝑥)𝑓 (𝑥)

)
𝑣(𝑥) d𝑥

)
(2.17)

выполняется для всех λ > 0 и для всех неотрицательных, измеримых функ-

ций 𝑓 тогда и только тогда, когда константа 𝐶 , такая, что неравенство

Φ−1
2

(
∫
𝐼𝑟

Φ2

(
𝑎
𝐶
‖‖‖‖𝑘(𝑟,.)ε𝑏𝑣

‖‖‖‖Ψ1(ε𝑣)

)
𝑤(𝑥) d𝑥

)
⩽ Φ−1

1

(
1
ε

)
(2.18)

выполняется для любых 𝑟, ε > 0. Здесь 𝐼𝑟 = (0,𝑟), если 𝑘(𝑥,𝑡) невозрастаю-

щая по 𝑥, и 𝐼𝑟 = (𝑟, +∞), если 𝑘(𝑥,𝑡) неубывающая по 𝑥.

Более того, для наилучших констант выше, имеем 𝐶 ⩽ 𝐴 ⩽ 2𝐶 .

Напомним, что

𝐾φ
𝐸 =

{
ℎ(𝑥) =

∞

∫
0

𝑓φ(𝑥; τ)𝑔(τ) dτ; 𝑥 ∈ (0,∞) ∶ 𝑔 ∈ �̃�0(0,∞)

}
;

см. (1.29),

𝑓φ(𝑥; τ) =

⎧⎪⎨⎪⎩
φ(𝑥), 0 < τ ⩽ 𝑥,

φ(τ), τ > 𝑥;

0 < φ ↓,

𝑥

∫
0

φ(τ) dτ ⩽ 𝑐φ(𝑥)𝑥.

Мы рассматриваем оператор

 [𝑔] ≡ ℎ(𝑥) =

∞

∫
0

𝑓φ(𝑥; τ)𝑔(τ) dτ. (2.19)

 [𝑔] = φ(𝑥)

𝑥

∫
0

𝑔(τ) dτ +

∞

∫
𝑥

φ(τ)𝑔(τ) dτ = 1[𝑔] + 2[𝑔]. (2.20)

Это означает, что  является суммой двух операторов типа Харди.
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Теорема 2.2.2. Пусть Φ1, Φ2 ––𝑁-функции, Φ1 ≪ Φ2, Ψ1, Ψ2 — дополни-

тельные функции для Φ1 и Φ2, 𝑎, 𝑏, 𝑣, ω –– положительные весовые функ-

ции,  определяется формулой (2.19). Тогда существует такая постоян-

ная 𝐴 > 0, что неравенство

Φ−1
2

⎛⎜⎜⎝
+∞

∫
0

Φ2
(
𝑎(𝑥)𝑔(𝑥)

)
ω(𝑥) d𝑥

⎞⎟⎟⎠ ⩽ Φ−1
1

⎛⎜⎜⎝
+∞

∫
0

Φ1
(
𝐴𝑏(𝑥)𝑔(𝑥)

)
𝑣(𝑥) d𝑥

⎞⎟⎟⎠ (2.21)

выполняется для всех неотрицательных измеримых функций 𝑔 тогда и

только тогда, когда существует постоянная 𝐶 такая, что неравенство

Φ−1
2

⎛⎜⎜⎝
+∞

∫
0

Φ2

(
𝑎(𝑥)
𝐶

.
𝑓φ(𝑥; 𝑟)
φ(𝑟)

‖‖‖‖𝑓φ(⋅; 𝑟)ε𝑣𝑏
‖‖‖‖Ψ1(ε𝑣)

)
ω(𝑥) d𝑥

⎞⎟⎟⎠ ⩽ Φ−1
1

(1
ε

)
(2.22)

выполняется для всех ε, 𝑟 > 0.

Доказательство. Необходимость условия (2.22).

Зафиксируем 𝑟, ε > 0. Поскольку норма Орлича не превосходит нор-

мы Люксембурга (см. Замечание 2.1.2), мы имеем при 𝑓 ⩾ 0

‖𝑓‖Ψ1(ε𝑣) ⩽ ‖𝑓‖′Φ1(ε𝑣)
= sup

{ +∞

∫
0

𝑓ℎε𝑣 d𝑥 ∶ ℎ ⩾ 0;

+∞

∫
0

Φ1(ℎ)ε𝑣 d𝑥 ⩽ 1

}
,

‖‖‖‖𝑓φ(⋅; 𝑟)ε𝑏𝑣
‖‖‖‖Ψ1(ε𝑣)

⩽ sup
+∞∫
0

Φ1(𝐴𝑔(τ)𝑏(τ))ε𝑣(τ)𝑑τ⩽1

+∞

∫
0

𝑓φ(τ; 𝑟)
ε𝑏(τ)𝑣(τ)

𝐴𝑔(τ)𝑏(τ)ε𝑣(τ) dτ

= sup
+∞∫
0

Φ1(𝐴𝑔(τ)𝑏(τ))ε𝑣(τ)𝑑τ⩽1

𝐴

+∞

∫
0

𝑓φ(τ; 𝑟)𝑔(τ) dτ.

Итак, для любого η < 1 можно выбрать неотрицательную функцию 𝑔 та-

кую, что
+∞

∫
0

Φ1(𝐴𝑔(τ)𝑏(τ))ε𝑣(τ) dτ ⩽ 1
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и

𝐴

+∞

∫
0

𝑓φ(τ; 𝑟)𝑔(τ) dτ ⩾ η
‖‖‖‖𝑓φ(⋅; 𝑟)ε𝑏𝑣

‖‖‖‖Ψ1(ε𝑣)
.

Таким образом, мы имеем

Φ−1
2

⎛⎜⎜⎝
+∞

∫
0

Φ2

(
η
𝑎(𝑥)
𝐴

𝑓φ(𝑥; 𝑟)
φ(𝑟)

‖‖‖‖𝑓φ(⋅; 𝑟)ε𝑏𝑣
‖‖‖‖Ψ1(ε𝑣)

)
ω(𝑥) d𝑥

⎞⎟⎟⎠ ⩽
⩽ Φ−1

2

⎛⎜⎜⎝
+∞

∫
0

Φ2

⎛⎜⎜⎝𝑎(𝑥)
+∞

∫
0

𝑓φ(τ; 𝑟)𝑔(τ) dτ.
𝑓φ(𝑥; 𝑟)
φ(𝑟)

⎞⎟⎟⎠ω(𝑥) d𝑥
⎞⎟⎟⎠ . (2.23)

𝑓φ(𝑥; 𝑟).𝑓φ(τ; 𝑟)
φ(𝑟)

⩽ 𝑓φ(τ; 𝑥).

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
Действительно,

если 0 < 𝑟 < τ < 𝑥, тогда
𝑓φ(𝑥,𝑟) ⋅ 𝑓φ(τ,𝑟)

φ(𝑟)
= φ(𝑥) ⋅φ(τ)

φ(𝑟)
⩽ φ(𝑥) = 𝑓φ(τ,𝑥),

если 0 < τ < 𝑟 < 𝑥, тогда
𝑓φ(𝑥,𝑟) ⋅ 𝑓φ(τ,𝑟)

φ(𝑟)
= φ(𝑥) ⋅φ(𝑟)

φ(𝑟)
= φ(𝑥) = 𝑓φ(τ,𝑥)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Для любых 𝑟, τ, 𝑡 > 0 правая часть (2.23) не превосходит

Φ−1
2

⎛⎜⎜⎝
+∞

∫
0

Φ2(𝑎(𝑥)𝑔(𝑥))ω(𝑥)𝑑𝑥
⎞⎟⎟⎠ .

Гипотеза (2.21) показывает, что последнее выражение не больше, чем

Φ−1
1

⎛⎜⎜⎝
+∞

∫
0

Φ1(𝐴𝑔(𝑥)𝑏(𝑥))𝑣(𝑥) d𝑥
⎞⎟⎟⎠ ⩽ Φ−1

1

(1
ε

)
.

Необходимость условия (2.22) доказана с постоянной 𝐶 = 𝐴
η
.

Достаточность условия (2.22).

Поскольку, согласно (2.20)

 [𝑔](𝑥) =

∞

∫
0

𝑓φ(𝑥; τ)𝑔(τ) dτ = φ(𝑥)

𝑥

∫
0

𝑔(τ) dτ+

∞

∫
𝑥

φ(τ)𝑔(τ) dτ = 1[𝑔]+2[𝑔],



72

нам нужно только доказать, что существует такая постоянная 𝐴 > 0, что

неравенства

Φ−1
2

⎛⎜⎜⎝
+∞

∫
0

Φ2(𝑎(𝑥)𝑖𝑔(𝑥))ω(𝑥) d𝑥
⎞⎟⎟⎠ ⩽ Φ−1

1

⎛⎜⎜⎝
+∞

∫
0

Φ1(𝐴𝑔(𝑥)𝑏(𝑥))𝑣(𝑥) d𝑥
⎞⎟⎟⎠

выполняются для всех неотрицательных измеримых функций 𝑔, 𝑖 = 1,2.

Для 1, применим теорему 2.1.1 с 𝑘 ≡ 1, и заменой 𝑎(𝑥) на 𝑎(𝑥) ⋅φ(𝑥).

Когда 𝑘 ≡ 1, достаточно показать, что существует постоянная 𝐶 такая, что

неравенство

Φ−1
2

⎛⎜⎜⎝
+∞

∫
𝑟

Φ2

(
𝑎(𝑥)φ(𝑥)

𝐶
‖‖‖‖χ(0,𝑟)

ε𝑏𝑣
‖‖‖‖Ψ1(ε𝑣)

)
ω(𝑥) d𝑥

⎞⎟⎟⎠ ⩽ Φ−1
1

(1
ε

)
выполняется для любых ε, 𝑟 > 0. Для этого зафиксируем ε, 𝑟 > 0, и заме-

тим, что

1 =
𝑓φ(τ; 𝑟)
φ(𝑟)

и

φ(𝑥) = 𝑓φ(𝑥; 𝑟)

всякий раз, когда 0 ⩽ τ ⩽ 𝑟 ⩽ 𝑥 < +∞. Имеем

Φ−1
2

⎛⎜⎜⎝
+∞

∫
𝑟

Φ2

(
𝑎(𝑥)
𝐶

φ(𝑥)
‖‖‖‖χ(0,𝑟)

ε𝑏𝑣
‖‖‖‖Ψ1(ε𝑣)

)
ω(𝑥) d𝑥

⎞⎟⎟⎠
= Φ−1

2

⎛⎜⎜⎝
+∞

∫
𝑟

Φ2

(
𝑎(𝑥)
𝐶

⋅ 𝑓φ(𝑥; 𝑟)
‖‖‖‖‖
χ

(0,𝑟)
(.)𝑓φ(⋅; 𝑟)

ε𝑏𝑣 ⋅φ(𝑟)

‖‖‖‖‖Ψ1(ε𝑣)

)
ω(𝑥) d𝑥

⎞⎟⎟⎠
⩽ Φ−1

2

⎛⎜⎜⎝
+∞

∫
0

Φ2

(
𝑎(𝑥)
𝐶

⋅
𝑓φ(𝑥; 𝑟)
φ(𝑟)

‖‖‖‖‖
χ

(0,𝑟)
(.)𝑓φ(⋅; 𝑟)

ε𝑏𝑣

‖‖‖‖‖Ψ1(ε𝑣)

)
ω(𝑥) d𝑥

⎞⎟⎟⎠ .
Из условия (2.22) теоремы следует, что правая часть указанного

неравенства доминирует Φ−1
1

(
1
ε

)
, как и требуется. Для 2 применим тео-

рему 2.1.2 с 𝑘 ≡ 1 и заменой 𝑏(τ) на 𝑏(τ)∕φ(τ) в функции 𝑔(τ) ⋅ φ(τ) по
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условиям теоремы. При 𝑘 ≡ 1 достаточно показать, что существует посто-

янная 𝐶 > 0 такая, что неравенство

Φ−1
2

⎛⎜⎜⎝
𝑟

∫
0

Φ2

(
𝑎(𝑥)
𝐶

‖‖‖‖χ(𝑟,+∞)
⋅φ

ε𝑏𝑣
‖‖‖‖Ψ1(ε𝑣)

)
ω(𝑥) d𝑥

⎞⎟⎟⎠ ⩽ Φ−1
1

(1
ε

)
выполняется для любых ε, 𝑟 > 0. Заметим, что если 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑟 ⩽ τ < +∞,

то
𝑓φ(𝑥; 𝑟) ⋅ 𝑓φ(τ; 𝑟)

φ(𝑟)
= φ(τ),

и поступаем так же, как и для 1, чтобы вывести требуемое неравенство из

условия (2.22) теоремы. Детали опущены. Это завершает доказательство

достаточности.

2.3 Применение для весовых пространств Лебега

Применим теорему 2.2.2 к случаю весовых пространств Лебега.

Пусть 1 ⩽ 𝑝, 𝑞 < ∞

Φ1(𝑡) = 𝑡𝑝; Φ2(𝑡) = 𝑡𝑞; Ψ1 = 𝑡𝑝′; 1
𝑝
+ 1
𝑝′

= 1;

функции 𝑎, 𝑏, 𝑣,ω такие, как в теореме 2.2.2. Тогда

Φ−1
1 (𝑡) = 𝑡

1
𝑝 ; Φ−1

2 (𝑡) = 𝑡
1
𝑞 ;

Φ1 ≪ Φ2 ⇔ 𝑝 ⩽ 𝑞.

Применение теоремы 2.2.2 дает следующий результат.

Пусть 1 ⩽ 𝑝 ⩽ 𝑞 < ∞. Тогда существует такая постоянная 𝐴 > 0, что

неравенство

⎛⎜⎜⎝
+∞

∫
0

𝑎𝑞(𝑥)
(𝑔

)𝑞(𝑥)ω(𝑥) d𝑥
⎞⎟⎟⎠

1
𝑞

⩽ 𝐴
⎛⎜⎜⎝

+∞

∫
0

(
𝑏𝑝(𝑥)𝑔𝑝(𝑥)

)
𝑣(𝑥) d𝑥

⎞⎟⎟⎠
1
𝑝

, (2.24)
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выполняется для всех неотрицательных измеримых функций 𝑔 тогда и

только тогда, когда существует постоянная 𝐶 > 0 такая, что неравенство

⎛⎜⎜⎝
+∞

∫
0

𝑎(𝑥)𝑞𝑓φ(𝑥; 𝑟)
𝑞ω(𝑥) d𝑥

⎞⎟⎟⎠
1
𝑞 ‖‖‖‖𝑓φ(⋅; 𝑟)𝑣𝑏

‖‖‖‖
𝑞

𝐿𝑝′ (𝑣)
⩽ 𝐶1φ(𝑟), (2.25)

выполняется для всех 𝑟 > 0,

с той же постоянной 𝐶1 = 𝐶1(𝐶,ε) ∈ ℝ+.

Тогда, согласно теореме 2.2.2 и работе [7], неравенство (2.24) для оператора

Харди-Копсона  определяется формулой (2.19) при 𝑝 ⩽ 𝑞 эквивалентно

совокупности условий (2.25), где 𝐶1 = 𝐶1(𝐶,ε) ∈ ℝ+.
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Глава 3. Модулярные неравенства для операторов типа Харди–Копсона

на монотонных функциях в пространстве Орлича

Мы рассматриваем модулярные неравенства для операторов типа

Харди на конусеΩ положительных убывающиих функций из весовых про-

странствОрлича. Воспользуемся общей теоремой (доказана в [9]) и резуль-

татами [7] о редукции модулярных неравенств для положительно однород-

ных операторов на конусΩ, что позволяет перейти к модулярным неравен-

ствам для модифицированных операторов на конусе всех положительных

функций из пространства Орлича. Она основана на теореме двойственно-

сти, описывающей ассоциированную норму для конуса Ω. Мы следуем,

в основном, обозначениям, использованным в книге [1, разд. 8, Глава 4]

Беннета и Шарпли и в работе [19]. В данной главе конкретизируются мо-

дулярные неравенства для случая, когда положительный оператор является

оператором типа Харди. Показано, что в этом случае модифицированный

оператор является обобщенным оператором Харди в нотации Jim Quile

Sun [8]. Это позволяет использовать подходы, развитые в [7; 20––23],также

результаты, полученные Jim Quile Sun [8], чтобы установить явные кри-

терии справедливости модулярных неравенств на конусе положительных

убывающих функций из весового пространства Орлича.

3.1 Определения и предварительные сведения

Мы используем обозначения и базовые термины теории весовых

пространств Орлича, введенные в разделе 2.1.
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Замечание 3.1.1. 𝐿Φ,𝑣 банахово пространство, и нормы Люксембурга и

Орлича эквивалентны. Именно

‖𝑓‖Φ,𝑣 ⩽ ‖𝑓‖′Ψ,𝑣 ⩽ 2‖𝑓‖Φ,𝑣.

Мы предполагаем, что𝑀(ℝ+) –– множество измеримых по Лебегу почти

всюду конечных функций,𝑀+ –– конус почти всюду положительных функ-

ций из𝑀 = 𝑀(ℝ+);

𝑀+ =
{
𝑓 ∈ 𝑀(ℝ+) ∶ 𝑓 > 0

}
.

Рассмотрим конус положительных убывающих функций из пространства

Орлича:

Ω =
{
𝑓 ∈ 𝐿Φ,𝑣 ∶ 0 ⩽ 𝑓 ↓

}
. (3.1)

Для 𝑔 ∈ 𝑀+, введем следующую ассоциированную норму на конусе:

‖𝑔‖′Ω = sup
{
∫

∞

0
𝑓𝑔 d𝑡 ∶ 𝑓 ∈ Ω; ‖𝑓‖Φ,𝑣 ⩽ 1

}
. (3.2)

Сформулируем результат, обобщающий некоторые предыдущие ре-

зультаты работ [10], [24––27].

Предложение 3.1.1. ([24]). ПустьΦ,Ψ –– дополнительные𝑁-функции,𝑁-

функция Φ удовлетворяет условию Δ2, пусть 𝑣 ∈ 𝑀+ и пусть

0 < 𝑉 (𝑡) ∶=

𝑡

∫
0

𝑣 dτ < ∞, 𝑡 ∈ ℝ+, 𝑉 (+∞) = +∞. (3.3)

Для фиксированного числа 0 < 𝑎 < 1 справедлива следующая двусторон-

няя оценка:

‖𝑔‖′Ω ≅ ‖ℜ𝑎(𝑔)‖Ψ,𝑣 = inf
{
λ > 0 ∶ ∫

∞

0
Ψ
(
λ−1|ℜ𝑎(𝑔; 𝑡)|)𝑣(𝑡) d𝑡 ⩽ 1

}
, (3.4)



77

где

ℜ𝑎(𝑔; 𝑡) ∶= 𝑉 (𝑡)−1
𝑡

∫
δ𝑎(𝑡)

𝑔(τ) dτ, δ𝑎(𝑡) ∶= 𝑉 −1(𝑎𝑉 (𝑡)
)
, 𝑡 ∈ ℝ+. (3.5)

В следующих рассмотрениях мы будем использовать формулу сопряжен-

ного оператора:

ℜ∗
𝑎(𝑓 ; τ) =

δ𝑎−1 (𝑡)

∫
τ

𝑓 (𝑡)
𝑉 (𝑡)

d𝑡, τ ∈ ℝ+. (3.6)

Отметим, что при 𝑎 = 0

ℜ∗
0(𝑓 ; τ) =

∞

∫
τ

𝑓 (𝑡)
𝑉 (𝑡)

d𝑡, τ ∈ ℝ+. (3.7)

Сформулируем основной результат этого раздела, позволяющий свести

модулярные неравенства на конусе Ω к модулярным неравенствам для мо-

дифицированных операторов на конусе𝑀+.

Предложение 3.1.2. ([24]). Пусть 𝑇 и 𝑇 ∗ –– положительно однородные

операторы, отображающие𝑀+ в𝑀+, являющиеся сопряженными, т. е.

∫
ℝ+

𝑔𝑇𝑓 dτ = ∫
ℝ+

𝑓𝑇 ∗𝑔 dτ, 𝑓 , 𝑔 ∈ 𝑀+.

ПустьΦ1,Φ2 ––𝑁-функции, 𝑢, 𝑣,𝑤 ∈ 𝑀+, и пусть выполнено условие (3.3).

Пусть число 𝑎 ∈ (0, 1) и пусть оператор ℜ𝑎 задается формулой (3.5).

Тогда следующие неравенства эквивалентны:

∃ 𝑐1 ∈ ℝ+ ∶ Φ−1
2

{
∫ℝ+

Φ2(𝑤𝑇𝑓 )𝑢 d𝑡
}

⩽ Φ−1
1

{
∫ℝ+

Φ1(𝑐1𝑓 )𝑣 d𝑡
}
,

𝑓 ∈ Ω; (3.8)

∃ 𝑐3 ∈ ℝ+ ∶ Φ−1
2

{
∫ℝ+

Φ2
(
𝑤𝑇ℜ∗

𝑎(𝑣𝑓 )
)
𝑢 d𝑡

}
⩽ Φ−1

1

{
∫ℝ+

Φ1(𝑐3𝑓 )𝑣 d𝑡
}
,

𝑓 ∈ 𝑀+. (3.9)
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3.2 Области применения для операторов типа Харди–Копсона

Сформулируем основной результат этого раздела, позволяющий све-

сти модулярные неравенства для операторов на конусе Ω к модулярным

неравенствам для модифицированных операторов на конусе𝑀+ [7].

В этом разделе мы применяем общие результаты [7; 11] в случае опе-

ратора Харди

𝑇 (𝑓 ; 𝑡) =

𝑡

∫
0

𝑓 (τ) dτ, 𝑡 ∈ ℝ+. (3.10)

Мы сохраняем обозначения главы 2, раздела 1. Как в работе [7], считаем,

что 𝑉 удовлетворяет условиям (3.3) и при 𝑏 ∈ ℝ+

δ𝑏(𝑡) ∶= 𝑉 −1(𝑏𝑉 (𝑡)
)
, 𝑡 ∈ ℝ+. (3.11)

Отметим, что δ𝑏(𝑡) возрастает, δ𝑏(+0) = 0, δ𝑏(+∞) = ∞ и обратная функция

вычисляется по формуле

δ−1𝑏 (𝑡) = δ𝑏−1(𝑡), 𝑡 ∈ ℝ+. (3.12)

Считаем, что при 𝑎 ∈ (0,1)

∀𝑚 ∈ 𝑁0 ∶ 𝑉 (𝑡)−(𝑚+1)
(
𝑡 − δ𝑎(𝑡)

)
↓, 𝑡 ∈ ℝ+. (3.13)

При ρ ∈ ℝ+ обозначим

𝑘1(𝑡,ρ) =
𝑎𝑚+1

𝑉 (ρ)𝑚+1

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑡 − ρ, ρ < 𝑡 ⩽ δ𝑎−1(ρ),

δ𝑎−1(ρ) − ρ, 𝑡 > δ𝑎−1(ρ),
(3.14)

𝑘2(ρ,𝑦) =
𝑎

𝑉 (𝑦)

⎧⎪⎨⎪⎩
δ𝑎−1(𝑦) − 𝑦, 0 < 𝑦 ⩽ δ𝑎(ρ),

ρ − 𝑦, δ𝑎(ρ) < 𝑦 < ρ,
(3.15)
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и

α(λ,ρ) = Φ1 ◦Φ−1
2

{ ∞

∫
ρ

Φ2
(
λ𝑤(𝑡)

)
𝑢(𝑡) d𝑡

}
, (3.16)

β(λ,ρ) = Φ1 ◦Φ−1
2

{ ∞

∫
ρ

Φ2
(
λ𝑤(𝑡)𝑘1(𝑡,ρ)

)
𝑢(𝑡) d𝑡

}
. (3.17)

Теорема 3.2.1. ([7; 11]). В условиях предложения 3.1.2 считаем, что

𝑇 –– оператор Харди (3.10), Ψ1, Ψ2 –– дополнительные 𝑁-функции для 𝑁-

функций Φ1, Φ2 соответственно; Φ1 ⪻ Φ2 и выполнено условие (3.13).

Тогда неравенство (3.9) эквивалентно также совокупности двух условий:

для всех λ, ρ ∈ ℝ+

ρ

∫
0

Ψ1

(
α(λ,ρ)𝑘2(ρ,𝑦)

𝐶λ

)
𝑣(𝑦) d𝑦 ⩽ 𝑎α(λ,ρ) < ∞, (3.18)

ρ

∫
0

Ψ1

(
β(λ,ρ)𝑉 𝑚(𝑦)

𝐶λ𝑎𝑚

)
𝑣(𝑦) d𝑦 ⩽ 𝑎β(λ,ρ) < ∞. (3.19)

Здесь 𝐶 = 𝐶(𝐶0,𝑐2,𝑎,𝑚) ∈ ℝ+, где 𝐶0 –– постоянная из условия Φ1 ⪻ Φ2,

𝑐2, 𝑚 –– постоянные из (3.9) и (3.13), соответственно.

Доказательство. 1. Цель первого шага –– сведение оценки (3.9) к оценке

для обобщенного оператора Харди в терминологии Блума и Кермана [31].

Для оператора Харди (3.10) имеем, используя (3.6) и замену порядка инте-

грирования,

𝑇ℜ∗
𝑎(𝑣𝑓 ; 𝑡) =

𝑡

∫
0

( δ𝑎−1 (τ)

∫
τ

𝑓 (ξ)𝑣(ξ) dξ
𝑉 (ξ)

)
dτ =

δ𝑎−1 (𝑡)

∫
0

𝑘(𝑡,ξ)𝑓 (ξ) dξ, (3.20)

где

𝑘(𝑡,ξ) = 𝑣(ξ)
𝑉 (ξ)

⎧⎪⎨⎪⎩
ξ − δ𝑎(ξ), 0 < ξ ⩽ 𝑡,

𝑡 − δ𝑎(ξ), 𝑡 < ξ <⩽ δ𝑎−1(𝑡).
(3.21)
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Подставляя в (3.9), получим, что (3.9) эквивалентно (3.22), где (3.22) имеет

вид

Φ−1
2

{
∫ℝ+

Φ2

(
𝑤(𝑡)

δ𝑎−1 (τ)

∫
0

𝑘(𝑡,ξ)𝑓 (ξ) dξ
)
𝑢(𝑡) d𝑡

}
⩽ Φ−1

1

{
∫ℝ+

Φ1(𝑐2𝑓 )𝑣 d𝑡
}
.

(3.22)

В интеграле слева в (3.22) делаем замену τ = δ𝑎−1(𝑡), т. е. 𝑡 = δ𝑎(τ). Введя

обозначения

�̃�(τ) = 𝑤
(
δ𝑎(τ)

)
, �̃�(τ,ξ) = 𝑘

(
δ𝑎(τ),ξ

)
, �̃�(τ) = 𝑢

(
δ𝑎(τ)

)
δ′𝑎(τ), (3.23)

получим, что (3.9) эквивалентно (3.24), где (3.24) имеет вид

Φ−1
2

{
∫ℝ+

Φ2

(
�̃�(τ)

τ

∫
0

�̃�(τ,ξ)𝑓 (ξ) dξ
)
�̃�(τ) dτ

}
⩽

⩽ Φ−1
1

{
∫ℝ+

Φ1(𝑐2𝑓 )𝑣 d𝑡
}
. (3.24)

При этом согласно (3.21) и (3.23)

�̃�(τ,ξ) = 𝑣(ξ)
𝑉 (ξ)

⎧⎪⎨⎪⎩
ξ − δ𝑎(ξ), 0 < ξ ⩽ δ𝑎(τ),

δ𝑎(τ) − δ𝑎(ξ), δ𝑎(τ) < ξ <⩽ τ.

Далее, обозначим

𝑘0(τ,ξ) =
1

𝑉 (ξ)(𝑚+1)

⎧⎪⎨⎪⎩
ξ − δ𝑎(ξ), 0 < ξ ⩽ δ𝑎(τ),

δ𝑎(τ) − δ𝑎(ξ), δ𝑎(τ) < ξ <⩽ τ;
(3.25)

𝑔(ξ) = 𝑣(ξ)𝑉 (ξ)𝑚𝑓 (ξ), σ(𝑡) = 𝑣(𝑡)−1𝑉 (𝑡)−𝑚, (3.26)

и перепишем (3.24) в виде

Φ−1
2

{
∫ℝ+

Φ2

(
�̃�(τ)

τ

∫
0

𝑘0(τ,ξ)𝑔(ξ) dξ
)
�̃�(τ) dτ

}
⩽

⩽ Φ−1
1

{
∫ℝ+

Φ1(𝑐2σ𝑔)𝑣 d𝑡
}
. (3.27)
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В итоге, введя оператор

𝑇0(𝑔; τ) =

τ

∫
0

𝑘0(τ,ξ)𝑔(ξ) dξ, τ ∈ ℝ+, (3.28)

имеем эквивалентность (3.9) и (3.29), где (3.29) имеет вид

Φ−1
2

{
∫ℝ+

Φ2
(
�̃�(τ)𝑇0(𝑔; τ)

)
�̃�(τ) dτ

}
⩽ Φ−1

1

{
∫ℝ+

Φ1(𝑐2σ𝑔)𝑣 d𝑡
}
. (3.29)

Далее, определение (3.25) и условие (3.13) показывают, что ядро 𝑘0(τ,ξ)

не возрастает по ξ ∈ (0,τ], не убывает по τ ∈ [ξ,∞), причем 𝑘0(τ,ξ) =

ξ−δ𝑎(ξ) при τ ⩾ δ𝑎−1(ξ). Покажем, что ядро удовлетворяет еще неравенству

треугольника:

𝑘0(τ,ξ) ⩽ 𝐷
(
𝑘0(τ,𝑧) + 𝑘0(𝑧,ξ)

)
, ξ < ξ ⩽ τ, (3.30)

где 𝐷 = 𝑎−(𝑚+1). Для этого рассмотрим возможные случаи.

1) Пусть 0 < ξ ⩽ δ𝑎(𝑧). Тогда 𝑧 ⩽ τ влечет еще 0 < ξ ⩽ δ𝑎(τ) и

𝑘0(τ,ξ) = 𝑘0(𝑧,ξ) = 𝑉 (ξ)−(𝑚+1)
(
ξ − δ𝑎(ξ)

)
,

так что (3.30) выполнено с любым 𝐷 ⩾ 1.

2) Пусть теперь 𝑧 ⩽ δ𝑎(τ), δ𝑎(𝑧) ⩽ ξ < 𝑧. Тогда

ξ ⩽ δ𝑎(τ) ⟹ 𝑘0(τ,ξ) = 𝑉 (ξ)−(𝑚+1)
(
ξ − δ𝑎(ξ)

)
,

𝑧 ⩽ δ𝑎(τ) ⟹ 𝑘0(τ,𝑧) = 𝑉 (𝑧)−(𝑚+1)
(
𝑧 − δ𝑎(𝑧)

)
,

δ𝑎(𝑧) ⩽ ξ < 𝑧 ⟹ 𝑘0(𝑧,ξ) = 𝑉 (ξ)−(𝑚+1)
(
δ𝑎(𝑧) − δ𝑎(ξ)

)
.

Для выполнения (3.30) нужно, чтобы

ξ − δ𝑎(ξ)
𝑉 (ξ)𝑚+1

⩽ 𝐷
[
𝑧 − δ𝑎(ξ)
𝑉 (𝑧)𝑚+1

+
δ𝑎(𝑧) − δ𝑎(ξ)
𝑉 (ξ)𝑚+1

]
. (3.31)

Отметим, что

δ𝑎(𝑧) ⩽ ξ < 𝑧 ⇒ 𝑎𝑉 (𝑧) ⩽ 𝑉 (ξ) ⩽ 𝑉 (𝑧). (3.32)
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так что, (3.31) будет следовать из неравенства

ξ − δ𝑎(ξ)
𝑎𝑚+1𝑉 (𝑧)𝑚+1

⩽ 𝐷
[
𝑧 − δ𝑎(𝑧)
𝑉 (𝑧)𝑚+1

+
δ𝑎(𝑧) − δ𝑎(ξ)
𝑉 (𝑧)𝑚+1

]
= 𝐷

𝑧 − δ𝑎(ξ)
𝑉 (𝑧)𝑚+1

.

Это неравенство при ξ < 𝑧 верно, если взять 𝐷 = 𝑎−(𝑚+1).

Итак, (3.30), а с ним и (3.31), выполнены при 𝐷 = 𝑎−(𝑚+1).

3) Остался случай δ𝑎(τ) < 𝑧 < τ, δ𝑎(𝑧) ⩽ ξ < 𝑧.

Он разбивается на два:

3а) δ𝑎(τ) < 𝑧 < τ, δ𝑎(𝑧) ⩽ ξ ⩽ δ𝑎(τ);

3б) δ𝑎(τ) < 𝑧 < τ, δ𝑎(τ) < ξ < 𝑧.

Разберем случай 3а). Имеем

ξ ⩽ δ𝑎(τ) ⟹ 𝑘0(τ,ξ) = 𝑉 (ξ)−(𝑚+1)
(
ξ − δ𝑎(ξ)

)
,

δ𝑎(τ) < 𝑧 < τ ⟹ 𝑘0(τ,𝑧) = 𝑉 (𝑧)−(𝑚+1)
(
δ𝑎(τ) − δ𝑎(𝑧)

)
,

δ𝑎(𝑧) ⩽ ξ < 𝑧 ⟹ 𝑘0(𝑧,ξ) = 𝑉 (ξ)−(𝑚+1)
(
δ𝑎(𝑧) − δ𝑎(ξ)

)
.

Таким образом, для выполнения (3.30) нужно, чтобы

ξ − δ𝑎(ξ)
𝑉 (ξ)𝑚+1

⩽ 𝐷
[
δ𝑎(τ) − δ𝑎(𝑧)
𝑉 (𝑧)𝑚+1

+
δ𝑎(𝑧) − δ𝑎(ξ)
𝑉 (ξ)𝑚+1

]
. (3.33)

Сейчас также справедливы соотношения (3.32), так что (3.33) будет следо-

вать из неравенства

ξ − δ𝑎(ξ)
𝑎𝑚+1𝑉 (𝑧)𝑚+1

⩽ 𝐷
[
δ𝑎(τ) − δ𝑎(𝑧)
𝑉 (𝑧)𝑚+1

+
δ𝑎(𝑧) − δ𝑎(ξ)
𝑉 (𝑧)𝑚+1

]
= 𝐷

δ𝑎(τ) − δ𝑎(ξ)
𝑉 (𝑧)𝑚+1

.

Но сейчас ξ ⩽ δ𝑎(τ), так что ξ− δ𝑎(ξ) ⩽ δ𝑎(τ) − δ𝑎(ξ) и требуемое неравен-

ство верно при 𝐷 = 𝑎−(𝑚 + 1). В итоге, (3.30) выполнено в случае 3а).

Разберем случай 3б). Имеем

δ𝑎(τ) ⩽ ξ ⟹ 𝑘0(τ,ξ) = 𝑉 (ξ)−(𝑚+1)
(
δ𝑎(τ) − δ𝑎(ξ)

)
,

δ𝑎(τ) ⩽ 𝑧 ⟹ 𝑘0(τ,𝑧) = 𝑉 (𝑧)−(𝑚+1)
(
δ𝑎(τ) − δ𝑎(𝑧)

)
,

δ𝑎(𝑧) ⩽ ξ ⟹ 𝑘0(𝑧,ξ) = 𝑉 (ξ)−(𝑚+1)
(
δ𝑎(𝑧) − δ𝑎(ξ)

)
.
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Таким образом, для выполнения (3.30) нужно, чтобы

δ𝑎(τ) − δ𝑎(ξ)
𝑎𝑚+1𝑉 (ξ)𝑚+1

⩽ 𝐷
[
δ𝑎(τ) − δ𝑎(𝑧)
𝑉 (𝑧)𝑚+1

+
δ𝑎(𝑧) − δ𝑎(ξ)
𝑉 (ξ)𝑚+1

]
. (3.34)

Сейчас δ𝑎(τ) < ξ < 𝑧 < τ, так что 𝑎𝑉 (τ) ⩽ 𝑉 (ξ) ⩽ 𝑉 (𝑧) ⩽ 𝑉 (τ). Поэто-

му (3.34) следует из неравенства

δ𝑎(τ) − δ𝑎(ξ)
𝑎𝑚+1𝑉 (τ)𝑚+1

⩽ 𝐷
[
δ𝑎(τ) − δ𝑎(𝑧)
𝑉 (τ)𝑚+1

+
δ𝑎(𝑧) − δ𝑎(ξ)
𝑉 (τ)𝑚+1

]
= 𝐷

δ𝑎(τ) − δ𝑎(ξ)
𝑉 (τ)𝑚+1

,

которое верно при 𝐷 = 𝑎−(𝑚+1). В итоге и в этом случае справедливо нера-

венство (3.30) с 𝐷 = 𝑎−(𝑚+1).

Таким образом, ядро 𝑘0(τ,ξ) не убывает по τ, не возрастает по ξ и удо-

влетворяет неравенству треугольника (3.30), т. е. является ядром обобщен-

ного оператора Харди 𝑇0 в терминологии Блума и Кермана [31] и [7]. При

этом имеет место эквивалентность модулярных неравенств (3.9) и (3.29).

2. Переходим к доказательству эквивалентности неравенства (3.29) и

совокупности условий (3.18), (3.19). Для этого используем известный ре-

зультат Блума и Кермана [10, теорема 1.7] c учетом обобщений, приведен-

ных в [15], которые позволяют заменить условие выпуклости Φ2 ◦Φ−1
1 на

более общее условие Φ1 ⪻ Φ2. Обозначим

α̃(λ,τ) = Φ1 ◦Φ−1
2

{ ∞

∫
τ

Φ2
(
λ�̃�(ξ)

)
�̃�(ξ) dξ

}
, (3.35)

β̃(λ,τ) = Φ1 ◦Φ−1
2

{ ∞

∫
τ

Φ2
(
λ�̃�(ξ)𝑘0(ξ,τ)

)
�̃�(ξ) dξ

}
. (3.36)

Согласно обобщенной теореме Блума–Кермана, в условиях теоремы 3.2.1

неравенство (3.29) эквивалентно совокупности двух неравенств: для всех

τ ∈ ℝ+:
τ

∫
0

Ψ1

(
α̃(λ,τ)𝑘0(τ,ξ)
𝐶λσ(ξ)𝑣(ξ)

)
𝑣(ξ) dξ ⩽ α̃(λ,τ) < ∞, (3.37)
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τ

∫
0

Ψ1

(
β̃(λ,τ)

𝐶λσ(ξ)𝑣(ξ)

)
𝑣(ξ) dξ ⩽ β̃(λ,τ) < ∞. (3.38)

Подставим в (3.37) и (3.38) обозначения (3.26). Тогда, они примут вид

𝐼(τ) ≡
τ

∫
0

Ψ1

(
α̃(λ,τ)𝑘0(τ,ξ)𝑉 (ξ)𝑚

𝐶λ

)
𝑣(ξ) dξ ⩽ α̃(λ,τ) < ∞, (3.39)

𝐽 (τ) ≡
τ

∫
0

Ψ1

(
β̃(λ,τ)𝑉 (ξ)𝑚

𝐶λ

)
𝑣(ξ) dξ ⩽ β̃(λ,τ) < ∞. (3.40)

Далее, в интегралах в (3.35) и в (3.39) сделаем замену переменной η =

δ𝑎(ξ), т. е. ξ = δ𝑎−1(η). С учетом обозначений (3.23) и (3.11) получим

�̃�(ξ) = 𝑤(η), �̃�(ξ) dξ = 𝑢(η) dη, 𝑉 (ξ)−𝑎−1𝑉 (η), 𝑣(ξ) dξ = 𝑎−1𝑣(η) dη,

так что

α̃(λ,τ) = Φ1 ◦Φ−1
2

{ ∞

∫
δ𝑎(τ)

Φ2
(
λ𝑤(η)

)
𝑢(η) dη

}
= α

(
λ,δ𝑎(τ)

)
, (3.41)

где α(λ,ρ) введена в (3.16). Далее, в (3.39)

𝐼(τ) =

δ𝑎(τ)

∫
0

Ψ1

(
α
(
λ,δ𝑎(τ)

)
𝑘0
(
τ,δ𝑎−1(η

)
𝑉 (η)𝑚

𝐶λ𝑎𝑚

)
𝑣(η) dη

𝑎
. (3.42)

Обозначим еще ρ = δ𝑎(τ), т. е. τ = δ𝑎−1(ρ). Тогда, τ ∈ ℝ+ ⇔ ρ ∈ ℝ+ и

(3.39) ⇔ 𝐼
(
δ𝑎−1(ρ)

)
⩽ α(λ,ρ), ρ ∈ ℝ+. (3.43)

Согласно (3.25)

𝑘0
(
δ𝑎−1(ρ),δ𝑎−1(η)

)
= 𝑎𝑚+1

𝑉 (η)𝑚+1

⎧⎪⎨⎪⎩
δ𝑎−1(η) − η, 0 < η ⩽ δ𝑎(ρ),

ρ − η, δ𝑎(ρ) < η ⩽ ρ.

Итак, с учетом обозначения (3.15),

𝑘0
(
δ𝑎−1(ρ),δ𝑎−1(η)

)
𝑉 (η)𝑚𝑎−𝑚 = 𝑘2(ρ,η).
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Поэтому согласно (3.42) и (3.43)

(3.39) ⇔

ρ

∫
0

Ψ1

(
α(λ,ρ)𝑘2(ρ,η)

𝐶λ

)
𝑣(η) dη

𝑎
⩽ α(λ,ρ), ρ ∈ ℝ+.

Это условие совпадает с (3.18). Далее в интегралах в (3.36) и в (3.40) делаем

замену η = δ𝑎(ξ). Аналогично выводу (3.41) получим

β̃(λ,τ) = Φ1 ◦Φ−1
2

{ ∞

∫
δ𝑎(τ)

Φ2
(
λ𝑤(η)𝑘0𝑏𝑖𝑔𝑙(δ𝑎−1(η),τ

))
𝑢(η) dη

}
.

Здесь согласно (3.25)

𝑘0(ξ,τ) =
1

𝑉 (η)𝑚+1

⎧⎪⎨⎪⎩
δ𝑎(ξ) − δ𝑎(τ), τ ⩽ ξ ⩽ δ𝑎−1(τ),

τ − δ𝑎(τ), δ𝑎−1(τ) < ξ.

Так что

𝑘0
(
δ𝑎−1(η),δ𝑎−1(ρ)

)
= 𝑎𝑚+1

𝑉 (ρ)𝑚+1

⎧⎪⎨⎪⎩
η − ρ, ρ ⩽ η ⩽ δ𝑎−1(ρ),

δ𝑎−1(ρ) − ρ, δ𝑎−1(ρ) < η.

С учетом обозначения (3.14) получаем, что 𝑘0
(
δ𝑎−1(η),δ𝑎−1(ρ)

)
= 𝑘1(η,ρ).

В результате

β̃
(
λ,δ𝑎−1(ρ)

)
= Φ1 ◦Φ−1

2

{ ∞

∫
ρ

Φ2
(
λ𝑤(η)𝑘1(η,ρ)

)
𝑢(η) dη

}
= β(λ,ρ),

(см. (3.17)). Кроме того,

𝐽 (τ) =

δ𝑎(τ)

∫
0

Ψ1

(
β(λ,τ)𝑉 (η)𝑚

𝐶λ𝑎𝑚

)
𝑣(η) dη

𝑎
, ρ ∈ ℝ+,

так что, полагая в (3.40) τ = δ𝑎−1(ρ), получим, что τ ∈ ℝ+ ⇔ ρ ∈ ℝ+, и

(3.40) ⇔

ρ

∫
0

Ψ1

(
β(λ,ρ)𝑉 (η)𝑚

𝐶λ𝑎𝑚

)
𝑣(η) dη

𝑎
⩽ β(λ,ρ), ρ ∈ ℝ+,
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где β(λ,ρ) определена в (3.17). Это условие совпадает с (3.19). Таким об-

разом, мы показали, что

(3.9) ⇔ (3.29) ⇔
{
(3.39), (3.40)

}
⇔

{
(3.18), (3.19)

}
.

Теорема 3.2.1 доказана.

Замечание 3.2.1. В [7; 15] получены условия справедливости модулярно-

го неравенства (3.29) для обобщенного оператора Харди, которые экви-

валентны описаниям Блума–Кермана (3.35)–(3.38), но отличаются от них

по форме и могут быть более удобны для конкретных приложений. Реали-

зация аналогичного подхода дает следующие эквивалентные формы кри-

териев, приведенных в теореме 3.2.1. Именно, в условиях теоремы 3.2.1

неравенства (3.18), (3.19) эквивалентны неравенствам: для ρ, ε ∈ ℝ+

Φ−1
2

{ ∞

∫
ρ

Φ2

(
𝑤(τ)
𝐶

‖‖‖‖𝑘2(ρ,𝑦)χ(0,ρ)(𝑦)
ε

‖‖‖‖Ψ1,ε𝑣∕𝑎

)
𝑢(τ) dτ

}
⩽ Φ−1

1

(
}
ε

)
,

Φ−1
2

{ ∞

∫
ρ

Φ2

(
𝑤(τ)
𝐶

‖‖‖‖
(
𝑉 (𝑦)
𝑎

)𝑚χ(0,ρ)(𝑦)
ε

‖‖‖‖Ψ1,ε𝑣∕𝑎
𝑘1(τ,ρ)

)
𝑢(τ) dτ

}
⩽ Φ−1

1

(
}
ε

)
.

Здесь𝐶 –– постоянная из (3.18), (3.19). Внутренние нормы ‖⋅‖Ψ1,ε𝑣∕𝑎 в

весовом пространстве Орлича 𝐿Ψ1,ε𝑣∕𝑎 (см. [32]) берутся по переменной 𝑦.

3.3 Доказательство результатов

Теорема 3.3.1. Пусть Φ1, Φ2 ––𝑁-функции и Φ1 ≺≺ Φ2, Ψ1, Ψ2 –– допол-

нительные функции для Φ1 и Φ2, 𝑣, 𝑢,𝑤 положительные весовые функции,

 –– операторы Харди–Копсона (2.19). Пусть выполняется условие

𝐴φ = sup
𝑡∈ℝ+

1
𝑡φ(𝑡)

(
∫

𝑡

0
φ dτ

)
< ∞. (3.44)



87

Тогда существует постоянная 𝐶 > 0 такая, что неравенство

Φ−1
2

{
∫ℝ+

Φ2
(
𝑤(𝑡))

𝑢(𝑡) d𝑡
}

⩽ Φ−1
1

{
∫ℝ+

Φ1(𝐶𝑓 )𝑣 d𝑡
}
, 𝑓 ∈ Ω, (3.45)

выполняется для всех положительных невозрастающих функций 𝑓 тогда

и только тогда, когда существует константа 𝐵 такая, что для всех ε,

𝑟 > 0 выполняются следующие неравенства:

Φ−1
2

{ ∞

∫
0

Φ2

(
𝑤(𝑡)
𝐵

⋅
𝑓φ(𝑡,𝑟)
φ(𝑟)

‖‖‖‖𝑓φ(⋅,𝑟)ε𝑉
‖‖‖‖Ψ1(ε𝑣)

)
𝑢(𝑡) d𝑡

}
⩽ Φ−1

1

(
1
ε

)
. (3.46)

Доказательство. Цель первого шага –– свести оценку (3.9) к оценке для

оператора Харди–Копсона, приведенного в Теореме 2.2.2. Для оператора

Харди–Копсона (2.19), используя (3.6), получаем

(
ℜ∗

0(𝑣𝑓 ; 𝑡)
)
=

∞

∫
0

𝑓φ(𝑡; τ)ℜ∗
0(𝑣𝑓 ; τ) dτ =

∞

∫
0

𝑓φ(𝑡; τ)
( ∞

∫
τ

𝑓 (ξ)𝑣(ξ)
𝑉 (ξ)

dξ
)
dτ,

τ ∈ ℝ+ .

Изменив порядок интегрирования, мы имеем

(
ℜ∗

0(𝑣𝑓 ; 𝑡)
)
=

∞

∫
0

𝑓 (ξ)𝑣(ξ)
𝑉 (ξ)

( ξ

∫
0

𝑓φ(𝑡; τ) dτ
)
dξ.

Покажем, что

ξ

∫
0

𝑓φ(𝑡; τ) dτ ≅ 𝑓φ(𝑡; ξ)ξ; 𝑡, ξ ∈ ℝ+ = (0,∞). (3.47)

Из убывания φ и условия 𝐴φ < ∞ следует, что

φ(𝑡)𝑡 ⩽
𝑡

∫
0

φ dτ ⩽ 𝐴φφ(𝑡)𝑡, 𝑡 ∈ ℝ+. (3.48)
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1) При ξ ⩽ 1 имеем 𝑓φ(𝑡; τ) = φ(𝑡), τ ∈ (0,ξ), так что

ξ

∫
0

𝑓φ(𝑡; τ) dτ = φ(𝑡)

ξ

∫
0

dτ = φ(𝑡)ξ = 𝑓φ(𝑡; ξ)ξ. (3.49)

2) При ξ > 𝑡 имеем

ξ

∫
0

𝑓φ(𝑡; τ) dτ =

𝑡

∫
0

φ(𝑡) dτ +

ξ

∫
𝑡

φ(τ) dτ =

= φ(𝑡)𝑡 +

ξ

∫
𝑡

φ(τ) dτ ≅
(3.49)

φ(ξ)ξ,

т. е. при ξ > 𝑡
ξ

∫
0

𝑓φ(𝑡; τ) dτ ≅ φ(ξ)ξ = 𝑓φ(𝑡,ξ)ξ. (3.50)

Из (3.49), (3.50) следует (3.47).

Подставляем (3.47) в (3.46):

(
ℜ∗

0(𝑣𝑓 ; 𝑡)
)
=

∞

∫
0

𝑓 (ξ)𝑣(ξ)
𝑉 (ξ)

𝑓φ(𝑡; ξ)ξ dξ, (3.51)

так

(
ℜ∗

0(𝑣𝑓 ; 𝑡)
)
=

∞

∫
0

𝑓φ(𝑡; ξ)𝑔(ξ) dξ, (3.52)

где

𝑔(ξ) =
𝑓 (ξ)𝑣(ξ)ξ

𝑉 (ξ)
. (3.53)

Получаем эквивалентность (3.9) и (3.54), где (3.54) имеет вид

∃ 𝑐3 ∈ ℝ+ ∶ Φ−1
2

{
∫ℝ+

Φ2

(
𝑤(𝑡)∫

∞

0
𝑓φ(𝑡; ξ)𝑔(ξ) dξ

)
𝑢(𝑡) d𝑡

}
⩽

⩽ Φ−1
1

{
∫ℝ+

Φ1(𝑐3σ𝑔)𝑣 d𝑡
}
, 𝑔 ∈ 𝑀+ (3.54)
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и σ(𝑡) = 𝑉 (𝑡)𝑣(𝑡)−1𝑡−1. В результате, вводя оператор

ℑ0(𝑔; 𝑡) =

∞

∫
0

𝑓φ(𝑡; ξ)𝑔(ξ) dξ, 𝑡 ∈ ℝ+,

где ядро

𝑓φ(𝑡; τ) = min
{
φ(𝑡),φ(τ)

}
=

⎧⎪⎨⎪⎩
φ(𝑡), 0 < τ ⩽ 𝑡,

φ(τ), τ > 𝑡,

(операторℑ0 в обозначениях из Теоремы 2.2.2) получаем эквивалентность

модулярных неравенств (3.9) и (3.54).

2. Перейдем к доказательству эквивалентности неравенства (3.54) и

условия (3.45). С этой целью мы используем известный результат Jim Quile

Sun [8], который был приведен в нашей Теореме 2.2.2. В сочетании с обоб-

щениями, данными в [24]. Получим

Φ−1
2

{
∫

𝑟

0
Φ2

(
𝑤(𝑡)
𝐵

⋅
𝑡𝑓φ(𝑡,𝑟)
φ(𝑟)

‖‖‖‖𝑓φ(⋅,𝑟)ε𝑉
‖‖‖‖Ψ1(ε𝑣)

)
𝑢(𝑡) d𝑡

}
⩽ Φ−1

1

(1
ε

)
. (3.55)

Таким образом, мы показали, что (3.9) ⇔ (3.54) ⇔ (3.45). Теорема 3.3.1

доказана.
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Заключение

В Заключении приведены основные результаты работы, которые со-

стоят в следующем:

1. Рассмотрены общие свойства потенциалов, построенных на базе

весовых пространств Лоренца с общими весами.

2. Установлены эквивалентные описания конусов убывающих пе-

рестановок для потенциалов, построенных на базе весовых про-

странств Лоренца с общими весами.

3. Получены критерии вложений пространства потенциалов в пе-

рестановочно инвариантные пространства и даны описания оп-

тимальных перестановочно инвариантных пространств для таких

вложений. Приведена конкретизация этих вложений в случае ба-

зовых весовых пространств Лоренца.

4. Результаты о модулярных неравенствах для рассмотренных опе-

раторов типа Харди важны, так как такие операторы возникают

при изучении убывающих перестановок для обобщенных потен-

циалов Бесселя и Рисса, когда в качестве базовыхПИП выступают

пространства Орлича–Лоренца.

5. Рассмотрены модулярные неравенства для операторов типа Хар-

ди на конусе Ω положительных убывающих функций из весовых

пространств Орлича.
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Список сокращений и условных обозначений

ℕ множество натуральных чисел

𝐿𝑝 пространство Лебега

ℝ множество действительных чисел

𝐸(ℝ𝑛) перестановочно-инвариантное пространство

Λ𝑝(𝑣) весовое пространство Лоренца

𝐻𝐺
𝐸 (ℝ

𝑛) пространство потенциалов

𝐺 ∗ 𝑓 свертка (𝐺 ∗ 𝑓 ) = (2π)−
𝑛
2 ∫ℝ𝑛 𝐺(𝑥 − 𝑦)𝑓 (𝑦) y

χ𝐴 характеристическая функция

ρ функциональная норма

ω𝑘
𝑐 (𝑢; τ) модуль непрерывности

λ𝑓 (𝑓 ) Лебегова функция распределения

µ мера Лебега

𝐸′(ℝ𝑛) ассоциированное пространство

�̃�(ℝ+) представления Люксембурга

𝐶(ℝ𝑛) пространство ограниченных и равномерно непрерывных

функций

𝐺α(𝑥) классические ядра Бесселя–Макдональда

ℜ∗𝑓 (𝑥) обобщенные операторы Харди

𝐿Φ(ω) пространство Орлича
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