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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ è ñòåïåíü åå ðàçðàáîòàííîñòè.

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà ñîâðåìåííîìó àêòèâíî ðàçâèâàþùåìóñÿ íàïðàâëå-
íèþ â òåîðèè ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ, à èìåííî òåîðèè ïðîñòðàíñòâ
Íèêîëüñêîãî-Áåñîâà.

Â 1951 Ñ. Ì. Íèêîëüñêèé äîêàçàë íåðàâåíñòâà Áåðíøòåéíà, íåðàâåíñòâî
ðàçíûõ ìåòðèê è íåðàâåíñòâî ðàçíûõ èçìåðåíèé äëÿ öåëûõ ôóíêöèè ýêñïî-
íåíöèàëüíîãî òèïà è äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ1. Ýòè íåðàâåíñòâà
èãðàþò âàæíóþ ðîëü ïðè èçó÷åíèè òàê íàçûâàåìûõ ïðîñòðàíñòâ Íèêîëüñêîãî-
Áåñîâà.

Ïðîñòðàíñòâà Íèêîëüñêîãî-Áåñîâà Br
p,θ(Rn), ïðè θ = ∞ áûëè ââåäåíû Ñ.Ì.

Íèêîëüñêèì2, à ïðè θ < ∞ Î.Â. Áåñîâûì3. Ïðîñòðàíñòâà Br
p,θ(Rn) õàðàêòåðè-

çóþòñÿ ïàðàìåòðàìè p, θ è r, êîòîðûå îïðåäåëÿþò èíòåãðèðóåìîñòü è ãëàäêîñòü
ôóíêöèé. Êëþ÷åâîé îñîáåííîñòüþ ïðîñòðàíñòâ Br

p,θ(Rn) ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî

îíè ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ñ ïîìîùüþ íåñêîëüêèõ ýêâèâàëåíòíûõ íîðì 4. Îä-
íà èç òàêèõ íîðì îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé öåëûìè
ôóíêöèÿìè ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Eν(Rn) ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî
òèïà ν íà Rn, à ÷åðåç Eν(f)Lp(Rn) íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå öåëûìè ôóíêöèÿìè
ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà ν:

Eν(f)Lp(Rn) = inf
Qν∈Eν(Rn)

∥f −Qν∥Lp(Rn).

Ïóñòü 1 ≤ p, θ ≤ ∞, r > 0. Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó
Íèêîëüñêîãî-Áåñîâà f ∈ Br

p,θ(Rn), åñëè äëÿ íåêîòîðîãî a > 1

∥f∥Br
p,θ(Rn) =

( ∞∑
s=0

arθsEθ
as(f)Lp(Rn)

)1/θ

<∞.

(Ïðè ðàçëè÷íûõ a > 1 ýòè íîðìû ýêâèâàëåíòíû.) Åùå îäíà ýêâèâàëåíòíàÿ
íîðìà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

∥f∥Br
p,θ(Rn) = inf

( ∞∑
s=0

arθs∥Qas∥θLp(Rn)

)1/θ

,

1Íèêîëüñêèé, Ñ.Ì. Íåêîòîðûå íåðàâåíñòâà äëÿ öåëûõ ôóíêöèé êîíå÷íîé ñòåïåíè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ è
èõ ïðèìåíåíèå//ÄÀÍ ÑÑÑÐ,-1951 -Ò.76,-� 6. -785�788 ñ.

2Íèêîëüñêèé Ñ.Ì., Ïðèáëèæåíèå ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ è òåîðåìû âëîæåíèÿ -èçä. 2, ïåðåðàá. è
äîï., Ìîñêâà: Íàóêà, 1977, 456 ñ

3Áåñîâ Î.Â., Èëüèí Â.Ï., Íèêîëüñêèé Ñ.Ì., Èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé è òåîðåìû âëîæåíèÿ
. -2 èçä. -Ìîñêâà: Íàóêà, 1996, 480 ñ.

4Ñì. íàïðèìåð ñíîñêó 2.
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ãäå a > 1 è f ïðåäñòàâèìà â âèäå ðÿäà

f =
∞∑
s=0

Qas(x), x ∈ Rn, (1)

÷ëåíû êîòîðîãî öåëûå ôóíêöèè ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà as, à èíôèìóì áåðåòñÿ
ïî âñåì ðàçëîæåíèÿì (1).

Äâóìÿ âàæíûìè ðåçóëüòàòàìè òåîðèè ïðîñòðàíñòâà Íèêîëüñêîãî-Áåñîâà ÿâ-
ëÿþòñÿ òåîðåìà âëîæåíèÿ è òåîðåìà î ñëåäàõ.

Òåîðåìà âëîæåíèÿ ðàçíûõ ìåòðèê äëÿ ïðîñòðàíñòâàõ Íèêîëüñêîãî-Áåñîâà
èìååò ñëåäóþùèé âèä: Br

p,θ(Rn) → Br′

q,θ(Rn), ãäå

1 ≤ p < q ≤ ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞, r′ = r − n
(1
p
− 1

q

)
> 0,

Ïðÿìàÿ òåîðåìà î ñëåäàõ (òåîðåìà âëîæåíèÿ ðàçíûõ èçìåðåíèé) äëÿ
ïðîñòðàíñòâ Íèêîëüñêîãî-Áåñîâà óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó ôóíêöèåé f ∈
Br
p,θ(Rn), çàäàííîé íà n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, è åå ñëåäîì íà m-ìåðíîì ïðî-

ñòðàíñòâå Rm, à èìåíà Br
p,θ(Rn) → Br′

p,θ(Rm), ãäå

1 ≤ p, θ ≤ ∞, 1 ≤ m < n, r′ = r − n−m

p
> 0.

Òåîðåìà âëîæåíèÿ ðàçíûõ èçìåðåíèé äëÿ ïðîñòðàíñòâà Br
p,θ îáðàòèìà, òî

åñòü ñïðàâåäëèâà îáðàòíàÿ òåîðåìà î ñëåäàõ Br′

p,θ(Rm) → Br
p,θ(Rn). Ýòè äâå

òåîðåìû äàþò ïîëíîå îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâà ñëåäîâ íà Rm ôóíêöèé èç ïðî-
ñòðàíñòâà Br

p,θ(Rn), òî åñòü

TrRmB
r
p,θ(Rn) = {f |Rm : f ∈ Br

p,θ(Rn)} = Br′

p,θ(Rm).

Â ðåçóëüòàòå èçó÷åíèÿ ýòèõ ïðîñòðàíñòâ Î.Â. Áåñîâûì áûëî äîêàçàíî, ÷òî
ïðîñòðàíñòâà Íèêîëüñêîãî-Áåñîâà ÿâëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâàìè ñëåäîâ äëÿ ïðî-
ñòðàíñòâ ÑîáîëåâàW l

p(Rn), òî åñòü åñëè f ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Ñîáîëåâà

W l
p(Rn), òî ñóùåñòâóåò ñëåä g, ïðèíàäëåæàùèé B

l−n−m
p

p,p (Rm), à òàêæå îáðàòíàÿ
òåîðåìà î ñëåäàõ (òåîðåìà î ïðîäîëæåíèè), óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî åñëè g ïðèíàä-

ëåæèò B
l−n−m

p
p,p (Rm), òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f èç W l

p(Rn), òàêàÿ, ÷òî f |Rm = g.
Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ñïðàâåäëèâû è äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ

Íèêîëüñêîãî-Áåñîâà, èçó÷àåìûõ ñ ïîìîùüþ ïðèáëèæåíèé òðèãîíîìåòðè÷åñêè-
ìè ìíîãî÷ëåíàìè.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ âî ìíîãèõ ñòàòüÿõ ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîñòðàíñòâà, ïî-
ëó÷àåìûå ïðè çàìåíå áàçîâûõ ëåáåãîâûõ ïðîñòðàíñòâ Lp(Rn) â îïðåäåëåíèè
ïðîñòðàíñòâ Íèêîëüñêîãî-Áåñîâà, íà äðóãèå ïðîñòðàíñòâà.
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Â äèññåðòàöèè ëåáåãîâû ïðîñòðàíñòâà çàìåíåíû íà ïðîñòðàíñòâà Ìîððè è
ðàçâèò íå ðàññìàòðèâàâøèéñÿ ðàíåå ïîäõîä ê èçó÷åíèþ ïîëó÷àþùèõñÿ ïðî-
ñòðàíñòâ Íèêîëüñêîãî-Áåñîâà-Ìîððè, îñíîâàííûé íà òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ öå-
ëûìè ôóíêöèÿìè ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà èëè, â ïåðèîäè÷åñêîì ñëó÷àå, òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè.

Ïðîñòðàíñòâî Mλ
p (Rn), íàçûâàåìîå òåïåðü ïðîñòðàíñòâîì Ìîððè, âïåðâûå

áûëî ðàññìîòðåíî ×àðëüçîì Ìîððè5 â ñâÿçè ñ èññëåäîâàíèåì ðåãóëÿðíîñòè ðå-
øåíèé óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó
Ìîððè, åñëè îíà ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Llocp (Rn) è

∥f∥Mλ
p (Rn) = sup

x∈Rn

sup
r>0

r−λ∥f∥Lp(B(x,r)) <∞,

ïðè 0 < p ≤ ∞ è 0 ≤ λ ≤ n
p .

Ïðåäïîëîæåíèå 0 ≤ λ ≤ n
p ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðè λ < 0 è ïðè λ > n

p ýòè
ïðîñòðàíñòâà òðèâèàëüíû, òî åñòü ñîñòîÿò òîëüêî èç ôóíêöèé, ýêâèâàëåíòûõ

íóëþ íà Rn. Î÷åâèäíî, ÷òî M0
p (Rn) = Lp(Rn) êðîìå òîãî, M

n
p
p (Rn) = L∞(Rn).

Èíòåðåñ ê ýòèì ïðîñòðàíñòâàì âîçðîñ, êîãäà îí óñòàíîâèë ñëåäóþùóþ òå-
ïåðü õîðîøî èçâåñòíóþ ëåììó.

Ëåììà Ìîððè. Ïóñòü ôóíêöèÿ u ∈ Lp(Rn), ∇u ∈ Mλ
p (Rn), ãäå n

p − 1 <

λ < n
p . Òîãäà ôóíêöèÿ u ýêâèâàëåíòíà ôóíêöèè ũ ∈ Cα(Rn) ñ ïîêàçàòåëåì

α = λ− n
p + 1, ãäå Cα(Rn) ïðîñòðàíñòâî Ã¼ëüäåðà.

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ èíòåãðàëüíûõ íåðàâåíñòâ â ïðî-
ñòðàíñòâàõ Ìîððè äëÿ öåëûõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà è òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ, èõ ïðèëîæåíèÿì ê ïðîñòðàíñòâó Íèêîëüñêîãî-Áåñîâà.

Öåëü ðàáîòû

Öåëüþ íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ïðîñòðàíñòâ Íèêîëüñêîãî-
Áåñîâà-Ìîððè, îñíîâàííîå íà òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ öåëûìè ôóíêöèÿìè ýêñïî-
íåíöèàëüíîãî òèïà èëè, â ïåðèîäè÷åñêîì ñëó÷àå, òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ìíîãî-
÷ëåíàìè.

Ïðè òàêîì ïîäõîäå òðåáóåòñÿ ñíà÷àëà äîêàçàòü ðÿä èíòåãðàëüíûõ íåðà-
âåíñòâ äëÿ öåëûõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà è òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíî-
ãî÷ëåíîâ â ïðîñòðàíñòâàõ Ìîððè, à èìåííî ïðîâîäèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî àíàëî-
ãîâ íåðàâåíñòâ Áåðíøòåéíà, íåðàâåíñòâà ðàçíûõ ìåòðèê è íåðàâåíñòâà ðàçíûõ
èçìåðåíèé äëÿ ïðîñòðàíñòâ Ìîððè (ãë. 1), àíàëîãîâ íåðàâåíñòâ Áåðíøòåéíà,
íåðàâåíñòâà ðàçíûõ ìåòðèê è íåðàâåíñòâà ðàçíûõ èçìåðåíèé äëÿ ïåðèîäè÷å-
ñêèõ ïðîñòðàíñòâ Ìîððè (ãë. 2).

Íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ ïåðâûõ äâóõ ãëàâ â òðåòüåé è ÷åòâåðòîé ãëà-
âàõ äîêàçàíû òåîðåìû âëîæåíèÿ è òåîðåìû î ñëåäàõ äëÿ ïðîñòðàíñòâ

5Morrey, C.B. On the solutions of quasi-linear elliptic partial di erential equations / C.B. Morrey // Transactions
of the American Mathematical Society. �1938. �vol. 43, �N. 1. �P 126-166
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Íèêîëüñêîãî-Áåñîâà-Ìîððè è, ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ
Íèêîëüñêîãî-Áåñîâà-Ìîððè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Â äàííîé ðàáîòå
1) ïîëó÷åíû èíòåãðàëüíûå íåðàâåíñòâà äëÿ öåëûõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëü-

íîãî òèïà è òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ äëÿ ïðîñòðàíñòâ Ìîððè, âêëþ-
÷àÿ àíàëîãè íåðàâåíñòâ Áåðíøòåéíà, íåðàâåíñòâà ðàçíûõ ìåòðèê è íåðàâåíñòâà
ðàçíûõ èçìåðåíèé.

2) íà îñíîâå ïðèìåíåíèÿ äîêàçàííûõ íåðàâåíñòâ óñòàíîâëåíû òåîðåìû âëî-
æåíèÿ è òåîðåìû î ñëåäàõ äëÿ ïðîñòðàíñòâ Íèêîëüñêîãî-Áåñîâà-Ìîððè è èõ
ïåðèîäè÷åñêèõ àíàëîãîâ.

Âñå ýòè ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòè

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â òåîðèè ôóíêöèî-
íàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ è åå ïðèëîæåíèÿõ, â ÷àñòíîñòè, ê çàäà÷àì òåîðèè
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè.

Ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Èññëåäîâàíèÿ îñíîâûâàþòñÿ íà îáùèõ ìåòîäàõ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è
íà ìåòîäàõ, èñïîëüçóåìûõ â òåîðèè ïðèáëèæåíèé ñ ïîìîùüþ öåëûõ ôóíêöèé
ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà è èõ ïåðèîäè÷åñêèõ àíàëîãîâ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
ìíîãî÷ëåíîâ. Ýòè ìåòîäû íàäëåæàùèì îáðàçîì ìîäèôèöèðóþòñÿ è ðàçâèâà-
þòñÿ òàê, ÷òîáû èõ ìîæíî áûëî ïðèìåíèòü ê äîêàçàòåëüñòâó â ãëàâàõ 1 è 2
íåðàâåíñòâ äëÿ ïðîñòðàíñòâ Ìîððè, à òàêæå ê äîêàçàòåëüñòâó â ãëàâàõ 3 è
4 òåîðåì âëîæåíèÿ è òåîðåì î ñëåäàõ äëÿ ïðîñòðàíñòâ Íèêîëüñêîãî-Áåñîâà-
Ìîððè.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó

1. Óñòàíîâëåíû íåðàâåíñòâà Áåðíøòåéíà â ïðîñòðàíñòâàõ Ìîððè äëÿ öåëûõ
ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà è òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ.

2. Óñòàíîâëåíû íåðàâåíñòâà ðàçíûõ ìåòðèê â ïðîñòðàíñòâàõ Ìîððè äëÿ öå-
ëûõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà è òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëå-
íîâ.

3. Óñòàíîâëåíû íåðàâåíñòâà ðàçíûõ èçìåðåíèé â ïðîñòðàíñòâàõ Ìîððè äëÿ
öåëûõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà è òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëå-
íîâ.
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4. Óñòàíîâëåíû òåîðåìû âëîæåíèÿ äëÿ ïðîñòðàíñòâ Íèêîëüñêîãî-Áåñîâà-
Ìîððè è èõ ïåðèîäè÷åñêèå àíàëîãè.

5. Óñòàíîâëåíû òåîðåìû î ñëåäàõ äëÿ ïðîñòðàíñòâ Íèêîëüñêîãî-Áåñîâà-
Ìîððè è èõ ïåðèîäè÷åñêèå àíàëîãè.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè

Äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííèõ ðåçóëüòàòîâ îáåñïå÷èâàåòñÿ ñòðîãîñòüþ ïðîâå-
äåííûõ äîêàçàòåëüñòâ, âûñòóïëåíèÿìè íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ, êîíôåðåíöèÿõ
è øêîëàõ, à òàêæå èìåþùèìèñÿ ïóáëèêàöèÿìè â ðåöåíçèðóåìûõ èçäàíèÿõ,
êîòîðûå èíäåêñèðóþòñÿ ìåæäóíàðîäíûìè áàçàìè äàííûõ.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ðàìêàõ ðàáîòû íàä äèññåðòàöèåé, íåîäíîêðàòíî
èçëàãàëèñü íà íàó÷íîì ñåìèíàðå Ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà ÐÓÄÍ ïî ôóíê-
öèîíàëüíîìó àíàëèçó è åãî ïðèëîæåíèÿì ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðîâ Â. È.
Áóðåíêîâà è Ì.Ë. Ãîëüäìàía; íà íàó÷íîì ñåìèíàðå Ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà
ÐÓÄÍ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì è ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíå-
íèÿì ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà À.Ë. Ñêóáà÷åâñêîãî; íà íàó÷íîì cåìèíàðe
ïî òåîðèè ôóíêöèé ìíîãèõ äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ è åå ïðèëîæåíèÿì ê
çàäà÷àì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè â Ìàòåìàòè÷åñêîì èíñòèòóòå ÐÀÍ èì. Â.À.
Ñòåêëîâà (ñåìèíàð Íèêîëüñêîãî, ðóêîâîäèòåëü ÷ëåí-êîððåñïîíäåíò ÐÀÍ Î.Â.
Áåñîâ); íà íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîì ñåìèíàðå ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó â
ÌÃÓ èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, ôàêóëüòåò ÂÌÊ, ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðîâ
Ã.Ã. Áðàé÷åâà, È.Â. Òèõîíîâà è Â.Á. Øåðñòþêîâà; íà ñåìèíàðå ¾Çàäà÷è äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, àíàëèçà è óïðàâëåíèÿ: òåîðèÿ è ïðèëîæåíèÿ¿ ÌÃÓ
èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ïîä ðóêîâîäñòâîì
ïðîôåññîðîâ À.Â. Ãîðøêîâà, Ì.È. Çåëèêèíà, Â.Þ. Ïðîòàñîâà, Â.Ì. Òèõîìèðî-
âà è À.Â. Ôóðñèêîâà; íà íàó÷íîì ñåìèíàðå êàôåäðû ¾Äèôôåðåíöèàëüíûõ è
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ÞÔÓ¿ ïîä ðóêîâîäñòâîì äîöåíòà Î.Ã. Àâñÿíêèíà.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëÿëèñü è îáñóæäàëèñü íà ñëåäóþùèõ
íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ: Âîðîíåæñêàÿ Çèìíÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà ¾Ñî-
âðåìåííûå ìåòîäû òåîðèè ôóíêöèé è ñìåæíûå ïðîáëåìû¿ (28 ÿíâàðÿ 2023
ã.), êîíôåðåíöèÿ ¾Âëàäèêàâêàçñêîé ìîëîäåæíîé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëû¿
(22-25 ìàÿ 2023 ã.), êîíôåðåíöèÿ ïî òåîðèè ôóíêöèé ìíîãèõ äåéñòâèòåëüíûõ
ïåðåìåííûõ, ïîñâÿùåííàÿ 90-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ ÷ë.- êîðð. ÐÀÍ Î. Â.
Áåñîâà, â Ìàòåìàòè÷åñêîì èíñòèòóòå èì. Â.À Ñòåêëîâà (29 ìàÿ 2023 ã.).

Ïóáëèêöèè è ëè÷íûé âêëàä àâòîðà.

Èç ñîâìåñòíûõ ðàáîò â äèññåðòàöèþ âîøëè ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå àâòî-
ðîì ñàìîñòîÿòåëüíî. Ñòàòüÿ [4] îïóáëèêîâàíà åäèíîëè÷íî. Ñòàòüè [1], [2] è [3]
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îïóáëèêîâàíû â ñîàâòîðñòâå ñ Â.È. Áóðåíêîâûì.
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ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ, ñïèñêà îáîçíà÷åíèé è ñïèñêà
ëèòåðàòóðû.

Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü ðàáîòû, ïðîâîäèòñÿ îáçîð
ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ òåìå äèññåðòàöèè, è àíàëèç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ, âûíî-
ñèìûõ íà çàùèòó.

Ãëàâà 1 ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ïàðàãðàôîâ.
Â ïàðàãðàôå 1.1 äàþòñÿ íåîáõîäèìûå îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü 0 < p ≤ ∞ è 0 ≤ λ ≤ n
p , òîãäà f ∈Mλ

p (Rn), åñëè

f ∈ Llocp (Rn) è ∥f∥Mλ
p (Rn) = sup

x∈Rn

sup
r>0

r−λ∥f∥Lp(B(x,r)) <∞.

Â ïàðàãðàôå 1.2 ïîëó÷åíî íåðàâåíñòâî Áåðíøòåéíà äëÿ öåëûõ ôóíêöèé
ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà ν äëÿ ïðîñòðàíñòâ Ìîððè.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü Z(Rn) � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé f : Rn →
C, ïðè÷åì íîðìà ∥·∥Z(Rn) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ñäâèãà: äëÿ ëþáîé ôóíê-

öèè f ∈ Z(Rn)
∥f(x+ h)∥Z(Rn) = ∥f∥Z(Rn) ∀h ∈ Rn.

Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè g ∈ Eν(Rn) ∩ Z(Rn)∥∥∥∥ ∂g∂xj
∥∥∥∥
Z(Rn)

≤ ν∥g(x)∥Z(Rn), j = 1, . . . , n.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü 1 ≤ p ≤ ∞ , 0 ≤ λ ≤ n
p , òîãäà ∀g ∈ Eν(Rn) ∩Mλ

p (Rn)∥∥∥∥ ∂g∂xj
∥∥∥∥
Mλ

p (Rn)

≤ ν∥g∥Mλ
p (Rn), j = 1, . . . , n.

Åñëè 0 < λ < n
p , òî

Lp(Rn) ̸⊂Mλ
p (Rn) ̸⊂ Lp(Rn),

ïîýòîìó íàðÿäó ñ ïðîñòðàíñòâàìè Mλ
p (Rn) ïîëåçíî ðàññìîòðåíèå ïðîñòðàíñòâ

M̂λ
p (Rn) =Mλ

p (Rn)
⋂

Lp(Rn)

.
Íåðàâåíñòâî â ñëåäñòâèè 1 òàêæå èìååò ìåñòî, åñëè çàìåíèòü Mλ

p (Rn) íà

M̂λ
p (Rn).
Â ïàðàãðàôå 1.3 äàþòñÿ íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è ïîëó÷åíû íåðàâåí-

ñòâà ðàçíûõ ìåòðèê äëÿ öåëûõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà ν äëÿ ïðî-
ñòðàíñòâ Ìîððè.
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Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü ôóíêöèè f, g ∈ L1(Rn), òîãäà ñâåðòêîé íàçûâàåòñÿ

ôóíêöèÿ f ∗ g : Rn → Rn, îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì

(f ∗ g)(t) =
∫
Rn

f(t− τ)g(τ)dτ, t ∈ Rn.

Ëåììà 1. Ïóñòü 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞, 1
q +

1
q′ = 1, f ∈ Lq′(Rn) è g ∈ Mν,p(Rn). Òîãäà

äëÿ ëþáûõ x, y ∈ Rn

|(f ∗ g)(x)− (f ∗ g)(y)| ≤M∥f∥Lq′(Rn)∥g∥Lp(Rn)|x− y|,

ãäå M = 2nnν1+
1
q−

1
p .

Îïðåäåëåíèå 3. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè f ∈ L1(Rn) çàäà¼òñÿ ñëåäó-

þùåé ôîðìóëîé:

(Ff)(ξ) =
1

(2π)n/2

∫
Rn

f(x)e−iξ·xdx, ξ ∈ Rn, (2)

ãäå ξ · x = ξ1x1 + · · ·+ ξnxn.
Îïðåäåëåíèå 4. Åñëè f ∈ Lp(Rn), ãäå 1 < p ≤ 2, òî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì

(Ff)(ξ) = lim
r→∞

(
F (fχB(0,r))

)
(ξ) â Lp′(Rn),

ãäå p′ = p
p−1

(
1
p +

1
p′ = 1

)
. (Ýòî ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî è ïðè ð=1 äëÿ ïðåîáðà-

çîâàíèÿ Ôóðüå Ff , çàäàâàåìîãî ðàâåíñòâîì (2).)
Çàìå÷àíèå 1. Ïóñòü ñíà÷àëà ∆ν = {|xj| < ν, j = 1, . . . , n}. Íàïîìíèì, ÷òî
äëÿ φ, g ∈ L1(Rn)

(F (φ ∗ g))(ξ) = (2π)
n
2 (Fφ)(ξ)(Fg)(ξ), ξ ∈ Rn. (3)

Èç (3) ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî åñëè (Fφ)(ξ) = (2π)−
n
2 äëÿ ëþáîãî ξ ∈ supp Fg, òî

F (φ ∗ g) = Fg è
g(x) = (φ ∗ g)(x) (4)

äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ Rn. Åñëè φ ∈ L1(Rn), g ∈ Mν,1(Rn) è (Fφ)(ξ) = (2π)−
n
2

äëÿ ëþáûõ ξ ∈ ∆ν, òî îáå ôóíêöèè g è, ñîãëàñíî ëåììå 1 ñ f = φ, p = 1,
q = ∞, ñâåðòêà φ ∗ g íåïðåðûâíû íà Rn, ïîýòîìó ðàâåíñòâî (4) èìååò ìåñòî

äëÿ ëþáûõ x ∈ Rn.
Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü 1 ≤ p ≤ ∞, ν > 0. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî φ ∈ Jν,p(Rn),
åñëè φ ∈ Lp(Rn) è ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå Fφ, ïîíèìàåìîå, âîîáùå ãîâîðÿ, â
ñìûñëå òåîðèè îáîáùåííûõ ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà S ′(Rn), ðàâíî (2π)−

n
2

íà ∆ν.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü 1 ≤ p < ∞, φ ∈ Jν,p′(Rn), g ∈ Mν,p(Rn). Òîãäà ðàâåíñòâî
(4) ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ x ∈ Rn.
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Òåîðåìà 3. Ïóñòü 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞, 1 + 1
q =

1
r +

1
p , 0 ≤ λ ≤ n

p , òîãäà

∥g∥
M

pλ
q

q (Rn)
≤ cνn(

1
p−

1
q )∥g∥

p
q

Mλ
p (Rn)

∥g∥1−
p
q

Lp(Rn)

äëÿ ëþáûõ ν > 0 è g ∈ Eν(Rn) ∩ M̂λ
p (Rn), ãäå

c = c(n, p, q) = inf
ψ∈J1,p′(Rn)

∥ψ∥Lr(Rn),

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî c <∞.

Ñëåäñòâèå 2. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ òåîðåìû 3

∥g∥
M̂

pλ
q

q (Rn)
≤ cνn(

1
p−

1
q )∥g∥

M̂λ
p (Rn)

äëÿ ëþáûõ ν > 0 è g ∈ Eν(Rn) ∩ M̂λ
p (Rn).

Ñëåäñòâèå 3. Åñëè, â äîïîëíåíèå ê ïðåäïîëîæåíèÿì òåîðåìû 3,

1 ≤ p ≤ min{2, q} 1

p
− 1

q
≥ 1

2
⇐⇒ q ≥ 2p

2− p
,

òî

∥g∥
M

pλ
q

q (Rn)
≤

(
(r′)

1
r′

r
1
r

)n
2(ν
π

)n( 1p− 1
q )∥g∥

p
q

Mλ
p (Rn)

∥g∥1−
p
q

Lp(Rn)

è

∥g∥
M̂

pλ
q

q (Rn)
≤

(
(r′)

1
r′

r
1
r

)n
2(ν
π

)n( 1p− 1
q )∥g∥

M̂λ
p (Rn)

,

â ÷àñòíîñòè, ïðè q = ∞, äëÿ ëþáûõ 1 ≤ p ≤ 2 è g ∈ Mp,ν(Rn)

∥g∥L∞(Rn) ≤
(

p
1
p

(p′)
1
p′

)n
2(ν
π

)n
p∥g∥Lp(Rn),

à ïðè p = 2 è p = 1

∥g∥L∞(Rn) ≤
(ν
π

)n
2 ∥g∥L2(Rn),

∥g∥L∞(Rn) ≤
(ν
π

)n
∥g∥L1(Rn).

Çàìå÷àíèå 2. (Íåóëó÷øàåìîñòü ïîêàçàòåëÿ p
qλ â íåðàâåíñòâå ðàçíûõ

ìåòðèê.) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ µ ≥ 0 è c > 0, äëÿ ëþáûõ ν > 0

è g ∈ Eν(Rn) ∩ M̂λ
p (Rn) âûïîëíÿòñÿ íåðàâåíñòâî

∥g∥Mµ
q (Rn) ≤ cνn(

1
p−

1
q )∥g∥

p
q

Mλ
p (Rn)

∥g∥1−
p
q

Lp(Rn).

Òîãäà µ = λp
q .

11



Â ïàðàãðàôå 1.4 ïîëó÷åíû íåðàâåíñòâà ðàçíûõ èçìåðåíèé äëÿ öåëûõ
ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà ν äëÿ ïðîñòðàíñòâ Ìîððè.

Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü

0 < p1, p2 ≤ ∞, m1,m2 ∈ N, 0 ≤ λ1 ≤
m1

p1
, 0 ≤ λ2 ≤

m2

p2
.

Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî

Mλ1
p1
(Rm1)×Mλ2

p2
(Rm2)

ñî ñìåøàííîé êâàçèíîðìîé êàê ìíîæåñòâî âñåõ èçìåðèìûõ íà Rm1+m2 ôóíê-

öèé f , äëÿ êîòîðûõ

∥f∥
M

λ1
p1 (Rm1)×Mλ2

p2 (Rm2)
= ∥∥f(u1, u2)∥Mλ1

p1,u1(Rm1)
∥
M

λ2
p2,u2(Rm2)

<∞.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâà

M̂λ1
p1
(Rm1)× M̂λ2

p2
(Rm2).

Òåîðåìà 4. Ïóñòü 1 ≤ p <∞, m, n ∈ N, m < n, 0 ≤ λ ≤ n
p , òîãäà

∥g∥L∞(Rn−m)×Mλ
p (Rm) ≤ 2n−mν

n−m
p ∥g∥Lp(Rn−m)×Mλ

p (Rm),

â ÷àñòíîñòè, åñëè x = (u, v), u = (x1 . . . xm), v = (xm+1, . . . , xn), òî

∥g(u, 0)∥Mλ
p (Rm) ≤ 2n−mν

n−m
p ∥g∥Lp(Rn−m)×Mλ

p (Rm)

äëÿ ëþáûõ g ∈ Eν(Rn−m) ∩ (Lp(Rn−m) ×Mλ
p (Rm)), è ñóùåñòâóåò òàêîå c =

c(m,n, λ) > 0, ÷òî

∥g∥
L∞(Rn−m)×M̂λ

p (Rm)
≤ cν

n−m
p max{1, νλ}∥g∥

M̂λ
p (Rn)

,

â ÷àñòíîñòè,

∥g(u, 0)∥
M̂λ

p (Rm)
≤ cν

n−m
p max{1, νλ}∥g∥

M̂λ
p (Rn)

äëÿ ëþáûõ ν > 0 è g ∈ Eν(Rn) ∩ M̂λ
p (Rn).

Òåîðåìà 5. Ïóñòü 1 ≤ p <∞, m, n ∈ N, m < n, 0 ≤ λ ≤ n
p , òîãäà ñóùåñòâó-

åò c = c(m,n) > 0 è äëÿ ëþáîé ôóíêöèè g ∈ Eν(Rm) ∩Mλ
p (Rm) ñóùåñòâóåò

ôóíêöèÿ G ∈ Eν(Rn) ∩Mλ
p (Rn) òàêàÿ, ÷òî G(u, 0) = g(u) äëÿ ëþáûõ u ∈ Rm,

∥G∥Lp(Rn−m)×Mλ
p (Rm) ≤ cν−

n−m
p ∥g∥Mλ

p (Rm)
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äëÿ ëþáûõ g ∈Mλ
p (Rm) è

∥G∥
M̂λ

p (Rn)
≤ cν−

n−m
p ∥g∥

M̂λ
p (Rm)

äëÿ ëþáûõ g ∈ M̂λ
p (Rm).

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïåðâîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [1, 2] èç ñïèñêà
ïóáëèêàöèé àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè.

Ãëàâà 2 ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ïàðàãðàôîâ.
Â ïàðàãðàôå 2.1 äàþòñÿ íåîáõîäèìûå îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 7. Ïóñòü 0 < p ≤ ∞ è 0 ≤ λ ≤ n
p , òîãäà ôóíêöèÿ f ∈ (Mλ

p )
∗,

åñëè îíà èìååò ïåðèîä 2π, èçìåðèìà ïî ëåáåãó íà Rn è

∥f∥∗Mλ
p
= sup

x∈Q(0,π)

sup
0<r≤π

r−λ∥f∥Lp(Q(x,r)) <∞.

Â ïàðàãðàôå 2.2 ïîëó÷åíî íåðàâåíñòâî Áåðíøòåéíà äëÿ òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ Ìîððè.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü Z∗−íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé
ïåðèîäà 2π ïî êàæäîé ïåðåìåííîé, ïðè÷åì íîðìà ∥ · ∥∗Z èíâàðèàíòíà îòíîñè-

òåëüíî ñäâèãà, ò.å. äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Z∗

∥f(x+ h)∥∗Z = ∥f∥∗Z ∀h ∈ Rn.

Òîãäà äëÿ ëþáûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ Tµ ∈ Z∗ ïîðÿäêà µ ∈ N
ïî êàæäîé ïåðåìåííîé∥∥∥∥∂Tµ∂xj

∥∥∥∥∗
Z

≤ µ∥Tµ∥∗Z , j = 1, . . . , n.

Ñëåäñòâèå 4. Ïóñòü 1 ≤ p ≤ ∞ , 0 ≤ λ ≤ n
p , Tµ ∈ (Mλ

p )
∗, òîãäà èìååò ìåñòî

íåðàâåíñòâî ∥∥∥∥∂Tµ∂xj

∥∥∥∥∗
Mλ

p

≤ µ∥Tµ∥∗Mλ
p
, j = 1, . . . , n.

Â ïàðàãðàôå 2.3 äàþòñÿ íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è ïîëó÷åíû íåðàâåí-
ñòâà ðàçíûõ ìåòðèê äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâ Ìîððè ñ ïîìîùüþ ýêâèâàëåíòíûõ äèñêðåòíûõ íîðì è ñ ïîìîùüþ
ïðåäñòàâëåíèÿ òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ â âèäå ñâåðòîê ñ íåêîòîðûì ÿäðîì.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞, n
(
1
p −

1
q

)
≤ λ ≤ n

p , Tµ ∈ M∗
µ. Òîãäà

∥Tµ∥∗
M

λ−n( 1p− 1
q )

q

≤ (1 + π)nµn(
1
p−

1
q )∥Tµ∥∗Mλ

p
.
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Ëåììà 2. Ïóñòü n ∈ N, µ ∈ N, φ ∈ L1(Q(0, π)) − 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

ïî êàæäîé ïåðåìåííîé. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî

ìíîãî÷ëåíà Tµ ïîðÿäêà, íå ïðåâûøàþùåãî µ ïî êàæäîé ïåðåìåííîé, âûïîëíÿ-

ëîñü ðàâåíñòâî

Tµ = φ ∗ Tµ, (5)

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

ck(φ) = (2π)−n ∀k ∈ Zn : |kj| ≤ µ, j = 1, . . . , n.

Çàìå÷àíèå 3. Åñëè φ � òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ïîðÿäêà µ ïî êàæäîé

ïåðåìåííîé, òî ðàâåíñòâî (5) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ

ìíîãî÷ëåíîâ Tµ ïîðÿäêà, íå ïðåâûøàþùåãî µ ïî êàæäîé ïåðåìåííîé òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà

φ(x) =
1

(2π)n

∑
|kj |≤µ
j=1,...,n

eik·x =
1

(2π)n

n∏
j=1

∑
|kj |≤µ

eikjxj =
1

πn

n∏
j=1

Dµ(xj) =
n∏
j=1

D̃µ(xj).

Îïðåäåëåíèå 8. Ïóñòü µ, ν ∈ N è ν > µ. ßäðî Âàëëå Ïóññåíà îïðåäåëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì 6:

Vµ,ν(x) = (ν − µ)−1
ν−1∑
l=µ

Dl(x),

â ÷àñòíîñòè,

Vµ(x) = Vµ,2µ(x), µ ≥ 1, V0(x) = 1.

Ïîëîæèì

Ṽµ,ν(x) =
1

π
Vµ,ν(x), D̃µ,ν(x) =

1

π
Dµ,ν(x),

òîãäà

Ṽµ,ν(x) = D̃µ(x) +
1

ν − µ

ν−1∑
l=µ+1

D̃µ,ν(x).

Òåîðåìà 8. Ïóñòü 1 ≤ r, p < q ≤ ∞, n, µ ∈ N, 0 ≤ λ ≤ n
p , 1 +

1
q =

1
r +

1
p .

∥Tµ∥∗
M

pλ
q

q

≤ c(∥Tµ∥∗Mλ
p
)
p
q (∥Tµ∥∗Lp

)1−
p
q ≤ cπλ(1−

p
q )∥Tµ∥∗Mλ

p

äëÿ ëþáîãî Tµ ∈ (Mλ
p )

∗, ãäå

c = c(µ, r) = inf
φ∈J∗

µ

∥φ∥∗Lr
.

6Temlyakov, V. Multivariate approximation / V. Temlyakov. Cambridge : Cambridge University Press, 2018.
Vol. 32 of Cambridge Monographs in Applied and Computational Mathematics. P. 550.
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Ñëåäñòâèå 5. Ïóñòü 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞, n, µ ∈ N, 0 ≤ λ ≤ n
p . Åñëè φ =

Ṽµ(x), Tµ ∈ (Mλ
p )

∗, òî

∥Tµ∥∗
M

pλ
q

q

≤ 3nµn(
1
p−

1
q )(∥Tµ∥∗Mλ

p
)
p
q (∥Tµ∥∗Lp

)1−
p
q

≤ 3nπλ(1−
p
q )µn(

1
p−

1
q )∥Tµ∥∗Mλ

p
.

Ñëåäñòâèå 6. Ïóñòü 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞, n, µ ∈ N, n(1p −
1
q ) ≤ λ ≤ n

p . Åñëè

Tµ ∈ (Mλ
p )

∗, òî

∥Tµ∥∗
M

λ−n( 1p− 1
q )

q

≤ π
λp
q −λ+n( 1p−

1
q )∥Tµ∥∗

M
λp
q

q

≤ 3nπ
n
p (1−

p
q )µn(

1
p−

1
q )∥Tµ∥∗Mλ

p
.

Ñëåäñòâèå 7. Åñëè 1 ≤ p ≤ 2, q ≥ 2p
2−p, òî äëÿ ëþáîãî Tµ ∈ (Mλ

p )
∗

∥Tµ∥∗
M

pλ
q

q

≤
(
2µ+ 1

2π

)n( 1p−
1
q )

(∥Tµ∥∗Mλ
p
)
p
q (∥Tµ∥∗Lp

)1−
p
q ,

â ÷àñòíîñòè, äëÿ 0 ≤ λ ≤ n
2

∥Tµ∥∗
LM

λ
2
2

≤
(
2µ+ 1

2π

)n
2

(∥Tµ∥∗LMλ
1
∥Tµ∥∗L1

)
1
2 ,

è

∥Tµ∥∗L∞
≤

(
2µ+ 1

2π

)n
2

∥Tµ∥∗L2
.

Â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ïîñòîÿíàÿ òî÷íàÿ, ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ äëÿ

Tµ(x) =
∏n

l=1 D̃µ(xl).
Â ïàðàãðàôå 2.4 äàþòñÿ íåîáõîäèìûå îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ è ïîëó-

÷åíû íåðàâåíñòâà ðàçíûõ èçìåðåíèé äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ äëÿ
ïåðèîäè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ Ìîððè.
Îïðåäåëåíèå 9. Ïóñòü

0 < p1, p2 ≤ ∞, m1,m2 ∈ N, 0 ≤ λ1 ≤
m1

p1
, 0 ≤ λ2 ≤

m2

p2
.

Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî

(Mλ1
p1
)∗(R)m1 × (Mλ2

p2
)∗(Rm2)

ñî ñìåøàííîé êâàçèíîðìîé êàê ìíîæåñòâî âñåõ èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó íà

Rm1+m2 ôóíêöèé f , äëÿ êîòîðûõ

∥Tµ∥∗Mλ1
p1 (Rm1)×Mλ2

p2 (Rm2)
= ∥∥Tµ(u1, u2)∥∗Mλ1

p1,u1

∥∗
M

λ2
p2,u2

= sup
y∈Q(0,π)(Rm2)

sup
0<ρ≤π

ρ−λ2∥ sup
x∈Q(0,π)(Rm1)

sup
0<r≤π

r−λ1

∥Tµ(u1, u2)∥Lp1,u1
(Q(x,r))∥Lp2,u2

(Q(x,r)) <∞.
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Òåîðåìà 9. Ïóñòü 1 ≤ p <∞, m, n ∈ N, m < n, 0 ≤ λ ≤ n
p , òîãäà

∥Tµ∥∗L∞(Rn−m)×Mλ
p (Rm) ≤ 3n−mµ

n−m
p ∥Tµ∥∗Lp(Rn−m)×Mλ

p (Rm).

Òåîðåìà 10. Ïóñòü 1 ≤ p < ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞, µ,m, n ∈ N, m < n, 0 ≤ λ ≤ m
p ,

òîãäà äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà Tµ ∈ (Mλ
p )

∗(Rm) ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí Tµ ∈
(Mλ

p )
∗(Rn) òàêîé ÷òî Tµ(u, 0) = Tµ(u) äëÿ ëþáûõ u ∈ Rm è

∥Tµ∥∗Mλ
p (Rn) ≤ cµ−

n−m
p ∥Tµ∥∗Mλ

p (Rm),

ãäå c > 0 íå çàâèñèò îò mu.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû âòîðîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [3, 4] èç ñïèñêà
ïóáëèêàöèé àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè.

Ãëàâà 3 ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ïàðàãðàôîâ.
Â ïàðàãðàôå 3.1 äàþòñÿ íåîáõîäèìûå îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 10. Ïóñòü 1 ≤ p, θ ≤ ∞, r > 0, 0 ≤ λ ≤ n
p . Áóäåì ãîâîðèòü,

÷òî ôóíêöèÿ f ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Íèêîëüñêîãî-Áåñîâà-Ìîððè åñëè

äëÿ íåêîòîðîãî a > 1

∥f∥Br
θ(M

λ
p (Rn)) = inf

( ∞∑
s=0

arθs∥Qas∥θMλ
p (Rn)

)1/θ

<∞

ãäå f ïðåäñòàâèìà â âèäå ðÿäà

f =
∞∑
s=0

Qas(x), x ∈ Rn, (6)

÷ëåíû êîòîðîãî öåëûå ôóíêöèè ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà as, òî åñòü Qas ∈
Eas(Rn) ∩Mλ

p (Rn), à èíôèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ðàçëîæåíèÿì (6).

Â ïàðàãðàôå 3.2 äîêàçàíà òåîðåìà âëîæåíèÿ äëÿ ïðîñòðàíñòâ
Íèêîëüñêîãî-Áåñîâà-Ìîððè.

Òåîðåìà 11. Ïóñòü 1 ≤ p < q ≤ ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞, r > 0, 0 ≤ λ ≤ n
p è

r′ = r − n

(
1

p
− 1

q

)
> 0.

Òîãäà

Br
θ(M̂

λ
p (Rn)) → Br′

θ (M̂
pλ
q
q (Rn)).

Â ïàðàãðàôå 3.3 äîêàçàíà ïðÿìàÿ òåîðåìà î ñëåäàõ äëÿ ïðîñòðàíñòâ
Íèêîëüñêîãî-Áåñîâà-Ìîððè.
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Òåîðåìà 12. Ïóñòü 1 ≤ p, θ ≤ ∞, 1 ≤ m < n, 0 ≤ λ ≤ n
p , r

′ = r − n−m
p > 0.

Òîãäà èìååò ìåñòî âëîæåíèå

Br
θ(Lp(Rn−m)× M̂λ

p (Rm)) → Br′

θ (L∞(Rn−m)× M̂λ
p (Rm))

â ÷àñòíîñòè,

Br
θ(Lp(Rn−m)× M̂λ

p (Rm)) → Br′

θ (M̂
λ
p (Rm))

Â ïàðàãðàôå 3.4 äîêàçàíà îáðàòíàÿ òåîðåìà î ñëåäàõ äëÿ ïðîñòðàíñòâ
Íèêîëüñêîãî-Áåñîâà-Ìîððè.
Òåîðåìà 13. Ïóñòü 1 ≤ p, θ ≤ ∞, 1 ≤ m < n, 0 ≤ λ ≤ n

p , r
′ = r − n−m

p > 0.
Òîãäà èìååò ìåñòî âëîæåíèå

Br′

θ (M̂
λ
p (Rm)) → Br

θ(Lp(Rn−m)× M̂λ
p (Rm)).

Ãëàâà 4 ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ïàðàãðàôîâ.
Â ïàðàãðàôå 4.1 äàþòñÿ íåîáõîäèìûå îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 11. Ïóñòü 1 ≤ p, θ ≤ ∞, r > 0, 0 ≤ λ ≤ n
p . Áóäåì ãîâîðèòü,

÷òî ôóíêöèÿ f ïðèíàäëåæèò ïåðèîäè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó Íèêîëüñêîãî-

Áåñîâà-Ìîððè Br
θ((M

λ
p )

∗(Rn)), åñëè f − 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ,
äëÿ êîòîðîé

∥f∥∗Br
θ(M

λ
p )

= inf

( ∞∑
k=0

2rθk(∥T2k∥∗Mλ
p
)θ
)1/θ

<∞,

ãäå f ïðåäñòàâèìà â âèäå ðÿäà

f =
∞∑
k=0

T2k(x), x ∈ Rn, (7)

÷ëåíû êîòîðîãî òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû ïîðÿäêà íå âûøå 2k ïî êàæ-

äîé ïåðåìåííîé, à èíôèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ðàçëîæåíèÿì (7).
Â ïàðàãðàôå 4.2 äîêàçàíà òåîðåìà âëîæåíèÿ äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ïðî-

ñòðàíñòâ Íèêîëüñêîãî-Áåñîâà-Ìîððè.
Òåîðåìà 14. Ïóñòü 1 ≤ p, θ ≤ q ≤ ∞, 0 ≤ λ ≤ n

p , r
′ = r − n−m

p > 0. Òîãäà

Br
θ((M

λ
p )

∗(Rn)) → Br′

θ ((M
pλ/q
q )∗(Rn)).

Â ïàðàãðàôå 4.3 äîêàçàíà ïðÿìàÿ òåîðåìà î ñëåäàõ äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâ Íèêîëüñêîãî-Áåñîâà-Ìîððè.
Òåîðåìà 15. Ïóñòü 1 ≤ p, θ ≤ ∞, 1 ≤ m < n, 0 ≤ λ ≤ n

p , r
′ = r − n−m

p > 0.
Òîãäà èìååò ìåñòî âëîæåíèå

Br
θ((Lp)

∗(Rn−m)× (Mλ
p )

∗(Rm)) → Br′

θ ((L∞)∗(Rn−m)× (Mλ
p )

∗(Rm))

â ÷àñòíîñòè,

Br
θ((Lp)

∗(Rn−m)× (Mλ
p )

∗(Rm)) → Br′

θ ((M
λ
p )

∗(Rm)).
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Â ïàðàãðàôå 4.4 äîêàçàíà îáðàòíàÿ òåîðåìà î ñëåäàõ äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâ Íèêîëüñêîãî-Áåñîâà-Ìîððè.

Òåîðåìà 16. Ïóñòü 1 ≤ p <∞, 1 ≤ m < n, è r′ = r − n−m
p > 0. Òîãäà

Br′

θ ((M
λ
p )

∗(Rm)) → Br
θ((Lp)

∗(Rn−m)× (Mλ
p )

∗(Rm)).

Çàêëþ÷åíèå

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì.
1. Äîêàçàíî íåðàâåíñòâî Áåðíøòåéíà äëÿ öåëûõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî
òèïà äëÿ ïðîñòðàíñòâ Ìîððè.
2. Äîêàçàíî íåðàâåíñòâî ðàçíûõ ìåòðèê äëÿ öåëûõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíî-
ãî òèïà äëÿ ïðîñòðàíñòâ Ìîððè.
3. Äîêàçàíî íåðàâåíñòâî ðàçíûõ èçìåðåíèé äëÿ öåëûõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöè-
àëüíîãî òèïà äëÿ ïðîñòðàíñòâ Ìîððè.
4. Äîêàçàíî íåðàâåíñòâî Áåðíøòåéíà äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ
äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ Ìîððè.
5. Äîêàçàíî íåðàâåíñòâî ðàçíûõ ìåòðèê äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ
äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ Ìîððè.
6. Äîêàçàíî íåðàâåíñòâî ðàçíûõ èçìåðåíèé äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî-
÷ëåíîâ äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ Ìîððè.
7. Äîêàçàíà òåîðåìà âëîæåíèÿ äëÿ ïðîñòðàíñòâ Íèêîëüñêîãî-Áåñîâà-Ìîððè.
8. Äîêàçàíà ïðÿìàÿ òåîðåìà î ñëåäàõ äëÿ ïðîñòðàíñòâ Íèêîëüñêîãî-Áåñîâà-
Ìîððè.
9. Äîêàçàíà îáðàòíàÿ òåîðåìà î ñëåäàõ äëÿ ïðîñòðàíñòâ Íèêîëüñêîãî-Áåñîâà-
Ìîððè.
10. Äîêàçàíà òåîðåìà âëîæåíèÿ äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ Íèêîëüñêîãî-
Áåñîâà-Ìîððè.
11. Äîêàçàíà ïðÿìàÿ òåîðåìà î ñëåäàõ äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ
Íèêîëüñêîãî-Áåñîâà-Ìîððè.
12. Äîêàçàíà îáðàòíàÿ òåîðåìà î ñëåäàõ äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ
Íèêîëüñêîãî-Áåñîâà-Ìîððè.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëíþ
äîêòîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðó Â.È. Áóðåíêîâó çà ïîñòà-
íîâêó çàäà÷è è ïîëåçíûå ñîâåòû.
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Äæîñåô Äàðèë Äæåéìñ

ÒÅÎÐÅÌÛ ÂËÎÆÅÍÈß È ÒÅÎÐÅÌÛ Î ÑËÅÄÀÕ ÄËß

ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂ ÍÈÊÎËÜÑÊÎÃÎ-ÁÅÑÎÂÀ-ÌÎÐÐÈ

Àííîòàöèÿ.

Èçâåñòíî íåñêîëüêî ýêâèâàëåíòíûõ ïîäõîäîâ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåì
âëîæåíèÿ è òåîðåì î ñëåäàõ äëÿ ïðîñòðàíñòâ Íèêîëüñêîãî-Áåñîâà. Â ïîñëåäíèå
äåñÿòèëåòèÿ íàáëþäàåòñÿ èíòåðåñ ê èçó÷åíèþ áîëåå îáùèõ ïðîñòðàíñòâ,
ïîëó÷åííûõ ïóòåì çàìåíû áàçîâûõ ïðîñòðàíñòâ Ëåáåãà Lp(Rn) íåêîòîðûìè
äðóãèìè ïðîñòðàíñòâàìè. Â ÷àñòíîñòè, íåñêîëüêî ïîäõîäîâ èñïîëüçîâàëèñü
äëÿ èçó÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâ Íèêîëüñêîãî-Áåñîâà-Ìîððè, â ýòîì ñëó÷àå ïðî-
ñòðàíñòâà Lp(Rn) çàìåíÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâàìè Ìîððè. Ìû ðàçâèâàåì íå
èññëåäîâàííûé ðàíåå ïîäõîä, îñíîâàííûé íà òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ öåëûìè
ôóíêöèÿìè ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà è òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè. Â
äèññåðòàöèè ìû ñíà÷àëà óñòàíàâëèâàåì íåñêîëüêî íåðàâåíñòâ (Áåðíøòåéíà,
ðàçíûõ ìåòðèê, ðàçíûõ èçìåðåíèé) äëÿ öåëûõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî
òèïà è èõ ïåðèîäè÷åñêèõ àíàëîãîâ äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ â
ïðîñòðàíñòâàõ Ìîððè. Çàòåì, ñ èõ ïîìîùüþ, äîêàçûâàåì òåîðåìó âëîæåíèÿ,
ïðÿìóþ òåîðåìó î ñëåäàõ è îáðàòíóþ òåîðåìó î ñëåäàõ êàê äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ,
òàê è äëÿ íåïåðèîäè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ Íèêîëüñêîãî-Áåñîâà-Ìîððè.
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Joseph Daryl James

EMBEDDING THEOREMS AND TRACE THEOREMS FOR

NIKOL'SKII-BESOV-MORREY SPACES

Abstract.

Several equivalent approaches are known for proving embedding theorems and
trace theorems for Nikolskii-Besov spaces. In recent decades, there has been growing
interest in studying more general spaces obtained by replacing the basic Lebesgue
spaces Lp(Rn) with other function spaces. In particular, several approaches have
been used to study Nikolskii-Besov-Morrey spaces, where the Lp(Rn) spaces are
replaced by Morrey spaces. We develop a previously unexplored approach based
on the theory of approximation by entire functions of exponential type and
trigonometric polynomials. In this dissertation, we �rst establish several inequalities
(Bernstein, di�erent metrics, di�erent dimensions) for entire functions of exponential
type and their periodic analogs for trigonometric polynomials in Morrey spaces.
Then, using these inequalities, we prove embedding theorems, a direct trace theorem,
and an inverse trace theorem for both periodic and non-periodic Nikolskii-Besov-
Morrey spaces.
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