
Федеральное государственное автономное образовательное
учреждение высшего образования

«Самарский национальный исследовательский университет
имени академика С.П. Королева»

На правах рукописи

Морозов Виталий Михайлович

НЕЛИНЕЙНЫЕ МОДЕЛИ
РАДИАЦИОННО-СТИМУЛИРОВАННОЙ ДИФФУЗИИ

ТОЧЕЧНЫХ ДЕФЕКТОВ И РОСТА КОГЕРЕНТНЫХ СТРУКТУР
В КРИСТАЛЛИЧЕСКИХ СРЕДАХ

Специальность 1.3.3 — Теоретическая физика

Диссертация на соискание учёной степени
кандидата физико-математических наук

Научный руководитель:
д.ф.-м.н., проф. Журавлев В.М.

Москва – 2024



2

Содержание

Введение 6

Глава 1. Модели радиационно-стимулированного роста когерент-

ных структур и методы их анализа 14

1.1 Когерентные структуры в кристаллических средах . . . . . . . . . 14

1.1.1 Влияние точечных дефектов на структуру и свойства мате-

риалов . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.1.2 Характерные особенности сверхрешеток точечных дефектов

и процессов, лежащих в основе их роста . . . . . . . . . . . 19

1.2 Модели роста сверхрешеток . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

1.2.1 Распад пересыщенных твердых растворов . . . . . . . . . . . 24

1.2.3 Кинетические модели роста кластеров точечных дефектов . 26

1.2.3 Модели радиационно-стимулированного роста кластеров из

атомов примесей и скоплений точечных дефектов . . . . . 29

1.2.4 Локализованные структуры и концентрационные неустойчи-

вости в системах с диффузией . . . . . . . . . . . . . . . . 32

1.2.5 Нелиненая диффузия точечных дефектов . . . . . . . . . . . 37

1.3 Методы анализа нелинейных моделей . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

1.3.1 Точечные и контактные преобразования . . . . . . . . . . . . 40

1.3.2 Принцип суперпозиции для решений нелинейных уравнений 47

1.3.2 Метод исследования симметрий . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

1.3.3 Метод обратной задачи и преобразования Бэклунда . . . . . 54

1.4 Выводы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

Глава 2. Квазилинейные структуры в среде с линейной диффузи-



3

ей 60

2.1 Схема построения решений . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

2.2 Вещественный потенциал . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

2.3 Примеры классических решений . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

2.4 Многолистные решения . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

2.5 Роль точек ветвления . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

2.6 Многозначные решения уравнения диффузии с квадратичной неод-

нородностью . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

2.7 Связь линейного уравнения диффузии с уравнениями гидродина-

мики и ривертонами . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

2.8 Выводы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

Глава 3. Локализованные решения уравнения нелинейной диффу-

зии и нелинейные функциональные подстановки 96

3.1. Частные решения уравнения быстрой диффузии . . . . . . . . . . 97

3.2 Нелинейные функциональные подстановки . . . . . . . . . . . . . . 101

3.2.1 Волновые решения уравнения быстрой диффузии . . . . . . 110

3.2.2 Автопреобразование решений уравнения быстрой диффузии 119

3.2.3 Взаимные коэффициенты диффузии . . . . . . . . . . . . . . 124

3.3 Метод функциональных подстановок для кинетических моделей

кластеризации . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

3.3.1 Метод функциональных подстановок для сеточных произ-

водных . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

3.3.2 Интегралы движения . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134

3.3.3 Примеры цепочек с ограниченным числом элементов . . . . 137

3.3.4 Циклические цепочки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137



4

3.3.5 Ограниченные цепочки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140

3.3.6 Цепочки с условиями отражения . . . . . . . . . . . . . . . . 141

3.3.7 Построение решений вспомогательных уравнений и уравне-

ний цепочек . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143

3.4 Выводы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145

Глава 4. Модель радиационно-стимулированного роста сверхреше-

ток в среде с нелинейной диффузией 147

4.1 Уравнение нелинейной диффузии одного типа ТД . . . . . . . . . . 147

4.2 Метод многомасштабных разложений . . . . . . . . . . . . . . . . . 151

4.3 Уравнение для амплитудного фактора . . . . . . . . . . . . . . . . 153

4.4 Условие усиления сверхрешетки постоянным источником . . . . . . 155

4.5 Уравнение нелинейной диффузии нескольких типов дефектов . . . 157

4.6 Неоднородное пространственное распределение источника точеч-

ных дефектов . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160

4.8 Оценки пространственных масштабов сверхрешеток . . . . . . . . . 168

4.7 Выводы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170

Глава 5. Модель "быстрая релаксация-медленная диффузия " с

учетом эффекта насыщения 172

5.1 Уравнение переноса радиационного излучения в кристаллической

среде и нелинейная диффузия точечных дефектов . . . . . . . . . 173

5.2 Разделение пространственных и временных масштабов . . . . . . . 175

5.3 Уравнения релаксации . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179

5.4 Режимы роста когерентных структур . . . . . . . . . . . . . . . . . 182

5.5 Уравнение асимптотики концентрации . . . . . . . . . . . . . . . . 183



5

5.6 Уравнение для АФ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184

5.7 Решение для концентрации частиц излучения в первом порядке . . 187

5.8 Вычисление функции A1(X, T ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 187

5.9 Асимптотический режим роста когерентной структуры . . . . . . . 190

5.10 Релаксационный режим роста . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 195

5.11 Получение высококонтрастной макроструктуры . . . . . . . . . . 206

5.12 Оценка масштабов сверхрешетки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 209

5.12 Выводы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 212

Заключение 214

Используемые сокращения 217

Список литературы 218

Список опубликованных работ по теме диссертации 258

Приложения 262

Приложение 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 262

Приложение 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 265

Приложение 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 268

Приложение 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 270

Благодарности 272



6

введение

Актуальность работы

Прогнозирование поведения новых материалов в различных условиях и ме-

тоды получения материалов с заданными свойствами, являются одними из са-

мых актуальных направлений теоретических исследований в области физики

конденсированного состояния. Результаты этих исследований имеют широкий

спектр применения от создания компонент микроэлектронных устройств и эле-

ментов космических аппаратов до атомной техники [1–4].

Одним из подходов к дизайну новых материалов является модификация

структуры кристаллов с помощью сверхрешеток из кластеров точечных дефек-

тов c пространственной периодичностью, значительно превышающей постоян-

ную решетки. Для роста кластеров необходимо создание высокой неравновес-

ной концентрации дефектов, что может быть достигнуто облучением материала

различными частицами или лазерным излучением.

Среди различных моделей роста когерентных структур можно выделить

следующие: модели кинетики кластеров, где фактором, приводящим к росту

макроструктуры, является объединение кластеров меньшего размера, и задача

состоит в выяснении условий, при которых данный процесс энергетически выго-

ден [5,6]; модели, учитывающие влияние температуры и упругих деформаций на

поверхностную диффузию дефектов [7,8,54]. Также существует широкий класс

моделей, основанных на уравнениях диффузии. Известно, что радиационно-

стимулированная диффузия вакансий и межузлий в отдельных случаях приво-

дит не к деградации материала, а к образованию в нем упорядоченных струк-

тур [210], которые улучшают механические [10,11], электрические [12] и другие

свойства материала [13].
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Нелинейный характер взаимодействия дефектов между собой и с внешним

излучением приводит к нелинейным моделям, что усложняет их аналитиче-

ский анализ и проводит к значительным упрощениям, связанным, прежде все-

го, с лениаризацией уравнений. Численное же решение уравнений модели [9,14]

находится для конкретного набора параметров и начального условия, что не

позволяет проанализировать поведение решения во всем диапазоне значений

совокупности параметров и приводит к потере информации об особых режи-

мах. Поэтому особую ценность в данном случае имеют аналитические методы,

которые позволяют проанализировать поведение системы, выявить характер-

ные особенности и использовать формализованные результаты в дальнейших

исследованиях.

К основным аналитическим методам относятся: метод групповых преобра-

зований [15], позволяющий в отдельных случаях упростить исходную систему

и получить частное решение; качественный анализ сосредоточенных динамиче-

ских систем вблизи стационарной точки, что соответствует большим (по срав-

нению с переходными процессами) временам облучения, а также различные

функциональные и дифференциальные подстановки [16]. Наиболее часто [9]

применяется анализ динамической системы вблизи стационарной точки, т.е.

в асимптотике t → ∞, однако, хорошо известно, что длительное облучение

приводит к деградации материала [17] даже в случае образования в нем сверх-

решеток, поэтому такой подход не выявляет всех возможных режимов роста.

К недостаткам уже существующих моделей на основе уравнений диффузии

точечных дефектов можно отнести следующее [210]:

a) использование постоянных коэффициентов диффузии дефектов, т.е.

усредненных параметров (вычисленных для необлученного кристалла) в то-
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чечной модели;

b) отсутствие теоретического описания необходимых условий для возникно-

вения периодических структур;

с) методы анализа нелинейных уравнений модели не адаптированы к це-

лям конкретной задачи и не дают функциональные зависимости параметров

сверхрешетки от интенсивности внешнего излучения [18,19];

d) отождествление постоянного источника дефектов с источником излуче-

ния, что справедливо лишь на начальной стадии роста, когда кристаллическая

решетка не сильно повреждена и, как следствие, не учитывается влияние де-

фектов на процесс их генерации.

Задачи, связанные с перечисленными выше недостатками современных мо-

делей, определяют актуальность настоящего исследования. Наряду с разработ-

кой физической модели роста когерентных структур и выяснением процессов,

приводящих к их образованию, есть необходимость в создании методов анализа

нелинейных моделей диффузии в кристаллической среде.

Целью работы являются критерии радиационно-стимулированного роста

когерентных структур в кристаллических средах и новые методы анализа нели-

нейных уравнений для выяснения физических закономерностей нелинейной

диффузии точечных дефектов.

Для достижения поставленной цели необходимо было решить следующие

задачи:

1. Разработать математическую модель радиационно-стимулированной диф-

фузии точечных дефектов, на основе процессов быстрой релаксации и медлен-

ной диффузии.

2. Разработать методы анализа уравнений нелинейной диффузии точечных
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дефектов.

3. Получить условия возникновения и роста когерентных структур в кри-

сталлических средах и зависимость периода сверхрешеток от интенсивности

внешнего излучения.

4. Учесть взаимодействие частиц излучения с кристаллической решеткой в

модели "быстрая релаксация-медленная диффузия " и описать эффект насы-

щения концентраций. Получить распределения концентрации по глубине мате-

риала.

Научная новизна работы заключается в следующих оригинальных ре-

зультатах:

1. Для линейного двумерного уравнения с постоянным коэффициентом диф-

фузии впервые получены квазилинейные многолистные решения, описывающие

рост сингулярных структур.

2. Разработана модификация метода функциональных подстановок — нели-

нейные функциональные подстановки (НФП), для решения уравнений нелиней-

ной диффузии (УНД) и кинетических уравнений кластеризации. С помощью

НФП получены новые решения, описывающие распространение автоволн в сре-

де с быстрой диффузией.

3. В рамках оригинальной модели радиационно-стимулированной нелиней-

ной диффузии точечных дефектов — "быстрая релаксация-медленная диффу-

зия " (БРМД) исследованы условия возникновения и роста пространственно-

периодических и локализованных решений, а также зависимость периода струк-

туры от интенсивности внешнего излучения.

4. В модели БРМД получены уравнения для амплитудных факторов (АФ),

описывающих крупномасштабные когерентные структуры в среде с нелинейной
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диффузией.

5. Рассмотрена система БРМД с ограниченным источником и эффектом

насыщения концентрации. Получено уравнение, описывающее асимптотический

рост когерентных структур.

Теоретическая и практическая ценность результатов заключается в

возможности применения полученных критериев роста сверхструктур и зависи-

мости их параметров от характеристик падающего излучения в исследованиях

материалов с заданными свойствами, а также исследованиях поведения ма-

териалов под облучением. Разработанные математические методы могут быть

применены для исследования широкого класса нелинейных дифференциальных

уравнений теоретической и математической физики, химической и биологиче-

ской кинетики.

Методология и методы исследования. В работе использовались как

широко известные методы анализа нелинейных дифференциальных уравнений:

метод многомасштабных разложений, групповой анализ, качественная теория

дифференциальных уравнений, дифференциальные подстановки и их модифи-

кации, так и развитый в данной работе оригинальный метод нелинейных функ-

циональных подстановок.

Основные положения, выносимые на защиту:

1. Линейные уравнения диффузии в среде с размерностью d > 1 и распреде-

ленными источниками и стоками специального вида допускают многолистные

решения, описывающие перемещение локализованных сингулярных структур.

Такие структуры возникают, в том числе и в однородной среде.

2. Нелинейные функциональные подстановки (НФП) позволяют находить

точные частные решения и симметрии нелинейных уравнений диффузии. С по-
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мощью НФП найдено преобразование, связывающее решения уравнений с вза-

имными коэффициентами диффузии. Обобщение метода на случай дискретных

систем позволяет выписать решения и интегралы движения уравнений класте-

ризации под действием излучения.

3. Уравнение быстрой диффузии с источником обладает классом локализо-

ванных волновых решений, для которых функция источника связана с волно-

выми компонентами решений. С помощью нелинейных функциональных под-

становок показано наличие, в том числе, автоволнового режима возникновения

когерентных структур.

4. В модели с быстрой релаксацией и медленной диффузией (БРМД) то-

чечных дефектов, когерентная структура описывается функцией, удовлетворя-

ющей линейному уравнению с коэффициентом диффузии, зависящим от ин-

тенсивности внешнего излучения. При заданном коэффициенте диффузии ин-

тенсивность внешнего излучения определяет критическое значение волнового

числа, начиная с которого происходит рост сверхрешетки.

5. В модели БРМД с ограниченным источником дефектов существует два

режима роста упорядоченных структур — релаксационный и асимптотический.

В первом случае высококонтрастное распределение концентрации точечных де-

фектов достигается за конечный отрезок времени с последующим насыщением.

В асимптотическом режиме макроструктура сохраняется при установлении ди-

намического равновесия и не зависит от начального распределения.

Апробация работы. Основные результаты, полученные в данном иссле-

довании были представлены в докладах на следующих конференциях: «Все-

российская научно-практическая конференция по проблемам динамики, физи-

ки частиц, физики плазмы и оптоэлектроники» (РУДН, Москва, 2015, 2017,
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2018, 2021, 2022, 2023 г.); XII, XIV и XV Международные научные конференции

«Дифференциальные уравнения и их приложения в математическом моделиро-

вании» (Саранск, 2017, 2021, 2022 г.); «Математическая физика и ее приложе-

ния» (Самара, 2014 г.); Международный научный семинар «Нелинейные модели

в механике, статистике, теории поля и космологии» GRACOS-16 (Казань, КФУ,

2016 г.); Международные научные конференции студентов, аспирантов и моло-

дых учёных «Ломоносов-2017», «Ломоносов-2018» ,«Ломоносов-2019» (Москва,

МГУ, 2017, 2018,2019); Международный научный семинар «Нелинейные модели

в механике, статистике, теории поля и космологии» GRACOS-18 (Казань, КФУ,

2018 г.); XIII Всероссийская научная конференция молодых ученых «Наноэлек-

троника, нанофотоника и нелинейная физика» (Саратов, Институт радиотех-

ники и электроники им. В.А. Котельникова РАН, 2018). А также на научно-

технических семинарах в НИТИ им. С.П. Капицы УлГУ.

Личный вклад автора. Постановка задач и основные теоретические по-

ложения разработаны автором совместно с научным руководителем доктором

физико-математических наук, профессором В.М. Журавлевым. Модель диф-

фузии с ограниченным источником предложена автором. Все расчеты выпол-

нялись автором лично или при его участии. Автор принимал непосредственное

участие в обсуждении и анализе результатов исследования и подготовке публи-

каций и докладов конференций.

Реализация результатов работы. Теоретические и практические резуль-

таты диссертационной работы использованы в НИР «Разработка методов и

средств проведения перспективных фундаментальных космических исследова-

ний на базе наноспутников для занятия и удержания лидерских позиций в

освоении и использовании космического пространства» (проект 0777-2020-0018,
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финансируемый из средств госзадания победителям конкурса научных лабора-

торий образовательных организаций высшего образования, подведомственных

Минобрнауки России).

Структура и объем диссертации Диссертация состоит из введения,

пяти глав, заключения, четырех приложений, списка опубликованных работ и

списка литературы. Объем диссертационной работы составляет 272 страницы

и содержит 20 рисунков и 6 таблиц. Список литературы включает 266 наиме-

нований.
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Глава 1. Модели радиационно-стимулированного

роста когерентных структур и методы их анализа

В настоящей главе приводится краткий обзор литературы, посвященной ис-

следованию роста когерентных структур в кристаллических средах под облу-

чением. Основное внимание уделено математическим моделям, основанным на

уравнениях диффузии точечных дефектов и методам их анализа.

1.1 Когерентные структуры в кристаллических средах

Открытие механизмов диффузии в кристаллических средах и способов модифи-

кации структуры материалов с помощью облучения связано с активным раз-

витием ядерной и ускорительной техники в первой четверти прошлого века.

Новые методы анализа микроструктуры вещества привели к открытию меха-

низмов диффузии в кристаллах, основанных на наличии в решетке дефектов.

Идея, что атомы решетки могут быть выбиты частицами излучения из

положений равновесия с образованием пары точечных дефектов вакансия-

междоузлие, предложенная Озеровым и Зейтцем [89], позволила объяснить на-

личие в экспериментальных данных порогового значения энергии частиц пада-

ющего излучения, при котором электрические и механические свойства облу-

ченного материала изменяются. В частности, дополнительное рассеяние носи-

телей на межузельных атомах приводит к росту электрического сопротивления

облучаемого образца. Данный эффект наблюдался как на чистых металлах,

так и на сплавах [178–181]. При этом, последующий отжиг требует энергии,

равной энергии активации самодиффузии [158–162]. На основе этих фактов бы-

ла выдвинута гипотеза о том, что самодиффузия в кристаллах осуществляется
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с помощью миграции ТД.

Данные открытия определили направление дальнейших теоретических ис-

следований, которые стали основываться на моделях диффузии ТД.

1.1.1 Влияние точечных дефектов на структуру и свойства материа-

лов

Наличие неравновесной концентрации ТД в облученном материале, прежде все-

го, приводит к изменению его микроструктуры. Как полезные для практиче-

ского применения, так и негативные эффекты, связанные с модификацией кри-

сталлической решетки облучением, связаны с ростом скоплений дефектов —

кластеров.

Предположение о том, что ТД могут образовывать кластеры было высказа-

но в работах Мэррея и Тейлора [95–97], в которых проведена аналогия между

радиационно-стимулированным ростом кластеров ТД и ростом зародышей но-

вой фазы в пересыщенном твердом растворе. При нейтронной бомбардировке

сопротивление пересыщенного твердого раствора растет быстрее, чем в чистом

металле, Мэррей и Тейлор объяснили этот эффект беспорядочным ростом кла-

стеров ТД — в результате упругого взаимодействия атомов решетки, оказывает-

ся более энергетически выгодной конфигурация, при которой "пустоты "и меж-

доузлия объединяются в соответствующие кластеры, чей рост обеспечивается

высокой неравновесной концентрацией, поддерживаемой внешним облучением.

Диффузионный механизм переноса, основанный на наличии в решетке ТД,

также проявляется в частичном упорядочении и разупорядочении твердых рас-

творов. В работах Кинчина и Пиза [98,99] был предложен механизм разупоря-

дочения, которое объясняется большим числом столкновений, в которых дви-
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жущиеся атомы обмениваются местами с неподвижными атомами. В каждом

столкновении происходит замена атома упорядоченной решётки атомом из бес-

порядочного распределения.

Рост кластеров оказывает влияние и на макроскопические свойства матери-

ала. У облученных образцов сплавов наблюдается эффект упрочнения и увели-

чение их поверхностной твердости [163,164], что объясняется замедлением дви-

жения дислокаций, вызванным скоплениями ТД [102], а энергия, необходимая

для устранения радиационного упрочнения равна энергии активации диффузии

ТД

Исследования, посвященные упрочнению [165–170] и охрупчиванию [171–

177] сплавов тесно связаны с развитием реакторной техники. Т.к. получение

устойчивых к деградации элементов реакторов — одна из актуальных задач в

этой области. Но знания о механизмах упрочнения и охрупчивания далеко не

полны, т.к. эксперименты, моделирующие поведение материалов в ядерных ре-

акторах требуют высоких доз облучения, что создает существенные сложности

при их воспроизведении.

В некоторых случаях удается воспроизвести эффекты, получаемые при об-

лучении нейтронами, протонами и другими высокоэнергетическими частица-

ми с помощью облучения ионами [116,117]. В реакторе поведение зародышеоб-

разования пустот похоже на двойное ионное облучение с гомогенным зароды-

шеобразованием [183]. Это позволяет в экспериментах поддерживать высокую

неравновесную концентрацию ТД с помощью различных видов радиационного

излучения.

В экспериментах по радиационному упрочнению в работе [165] части реак-

торов из нержавеющей стали облучались наряду с протонами с энергией 240
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кэВ, также ионами Xe с энергией 6 МэВ при комнатной температуре. Эффект

радиационного упрочнения наблюдался в обоих случаях и большее радиацион-

ное повреждение приводило к большему увеличению твердости. В работе [183]

представлен случай, когда распухание [182] образцов два года облучаемых в

ядерном реакторе, было воспроизведено с использованием двойного ионного

облучения, примерно за 1 день с точным контролем степени повреждения.

Открытие механизмов радиационного повреждения кристаллической ре-

шетки послужило стимулом для развития не только экспериментальных иссле-

дований, но и позволило развить теорию радиационно-стимулированной диф-

фузии «Radiation Enhanced Diffusion» [210]. первый эксперимент, подтвердив-

ший, что при облучении активизируются диффузионные процессы был прове-

ден Каллендином, Ридольфо и Пулом в 1952 г. [103]. В облученном кобальте,

покрытым слоем золота и помещенным между графитовыми пластинами, на-

блюдалась диффузия кобальта в графит, что могло быть объяснено диффузией,

вызванной радиацией.

При столкновении налетающей частицы с занятым узлом кристаллической

решетки, при энергиях, превышающих энергию активации самодиффузии, об-

разуется пара точечных дефектов вакансия-междоузлие, которые затем за счет

флуктуаций поля упругих напряжений решетки скачкообразно перемещаются

в объеме материала. При достаточно больших энергиях излучения выбитый

атом способен далее выбивать атомы решетки, что приводит к каскаду атомных

смещений. При встрече ТД разных типов они рекомбинируют, либо, в отдель-

ных случаях, образую комплексы. Дефекты одного типа способны образовывать

устойчивые скопления — кластеры.

Наряду с ТД, могут образовываться линейные (дислокации, вакансион-
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ные петли) и пространственные (поры, трещины) дефекты. А также ком-

плексы дефектов типа вакансия-вакансия, вакансия-междоузлие, междоузлие-

междоузлие и проч. Как правило, концентрации крупных комплексов дефектов

на порядки меньше концентраций самих ТД [118], что позволяет пренебрегать

ими при построении моделей, либо рассматривать их как постоянный "фон " ,

при этом ограничиваясь рассмотрением ТД и комплексов только из двух ТД.

Дальнейшие экспериментальные и теоретические исследования, начиная с

80-х г. прошлого века посвящены, в том числе, получению различных типов

когерентных (упорядоченных) структур. Наблюдаемые эффекты в кристаллах

при облучении электронами [104,105], протонами [106–108], ионами [109–111] и

нейтронами [111–115] можно разделить на несколько групп: вакансионные по-

ры, кластеры из межузельных и примесных атомов, паттерны из вакансионных

и межузельных петель, дефекты упаковки и пузырьки газов.

Образование макроскопических скоплений дефектов кардинально изменяет

свойства материала. В случае их упорядочения это может приводить к улуч-

шению электрических, механических и прочих свойств. При этом физические

характеристики материала, в том числе коэффициент диффузии, изменяются

и начинают зависеть от концентраций ТД, что усложняет прогнозирование по-

ведения материала под облучением и его моделирование. Для практического

применения важно научиться получать условия роста сверхрешетки и ее про-

странственные масштабы.
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Рис. 1: Сверхрешетки в молибдене (2 MeV N+, 100 dpa, 870 ◦C) и ниобии
(7.5 MeV Ta+, 300 dpa, 800 ◦C) [210].

1.1.2 Характерные особенности сверхрешеток точечных дефектов и

процессов, лежащих в основе их роста

Для разработки модели, описывающей рост когерентных структур под облуче-

нием, необходимо выяснить какими характерными особенностями они облада-

ют, что должно быть положено в основу модели и с помощью каких критери-

ев можно оценить ее эффективность. На Рис.1-2 приведены снимки структур,

возникающих на поверхности и в объеме кристаллических материалов при об-

лучении их как радиационным, так и лазерным излучением.

В таблице, приведенной на Рис.3 указаны длины волн λ возникающих

сверхрешеток и условия облучения. Одной из главных особенностей подоб-

ных структур, которая имеет значение для практического применения, яв-

ляется значительное (на порядки) превышение их пространственных масшта-

бов (λ ∼ 10−8 − 10−7м) размеров постоянной решетки облученного материала

(d ∼ 10−10м), т.е. наблюдается разделение масштабов в системе на "большие "
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Рис. 2: Периодические структуры из вакансионных петель в меди (p, 2 dpa)
[210].

, описывающие когерентную структуру и "малые " — характеризующие кри-

сталлическую решетку. Из табличных данных следует, что сверхерешетки рас-

тут в широком диапазоне энергий налетающих частиц и при различных видах

облучения. Т.е. для возникновения условий, при которых наблюдается рост,

принципиальное значение имеет высокая концентрация ТД.

Разделение масштабов наблюдается также и во временной области. Харак-

терные времена диффузии в кристаллах лежат в пределах τdif ∼ 10−13 [20].

Воздействие же излучения, необходимое для возникновения сверхрешетки в

случае радиационное облучения τrad — от нескольких секунд до нескольких

минут [149, 152–155], а иногда и дней [183]. При лазерном облучении τlas изме-

няется в широком диапазоне, как правило, это 10−6 − 10−3c [150–152]. В обоих

случаях, характерное время роста макроструктуры на порядки превышает ха-
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рактерные времена релаксации.

На Рис.4-(b) приведен график зависимости концентрации кластеров ТД от

дозы облучения, показывающий, что с ростом дозы облучения, концентрации

выходят на некоторые постоянные значения, характерные для каждого мате-

риала, т.е. в системе наблюдается насыщение, соответствующее установлению

динамического равновесия между процессами генерации и рекомбинации де-

фектов. Другой характерной особенностью, связанной с установлением динами-

ческого равновесия, является форма профиля концентрации ТД и налетающих

частиц по глубине. На Рис. 4. приведены характерные профили, на которых

видно, что соответствующие концентрации имеют максимум на некотором рас-

стоянии от границы на которую падает излучение.

Основным параметром, характеризующим условия возникновения сверхре-

шетки, является интенсивность внешнего излучения (поглощённая доза). На

Рис.5 представлены диаграммы облучения в переменных T − g (температура

– поглощенная доза) [212]. Росту сверхрешетки соответствуют определенные

области значений переменных T, g. При фиксированной температуре условие

роста сводится к диапазону значений поглощенной дозы.

1.2 Модели роста сверхрешеток

Можно выделить два общих подхода к моделированию роста кластеров ТД.

Модели первого типа, как правило, не учитывают пространственное распре-

деление кластеров в объеме. Рассматриваются концентрации nk(t) кластеров,

состоящих из k — частиц и система кинетических уравнений не учитывает про-

странственное распределение их в объеме [141, 214–216]. Интерес представляет

направление динамики в такой системе —– при каких условиях будет наблю-
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Рис. 3: Экспирементальные данные по росту сверхрешеток [210]

Рис. 4: Профили по глубине: a — поглощенная доза [212], b — концентрация
кластеров ТД [210], c — концентрация примеси [211], d — концентрация вакан-
сий [213].
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Рис. 5: Диаграммы облучения с формированием кластеров в никеле (a) и меди
(b) [210].

даться увеличение концентрации кластеров с большими значениями k за счет

поглощения кластеров меньшего размера. Величиной, характеризующей кла-

стер, является критический радиус, начиная с котрого скопление становится

устойчивым [25,28,34].

Недостатком данного подхода является то, что в нем рассматривается задан-

ное распределение кластеров ТД по объему, а случай эволюции неоднородного

распределения приводит к значительным сложностям и м.б. проанализирован

лишь численно. При том, что во многих случаях представляет интерес именно

пространственное распределение кластеров.

Основу моделей второго типа [210, 211, 217] составляют уравнения диффу-

зии ТД. При этом может рассматриваться как перенос ТД в области одного

кластера (при заданном их пространственном распределении), так и задача вы-

числения распределений концентрации в масштабах растущей сверхрешетки.

При составлении уравнений модели необходимо учитывать взаимодействие
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различных видов ТД между собой, а также с дефектами больших размерно-

стей (атомы примесей, дислокации и дислокационные петли, трещины, грани-

цы зерен). Учет этого взаимодействия выражается в наличии нелинейных сла-

гаемых в правых частях уравнений (прежде всего рекомбинационные члены)

и в зависимости коэффициентов диффузии ТД от соответствующих концен-

траций. Пространственные дефекты, как правило, считаются неподвижными и

либо описываются стационарным распределением (зачастую однородным), ли-

бо характеризуются некоторым пространственным параметром (радиус петли,

скопления и т.д.), для которого записывается отдельное уравнение. При этом

кластеры рассматриваются не как самостоятельные структуры, чье распреде-

ление задано, а как область с повышенной концентрацией ТД одного типа.

1.2.1 Распад пересыщенных твердых растворов

Одним из механизмов упорядочения точечных дефектов в облученных кристал-

лах, при их высокой неравновесной концентрации, является распад пересыщен-

ного твердого раствора [23, 24]. В этом случае кластеры образуются из атомов

примесей и могут выступать в качестве стоков для собственных точечных де-

фектов, что может быть использовано для подавления явления радиационного

распухания.

В теории распада пересыщенного твердого раствора выделяют два механиз-

ма: спинодальный распад и зарождение новой фазы в результате флуктуации

концентрации примеси [34].

Спинодальный распад сопровождается уменьшением свободной энергии и

не требует зарождения новой фазы —– раствор распадается на два твердых

раствора с близкими параметрами решеток.
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Во втором случае обычно выделяются несколько стадий формирования кла-

стеров: стадия зародышеобразования, стадия роста и стадия коалисценции.

Макроскопическое описание упорядочения возможно лишь на последней ста-

дии, когда зародыши достигают достаточно больших размеров. В этом случае

рост можно описать уравнениями кинетики ТД [25].

Кластер рассматривается как переходный этап формирования преципитатов

новой фазы. Число частиц в кластере (размер), вычисляется из условия равен-

ства химических потенциалов в точке данного фазового перехода: µc(i) = µp(i),

где i— число частиц, а химические потенциалы имеют вид: µc,p(i) =
∂Gc,p
∂i . Выра-

жение для свободной энергии зависит от геометрии кластера и в общем случае

может быть записано так: G(i) = −ν(i)i+ σ(i)iγ(i) [34].

Более сложный анализ макроскопического роста [33], проводится с учетом

некоторых ограничивающих рост факторов, в частности, с учетом диффузии

атомов матрицы. В этом случае записывается простейшее уравнение диффу-

зии атомов: ∂C(r,t)
∂t = D∆C(r, t), с постоянным коэффициентом диффузии D.

Предполагается, что концентрация частиц внутри кластера постоянна и равна

концентрации на границе (r = ri) раздела. Вне кластера (на бесконечности),

концентрация равна концентрации примеси в пересыщенном растворе. Величи-

ной, описывающей рост, является скорость перемещения границы кластера:

ν =
dri
dt

=
D

Cβ − Cα
∂C

∂ri
.

В работе Зинера [26] было получено такое выражение для скорости роста:

ri = qi
√
Dt. Параметр qi вычисляется из трансцендентного уравнения:

Cβ − Cα
Cm − Cα

(qi)
i = 2/

√
π
[
1− erf(qi/2

√
Dt)
]−1

exp(−q4
i /4).
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В результате распада, твердый раствор превращается в области, с равновес-

ным распределением концентрации.

На более поздней стадии распада характерной величиной является крити-

ческий радиус выделений Rc, при котором они находятся в равновесии с пе-

ресыщенным твердым раствором. Исследования Лифшица и Слезова [27, 28],

показали, что на данном этапе уменьшение свободной энергии связано с взаим-

ным поглощением выделений новой фазы.

Система уравнений, описывающих распад, для разных типов диффузион-

ного переноса, имеет вид:

ft +
∂

∂R

(
f
dR

dt

)
= 0,

dR

dt
=
Dna

n−3

Rn−3

(
∆− α

R

)
,

∆0 + q0 = δ + q,

где R — радиус выделений, f — функция распределения выпавшей фазы по

размерам, q, q0 — количество атомов, ∆ = c0 − c∞ — пересыщение. Анализ

асимптотики записанной системы приводит к таким результатам:

R3
k = R3

k0 +
4

9
Dαt, ∆ ∼ t−1/3.

Т.е. объем среднего размера частиц линейно растет со временем.

1.2.2 Кинетические модели роста кластеров точечных дефектов

При кинетическом подходе кластер рассматривается как скопление дефектов

определенного типа, размер которого (число частиц-мономеров i в нем) увели-

чивается за счет поглощения мономеров и скоплений меньшего размера. Каж-
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дому i сответствует определенная концентрация Ni(t) — число кластеров та-

кого размера в единице объема. Поскольку кластер может состоять из огром-

ного чила частиц, то анализ системы кинетических уравнений, как правило

нелинейных, представляет в общем случае сложную задачу. Для ее упроще-

ния проводится усреднение числа частиц в кластере, либо совершается переход

от концентраций к функции распределения скоплений по размерам. При этом

геометрия кластера, от которой зависят коэффициенты модели, считается за-

данной и не изменяется в процессе роста.

Рассмотрим вначале подход основанный на сведении системы уравнений,

описывающих динамику концентрации кластеров ТД заданного размера Ni(t),

к системе уравнений, содержащей уравнение Фоккера-Планка. Данный переход

осуществляется следующим образом [34]:

Ni±1(t) = C(i± 1, t) ≈ C(i, t)± ∂C(i, t)

∂i
+

1

2

∂2C(i, t)

∂i2
.

В простейшем случае кинетическое уравнение записывается в таком виде:

∂C(i, t)

∂t
= − ∂

∂i

[
(k(i)N(t)− g(i))C(i, t)

]
+

1

2

∂2

∂i2

[
(k(i)N(t) + g(i))C(i, t)

]
, (1)

где k(i) — кинетический коэффициент (определяется режимом роста), g(i) =

gi ≈ gi+1 — скорость захвата и выброса мономера из центра зарождения, N(t)

— концентрация свободных частиц.

Поведения решения уравнения (1), определяется величиной iγ−1
c (t) =

kT
γσ ln(N(t)/NE). Рост скопления будет происходить при условии i > ic.

Решение уравнения Фоккера-Планка сводится к отысканию зависимости

среднего значения < i > и дисперсии w числа частиц от времени, при заданной
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функции распределения по размерам:

C(i, t) =
1√

2πw2(t)
exp

[
−(i− 〈i〉 (t))2

2w2(t)

]
.

Для решения уравнения используются численные схемы [31], [32]. Предполага-

ется, что димеры, тримеры и т.д. неподвижны по сравнению с мономерами.

Описание системы состоящей из мономеров и скоплений, может быть сведе-

но [29] к системе двух уравнений, описывающих среднее число частиц в скоп-

лении 〈i〉 (t) и концентрацию мономеров N(t):

d 〈i〉
dt

= kD(N(t)−Ne)(〈i〉+m)α

dN

dt
= −kDN 1−α

c (t)(N(0) +mNc(t)−N)α.

Здесь Ne — равновесная коцентрация мономеров, Nc — концентрация центров

зарождения.

Как правило, данная система решается численно, но в некоторых случа-

ях удается получить аналитическое решение [34]. В частности, предполагается,

что концентрация центров зарождения постоянна. Для α = 1 (цилиндрический

кластер), получается такое решение:

N(t)−Ne

N(0)−Ne
=

N(0) +mNB − 2Ne

N(0)−Ne + (mNc −Ne) exp((N(0) +mNB − 2Ne)kdt)
.

В общем случае α ∈ [0, 1) получается закон изменения среднего размера кла-

стеров со временем [30] : < i >∼ t
α

1−α .
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На стадии коалесценции [34] в уравнении роста одиночного скопления:

di

dt
= k̃iλN(t)

γσ

KT

(
1

i1−γc

− 1

iγc

)
(2)

переходят к радиусу скопления R = ai1/d. Решение уравнения (2), позволяет

вычислить зависимость критического радиуса скоплений от времени Rc(t) ∼

t
1

d−dλ+1 , где d — размерность кластера, а параметр λ определяется конфигура-

цией.

Функция распределения скоплений φ(u, τ) записывается в неявной форме:

φ(u, τ) = −A exp

(
− τd

p+ 1

)
d

(p+ 1)νu
exp

(
τ(u)

d

p+ 1

)
,

τ = (p+ 1) lnRc(t), u = R(t)/Rc(t).

1.2.3 Модели радиационно-стимулированного роста кластеров из ато-

мов примесей и скоплений точечных дефектов

В модели роста скоплений наряду с кинетическим уравнением для их концен-

трации может рассматриваться уравнение для числа частиц i в отдельном скоп-

лении.

Рассмотрим эту модель на примере задачи о формировании вакансионных

пор. В этом случае уравнение Фоккера-Планка (1) может быть сведено [34] к

уравнению среднего числа частиц в кластере. В итоге получаем такую систему

уравнений:

∂Nv

∂t
= G−KvNcNvi

α +Dv∆Nv,

∂i

∂t
= KvNvi

α +Dcl(i)∆i.
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Здесь G — скорость генерации вакансий внешним источником.

Анализ подобных систем, как правило, производится в стационарном режи-

ме ∂Nv
∂t = 0, вблизи средних значений is(t), N s

v .

Далее ищется решение для малых отклонений δNv(r), δi(r, t) от средних

значений, что приводит к линеаризации системы уравнений и поиску решения

в виде преобразований Лапласа и Фурье. Из условия ∂λ(km)
∂km

= 0, вычисляется

пространственный период решетки:

d =
2π

km
=

[(
Dv

Dcl(is)αK2
vNcN s

v (is)(is)2α−1

)1/2

− 1

αKvN s
v (is)α−1

]−1/2

.

В некоторых случаях рост кластеров может происходить за счет скопления ато-

мов примеси в пересыщенном твердом растворе, а концентрацией собственных

ТД можно пренебречь [40].

На основе уравнения непрерывности атомов примеси выводится уравнение

Кана-Хилларда:
∂c

∂t
= M∆

(
∂f

∂c
− λ2Ω∆c

)
.

Здесь M — подвижность атомов, а плотность свободной энергии f имеет вид:

f(c) = Ωc(1− c) +KTc ln c+KT (1− c) ln(1− c).

Изначально полагается, что кластер имеет сферическую симметрию, тогда

концентрация c заивисит от одной пространственной переменной r. Граничные

условия записываются таким образом [41] ∂c∂r |r=0,rmax= 0, jr(r, t) |r=0,rmax= 0, где

rmax — граница рассматриваемой области вещества, значительно превосходящей

размеры кластера.

На основе уравнения Кана-Хиларда исследуются различные варианты по-

ведения кластера — рост, распад, сохранение размера.
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Различные режимы поведения кластера регулируются соотношением между

химическими потенциалами матрицы и внутри кластера. Рост кластера наблю-

дается, если химический потенциал µ = δf
δc примеси внутри кластера ниже, чем

в матрице. Это приводит к снижению свободной энергии раствора. Граница

кластера rc находится из условия:

∂2c(r, t)

∂r2

∣∣∣∣
r=rc

= 0.

Т.е. радиус кластера соответствует точке перегиба концентрации. Растворению

кластера соответствует химический потенциал выше, чем в матрице.

Рост кластеров прекращается, когда концентрация атомов примеси в матри-

це истощается, либо когда образуется кластер критического размера (метаста-

бильное состояние) –– в обоих случаях химический потенциал имеет стационар-

ное распределение. В простейшем случае переходная область между кластером

и матрицей не имеет протяженности, что не соответствует реальности. Для уче-

та переходной области вводится затухающее на некотором расстоянии от центра

кластера начальное распределение примеси.

В качестве начального распределения концентрации внутри кластера в [41]

предложено такое распределение (Рис.6):

c0(r) =
cβB + cαB

2
− 3

4
(cβB − c

α
B)

[
2(r −R)

l
− 8

3

(r −R)3

l3

]
,

учитывающее конечность ширины переходного слоя l.
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Рис. 6: Схематическое изображение профиля концентрации на границе раздела
между матрицей и сферическим выделением второй фазы [41].

1.2.4 Локализованные структуры и концентрационные неустойчиво-

сти в системах с диффузией

Наиболее распространенной задачей при анализе систем уравнений, описываю-

щих кинетику скоплений дефектов, является выяснение условий, при которых

в системе возникают разного рода неустойчивости с помощью методов каче-

ственной теории дифференциальных уравнений.

При этом кинетические уравнения, рассмотренные выше могут быть допол-

нены уравнениями, учитывающими различные поля, например, температуры

или деформации. Для поиска соответствующих локализованных решений рас-

сматривается либо случай однородного по пространству распределения, либо

вводятся специальные замены переменных, в частности, волновая переменная,

позволяющие свести исходную систему уравнений в частных производных к

системе ОДУ.

Неоднородное и переменное по времени поле температуры, вызванное разо-

гревом за счет поглощенного излучения, а также энерговыделением за счет

рекомбинации ТД учитывается введением в рассмотрение уравнения теплопро-

водности. Простейший вариант подобной модели рассмотрен в [42], где для
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пространственно-однородного распределения концентраций и температуры по-

лучены условия возникновения автоколебаний в тонкой пленке, находящейся в

термостате. Для периодических по времени решений найдены области на диа-

грамме K,Ti, где K — скорость генерации ТД, а Ti — температура термостата.

При увеличении энерговыделения в результате взаимной рекомбинации ТД, ча-

стота автоколебаний понижается, как и значение K, необходимое для возник-

новения автоколебаний.

В качестве управляющего параметра, регулирующего режимы роста лока-

лизованных решений наряду со скоростью генерации, которая в общем случае

сама зависит от концентрации ТД, могут выступать и другие параметры, такие

как коэффициент диффузии [47], скорость рекомбинации и проч. [46,48]

В случае зависимости источника ТД от координат и времени, связанной как

с неоднородным распределением потока внешнего излучения [44], так и с вза-

имодействием частиц излучения с узлами решетки и самими дефектами, роль

управляющего параметра могут играть коэффициенты диффузии. В работе [43]

рассматривается подобная интерпретация системы типа "реакция-диффузия "

, в которой u(x, t), w(x, t) — это концентрации ТД и частиц излучения. Одно из

уравнений описывает диффузию ТД с нелинейной рекомбинацией [45] и генера-

цией излучением, а второе — диффузию частиц излучения с учетом рождения

ТД:

ut = ε2uxx + 2(u− u3) + w,

τwt = Dwxx − u+ β.

Локализованные в пространстве и периодические по времени решения данной

системы реализуются при условиях 0 < ε � 1, D � 1 — т.е. при быстрой
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диффузии частиц источника и медленной диффузии ТД.

Если коэффициент диффузии является функцией концентрации, то рост

локализованной структуры может происходить в некоторой области простран-

ства, где коэффициент диффузии, как функция концентрации, удовлетворяет

условию роста. При этом сам коэффициент может принимать и отрицательные

значения.

В работах [56–61] исследованы волновые режимы образования локализован-

ных структур в системе с одним типом дефектов и переменным источником. В

частности в [56] в случае линейной диффузии одного типа дефектов для ско-

рости их генерации предложена следующая формула:

g(n) = G0 exp

[
− 1

kBT

(
Ef0 − 2zU0

Ω0n

1 + Ω2
0n

2

)]
,

где зависимость g(n) учитывает влияние точечных дефектов на их энергию

активации, в приближении ближайших "соседей " .

Соответствующее уравнение диффузии ТД имеет вид:

∂n

∂t
= g(n) +D

∂2n

∂t2
− n

τd
. (3)

Качественный анализ показывает, что оно имеет три стационарные точки

(Рис.7). При этом концентрации n1 и n3 соответствуют двум устойчивым со-

сотояним, т.е. описывают две фазы — низкодефектную и высокодефектную.

Локализованное же решение описывает рапространение волны переключения

концентрации.

Случай модуляции управляющего параметра (скорость генерации ТД, энер-

гия взаимной рекомбинации, коэффициент диффузии) полями упругих дефор-
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Рис. 7: Фазовый портрет системы (3) и решение, описывающее волну переклю-
чения концентрации ТД [57].

маций кристаллической решетки и температурой подробно рассмотрен в рабо-

тах В.И. Емельянова. В [49–54] показано, что экспоненциальный рост флук-

туаций концентраций ТД обусловлен силами, пропорциональными градиентам

концентрации и температуры, при этом могут образовываться различного рода

когерентные структуры —- сверхрешетки, кольца, полосы, вакансионные по-

ры. Тип возникающей неустойчивости зависит от того, какой параметр среды

модулируется полем деформации.

В качестве дефектов могут выступать как вакансии и междоузлия (при ра-

диационном облучении), так и электронно-дырочные пары (лазерное облуче-

ние полупроводника). Соответствующие модели основана на следующей систе-

ме уравнений:

ρ
∂2ui
∂t2

=
∂σik
∂x

,

∂nj
∂t
− div

(
Djnj
kBT

∇µj
)

= Gj − Lj,

T
∂T

∂t
+ divJq = Hq −Hp.
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Первое уравнение описывает динамику упругой среды (ρ— плотность, ui — ком-

поненты вектора деформаций, σik — компоненты тензора напряжений), второе

— диффузию точечных дефектов (Nj — концентрации, µj — химические потен-

циалы, Gj, Lj — скорости генерации и рекомбинации ТД), третье уравнение

— теплопроводности (Jq — плотности теплового потока, Hq и Hp учитывают

разогрев и потери тепла). При этом разогрев может быть как внешним, так и

в результате рекомбинации ТД. Т.е. в общем случае слагаемые в правой части

третьего уравнения зависят от концентраций ТД.

Величины µj, σik, S вычисляются после задания плотности свободной энер-

гии. Далее проводится анализ устойчивости стационарного решения приведен-

ной системы уравнений. Для случая, когда поверхность кристаллического мате-

риала облучается лазерным излучением, получены оценки времени образования

структуры τ ∼ 2c и ее период d ∼ 3 10−3см для экпериментальных данных из

работы [55].

Автоколебаниям концентрации ТД в тонких пленках посвящена работа [42].

В этом случае необходимо учитывать влияние неоднородного распределения

температуры на кинетику ТД, поэтому наряду с уравнениями для концентра-

ций ТД, рассматривается уравнение теплопроводности, с учетом энерговыде-

ления за счет рекомбинации ТД. Диффузия дефектов не учитывается. Рас-

сматривается пространственно-однородное распределение ТД и температуры

внутри пластины, помещенной в термостат с температурой Ti и облучаемой

пространственно-однородным потоком излучения. С помощью качественной

теории дифференциальных уравнений найдены области на фазовой диаграмме

в переменных K, Ti (K — скорость генерации ТД), отвечающие периодическим

по времени решениям. Показано, что при увеличении энерговыделения в ре-
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зультате взаимной рекобинации ТД, частота автоколебаний понижается, как и

значения K, необходимое для содания колебаний.

1.2.5 Нелинейная диффузия точечных дефектов

Наличие температурных, деформационных и прочих неустойчивостей не яв-

ляется необходимым условием для упорядочения элементов среды в системах

реакция-диффузия. В биологии активно используются модели с коэффициен-

том диффузии клеток, зависящим от их концентрации, что приводит к группи-

ровке элементов в упорядоченные структуры [70–75]. При достаточно большом

количестве клеток такую среду можно рассматривать как непрерывную и вве-

сти концентрацию клеток U(r, t) и соответствующий коэффициент диффузии,

который, как функция концентрации, может принимать отрицательные значе-

ния —- это позволяет провести аналогию между диффузией клеток и диффу-

зией ТД.

Простейший вариант модели, с одним сортом клеток и одной пространствен-

ной переменной, рассматривается в [70,76]:

Ut =
∂

∂x

(
D(U)

∂U

∂x

)
+R(U).

Где для коэффициента диффузии и кинетического члена предложены такие

формулы:

D(U) = Di (1− 4U + 3U 2) +Dg (4U − 3U 2), Di,g = const;

R(u) = λgU(1− U) + (λ)i− λg −Ki +Kg)U(1− U)2 −KgU.

Здесь Di — коэффициент дифузии изолированного элемента (клетки), а Dg
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— находящего в группе. Данный выбор коэффициента диффузии, не явля-

ется единственно возможным, в [77] рассматривается уравнение с D(u) =

D(U/K)n, D,K, n = const > 0. А в [78] введено более общее выражение:

D(U) = 1− 2U(1− U)
f ′(U)

f(U)
,

где f(U) — функция связки, определяющая предпочтительное место, которое

займет элемент в зависимости от своего окружения. В работе рассматриваются

модели с f(U) = e±AU , f(u) = e exp(A(U −B)2) A,B = const > 0;.

При этом полагается, что "эффективный "коэффициент диффузии D(U)

может принимать отрицательные значения в некотором интервале концентра-

ций α < U < β [70] и описывать "отрицательную "диффузию.

Как в простейшем случае, так и в случае системы из нескольких компо-

нент [70, 73], с помощью численного моделирования и исследования асимпто-

тик решения, показано наличие в подобных системах решений, описывающих

группировку элементов в крупномасштабные упорядоченные массивы, а также

наличие автоволновых решений соответствующих уравнений.

В физике твердого тела на зависимость коэффициента диффузии от концен-

трации, обращали внимание еще в ранних работах 50-60 х г., посвященных росту

преципетатов. В частности в работе [79], посвященной исследованию парамет-

ра роста преципетатов, зависимость коэффициента диффузии от концентрации

0 < v < 1 определяется следующей функцией: g(v) = 1
1−α v , α = const > 0.

В работе [80] исследуется диффузия в многокомпонентном слое адсорбата

на поверхности монокристалла. Предполагается, что диффузия протекает по

вакансионному механизму. Основное внимание уделено вычислению компонент
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матрицы диффузии Dαpr:

∂θp
∂t

=
2∑

α=1

s−1∑
r=1

∂

∂xα

(
Dαpr

θr
∂xα

)
, p = 1, s− 1,

где θp — концентрации компонент адсорбата.

При этом, компоненты Dαpr являются функциями θk, k = p = 1, s− 1 [81].

Предполагается, что диффузия протекает по вакансионному механизму. С

помощью малой распределенной модели, вычисляются вероятности миграции

компонент и, в конечном счете, компоненты Dαpr. Показано, что в случае од-

нокомпонентного слоя коэффициенты диффузии не зависят от концентраций,

в более общем случае, при отсутствии латерального взаимодействия, коэффи-

циенты Dαpr линейно зависят от концентраций:

Dαpr = KpM

(
θp + 1−

s−1∑
j=1

θj

)
, r = p;

Dαpr = KpMθp, r 6= p.

Дальнейшее изучение зависимости Dαpr показало наличие областей, где ком-

поненты Dαpr терпят разрыв, как функции θi, а также могут принимать ис-

чезающе малые значения. Наличие разрывов интерпретируется как переходы

порядок-беспорядок, а второй случай соответствует образованию двух фаз (газ-

жидкость, жидкость-кристалл, газ-кристалл). Характерной особенностью вы-

численных зависимостей, в том числе, является то, что коэффициенты диф-

фузии могут принимать отрицательные значения. Зависимость коэффициента

диффузии типаD(n) ∼ nα, α ∈ R используется во многих работах [73,77,82–88]

и характерна как для диффузии точечных дефектов, так и для задач диффузии

примесей в полупроводниках [84], газах, жидкостях, полимерах и проч.
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1.3 Методы анализа нелинейных моделей

Зависимость от концентрации коэффициента диффузии, а также коэффициен-

тов генерации и рекомбинации приводит к тому, что уравнения диффузии ТД

становятся нелинейными и для отыскания их аналитических решений необхо-

димы специальные методы.

Для поиска точного решения и упрощения уравнения существуют различ-

ные точечные и контактные преобразования переменных [62], варианты обоб-

щенного разделения переменных [143–145], метод обратной задачи [235, 236],

преобразования Бэклунда и проч [237, 238]. При анализе сложных нелинейных

уравнений или для поиска новых решений часто применяют комбинирование

нескольких преобразований.

1.3.1 Точечные и контактные преобразования

Если в уравнение входит неизвестная функций двух независимых переменных

u(x, y), то точечное преобразование можно записать в виде: x = X(ξ, η, ψ), y =

Y (ξ, η, ψ), u = U(ξ, η, ψ). В общем случае, после преобразования, сама неизвест-

ная функция рассматривается как одна из независимых переменных. Диффе-

ренциированием приведенных выражений вычисляются соответствующие про-

изводные от первоначальной функции u, которые выражаются через производ-

ные от новых переменных. Порядок уравнения при этом не изменяется.

Усложнением точечных преобразований являются контактные преобразова-

ния, отличие которых заключается во введении в качестве независимых пере-

менных производных от неизвестной функции [62]. Наиболее известными типа-

ми таких преобразований являются преобразования Лежандра и Эйлера [35].

Преобразование Эйлера задается следующими формулами: u(x, y) + ψ(ξ, η) =
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xξ, x = ψξ, y = η. Откуда видно, что в качестве замены координаты выбранна

производная от искомой функции. Преобразование Лежандра имеет следующий

вид: u(x, y) + ψ(ξ, η) = xξ + yη, x = ψξ, y = ψη, при этом исходное уравнение:

F (x, y, u, ux, uy, uxx, uxy, uyy) = 0

преобразуется в некоторое другое уравнение:

F (ψξ, ψη, ξψξ + ηψη − ψ, ξ, η, Jψηη,−Jψξη, Jψξξ) = 0,

где 1/J = ψξξψηη−ψ2
ξη — якобиан преобразования. Приведенные преобразования

позволяют не только получать частные решения, но и в случае линеаризации

исходного уравнения, решить задачу Коши.

Присутствие якобиана в формулах контактных преобразований ограничива-

ет их использование, т.к. упрощение исходного уравнения, как правило, проис-

ходит, когда J сокращается после преобразования. Для этого необходимо, что-

бы каждый член уравнения содержал производную старшего порядка. В случае

уравнения диффузии, которое принадлежит к параболическому типу, данные

преобразования имеют смысл только в стационарном случае.

Нелинейные уравнения типа диффузии и теплопроводности с коэффициен-

тами диффузии/теплопроводности, зависящими от неизвестной функции:

∂θ

∂t
= ∇ (D(θ)∇θ) + J(θ), (4)

исследовались с конца 50-х годов прошлого века [125–128,130].

Определение зависимостиD(θ) до сих пор является сложной задачей. Малое
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количсетво экспериментальных данных в этом направлении, особенно в про-

шлом, тормозило развитие идеи нелинейной диффузии, но методы решения по-

добных уравнений продолжали развиваться и находили применение, в том чис-

ле, в работах по изучению уравнения нелинейной теплопроводности [131–134].

Отдельной задачей является поиск преобразований решений уравнения (4),

относительно которых оно остается инвариантным [239].

В работах Э. И. Семенова [68,69] для решений u(x, y, t) двумерного УБД:

ut = ∆ lnu

найдено преобразование следующего типа: u(x, y, t) = ρ(x, y)v(ξ, η, t), ρ =

|∇η|2. Здесь ξ(x, y), η(x, y) — сопряженные гармонические функции, удовле-

творяющие условиям Коши-Римана: ξx = ηy, ξy = −ηx. На основе свойств

функций ξ(x, y), η(x, y) доказывается, что новая функция v(ξ, η, t) также удо-

влетворяет УБД. Развитый подход обобщается на случай системы n уравнений:

ui,t = δ lnui+fi(u1, u2, .., um), (i = 1, n, m ≤ n), если функции fi обладают сле-

дующим свойством: f(λu1, λu2, ..., λum) = λfi(u1, u2, .., um).

Использование свойств гармонических функций позволяет редуцировать ис-

ходное двумерное УБД к его одномерному аналогу. Если u(x, y, t) — некоторое

решение УБД, то преобразование u = (η2
x + η2

y)v(η, t) приводит к одномерноу

УБД для функции v: vt = ∂
∂η2v. Также справедливо и обратное — если извест-

но решение одномерного УБД — v(η, t) и некоторая гармоническая функция

η(x, y), то можно построить решение двумерного УБД.

J.R. Philip в своих работах [125] рассматривает одномерное УНД (4) c

J = (θ) при заданных начальных и граничных условиях. Для решения исполь-

зуется простая подстановка в виде автомодельной переменной, с последующей
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сменой переменных, в которой искомая функция становится независимой пере-

менной: φ = xt−1/2 = F (θ). После подстановки в (4) находится выражение для

коэффициента диффузии, как функции θ, при котором уравнение выполняется:

D(θ) = −1

2

dF

dθ

∫ θ

0

Fdθ.

Далее в работе ищутся такие формы F (θ), другими словами D(θ), при которых

решение удовлетворяет заданным условиям. В частности уже в этой работе

введена зависимость D(θ) = D0/(1− λθ).

Подход, основанный на введении автомодельной переменной широко исполь-

зовался для решения подобных задач [129]. В [254] рассмотрены режимы об-

разования локализованных структур с обострением для уравнения типа УНД

со степенными зависимостями коэффициента диффузии и нелинейного члена:

ut = (uσux)x + αuσ+1 + δu; σ > 0. Локализация структуры происходит на

фундаментальной длине Ls =
√

(σ + 1)α−1/σ, которая не зависит от δ — т.е.

нелинейный член в правой части УНД не влияет на пространственную струк-

туру решения.

В более общем виде, автомодельное решение, является одним из вариантов

метода обобщенного разделения переменных — когда искомая функция пред-

ставляется в виде выражения, содержащего функции, которые зависят от пере-

менных, которые сами являются линейно независимыми функциями исходных

переменных:

θ(x, t) = tβf(xtγ); θ(x, t) = φ(t)βf(xψ(t)).

Метод разделения переменных, применяемый при решении линейных урав-

нений, позволяет построить общее решение, удовлетворяющее заданных началь-
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ным и граничным условиям. В случае же нелинейного уравнения, разделение

переменных служит для поиска и анализа частных решений. Условие существо-

вания подобных решений может накладывать дополнительные ограничения на

вид коэффициентов нелинейного уравнения. В некоторых случаях разделением

переменных удается свести нелинейное уравнение к системе, содержащей ли-

нейные уравнения, для которых справедлив принцип суперпозиции решений.

Если полученное по одной из переменных уравнение автономно, то это дает

возможность исследовать условия существования локализованных (по этой пе-

ременной) решений.

В работе Полянина [135] различные варианты разделения переменных:

T = φ(x)ψ(t), φ(x) + ψ(t), φ(x)ψ1(t) + ψ0(t),
∑N

k=0 φk(x)ψk(t), применяются

для решения нелинейного уравнения теплопроводности Tt = ∂
∂x(a(T )Tx) + Φ(T )

со следующими типами нелинейностей: a ∼ T n, a ∼ eβT . Функция нелиней-

ного источника Φ(T ) подбирается в такой форме, чтобы уравнение допускало

разделение переменных.

При описании тепло и массопереноса встречается уравнение с двойной нели-

нейностью в "диффузионном " члене: ∇
(
um−1|∇uk|p−2∇ul

)
и подобные ему

системы с двумя компонентами. В работе [142] с помощью обобщенного разде-

ления переменных автомодельного типа найдены его точные решения и условия

их существования при заданных начальных и граничных условиях. Для при-

ведения исходного нелинейного уравнения к ОДУ были использованы такие

преобразования:

u(t, x) = u(t)f(η), η = |ξ|/[τ(t)]1/p,

ξ = x−
∫ t

0

v(y)dy, τ =

∫
[u(t)]k(p−2)+m+l−2dt.
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В данном случае η является обобщенной автомодельной переменной, а функция

u(t) удовлетворяет уравнению du/dt = −γ(t)uβ и ее использование устраняет

один из нелинейных членов исходного уравнения.

Как правило, разделение переменных проходит для уравнений с достаточно

простой структурой и при определенных ограничениях, налагаемых на коэф-

фициенты уравнения [131,136], что ограничивает его применение.

Для решения нелинейного уравнения типа теплопроводности k(T )Txx =

C(T )Tt, используется преобразование Кирхгофа — 1
k0

∫ T
0 k(ξ)dξ, которое сво-

дит его к линейному уравнению с переменным коэффициентом: Φxx = 1
α(T )φt,

для решения которого используется метод функции Грина, который позволяет,

при определенной форме C(T ), k(T ) связать решение Φ с решением исходной

задачи, удовлетворяющим начальным и граничным условиям.

В работах В.А. Галактионова [132,137–139] и А.Д. Полянина [140,141] с кол-

легами, а также в работах [142–144] развивается обобщенный метод разделения

переменных. В частности, рассматриваются уравнения типа УНД с различны-

ми нелинейными источниками:

ut = (uσux)x + uσ+1,

ut = (|ux|ux)x + u2,

ut = ∇(eu∇u)x + e−u(eu − γ)2.

Соответствующие решения ищутся в следующем виде:

u = φ(t)[ψ(t) + η(t)], u = eφ(t)[ψ(t)+η(t)] − 1,

u(t, x) = ln
[
γ + e−γt(C − t)−1[eγt + η(x)]

]
.
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В каждом случае, подстановка решения в исходное нелинейное уравнение,

сводит его к системе ОДУ, которая в общем случае может и не интегрироваться,

но траектории которой определяют типы решений исходного уравнения.

Похожая замена переменной соответствует методу Клаксона-Крускалла

[146, 147, 150], который используется в работе [145] для нелинейного уравнения

типа диффузии или теплопроводности со степенной нелинейностью и радиаль-

ной симметрией: ut = u
(
uρρ + ν

ρuρ

)
+

u2
ρ

σ + αuβ. Вариант метода Клаксона-

Крускалла выражается в следующих заменах перемнных: u = φ(t)v(z), z =

ρ/a1(t) + a2(t). С условием v(0) = 0. Получающаяся после подстановки реше-

ния система ОДУ имеет несколько нетривиальных решений

Более сложным вариантом точечного преобразования, является преобразо-

вание годогрофа [63, 125], когда в качестве новой неизвестной функции выби-

рается одна из переменных, например x: x = ψ(t, u), тогда ux = 1/ψu, ut =

−ψt/ψu, uxx = −ψuu/ψ3
u. В применении к уравнениям диффузионного типа,

это преобразование рассматривается в работах [64–66]. В диссертации расши-

ряются возможности применения данного метода, введением нелинейных функ-

циональных подстанвок.

УНД достаточно общего вида [134,148,149]:

ut = (F (u)ux)x +G(u)ux +H(u),

может быть сведено к интегрируемой системе ОДУ для функций w1,2:

w′1
w1

+
λ1

w2
1

+
λ2

w1
+ λ3 = 0,

w′2
w1

+
µ1

w2
1

+
µ2

w1
+ µ3 = 0
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с помощью преобразования x = w1(t)φ(u) + w2(t), которое наряду с поиском

решения в неявной форме сочетает также обобщенное разделение переменных.

Поскольку разделение переменных в общем случае не проходит, то задача со-

стоит не только в поиске решений, но и в определении функций F < G, H, при

которых данное преобразование работает. Для приведенной подстановки в [134]

получены следующие выражения:

G(u) = λ2φ(u) + µ2, H(u) = λ3φ(u)/φ′(u) + µ3/φ
′(u).

Тогда допустимо разделение переменных и решение имеет вид:

F (u) =

(
λ1

∫
φ(u)du+ µ1u+ A

)
φ′(u), λ1,2,3, µ1,2,3, A = const.

1.3.2 Принцип суперпозиции для решений нелинейных уравнений

Линейный принцип суперпозиции, справедливый для решений линейных диф-

ференциальных уравнений в некоторых случаях выполняется для определенно-

го класса решений нелинейных уравнений [202–204], в том числе и диффузион-

ного типа [67]. Отыскание такого класса решений является отдельным методом

анализа. Обобщением данного подхода является нахождение решений, которые

могут быть связаны более общим, нелинейным алгебраическим выражением.

В отдельных случаях принципом суперпозиции может обладать некоторая

линейная система, к которой сводится исходное нелинейное уравнение. Так,

УНД следующего вида: utt +ut− (umux)x = 0 [146] при m = −2 представляется

в виде эквивалентной линейной системы: ps − qr = 0, pr − r−2qs = 0 с помо-

щью таких преобразований переменных: x = p(r, s), t = ln |q(r, s)|, u(x, t) =

r/q(r, s), v(x, t) = s. Дополнительная функция v(c, t) вводится в связи с тем,
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что исходное уравнение может быть записано в виде закона сохранения [147],

т.е. переписано в виде потенциальной системы: vx − ut − u = 0 vt − u−2ux = 0.

Поскольку уравнения для функций p, q линейны, то их решение может быть

построено в виде суперпозиции, таким образом каждому сеперпозиционному

решению этой системы отвечает новое решение исходного уравнения для функ-

ции u(x, t). Также этим уравнениям можно придать такой вид: qss− r2qrr, ps−

(r2pr)r = 0 и рассматривать формулы перехода к новым переменным как пре-

образование Бэклунда исходного уравнения к данной системе.

Примером нелинейного суперпозиционного принципа является следующая

форма решения:

uIII = 2

[
1

uI(τ I , t)
+

1

uII(τ II , t)

]−1

. (5)

Здесь uIII — новое, суперпозиционное решение, а uI , uII — уже известные ре-

шения нелинейного уравнения. При этом они зависят от разных аргументов.

Решения вида (5) существуют для следующего нелинейного уравнения [148]:

ut − ∂x(k1u+ k2 + u−2ux) = 0

при условии, что функции τ I , τ II удовлетворяют таким уравнениям:

τ It + k1 − k1τ
I
x −

τ Ixx
(uI(τ I , t)τ Ix)2

= 0

τ IIt + k1 − k1τ
II
x −

τ IIxx
(uII(τ II , t)τ IIx )2

= 0

uI(τ I , t)dτ I = uII(τ II , t)dτ II , x =
τ I + τ II

2
.

Построению точных решений УБД, основанных на принципах суперпозиции

посвящены работы [202,209]. В первой из них исследуются решения двумерного
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УБД с линейной добавкой в правой части: ut = ∆ lnu+λu, описывающей выход

на стоки, либо генерацию от рассеяния ТД на мишенях с постоянной концен-

трацией. Решения представляются в следующем виде u(x, y, t) = 1/Ψ(z, z, t),

где z = x + iy, z = x − iy. Функция Ψ имеет вид квадратичной формы —

суперпозиции линейно независимых функций ψi(z) следующего вида:

Ψ(z, z∗, t) =
N∑

i,j=1

hij(t)ψi(z)ψ∗j (z).

Для случая N = 2 функции связаны таким соотношением ψ1
dψ2

dz − ψ2
dψ1

dz =

Aψ1 +Bψ2, здесь A,B — комплексные постоянные. Из приведенного выше вы-

раженя видно, что пространственная структура решения определяется функци-

ями ψi — модами, которые эволюционируют с разными амплитудами. Подста-

новка решения в таком виде в случае N > 3 приводит к трудоемким вычислени-

ям, поэтому в работе предлагается другой способ получения точных решений в

случае N > 3. Сделаем замену переменной ui = 1
Ψi
, где ui — некоторое решение

УБД. Тогда функция = u1 + u2 + ... + un = 1
Ψ1

+ 1
Ψ2

+ ... + 1
Ψn

также будет

решением УБД, при условии:

N∑
i=1

n∏
j=1,j 6=i

ψj(z, z, t) + ψ2(z, z, t) = G(z, t)G∗(z, t),

где G(z, t) — некоторая комплексная функция.

Обобщение данного подхода дано в работе [209], где суперпозиционное ре-

шение выражается через полиномы специального вида:

uN =
N∑
k=1

1

Φk
=
P1(Φ1(x, t), ...,ΦN(x, t))

P0(Φ1(x, t), ...,ΦN(x, t))
.
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Исходя из свойств этих полиномов показано, что решения uN также удовлетво-

ряют квазилинейному уравнению первого порядка:

∂uN
∂t
−
(
kAD0 −

γ

Ak

)∂uN
∂x

+
(
µ+

γ

A

)
uN = 0.

Использование полиномов позволяет построить решения УБД:

∂wn
∂τ
− ∂2

∂x2
lnwN +m1(x, t)wN + γ1(t)w

2
N + g(x, t) = 0

с квадратичным рекомбинационным членом и источником g(x, t).

1.3.2 Метод исследования симметрий

Одним из наиболее распространенных методов анализа нелинейных уравне-

ний, в том числе, уравнений типа диффузии/теплопроводности, является метод

группового анализа (метод Ли, метод исследования симметрий) [150]. Его пре-

имуществом является то, что он, в общем случае, не приводит к линеаризации

уравнения, а следовательно, получаемые частные решения сохраняют нелиней-

ные свойства.

Некоторое нелинейное уравнение (в данном случае — второго порядка):

F (x, y, T, Tx, Ty, Txx, Txy, Tyy) = 0 (6)

рассматривается как алгебраическое выражение, содержащее наряду с незави-

симыми перемнными x, y — аргументами искомой функции T = T (x, y), также

и другие независимые переменные T, Tx, Ty, Txx, Txy, Tyy — ее частные про-

изводные.
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Уравнение (6) должно быть инвариантно, относительно некоторого преоб-

разования координат x = φ1(x, y, T, ε), y = φ2(x, y, T, ε), T = ψ(x, y, T, ε) и

соответствующих преобразований производных Ty, Txx, Txy, Tyy. Здесь ε —

малый параметр.

Приведенные выше формулы преобразований, должны удовлетворять груп-

повым свойствам:

x = φ1(x, y, T , ε) = φ1(x, y, T, ε+ ε),

y = φ2(x, y, T , ε) = φ2(x, y, T, ε+ ε),

T = ψ(x, y, T , ε) = ψ(x, y, T, ε+ ε).

Далее, новые функции и их производные раскладываются в ряд по ε, с точно-

стью до членов первого порядка. Дифференциальный оператор, соответствую-

щий такому преобразованию, называется инфинитезимальным:

L̂ = ξ(x, y, T )
∂

∂x
+ η(x, y, T )

∂

∂x
+ ζ(x, y, T )

∂

∂x
.

Если функции ξ, η, ζ известны, то можно вычислить формулы преобразований

из системы квазилинейных уравнений:

dφ1

dε
= ξ(φ1, φ2, ψ),

dφ2

dε
= η(φ1, φ2, ψ),

dψ

dε
= ζ(φ1, φ2, ψ);

φ1|ε=0 = x, φ2|ε=0 = x, ψ|ε=0 = x.

Т.к. в общем случае, производные от неизвестной функции рассматриваются
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как независимые переменные, то оператор второго продолжения имеет вид:

L̂2 = ξ
∂

∂
+ η

∂

∂y
+ ζ

∂

∂T
+ ζ1

∂

∂Tx
+ ζ2

∂

∂Ty
+ ζ11

∂

∂Txx
+ ζ12

∂

∂Txy
+ ζ22

∂

∂Tyy
.

Функции ξ, η, ζ вычисляются из условия равенства нулю коэффициентов алгеб-

раического уравнения:

L̂2F (x, y, T, Tx, Ty, Txx, Txy, Tyy) =
∑

Ak1k2k3k4
(Tx)

k1(Ty)
k2(Txx)

k3(Txy)
k4 = 0,

где производная Tyy вычислена из уравнения (6).

Как правило, найденные решения (за исключением очень простых), записы-

ваются в неявной форме, либо, найденная замена переменной сводит исходное

уравнение к некоторому нелинейному ОДУ.

В [254] приведены примеры групповой классификации симметрий УНД со

степенной зависимостью коэффициента диффузии и нелинейного источника от

концентрации. Показано, что двумерное (N = 2) УБД является особым слу-

чаем, когда степень в коэффициенте диффузии равна −2/N — расширение

ядра основных групп в этом случае не получается из трехмерного случая (ко-

ординаты x1, x2, x3) при x3 = 0. Т.е. при понижении размерности происходит

существенное изменение функциональных свойств решений УБД.

Анализ симметрий стационарного уравнения диффузии со степенной нели-

нейностью в правой части [150] Nxx +Nyy = Nk приводит к замене переменной

N = x−2/(k−1)Φ(y/x), которая сводит его к линейному ОДУ для Φ(z), решение
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которого записывается в параметрической форме:

z = tgQ,

Φ = τ(tg2Q+ 1)1/(1−k),

Q = (k2 − 1)

∫
dτ√

2(k − 1)2τ k+1 − 4(k + 1)τ 2 + A1

+ A2, A1,2 = const.

В работе [151] с помощью группового анализа было исследовано УНД без ис-

точника, но с коэффициентом диффузии вида D(u) = a/(u + b)2 и найдено

преобразование, переводящее это уравнение в уравнение с постоянным коэффи-

циентом диффузии. В [157] также исследуются симметрии уравнения диффу-

зии/теплопроводности с нелинейным коэффициентом и нелинейным объемным

источником:

Tt =
∂

∂x

(
K(T )

∂T

∂x

)
+Q(T ), K(T ) > 0.

В работе рассматриваются следующие типы нелинейностей: K = eT , K =

T σ (σ 6= −4/3), K = T−4/3, K = 1, с соответствующими каждому случаю

нелинейными источниками вида: Q = ±eβT + δ, Q = 0, Q = ±T σ+1 + δT, Q =

δ T lnT .

Симметрии уравнения вида:

ut =
∂

∂x

(
u−2ux +

1

2
u−1

)

были исследованы в работах [151–154, 156]. В частности, было найдено преоб-

разование данного уравнения к уравнению Бюргерса:

vz =
∂

∂ξ

(
vξ −

1

2
v2

)
.
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Для этого нужно выполнить следующие точечные преобразования: u =

ψx, ψ(x, t) = ξ, x = v(ξ, z), t = z.

В [155] приведен перечень симметрий, найденных с помощью метода Ли,

для уравнения типа:

∂u

∂x0
=

∂

∂x1

(
A(u)

∂u

∂x1

)
+B(u)

∂u

∂x1
+ C(u).

Показано, что уравнение со степенными нелинейностями в правой части:

wt =
∂

∂x
[wkwx1

] + α1(3k + 4)wkwx1
+ 2α2

1(k + 2)wk+1

связано с простым УНД:

Ut = [UkUx]x

с помощью преобразований: x = − 1
α1k

exp(α1kx1), U = w exp(2α1x1).

1.3.3 Преобразования Бэклунда и метод обратной задачи рассеяния

В некоторых случаях рассматриваемое нелинейное уравнение диффузии:

wt = H(t, x, w, wx, wxx) (7)

может быть записано в виде условия совместности пары соотношений на про-

изводные некоторой вспомогательной функции u(x, t):

ut = P1(t, x, u;w,wt, wx), ux = P2(t, x, u;w,wt, wx), (8)
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где функции P1, P2 такие, что соотношение uxt = utx, дает уравнение (7). Если

при этом условием совместности соотношений для wt, wx, выраженных из (8):

wt = Q1(t, x, w;u, ut, ux), wx = Q2(t, x, w;u, ut, ux), (9)

является уравнение для функции u(x, t), в которое не входит w(x, t):

S(t, x, u, ut, ux, utt, utx, uxx) = 0, (10)

то говорят, что пара уравнений (7), (10) связана преобразованием Бэклунда (8),

(9)

В качестве известных примеров [16] можно привести преобразование Бэк-

лунда для уравнения Бюргерса:

wt = wxx + wwx,

записанное в виде следующих соотношений:

ut =
1

2

∂(wu)

∂x
, ux =

1

2
wu. (11)

Обратное преобразование приводит к линейному уравнению диффузии: ut =

uxx.

Cтационарное уравнение диффузии с экспоненциальным нелинейным источ-

ником:

uxx + uyy = αeβu

приводится к уравнению Лапласа — wxx + wyy = 0 с помощью преобразования
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такого вида:

ux = −β
2
wy +

√
αβ

2
e

1
2βw sinu, uy = −β

2
wx +

√
αβ

2
e

1
2βw cosu.

У соотношений (11) есть обобщение на случай системы типа уравнений Бюр-

герса, состоящей из n компонент и заданной в n-мерном координатном про-

странстве:

ui,t +
n∑
j=1

ujui,x − µ∆uiui = 0, i = 1, n,

которое дается в работе [255] и имеет вид: ui = A ∂
∂xi

(lnφ) + u
(0)
i , где u(0)

i —

решения уравнений Бюргерса: u(0)
i,t +

∑n
j=1 u

(0)
j u

(0)
i,x − µ∆u

(0)
i .

Для уравнений нелинейной диффузии также существует преобразование

Бэклунда, связывающее уравнения типа:

ut =
(
um−1ux

)
x

со степенями в коэффициентах диффузии m − 1 и −m − 1 [256]. Формулы

преобразования имеют вид [257–259]:

U(X,T ) =
1

u(x, t)
,

x(x, t) =

∫ x

0

u(x, t)dx+

∫ t

0

(um−1ux)|x=0dt.

В более общем случае, когда уравнение нелинейной диффу-

зии/теплопроводности может быть записано в виде закона сохранения



57

такого вида:

∂

∂t
Φ(T )− ∂

∂x

[
K(T )

∂

∂x
T

]
= 0

преобразование Бэклунда:

T ∗ =
1

Φ(T )
, dx∗ = Φ(T )dx+K(T )Txdt, t∗ = t

приводит его к линейному уравнению T ∗t∗ = 1
K∗T

∗
x∗x∗ (K∗ = const > 0).

В случае метода обратной задачи (МОЗ) уравнение (7) также представля-

ется в виде условия совместности переопределенной системы уравнений для

некоторой вспомогательной функции u(x, t), при этом одно из уравнений явля-

ется уравнением на собственные значения λ некоторого линейного оператора,

содержащего производные u по x, а второе линейное уравнение описывает эво-

люцию функции u:

L̂u = λu, (12)
∂u

∂t
= −M̂u.

Условие совместности (12) записывается в таком виде:

∂L̂

∂t
= L̂M̂ − M̂L̂. (13)

Если (13) совпадает с уравнением (7), то говорят, что найдено представление

Лакса (12) для уравнения (7). Операторы L̂, M̂ называются парой Лакса.

При нахождении представления Лакса некоторого нелинейного уравнения,

как правило, коэффициенты операторов L̂, M̂ раскладываются в ряд как по
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положительным, так и по отрицательным степеням спектрального параметра.

Различные разложения коэффициентов в (12) будут приводить к разным нели-

нейным уравнениям для функции w(x, t).

Один из вариантов поиска решения уравнения (7) с помощью МОЗ заключа-

ется в использовании преобразования Дарбу для "одевания " операторов пары

Лакса, при котором уравнения (12) оcтаются совместными [249,250].

В [260] получены численные решения обратной задачи рассеяния для нели-

нейного уравнения диффузии такого типа: ut = uxx + λ(x)uα, 0 < α < 1/2 на

заднном интервале времени с начальными и граничными условиями.

1.4 Выводы

Из приведенного выше обзора литературы следует, что рост упорядоченных

структур в кристаллических материалах, облучаемых как частицами, так и

лазерным излучением, носит универсальный характер. Следовательно, источ-

ником ТД можно рассматривать саму кристаллическую решетку, опуская рас-

смотрение механизмов взаимодействия ее узлов с внешним излучением. При

этом необходимо учитывать повреждение решетки в процессе облучения — это

приводит к снижению скорости генерации и наступлению динамического рав-

новесия. Таким образом, в общем случае, функция источника, содержащаяся в

правых частях УНД должна зависеть от концентраций ТД.

Из экспериментальных данных следует, что пространственные и временные

масштабы растущих сверхрешеток на порядки превышают характерные мас-

штабы процессов релаксации. В случае поиска приближенного решения это да-

ет возможность использовать метод многомасштабных разложений, с помощью

которого можно выделить крупномасштабные пространственно-периодические
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составляющие решения.

Т.к. при длительном облучении наблюдается выход концентрации дефектов

на постоянное значение, то можно предположить, что сверхструктура может

также существовать на некотором конечном отрезке времени, до наступления

динамического равновесия. Явление насыщения также приводит к характерно-

му распределению концентраций ТД по глубине, при котором максимум концен-

трации находится на некотором расстоянии от границы материала, а структура

сосредоточена в слое вблизи границы.

Как правило в диффузионных моделях ТД рассматривается либо равномер-

ное пространственное распределение ТД, либо система в состоянии равновесия

— на больших временах, но в реальности время облучения всегда конечно, по-

этому особое значение имеют решения, описывающие эволюцию неоднородного

пространственного распределения ТД на конечном отрезке времени.

Получающиеся при моделировании нелинейные уравнения не имеют извест-

ных общих решений, следовательно интерес представляют новые методы, поз-

воляющие расширить класс уже известных решений.
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Глава 2. Квазилинейные структуры в среде с ли-

нейной диффузией

В данной главе исследуются двумерные локализованные структуры, возника-

ющие в линейной, в общем случае неоднородной, среде с диффузией. Решения

соответствующего уравнения диффузии выражаются через решения системы

квазилинейных уравнений и обладают особыми свойствами. В частности, осо-

бенностью полученных решений является их многолистность — результирую-

щее распределение концентрации получается в результате склейки отдельных

листов решения [21,22].

Наличие многолистных решений ранее было показано для многомерных ги-

перболических и эллиптических уравнений и основано на связи их решений с

функциями специального вида — ривертонами [233]. В случае же параболиче-

ских уравнений многолистные решения строятся в двумерном случае в виде

суперпозиции комплексных функций. С помощью ривертонов результаты дан-

ной главы обобщаются на случай больших размерностей.

В качестве примеров рассмотрены случаи однородной, линейной и квадра-

тичной по пространственным координатам неоднородности среды.

Рассматриваемое уравнение диффузии имеет вид:

∂N

∂t
= D0 (Nxx +Nyy) + u(~x, t)N. (14)

Здесь ~x = x~ex + y~ey, N(~x, t) — концентрация собственных точечных де-

фектов, либо атомов примеси, а вещественный "потенциал " u(~x, t) описывает

распределение источников/стоков в среде. Коэффициент диффузии D0 — ве-

щественная постоянная.
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Применяемый далее метод позволяет строить точные решения уравнений

вида (14) без постоянного источника частиц. При этом концентрация началь-

ного распределения может значительно превышать равновесную, что соответ-

ствует эволюции распределения ТД в уже облученном материале.

В общем случае, уравнение (14) может содержать как комплексный потен-

циал, так и комплексный коэффициент D(t), где переменная t может быть про-

странственной координатой. В зависимости от смысла неизвестной функции

уравнение (14) может описывать распространение лазерного импульса в неодно-

родной среде, квантовый гармонический осциллятор или частицу в магнитном

поле. Все приведенные далее выкладки легко обобщаются на эти случаи.

2.1 Схема построения решений

Запишем уравнение (14), используя линейный оператор L̂ = ∂
∂t −D0∆:

L̂N = U(~x, t)N,

где ∆ = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 — двумерный оператор Лапласа.

Для построения решений рассмотрим действие оператора L̂ на функции

следующего вида:

N(~x, t;λ) = eθ(~x,t)+λφ(~x,t). (15)

Т.к. рассматриваемое уравнение линейно, то и вещественная и мнимая части

функции (15) будут решениями (14).

Здесь λ — формальный спектральный параметр, по которому можно сумми-

ровать решения (15). Подобное представление решений используется в методе

ВКБ [263] и квазиклассическом приближении в задах квантовой механики [264].
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Выпишем результат действия оператора L̂ на функцию (15):

L̂N =

[
L̂θ −D0 (∇θ)2 + λ

(
L̂φ− 2D0 (∇θ,∇φ)

)
−

−λ2D0 (∇φ)2

]
N = U(~x, t;λ)N.

Для построения суперпозиционного решения нужно проинтегрировать вы-

ражение (15) по λ:

Ns(~x, t) = eθ(~x,t)
∫
λ

eλφ(~x,t)dλ.

При этом потенциал не должен зависеть от спектрального параметра, что

приводит к следующим условиям на фазовые функции:

L̂φ− 2D0 (∇θ,∇φ) = 0, (∇φ)2 = 0. (16)

Первое уравнение является аналогом уравнения переноса в приближении

геометрической оптики, а второе — аналогом уравнения эйконала.

Потенциал же принимает следующий вид:

U = L̂θ −D0 (∇θ)2 .

Дальнейшей задачей является нахождение функций θ(~x, t) и φ(~x, t) из си-

стемы уравнений (16), которые накладывают ограничения на вид потенциалов,

допустимых в данном подходе.

Сначала рассмотрим второе уравнение из системы (16). В развернутой за-
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писи оно имеет вид:

(
∂φ

∂x

)2

+

(
∂φ

∂y

)2

= 0.

Т.е. функция φ должна удовлетворять одному из уравнений:

∂φ

∂x
+ i

∂φ

∂y
= 0,

∂φ

∂x
− i∂φ

∂y
= 0.

Общим решением первого уравнения является произвольная аналитическая

функция φ(z, t), где z = x + iy — комплексная переменная. Во втором слу-

чае решение зависит от комплексно-сопряженной переменной z = x − iy. Из

дальнейших построений следует, что оба варианта приводят к аналогичным

результатам, поэтому далее будем рассматривать зависимость только от z.

Первому же уравнению можно придать более простой вид, если учесть, что

∆φ(z, t) = 4 ∂2φ
∂z∂z = 0:

φt − 4D0
∂θ

∂z

∂φ

∂z
= 0. (17)

Введем вспомогательную функцию v(z, t):

v(z, t) =
φt

4D0φz
.

Тогда уравнение (17) можно решить относительно θ(z, z, t):

θ = zv(z, t) + g(z, t),

где постоянной интегрирования по z является произвольная аналитическая

функция g(z, t).
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С учетом найденных выражений для фазовых функций, потенциал можно

записать в таком виде:

U(z, z, t) = zM(z, t) +N(z, t). (18)

Здесь M(z, t), N(z, t) произвольные аналитические функции, кото-

рые определяются свойствами среды. Оставшиеся произвольными функции

v(z, t), g(z, t), φ(z, t) находятся из следующей системы уравнений:

vt − 4D0vvz = M(z, t),

gt − 4D0vgz − 4D0vz = N(z, t),

φt − 4D0vφz = 0.

Таким образом, задаваяM(z, t) иN(z, t) мы определяем общий вид решения

исходного уравнения (14).

Решения приведенной системы уравнений при заданных функциях M(z, t)

и N(z, t) находятся с помощью метода характеристик, уравнение котрых в дан-

ном случае имеет вид:
dz

dt
= −4D0v. (19)

Следует отметить, что в рассматриваемых квазилинейных уравнениях при-

сутствует производная по переменной z, носящая формальных характер. Под

∂
∂z следует понимать следующее выражение: ∂

∂z = 1
2

(
∂
∂x − i

∂
∂y

)
. Но использо-

вание комплексной переменной значительно упрощает дальнейшие выкладки.

Покажем, что в комплексном случае метод характеристик дает результаты ана-

логичные классическим.
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Комплексное уравнение характеристик (19) эквивалентно паре двумерных

вещественных квазилинейных уравнений на плоскости x, y, объединенных в од-

но, со следующим оператором переноса:

Ŝ =
∂

∂t
− Q̂, Q̂ = 4

(
α(t)ξ − β(t)η

) ∂
∂x

+ 4
(
α(t)η + β(t)ξ

) ∂
∂y
, (20)

где введены обозначения: D(t) = α(t) + iβ(t), v(z, t) = ξ(x, y, t) + iη(x, y, t) и

использованы условия Коши для аналитических функций: ∂ξ
∂x = ∂η

∂y ,
∂ξ
∂y = −∂η

∂x .

Вводя дополнительно обозначения: g(z, t) = p(x, y, t) + iq(x, y, t), M(z, t) =

P (x, y, t) + iQ(x, y, t), N(z, t) = K(x, y, t) + iL(x, y, t), систему уравнений для

функций v(z, t), g(z, t), φ(z, t) можно записать в виде:

ξt + Q̂ξ = P (x, y, t), ηt + Q̂η = Q(x, y, t),

pt + Q̂p− Q̂ξ = K(x, y, t), qt + Q̂q − Q̂η = L(x, y, t).

Уравнения вещественных характеристик приведенной системы имеют вид:

dx

dt
= −4

(
α(t)ξ − β(t)η

)
,
dy

dt
= −4

(
α(t)η + β(t)ξ

)
, (21)

Из приведенных выражений следует, что с помощью переменной z = x+ iy,

(21) превращается в уравнение комплексных характеристик (19). Поэтому в

дальнейшем будем работать непосредственно с уравнениями и их решениями в

комплексных переменных.

Для удобства введем переменную τ = 4D0t. Коэффициент D0, в общем

случае, является функцией времени — в этом случае все проведенные выкладки

остаются справедливыми, но при диффузионной интерпретации уравнения (14)
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коэффициент диффузии, как правило, от времени не зависит, поэтому далее

полагаем D0 = const.

Уравнение для вспомогательных функций v и g имеют такой вид:

dv

dτ
= m(z, τ),

dg

dτ
= v′ + n(z, τ). (22)

Здесь введены обозначения: m(z, τ) = M(z, t)/4D(t), n(z, τ) = N(z, t)/4D(t).

Подставляя v из (19) в первое уравнение, получаем уравнение для характери-

стики в комплексной плоскости z:

d2z

dτ 2
= −m(z, τ). (23)

При произвольном выборе m(z, τ) это уравнение представляет собой нелиней-

ное ОДУ второго порядка и имеет две постоянные интегрирования I, J , которые

с точки зрения метода характеристик представляют собой независимые инте-

гралы движения.

Если интегралы движения I(v, z, τ) и J(v, z, τ) уравнения (19) и первого

уравнения (22) найдены, то функция v находится из алгебраического уравне-

ния:

H
(
I(v, z, τ), J(v, z, τ)

)
= 0, (24)

где H(I, J) — произвольная комплексная функция. После этого вычисляется

решение для g(z, t), которое можно записать в виде:

g(z, τ) =

∫
C

(
v′ + n(z, τ)

)
dτ +G(I, J), (25)

где интеграл в правой части берется вдоль характеристик, а G(I, J) — произ-
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вольная постоянная интегрирования вдоль характеристики, т.е. функция инте-

гралов движения I и J .

После того, как вычислено решение для v(z, t), решение для φ(z, t) (224)

вычисляется из уравнения:

dφ

dt
=
∂φ

∂t
− 4Dv

∂φ

∂z
= 0. (26)

Следовательно, полное решение этого уравнения будет иметь следующий вид:

φ = P (I, J), (27)

где P (I, J) — произвольная функция интегралов движения. Таким образом,

справедливо следующее утверждение:

Утверждение 1. Уравнение (14) с потенциалом (18) имеет решения такого

вида:

Ns = R(I, J) exp

[
zv(z, τ) +

∫
C

(
vz(z, τ) + n(z, τ)

)
dτ

]
, (28)

где функции v(z, t) и φ(z, t) вычисляются из алгебраических уравнений (24)

и (27), а функция θ(x, y, t) при этом имеет вид (25). Функция R(I, J) =

eG(I,J)
∫
eP (I,J)dλ является произвольной функцией интегралов движения.

Спектральный параметр, введенный в самом начале, имеет вспомогатель-

ное значение, т.к. общий вид решения (28) уже его не содержит. Далее кратко

сформулируем все результаты в более общем виде с самого начала переходя к

комплексным переменным.
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Уравнение диффузии в таком случае примет вид:

∂N

∂t
− 4D0

∂2N

∂z∂z
= U(z, z, t)N. (29)

Решение тоже будем с самого начала искать в комплексной форме, не со-

держащей спектрального параметра:

N(~x, t) = A(z, t)ezv(z,t), (30)

где A(z, t), v(z, t) — произвольные аналитические функции.

Условие обращения уравнения (29) в тождество распадается на следующую

систему квазилинейных уравнений:

vt − 4D(t)vvz −M(z, t) = 0,

At −
∂

∂z

(
4D(t)Av

)
−N(z, t)A = 0.

При этом, потенциал U(z, t) = M(z, t)z +N(z, t) имеет прежний вид.

В уравнении для функции A можно выделить закон сохранения, представив

ее в виде произведения: A = QL. Тогда уравнение для функции Q будет иметь

такой вид:

Qt −
∂

∂z

(
4D(t)Qv

)
= 0. (31)

Последнее уравнение в (31) теперь сводится к уравнению относительно Θ =

lnL:

Θt − 4D(t)vΘz = N(z, t). (32)

Поскольку уравнение (31) представляет собой дифференциальный закон сохра-
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нения, существует функция S(z, t) такая, что:

Q =
∂S

∂z
, 4D(t)Qv =

∂S

∂t
. (33)

Сама функция S(z, t) является решением уравнения:

∂S

∂t
− 4D(t)v

∂S

∂z
= 0. (34)

Таким образом, если известно решение эквивалентной (14) системы квазили-

нейных уравнений первого порядка:

vt − 4D(t)vvz = M(z, t),

Θt − 4D(t)vΘz = N(z, t), (35)

St − 4D(t)vSz = 0.

где Θ = lnL, то мы можем построить частные решения исходного уравнения.

уравнения для функций v, Θ и S приводятся к такой системе уравнений на

характеристиках (19):

dv

dτ
= m(z, τ),

dΘ

dτ
= n(z, τ),

dS

dτ
= 0. (36)

Если найдены оба интеграла движения I1(v, z, τ) и I2(v, z, τ) системы урав-

нений (35) и (36) и, соответственно, (23), то общее решение системы (31) и пер-

вого уравнения (36) относительно v находится из алгебраического уравнения:

H
(
I1(v, z, τ), I2(v, z, τ)

)
= 0, (37)
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гдеH(I1, I2) — произвольная комплексная функция. Это же уравнение без огра-

ничения общности можно записать в одной из следующих форм:

I1 = h1(I2), I2 = h2(I1), (38)

где функции h1(I) и h2(I) — взаимно обратные.

При этом решение для S представляет собой произвольную функцию от

интегралов движения: S = S(I1(v, z, τ), I2(v, z, τ)), а решение для L(z, τ) можно

записать в следующей форме:

L = J(I1, I2)e

∫
C

n(z,τ)dτ
,

где J(I1, I2) — произвольная функция интегралов движения, а интеграл в по-

казателе экспоненты берется вдоль характеристики C. В результате решение

для A(z, τ) можно записать в виде:

A(z, τ) = L
∂S

∂z
= e

∫
C
n(z,τ)dτ

J(I1, I2)
∂S(I1, I2)

∂z
. (39)

В силу произвольности функции S(I1, I2) и возможности представить (37) в

виде (38), наличие множителя J(I1, I2) не существенно. Поэтому в дальнейшем

мы его опускаем. Окончательно, общее решение уравнения (14) для потенциала

вида U(z, z, τ) = m(z, τ)z + n(z, τ) можно записать в виде:

N(z, z, τ |H) = ezv(z,τ)e

∫
C

n(z,τ)dτ ∂S(I1, I2)

∂z
. (40)

Функция S = S(I1, I2) определяется из начальных и граничных условий.

Форма потенциала U(z, z, τ) также не зависит от выбора функции H(I1, I2)
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в уравнении (37). Этот дополнительный произвол можно назвать топологиче-

ским вырождением рассматриваемых решений. Таким образом, полное реше-

ние, учитывающее топологическое вырождение, можно записать в виде:

N =
∑
H

C(H)N(z, z, τ |H), (41)

где сумма берется по всем неэквивалентным функциям H(I1, I2) (решениям

уравнения (37)) с произвольными постоянными коэффициентами C(H).

2.2 Вещественный потенциал

Для рассматриваемых задач потенциал U , определенный в (31), должен быть

вещественной функцией. В случае D(t) = D0 ∈ R это условие сводится к двум

соотношениям:

m(z, τ) = a(τ)z + b(τ), n(z, τ) = b(τ)z + c(τ), (42)

где a(τ) и c(τ) — произвольные вещественные функции, а b(τ), b(τ) — произ-

вольные комплексно-сопряженные функции.

В этом случае имеем:

U(z, z, τ) = 4D0

(
a(τ)|z|2 + b(τ)z + b(τ)z + c(τ)

)
. (43)

Отметим, что общая форма потенциала соответствует нескольким существенно

различающимся вариантам среды. При a(τ) 6= 0 потенциал — квадратичная

функция. В случае a(τ) = 0 имеем линейно меняющийся в плоскости x − y

потенциал, а при дополнительном условии b(τ) = 0 постоянный потенциал.
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В рассматриваемом случае уравнения (36) с учетом (42) превращаются в

линейные уравнения на характеристиках:

dv

dτ
= a(τ)z + b(τ),

dL

dτ
= b(τ)z + c(τ),

dS

dτ
= 0. (44)

Уравнение характеристик (23) теперь будет иметь вид:

d2z

dτ 2
+ a(τ)z = −b(τ). (45)

Пусть Z1(τ), Z2(τ) являются парой линейно-независимых решений однородной

части уравнения (45), а Z0(τ) — некоторым решением неоднородного уравнения.

Тогда общее решение для z и v на характеристике можно записать в виде:

z(τ) = I1Z1(τ) + I2Z2(τ) + Z0(τ), (46)

v(τ) = −I1Ż1(τ)− I2Ż2(τ)− Ż0(τ).

Постоянные интегрирования I1 и I2 — интегралы движения, вычислются как

решения системы алгебраических уравнений (46):

I1 =
1

K

(
ξŻ2 + ηZ2

)
, I2 = − 1

K

(
ξŻ1 + ηZ1

)
, (47)

где K = Z1Ż2 − Z2Ż1 = const и ξ = z − Z0, η = v + Ż0. После подстановки

I1, I2 в решения (37), (39) и (40) дают в результате полное решение уравнения

(14) для случая квадратичного потенциала (207).
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2.3 Примеры классических решений

Классические — однолистные решения уравнения диффузии являются част-

ным случаем и соответствуют определенному выбору произвольной функции

H(I1, I2). Рассмотрим случай простейшего потенциала U(z, z, τ) = const ∈ R,

что соответствует условию a(τ) = b(τ) = 0.

В результате уравнение для характеристик принимает следующий вид:

d2z

dτ 2
= 0. (48)

Отсюда:

z = I1τ + I2. (49)

Т.е. характеристики, описываемые этим уравнением, представляют собой мно-

жество прямых линий, заданных в параметрической форме:

x(τ) = Re[I1]τ + Re[I2], y(τ) = Im[I1]τ + Im[I2].

Соответствующие интегралы движения имеют вид:

I1 = −v, I2 = z + vτ. (50)

Простейшее "классическое " решение для функции Ψ соответствует выбору

функции H(I1, I2) в следующем виде:

H(I1, I2) = I2 = z + vτ = 0.

Отсюда v = −z/τ . Характеристики (49) в этом случае — это прямые, выхо-
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дящие из начала координат при τ = 0. Соответствующее общее решение для

N(z, z, τ) (40) теперь выглядит так:

N =
1

τ
e−|ζ|

2/τe

∫
C

c(τ)dτ
A(z/τ), (51)

где:

A(z/τ) =

[
I2(−v, 0)

∂

∂v
S(−v, 0)

]
v=−z/tau

.

Решение (51) представляет собой классическое решение двумерного уравнения

диффузии, записанное в комплексной форме.

2.4 Многолистные решения

Неклассические многозначные (многолистные) решения исходного уравнения в

случае постоянного потенциала связаны с многозначными решениями уравне-

ния (37). Эти решения можно записать в двух эквивалентных формах. Вариант

уравнения для v(z, t) , обозначаемый в дальнейшем как (II), можно представить

в следующем виде:

z + vτ = h2(v), (52)

где функция h2(v) определяется начальным условием: z = h2(v(z, 0)). Соответ-

ствующее решение (40) для N примет такой вид:

N = ezv(z,t)e

∫
C

c(τ)dτ
B(v)vz, (53)

где:

B(v) =
∂

∂v
W (−v, h2(v)). (54)

Простейшее многозначное (двулистное) решение соответствует выбору
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функции h2(v) в виде:

h2(v) = a2v
2 + b2v + c2. (55)

Здесь a, b, c = const — некоторые комплексные постоянные. В этом случае имеем

два решения уравнения (52):

v±(z, τ) =
1

2a2

(
τ − b2 ±

√
(τ − b2)2 + 4a2z − 4a2c2

)
= f2(τ)± 1

2a2
p2(z, τ), (56)

где

p2(z, τ) =
√

(τ − b2)2 + 4a2z − 4a2c2, f2(τ) =
1

2a2
(τ − b2).

Каждое из этих решений порождает свое решение (53):

N± = ∓B±(v±)

p2(z, τ)
ez(f2(τ)±p2(z,τ)/(2a2))e

∫
C

c(τ)dτ
. (57)

Асимптотическое поведение этого решения при |z| → ∞ определяется пока-

зателем экспоненты в этом решении. При |z| → ∞ имеем:

zv±(z, τ)→ ± 1
√
a2
zz1/2 = ± i

√
a2
|z|3/2e−i arg z/2. (58)

Отсюда следует, что основной вещественный множитель, управляющий асимп-

тотикой решения, ведет себя при |z| → ∞ так:

N ∼ e
± 1√

a2
|z|3/2 sin(arg z/2)

. (59)

Функция N убывает к нулю только в отдельных секторах плоскости x− y, где

знак показателя отрицателен. При этом, в каждом секторее решение на одном

листе убывает к нулю, а на другом неограниченно растет, и наоборот. Общее
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решение можно представить в виде суперпозиции:

N =

∫
V

ezf2(τ)

p2(z, τ)
F (v+, v−, a1, b1, c1, z, τ)da1db1dc1, (60)

где интеграл по параметрам a1, b1, c1 берется по некоторой заданной области V

их допустимых значений и введены обозначения:

F (v+, v−, a1, b1, c1, z, τ) = B−(v−)e
−Θ2(z,τ)+

∫
C−

c(τ)dτ

−B+(v+)e
Θ2(z,τ)+

∫
C+

c(τ)dτ

,

Функции B±(v±) произвольны и связаны с функциями W±(I1, I2) соотношени-

ями (54), функции v± соответствуют решениям (56), а функция Θ2(z, τ) опре-

делена таким образом:

Θ2(z, τ) =
zp2(z, τ)

2a2
.

Другой вариант двулистного решения, обозначаемый в дальнейшем как (I),

имеет такой вид:

v = h1(z + vτ). (61)

Такая форма решения демонстрирует другое асимптотическое поведение. По-

лагая:

h1(ζ) = a1ζ
2 + b1ζ + c1, ζ = z + vτ, (62)

приходим к следующему варианту двулистного решения. Именно:

ζ = a1τζ
2 + b1τζ + c1τ + z.

Отсюда:

v± = −z
τ

+ f1(τ)± 1

2a1τ
p1(z, τ). (63)
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Здесь:

p1 =
√

(1− b1τ)2 − 4a1(c1τ + z), f1(τ) =
1

2a1τ
(1− b1τ).

Теперь решение для N выглядит следующим образом:

N± = −1

τ
e−|z|

2/τez(f1(τ)±p1(z,τ)/(2a1(τ))e

∫
C

c(τ)dτ
B(v±)

(
1± 1

p1(z, τ)

)
. (64)

При |z| → ∞: p1(z) → 2
√
−a1z

1/2. Поэтому основной множитель в выражении

для N будет иметь вид:

N ∼ e
− 1
τ |z|

2± 1√
a1
|z|3/2 sin(arg z/2)

.

Теперь асимптотика решения такова, что оба листа удовлетворяют гранично-

му условию N → 0 при |z| → ∞. Общее решение можно представить в виде

суперпозиции:

N = −1

τ
ezf1(τ)e−|z|

2/τ

(
e

Θ1+
∫
C+

c(τ)dτ

B+(v+, z, τ) + e
−Θ1+

∫
C−

c(τ)dτ

B−(v+, z, τ)

)
,

где введены обозначения:

B±(v±, z, τ) =

(
1± 1

p1(z, τ)

)
∂

∂v
W (−v, h1(v)), Θ1 =

zp1(z, τ)

2a1(τ)
.

Двулистные решения являются частным случаем многолистных решений,

которым соответствует выбор функций h1(z+vτ) или h2(v), для которых урав-

нения (52), (61) имеют число корней относительно v больше 2. Примером такого

случая является выбор h1(z+ vτ) или h2(v) в виде полинома конечной степени.

Анализировать такие решения в аналитическом виде сложно, поскольку реше-
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ния алгебраических уравнений степени выше 4 не выражаются, как известно,

в радикалах. Однако для описания общего поведения таких решений полезно

ввести в рассмотрение динамику точек ветвления многолистных решений.

2.5 Роль точек ветвления

Как было показано в предыдущем разделе, классические решения уравнения

диффузии с постоянными коэффициентами в рамках развитого метода соответ-

ствуют только одному выбору уравнений на характеристиках, именно, линейной

функции H(I1, I2). Все остальные варианты выбора H(I1, I2) будут приводить

к многозначным решениям. Суть отличия многозначных решений от класси-

ческих состоит в том, что эти решения состоят из нескольких листов "сцеп-

ленных " в единое целое в точках ветвления. Сразу отметим, что комплексной

точке ветвления z0, в которой решение имеет особенность, далее будут соот-

ветствовать кривые в вещественном пространстве, вдоль которых склеиваются

отдельные ветви для получения решения во всем пространстве.

Для двулистных решений, рассмотренных выше, точками ветвления явля-

ются такие значения z, при которых оба корня уравнения (61) (соответственно

(52)) относительно v, совпадают. Отсюда следует, что точки ветвления для пер-

вого типа двулистных решений (63) могут быть найдены как решения алгебра-

ических уравнений p1(z, τ) = 0, а для второго типа решений (56) как решения

уравнения: p2(z, τ) = 0. Эти решения можно записать для (63) как:

z1 =
(τ − b1)

2

4a1
− c1τ,
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а для (56) — так:

z2 = c2 −
(τ − b2)

2

4a2
.

Точки ветвления перемещаются в пространстве с постоянным ускорением, при-

чем траектории движения для каждого двулистного решения отличаются друг

от друга. В силу этого, двулистные решения отличающиеся коэффициентами

ai, bi, ci имеют не совпадающие между собой почти при всех τ точки ветвле-

ния. Закон движения точек ветвления однозначно определяет вид двулистного

решения за исключением произвольного множителя B(v). Поскольку в точках

ветвления p1(z, τ) = 0 (соответственно, p2(z, τ) = 0), решения (64) и (57) содер-

жат множители, имеющие сингулярность в точках ветвления.

В случае многолистных решений ситуация оказывается аналогичной. При

наличии M листов уравнения (61) и (52) относительно v будут иметь по M

корней, часть из которых может совпадать. Общее уравнение для отыскания

точек ветвления можно получить, вычисляя производную от неявной функции

vz. Для каждого из вариантов I и II имеем:

(I) vz = h′1(z + vτ)(1 + vzτ); (II) 1 + vzτ = h′2(v)vz.

Отсюда находим:

(I) vz =
h′1(ζ)

1− h′1(ζ)τ
, (II) vz =

1

h′2(v)− τ
. (65)

По определению в точках ветвления производная vz должна иметь особенность.

В результате находим, что положение точек ветвления можно найти из решения
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алгебраических (или, возможно, трансцендентных) уравнений:

(I) h′1(z + vτ) =
1

τ
, (II) h′2(v) = τ, (66)

в которые еще необходимо подставить решения для v(z, t). Заметим, что в об-

щее решение (53) входит множитель vz. Согласно (65) этот множитель имеет

особенность в точках ветвления, определенных соотношениями (66). Поэтому

в каждой точке ветвления функция N (53) будет так же иметь точечную осо-

бенность. Отсюда следует, что основным признаком многозначности решения

является наличие точечных особенностей в структуре решения уже в началь-

ный момент времени.

2.6 Многозначные решения уравнения диффузии с квад-

ратичной неоднородностью

Рассмотрим квадратичный вещественный потенциал (207) [265], получающий-

ся при следующем выборе произвольных функций : a(τ) = Ω2 = const,

b1(τ) = b2(τ) = c(τ) = 0. В случае диффузионной интерпритации уравне-

ния (14), потенциал в правой части может быть как положительным (Ω ∈ R),

так и отрицательным (Ω = iΞ,Ξ ∈ R). В первом случае, слагаемое с положи-

тельным коэффициентом соответствует генерации частиц неоднородным источ-

ником, взаимодействующим с дефектами и имеющим квадратичное распреде-

ление. Во втором случае, слагаемое описывает поглощение частиц на стоках,

неравномерно распределенных в среде.

В случае генерации имеем характеристическое уравнение (45) типа уравне-
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ния гармонического осциллятора:

d2z

dτ 2
+ Ω2z = 0,

решениями которого являются функции:

Z1 = eiΩτ , Z2 = e−iΩτ , (67)

тогда K = Z1Ż2 − Z2Ż1 = −2iΩ, а Z0(τ) = 0 т.к. правая часть уравнения (67)

равна нулю. Интегралы движения (162) имеют теперь такой вид:

I1 =
1

2Ω

(
Ωz + iv

)
e−iΩτ , I2 =

1

2Ω

(
Ωz − iv

)
eiΩτ .

Характеристиками в этом случае являются эллипсы, параметрически задавае-

мые уравнением: z(τ) = x(τ) + iy(τ) = I1e
iΩτ + I2e

−iΩτ .

По аналогии с уравнением без источников, в следующем частном случае:

H(I1, I2) = I2 = 0, v = −iΩz, I1 = e−iΩτz,

получаем классические решения уравнения диффузии с квадратичным потен-

циалом U = Ω2(x2 + y2). Решение (40) будет в данном случае иметь такой вид:

N = A(I1)e
−i(Ω|z|2+Ωτ), (68)

где A(I1) — произвольная, связанная с W (I1, I2) соотношением: A(I1) =

∂
∂I1
W (I1, 0).

Аналогично, пологая H(I1, I2) = I1 = 0, I2 = eiΩτz, получаем еще одно ре-
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шение. Пользуясь принципом суперпозии, запишем решение в следующем виде:

N = A−(I1)e
−i(Ω|z|2+Ωτ) + A+(I2)e

+i(Ω|z|2+Ωτ). (69)

В решении (69) коэффициенты в степени экспоненты не зависят от τ , что

совпадает с классическим решением, при этом, есть произвольные функции

A±(I1), определяющиеся из начального условия. В частном случае A±(I1) =

A0/2, имеем простое решение N = A0 cos
(
Ω(x2 + y2 + τ)

)
.

Очевидное обобщение рассмотренного случая состоит в выборе H(I1, I2) в

виде:

H(I1, I2) = k1I1 + k2I2 + k0. (70)

В этом случае:

v = −i Ω

q(τ)

(
p(τ)ζ + 2k0

)
, (71)

где p(τ) = k2e
iΩτ + k1e

−iΩτ , q(τ) = k2e
iΩτ − k1e

−iΩτ . Подстановка v в (28) дает

следующее решение:

N =
A(I1)

q(τ)
e−iΩ(γ(τ)|z|2+2β(τ)z), (72)

где γ(τ) = p(τ)/q(τ), β(τ) = k0/q(τ),

I1(z, τ) =
Ωz + iv(z, τ)

2Ω
e−iΩτ .

Наиболее существенным отличием данного решения от "классического " яв-

ляется то, что множитель γ(τ) перед |z|2 в показателе экспоненты зависит от

τ .

Для анализа асимптотики решения на бесконечности (|z| → ∞), необходи-
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Рис. 8: Асимптотики коэффициента в степени экспоненты (72) и (73) при |z| →
∞ (Ω = 1, k0 = 1 k1 = 5, k2 = 2).

мо найти вещественную часть коэффициента при |z|2 в степени экспоненты.

Будем далее обозначать этот коэффициент Γ(τ). В рассматриваемом случае

Γ(τ) = =[γ(τ)]. График этой функции представлен на Рис.8 слева. Как видно

из графика, Γ(τ) периодически принимает как отрицательные, так и положи-

тельные значения. Периодический рост решения на бесконенчости объясняется

наличием так же растущего неоднородного источника.

Решение (72) однолистное. Простейшее двулистное решение соответствует

выбору H(I1, I2) в виде квадратичной функции, например, в такой форме:

H(I1, I2) = k1I
2
1 + k2I

2
2 + k0,

где функции p(τ) и q(τ) — те же, что и в (71). Решение для v теперь такое:

v1,2 = −Ω
(
iγ(2τ)z ∓

√
k1k2z2 + k0p(2τ)/p(2τ)

)
,

где γ(τ) = q(τ)/p(τ).

Знаки ± соответствуют двум листам решения. Решения для N можно пред-
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ставить в виде:

N1,2 =
A(I1)

p(2τ)

(
eiΩτ ± ik1e

−iΩτz√
k1k2z2 + k0p(2τ)

)
ev(z,τ)z, (73)

где

I1 = (k2e
iΩτz ± ie−iΩτ

√
k1k2z2 + k0p(2τ))/p(2τ)

В этом случае Γ1,2(τ) = =[γ(2τ)] ∓ 2
√
k1k2 <[1/p(2τ)]. График этих функций

представлен на Рис.8 справа (подписи 1 и 2 соответствуют двум ветвям реше-

ния (73)). В этом случае, асиптотика решения, также периодически зависит от

времени.

Все выкладки для случая отрицательного коэффициента в потенциале U =

−Ξ2(x2 + y2) аналогичны рассмотренным выше, поэтому сразу приведем ре-

зультаты для тех же примеров выбора функции H(I1, I2).

Интегралы (для этого случая введем обозначения I1 = J1, I2 = J2) имеют

вид:

J1 =
Ξz − v

2Ξ
e−Ξτ , J2 =

Ξz + v

2Ξ
eΞτ . (74)

В первом примере (H(J1, J2) = J1,2 = 0) имеем следующее решение:

N = B−(J1) e
−Ξ|z|2−τ +B+(J2) e

Ξ|z|2+τ , (75)

где J1 = e−Ξτ z, J2 = eΞτ z, B±(J) — так же произвольные функции одного из

интегралов движения.

Отличием данного решения от рассмотренного выше является веществен-

ный показатель экспоненты, что позволяет добиться убывания решения на бес-
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конечности, что соответствует росту распределения стоков в источнике.

Второму примеру, когда H(J1, J2) = k2J2 + k1J1 + k0 = 0, соответствует

такое решение:

N = B(J1) e
−Ξ(σ(τ)|z|2+2µ(τ)z), J1 =

(
k2z + k0e

−Ξτ
)
/h(τ), (76)

где σ(τ) = s(τ)/h(τ), µ(τ) = k0/h(τ) выражаются через новые вспомогатель-

ные функции:

s(τ) = k2e
Ξτ + k1e

−Ξτ , h(τ) = k2e
Ξτ − k1e

−Ξτ .

В третьем случае H(J1, J2) = k2J
2
2 +k1J

2
1 +k0 = 0, аналогичные вычисления

дают два листа решения для функции v(z, τ):

v1,2(z, τ) = v± = Ξ
[
−h(2τ)z ± 2

√
−k0s(2τ)− k1k2z2

]
/s(2τ) (77)

и, соответственно, два решения исходного уравнения:

N1,2 =
B(J∓)

s(2τ)

(
k2e

Ξτ ± k1k2z√
−k0s(2τ)− k1k2z2

e−Ξτ

)
ev±(z,τ)z, (78)

где соответствующий v± интеграл движения имеет вид:

J± =
(
k2e

Ξτz ± e−Ξτ
√
−k0s(2τ)− k1k2z2

)
/s(2τ). (79)

На Рис.9 представлены графики Γ(τ) для трех рассмотренных выше случаев:

Γ(τ) = −s(τ)/h(τ), Γ1,2 = −
(
h(2τ)∓ 2

√
−k1k2

)
/s(2τ). При соответствующем

выборе знаков коэффициентов k0,1,2 эти функции вещественны и отрицательны,
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Рис. 9: Асимптотики коэффициента в степени экспоненты (76) и (78) при |z| →
∞ (Ω =, k0 = k1 =, k2 =).

что обесчечивает убывание решения на бесконечности.

Решения (78) имеют особенность в точках z0(τ) = ±
√
−k0s(2τ)/(k1k2), в

которых подкоренное выражение в знаменателе обращается в ноль. Как вид-

но из (77) эти же точки являются точками ветвления, т.к. две ветви функции

v(z, τ) равны в них, а так же в них принимают одинаковые значения и интегра-

лы движения (79). Этот факт позволяет устранить особенности в решении (78).

Для этого рассмотрим сумму функций N = N1 +N2, которая так же является

решением исходного линейного уравнения:

N =
B(J−) +B(J+)

s(2τ)
k2e

Ξτ + k1k2ze
−ΞτB(J−)ev1(z,τ)z −B(J+)ev2(z,τ)z√

−k0s(2τ)− k1k2z2
. (80)

Исследуем поведение данного решения вблизи точек z0, для этого рассмотрим

предел z → z0(τ). Предел первого слагаемого в (80):

L1 = lim
z→z0

B(J−) +B(J+)

s(2τ)
k2e

Ξτ = 2k2
B(J0)

p(2τ)
ev0z+Ξτ , (81)

где индекс "0 " имеют соответствующие величины при z = z0.

Для нахождения предела второго слагаемого необходимо применить прави-
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Рис. 10: Вещественная часть решения (78) при значениях параметров: B(J) =
1, Ξ = 0.3, k0 = −1, k1 = −1, k2 = 5.

ло Лопиталя, т.к. числитель и знаменатель стремятся к нулю при z → z0:

L2 = C0 lim
z→z0

z
B(J−)ev1(z,τ)z −B(J+)ev2(z,τ)z√

z2
0 − z2

=
0

0
=

= C0 lim
z→z0

[
B′−J

′
−e

v1(z,τ)z −B′+J ′+ev2(z,τ)z +B−v
′
1e
v1(z,τ)z−

−B+v
′
2 + ev2(z,τ)z

]
/

[
−z√
z2

0 − z2

]
.

где C0 =
√
k1k2e

−Ξτ/s(2τ), B± = B(J±).

После некоторых вычислений получаем следующее выражение:

L2 = −C0 lim
z→z0

√
z2

0 − z2

z

[
eΞτk2

s(2τ)

(
B′−e

v1(z,τ)z −B′+ev2(z,τ)z
)
−

Ξh(2τ)

s(2τ)

(
B−e

v1(z,τ)z −B+e
v2(z,τ)z

)
+
e−Ξτ
√
k2k2

s(2τ)
z

(
B′−e

v1(z,τ)z +B′+e
v2(z,τ)z√

z2
0 − z2

)

−2Ξ
√
k1k2

s(2τ)
z

(
B−e

v1(z,τ)z +B+e
v2(z,τ)z√

z2
0 − z2

)]
.

Первые два члена стремятся к нулю, т.к. слагаемые входящие в разности

(v1,2, J±, B±) равны в точке z0. Слагаемые в суммах в третьем и четвертом

членах так же равны в точке z0.
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Рис. 11: Мнимая часть решения (78) при значениях параметров: B(J) = 1, Ξ =
0.3, k0 = −1, k1 = −1, k2 = 5.

Окончательно получается следующее выражение для предела:

lim
z→z0

N = L1+L2 = 2k2B0
s(2τ)eΞτ + 2Ξk1z0e

−Ξτ

s2(2τ)
ev0z− 2k1k2z0

s2(2τ)
B′0 e

v0z−2Ξτ . (82)

Таким образом, сумма сингулярных в точках ветвления решений, относя-

щихся к разным ветвям, образует новое решение, не имеющее особенностей в

точках ветвления. На Рис.10-11 представлены вещественная и мнимая части

решения (80).

2.7 Связь линейного уравнения диффузии с уравнениями

гидродинамики и ривертонами

В последнем разделе данной главы рассмотрим связь развитого подхода с дру-

гими разделами физики, а также возможные обобщения, связанные с введением

уравнений большей размерности.
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2.7.1 Гидродинамическая аналогия

На наличие у рассматриваемого типа параболических уравнений многозначных

решений указывает, в том числе, возможность сформулировать задачу диффу-

зии в форме уравнений гидродинамики, для которых хорошо известно наличие

многозначных решений, описывающих опрокидывание волн [265]. Связь урав-

нения (14) с квазилинейными уравнениями гидродинамики позволяет обобщить

результаты данной главы на случай уравнений большей размерности с помо-

щью решений специального типа — ривертонов, введенных в работах [205–208]

для многомерных эллиптических и гиперболических уравнений.

Покажем, что уравнение (14) связано с гидродинамическими уравнениями

потенциального потока вязкой жидкости [233].

Для этого введем функцию Φ = lnN , играющую роль потенциала вязкого

гидродинамического течения:

Φt = D(t)∆Φ +D(t)
[
(Φx)

2 + (Φy)
2
]

+ U(x, t). (83)

Далее введем градиентное векторное поле u = −2D(t)∇Φ = (ux, uy). Вы-

числяя компоненты градиента из уравнения (83), приходим к следующему урав-

нению для u(x, y, t):

ut + (u,∇)u = 2D(t)∆u− F, (84)

где поле объемных сил F имеет вид:

F = 2D(t)∇U + 2
d lnD

dt
u.
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Коэффциент 2D(t) имеет смысл кинематической вязкости.

Проделанные вычисления переносятся на уравнение (14) в произвольной

координатной размерности.

Связь линейных параболических уравнений с нелинейным уравнением

Навье-Стокса (84) указывает на принципиальную возможность существования

в диффузионной среде структур, обладающих волновыми свойствами — опро-

кидыванием волновых фронтов и многозначностью, которая в гидродинамике

объясняется возникновением ударных волн.

Функция v(z, t), участвующая в записи решения (40), связана с компонен-

тами скорости гидродинамического потока:

ux + iuy = −2D

(
∂Φ

∂x
+ i

∂Φ

∂y

)
= −D∂Φ

∂z
= −2D(t)v(z, t) = V, (85)

где учтено что Φ = lnN = lnA+ v(z, t)z.

В связи с этим, первое уравнение системы (35) можно интерпретировать как

уравнение гидродинамического течения, записанное в комплексной форме. Для

вещественной и мнимой компонент скорости потокаW = 8D(t)v(z, t) = wx+iwy

приходим к паре уравнений Эйлера (без вязкости):

∂wx
∂t

+ wx
∂wx
∂x

+ wy
∂wx
∂y

= Fx,

∂wy
∂t

+ wx
∂wy
∂x

+ wy
∂wy
∂y

= Fy, (86)

где Fx и Fy — компоненты объемной силы: F (z, t) = −8D(t)M(z, t) +

8d lnD
dt v(z, t) = Fx + iFy.

Для стандартного случая D = D0 = const представим функцию F в виде
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производной по z от функции Π(z, t) = −p(x, y, t)− iq(x, y, t):

F (z) =
1

2

dΠ

dz
= −∂p

∂x
+ i

∂p

∂y
. (87)

Тогда система уравнений для компонент скорости примет такой вид:

∂wx
∂t

+ wx
∂wx
∂x

+ wy
∂wx
∂y

= −px,

∂wy
∂t

+ wx
∂wy
∂x

+ wy
∂wy
∂y

= py. (88)

где функция p удовлетворяет уравнению Лапласа:

∆p = 0.

Нестандартный вид объемной силы затрудняет использование полученной

аналогии в прикладных гидродинамических задачах. С другой стороны, можно

сказать, что диффузионному процессу соответствует объемная сила специфи-

ческого вида F = (−px, py) (87).

2.7.2 Многозначные решения уравнения диффузии в размерности d >

2 и ривертоны

В случае многомерного уравнения диффузии введение ривертонов [205–208]

связано с решением второго уравнения системы (16):

(∇φ)2 =
d∑

k=1

(
∂φ

∂xk

)2

= 0, (89)
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которое в этом случае не решается с помощью введения комплексных перемен-

ных. Но существует особый класс решений квазилинейных уравнений, который

удовлетворяет, в том числе, уравнению (89). Приведем без доказательства ос-

новные результаты, необходимые для построения решений.

Утверждение 2.

Комплексная функция φ(x, t), где x — вектор в Rd, удовлетворяющая си-

стеме квазилинейных уравнений первого порядка:

∂φ

∂xα
= Aα(φ)

∂φ

∂t
, α = 1, d (90)

может быть найдена как решение алгебраического уравнения

H
(
φ, τ + xA(φ)

)
= 0

с произвольной дифференцируемой функцией H(φ, ξ) и комплексной вектор-

функцией A(φ) =
(
A1(φ), A2(φ), ..., Ad(φ)

)
.

Функции φ(x, t), удовлетворяющие системе уравнений (90) называются ри-

вертонами.

Утверждение 3.

При выполнении условия

d∑
α=1

[Aα(φ)]2 = 0 (91)

функция φ(x, τ) удовлетворяет d-мерным уравнениям Лапласа и Эйконала:

∆φ = 0, (∇φ)2 = 0.
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Построенные таким образом функции можно выбрать в качестве решений

уравнения (89).

Поскольку φ по определению удовлетворяет (90), то при условии φt 6= 0,

уравнение для θ(x, t) сводится к линейному уравнению первого порядка:

2D
(
∇θ,A(φ)

)
= 1. (92)

Учитывая, что на d компонент вектор-функции A(φ) накладывается только

одно условие (91), решение уравнения (92) относительно θ(x, t) будем искать в

следующем виде:

θ =
1

2D
(B(φ),x) +Q(φ), (93)

где векторное поле B(φ) и функция Q(φ) некоторые вспомогательные функции

φ. В результате риходим к единственному уравнению, поределяющему выбор

вектор-функции B(φ):

(A(φ),B(φ)) = 1, (94)

при произвольном выборе Q(φ).

Используя подстановку (93), вычисляем явный вид потенциала U(x, t):

U(x, t) = −D(B,B)− 2D(B′(φ),A)φt. (95)

Таким образом, можно сформулировать Утверждение 4:

Для любого комплексного значения параметра λ функция N(x, t;λ):

N(x, t;λ) = eλφ(x,t) exp
(

(B(φ),x) +Q(φ)
)
, (96)

является решением параболического уравнения (14) с потенциалом (95), не за-
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висящим от λ, при выполнении условий:

1) функция φ является ривертоном (т.е. является решением системы (90)),

2) θ имеет вид (93) c произвольной функцией Q(φ),

3) вектор-функции A(φ) и B(φ) удовлетворяют двум алгебраичеким урав-

нениям:

(A(φ),A(φ)) = 0, (A(φ),B(φ)) = 1. (97)

В [247] подробно рассмотрены различные варианты потенциалов.

2.8 Выводы

Найдено представление линейного уравнения диффузии в виде системы квази-

линейных уравнений первого порядка, а также построена процедура нахожде-

ния соответствующих решений, описывающих эволюцию квазилинейных струк-

тур. Связь решений исходного уравнения с решениями квазилинейных уравне-

ний определяет особые свойства полученных решений, такие как многолист-

ность и наличие сингулярностей в точках ветвления.

Показано, что поведение решения определяется законом движения то-

чек ветвления, который, в свою очередь, однозначно определяется потенциа-

лом уравнения. В случае неоднородного распределения источников/стоков ТД

(функция потенциала в уравнении), вещественный потенциал соответствует

степеням неоднородности по пространственным переменным не выше 2.

Найденные решения являются обобщением частного слуая — классических

решений, получаемых с помощью метода разделения переменных. Предложен-

ный алгоритм вычисления решений работает и в случае, когда переменные в

уравнении не разделяются, в частности, для потенциала, зависящего от време-

ни.
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Наличие дополнительного вырождения многолистных решений, связанно-

го с выбором произвольных функций, позволяет использовать их для решения

краевых задач. В случае многолистных решений, результирующее решение мо-

жет быть получено склейкой решений, соответствующих отдельным листам.

Получанная система квазилинейных уравнений тождественна уравнениям

гидродинамики вязкой жидкости, что позволяет использовать результаты ра-

бот [205–208,247] для обобщения алгоритма построения решений на случай про-

извольной размерности.
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Глава 3. Локализованные решения уравнения

нелинейной диффузии и нелинейные функцио-

нальные подстановки

Как правило, диффузия ТД описывается нелинейным уравнением, содержа-

щим в правой части различные добавки, учитывающие взаимную рекомбина-

цию, генерацию источником излучения, выход на стоки и проч. При облучении

материала создаются высокие неравновесные концентрации ТД, что приводит к

изменению структуры материала и, как следствие, изменению его физических

характеристик. Коэффициент диффузии в этом случае начинает зависеть от

концентраций ТД. Т.е. для реалистичного описания роста сверхрешеток в твер-

дом теле необходимо рассмотрение нелинейных уравнений диффузии. Данная

глава посвящена исследованию когерентных структур, возникающих в нелиней-

ной среде со степенной зависимостью коэффициента диффузии от концентра-

ции дефектов: D(n) ∼ np, в частности, среде с быстрой диффузией (p = −1).

Для поиска точных решений соответствующих нелинейных уравнений диф-

фузии, развивается обобщение метода функциональных подстановок (МФП) —

нелинейные функциональные подстановки (НФП) [249,251,252,261]. С помощью

предложенного метода строятся точные решения уравнения нелинейной диф-

фузии, в том числе, волновые решения уравнения быстрой диффузии (УБД) и

исследуются симметрии этих уравнений.

Метод НФП формулируется для случая одной пространственной перемен-

ной, но, как отмечалось в [254], случаи низкой размерности представляют осо-

бый интерес, как не перегруженные деталями и позволяющие лучше выявить

нелинейные особенности рассматриваемых процессов.
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3.1. Частные решения уравнения быстрой диффузии

В общем виде, в случае одного типа дефектов, одномерное УБД записывается

следующим образом:

nt =
∂

∂x

(
D0

n+ n0

∂n

∂x

)
+ J(nx, n, x, t). (98)

Здесь под x следует понимать декартову координату, принимающую как лю-

бые вещественные значения, так и только положительные — в случае, когда

ось X направлена в глубь материала с границей x = 0. D0 и n0 — некоторые

размерные постоянные. От постоянной D0 можно избавиться выполнив заме-

ны переменных, а в случае J = J(nx, x, t) УБД может быть записано в виде

ñt = (ln ñ)xx + J̃(ñx, x, t).

Простейший вариант выбора функции источника дефектов J = g = const

соответствует генерации ТД с постоянной скоростью, т.е. без учета влияния их

концентрации на этот процесс и без учета взаимодейтсвия их друг с другом.

Основные результаты этой главы получены с помощью нелинейных функ-

циональных подстановок — расширения метода функциональных подстановок.

Прежде чем формулировать алгоритм нахождения решения с помощью данных

методов, покажем на некоторых примерах, что нелинейная диффузия является

фактором, приводящим к образованию когерентных структур. Т.е., что УНД

имеет некоторые частные решения, описывающие растущие или устойчивые

локализованные в пространстве структуры. При этом эти решения будут полу-

чены с помощью подстановок, аналогичных МФП и НФП.

Пример 1
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В качестве примера, рассмотрим уравнение УБД такого вида [266]:

nt = (lnn)xx + nx + γ, (99)

где n(x, t) и γ — безразмерные концентрация и источник. Слагаемое nx в правой

части может описывать перенос, не связанный с диффузией. Также от этого

слагаемого легко избавиться перейдя от переменных (x, t) к переменным (x +

t, t).

Покажем, что уравнение (99) имеет локализованные в пространстве реше-

ния.

Перепишем уравнение в следующем виде:

nt =
∂

∂x

(nx
n

)
+
nx
n
n+ γ.

Далее сделаем дифференциальную подстановку w(x, t) = nx/n, тогда урав-

нение (99) можно записать в виде эквивалентной ему системе двух линеных

уравнений:

nx = wn, nt = wn+ wx + γ,

в которые входит неизвестная функция w(x, t), которая не может быть найдена

из самого уравнения (99). Для ее отыскания необходимо воспользоваться усло-

вием совместности уравнений системы: nxt = ntx. Выполняя дифференцирова-

ние и приравнивая смешанные производные, получаем следующие уравнения

для функции w:

wt − wx = 0, wxx − wwx − γw = 0.
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Из первого уравнения следует, что w(x, t) = w̃(x + t). Второму уравнению,

с помощью подстановки w̃ = −2 (lnZ)′ можно придать вид:

Z ′′ − γZ (ln |Z| − C0/γ) = 0, (100)

где C0 — постоянная интегрирования. Выполним замены: U = cZ, C0 = −γ ln c,

тогда уравнение (100) примет вид:

U ′′ − γU ln |U | = 0. (101)

Уравнение (101) автономное, что позволяет провести качественный анализ его

решений, т.е. получить условия существования локализованных структур. Со-

ответствующая ему динамическая система:

U ′ = W, W ′ = γU ln |U | (102)

имеет следующие стационарные точки: (U0,W0) = (0, 0), (±1, 0). Первая из них

приводит к решению, обращающемуся в бесконечность в стационарной точке,

что не представляет интереса с физической точки зрения. Поэтому исследуем

решение вблизи оставшейся пары точек (±1, 0).

Соответствующее характеристическое уравнение имеет вид:

det

 −λ 1

γ(ln|U0|+ 1) −λ

 = 0,

откуда вычисляем собственные значения:λ1,2 = ±√γ.

Периодическим вблизи стационарной точки решениям соответствуют мни-
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Рис. 12: Фазовые портреты системы (102) для случаев: a) γ = −1, b) γ = 1.

мые собственные значения, т.е. случай, когда γ < 0 и соответствующее слагае-

мое описывает равномерное распределение стоков ТД.

Система (102) имеет следующий интеграл:

2W 2 + γ
(
2U 2 lnU − U 2

)
= w0,

описывающий фазовые траектории. На Рис.12 приведены фазовые портреты

для двух случае γ > 0 — генерация ТД и γ < 0 — поглощение.

Для нахождения вида функции n(x, t) нужно решить эквивалентную

уравнению (99) систему уравнений. Откуда с учетом того, что w(x, t) =

−2 (lnZ(x+ t))′ находим:

n(x, t) =
c1t+ c0

Z2(x+ t)
.
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Здесь c0,1 — постоянные интегрирования. Таким образом, условие существова-

ния локализованных решений, в данном случае, регулируется только знаком

источника в правой части УБД.

Полученное решение соответствует обобщенному разделению переменных,

т.е. решению вида n = F1(t)F2(x+ t). Но важно то, что оно было проанализиро-

вано без решения исходного уравнения. Т.е. если УНД может быть представлено

в виде некоторой эквивалентной ему системы уравнений, то задача с водится к

поиску решения уравнения совместности.

3.2 Нелинейные функциональные подстановки

Вначале рассмотрим метод функциональных подстановок (МФП) [240–243] на

примере уравнения быстрой диффузии вида nt = (lnn)xx. Суть метода заклю-

чается в рассмотрении системы уравнений, называемых базовыми соотношени-

ями:

Tx = A(x, t)T, Tt = B(x, t)T. (103)

Функции A, B называются базовыми функциями, а T (x, t) — некоторая вспо-

могательная функция. Условием совместности пары уравнений (103) является

соотношение: Bx = At. При этом полагается, что функция T (x, t) является

известным решением некоторого вспомогательного уравнения, называемого до-

бавочным. В случае уравнения быстрой диффузии она должна удовлетворять

следующему уравнению:

TtTx = TxxT. (104)
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Выполняя в (104) замены производных с помощью базовых соотношений и ис-

пользуя условие совместности, получаем уравнение для одной функции A(x, t):

At = (lnA)xx + Ax.

Или, делая замены переменных z = x + t, A(x + t, t) = n(z, t), получаем

уравнение быстрой диффузии: nt = (lnn)zz. Таким образом, решения исходно-

го уравнения можно получать зная решения добавочного уравнения. В данном

случае: n(z, t) = ∂
∂z lnA(z−t, t). Модификацией уравнения (104) можно добить-

ся наличия в уравнениии быстрой диффузии различных слагаемых, например

внешнего источника, а также расширить класс получаемых решений.

Поскольку уравнение (104) само является нелинейным и его общее решение

не известно, то для его анализа также необходимы специальные методы.

Рассмотрим нелинейное уравнение (исходное или добавочное) в общем виде:

F (T, Tx, Tt, Txx, Txt, Ttt, · · · , x, t) = 0. (105)

Обобщая выражения для подстановок (103), запишем первые производные в

виде некоторых функций переменных T, x, t:

Tx = u(T, x, t), Tt = v(T, x, t). (106)

Условие совместности соотношений (106) имеет вид:

ut + vuT = vx + uvT . (107)

Подставляя же (106) в исходное уравнение (105), получаем его представление в
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виде уравнения относительно u и v:

F (T, u, v, ux + uuT , vt + vvT , ut + vuT , · · · , x, t) = 0, (108)

как функций трех переменных x, t, T . При этом, порядок уравнения понижает-

ся. Совокупность уравнений (107) и (108) эквивалентна выполнению исходного

уравнения.

Отыскание решений системы уравнений (107) и (108) в общем случае ока-

зывается не менее сложной задачей, чем решение исходного уравнения (105),

поэтому удобно задавать зависимость u и v от T , что позволяет находить част-

ные решения (105) интегрированием системы базовых соотношений (107).

Эта процедура имеет множество разновидностей, которые определяются

функциональной формой u(T, x, t) и v(T, x, t). Например, можно использовать

полиномиальные подстановки:

u(T, x, t) =
M∑
k=0

Uk(x, t)T
k, v(T, x, t) =

M∑
k=0

Vk(x, t)T
k. (109)

В этом случае (107) и (108) сводятся к совокупности уравнений для функций

Uk(x, t), Vk(x, t), интегрирование которых оказывается простым. В других си-

туациях совокупность уравнений для Uk(x, t), Vk(x, t) представляет замкнутую

систему новых нелинейных уравнений, что означает, что получено одно из пре-

образований Бэклунда исходного уравнения. Далее рассмотрим несколько при-

меров применения НФП к уравнениям диффузионного типа.

Пример 1
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Будем искать решение УНД следующего вида [266]:

Tt −
∂

∂x
(D(T )Tx) + J(Tx, T ) = 0. (110)

Зависимость коэффициента диффузии и источника от T определим из условий

применимости конкретного типа подстановок к решению (110).

В качестве первого варианта рассмотрим решения, которые удовлетворяют

следующим базовым соотношениям:

Tx = g(x, t)U(T ) = u(T, x, t), Tt = f(x, t)V (T ) +W (T ) = v(T, x, t). (111)

Подставляя эти соотношения в уравнение (110), приходим к следующему вы-

ражению:

f(x, t)V (T ) +W (T ) = gx(x, t)R(T ) + g2(x, t)R′(T )U(T ) + J(T ). (112)

Здесь введено обозначение: R = D(T )U(T ). Уравнение совместности (107) в

данном случае примет такой вид:

gt(x, t)U(T )− fx(x, t)V (T ) + f(x, t)g(x, t)[U, V ] + g[U,W ] = 0. (113)

Для сокращения записи введено обозначение: [U, V ] = U ′(T )V (T )−U(T )V ′(T ).

В обоих уравнениях для построения решений необходимо провести разделение

переменных. Рассмотрим два варианта разделения переменных.

Первый класс решений соответствует выбору функций g(x, t) и f(x, t) в
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следующей форме: g = g(x), f = f(x), с условиями:

gx = λ+ µg2, f = β + αg2, µR +R′U = αV, J + λR = βV,

γV = [U, V ], [U,W ] = 0, λ = γβ/(2α), µ = γ/2.

Система уравнений дляR, J, U и V состоит из трех уравнений, поэтому одна

функция остается произвольной, что позволяет, задавая ее получать точные

решения (110). В качестве произвольной функции удобно выбрать функцию

V (T ). В этом случае функцию U(T ) можно представить в таком виде: U =

V (T )P (T ).

Из приведенной выше системы находим: P (T ) = γ
∫

dT
V (T ) , W = F (U), где

F (U) — произвольная дифференцируемая функция U(T ). Решение же для R

имеет вид: R = D(T )U(T ) = C(T )e−Θ(T ), Θ(T ) =
∫

dT
V (T )P (T ) . Для функции

C(T ) получаем следующее соотношение: C(T ) = C0 + α
∫

eΘ(T )dT
P (T ) , для J(T ):

J(T ) = βV − λR +W = βV (T )− λ
(
C0 + α

∫
eΘ(T )dT

P (T )

)
e−Θ(T ) + F (U(T )).

Уравнение для функции g интегрируется с помощью замены g = − 1
µ
∂
∂x lnχ.

Функция χ(x) удовлетворяет уравнению: χ′′ + k2χ = 0, где k2 = γ2β/(4α).

Это уравнение может иметь как периодические тригонометрические решения

при k2 > 0, так и гиперболические при k2 < 0. Отсюда следует, что для

всех типов уравнений с заданным V (T ) могут существовать пространственно-

периодические решения, указывающие на формирование регулярных структур

в средах с нелинейной диффузией и нелинейным источником.

Решение для функции T , играющей роль концентрации, должно находится
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из уравнений:

Tx = g(x)V (T )P (T ), Tt = f(x)V (T ).

Интегрируя первое уравнение, находим:
∫

dT
V P = Θ(T ) =

∫
g(x)dx + ξ(t) =

ζ(x, t). Из этого соотношения следует, что функция T имеет такой вид:

T = H (ζ(x, t)) , (114)

где функция H(ζ) является обратной к функции Θ(T ). Для того, чтобы это

решение было также решением второго базового уравнения достаточно подо-

брать подходящим образом только функцию ξ(t). Подстановка (114) во второе

базовое соотношение приводит к соотношению для ξ(t) следующего вида:

ξ̇ =
1

H ′(ζ)

(
f(x)V (H(ζ)) + F (U(H(ζ)))).

Правая часть этого соотношения должна представлять собой либо некоторую

функцию времени, либо постоянную, которые зависят от выбора функций V (T )

и F (U).

Полученные решения для произвольного выбора V (T ) и F (U) приводят к

решениям с автомодельной переменной ζ(x, t), которая в случае периодических

решений для χ = a cos(kx+ φ0) имеет такой вид:

ζ = −2

γ
ln
(

cos(kx+ φ0)
)

+ ξ(t).

Хотя эта переменная и имеет периодически расположенные сингулярности, тем

не менее само решение для T (x, t) может быть не сингулярным. Такие случае

интересны с точки зрения отыскания моделей, описывающих возникновение
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периодических структур в диффузионной среде.

В качестве примера рассмотрим случай V (T ) = T−m, где m — веществен-

ное число, отличное от -1. В результате получаем коэффициент диффузии и

источник со степенными зависимостями от T следующего вида:

D = −2α(m+ 1)2

γ2(m− 1)
T−m−1, J = − 2βm

m− 1
T−m + F (U(T )).

Второй класс решений получается при выборе функций g и f в такой форме:

g = g(t), f = f(t). Соответствующие уравнения имеют теперь такой вид:

ġ = −γg(αg2 + β), f = β + αg2.

R′U = αV, J = W + βV, [U, V ] = −γU, [U,W ] = 0.

В этом случае в качестве произвольной функции удобно выбрать U(T ). Инте-

грируя последнюю систему уравнений находим:

V = U(T )Q(T ), Q = γ

∫
dT

U(T )
, W = F (U),

D =
α

U

∫
Q(T )dT, J = βU(T )Q(T ) + F (U(T )).

Как и в предыдущем случае решение для T находится из системы:

Tx = g(t)U(T ), Tt = (β + αg2(t))U(T )Q(T ) + F (U(T )).

Из первого уравнения следует, что в общем случае решения для T можно за-

писать в автомодельном виде:

T = G (ζ) , ζ = g(t)x+ ξ(t). (115)
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При этом, функция ξ(t) должна вычисляться, исходя из подстановки (115) во

второе базовое соотношение, которое принимает такой вид:

ξ̇ = (β + αg2(t))
V
(
G(ζ)

)
G′(ζ)

− ġx.

Как следует из (115) решения такого типа также представляют собой автомо-

дельные функции с переменной ζ. Эти функции могут быть осциллирующими

по времени, в зависимости от выбора параметров уравнений для g(t), f(t). Для

данного варианта можно также получить частные решения при конкретном

выборе V (T ), как это было сделано в предыдущем разделе.

Пример 2

Второй пример связан с УНД с D(T ) ∼ T 2:

Tt = βTxxT + kT. (116)

В качестве нелинейной подстановки для него рассмотрим следующее соотноше-

ние:

u(T, x, t) = φ(x, t) ln(T ) + ψ(x, t).

Исходное уравнение в результате такой подстановки преобразуется к виду:

v(T, x, t) = β
(
φxT lnT + ψxT + φ(φ lnT + ψ)) + kT.

Подставляя это соотношение в условие совместности приходим к системе урав-

нений для функций φ и ψ, которая имеет следующее решение:

φ = p(t), ψ = r(t)x+ n(t). (117)
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Функции c(t), b(t), q(t) имеют вид:

r = k(C1ke
−kt − β)−1, p = C2(C1ke

−kt − β)−1,

n = (C3 − C2kt)(C1ke
−kt − β)−1.

В результате уравнения (106) запишутся в таком виде:

Tx = p(t) lnT + r(t)x+ n(t), (118)

Tt = βp(t)
(
p(t) lnT + r(t)x+ n(t)

)
+ T (βr(t) + k). (119)

Эта система первого порядка совместна по построению, но не интегрируется

точно. Поэтому для построения ее решения нужно прибегать к численному

решению одного из уравнений.

Следует особо подчеркнуть, что приведенный пример демонстрирует спе-

цифическую возможность метода НФП получать решения в виде упрощенных

уравнений первого порядка. Такой способ представления решений можно на-

звать полуточным.

Заметим, что исходное уравнение можно представить с помощью замены

n = lnT в виде уравнения диффузии:

nt = β
∂

∂x
(ennx) + k

с коэффициентом диффузии D(n) = en и постоянным внешним источником с

интенсивностью J = k.
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3.2.1 Волновые решения уравнения быстрой диффузии

Используем НФП для поиска новых решений уравнения быстрой диффузии при

некоторых функциях источника J(x, t), не зависящих от концентрации [261]:

nt = (lnn)xx + C̃nx + J(x, t), (120)

где C̃ = const, а множитель D0 в диффузионном члене в дальнейшем полага-

ется раным единице, чего легко можно добиться заменой переменных.

Добавочное уравнение в данном случае имеет вид:

Tt (Tx + q(x, t)T ) = Tx (CTx + p(x, t)T ) + T (Txx + r(x, t)T ) . (121)

Функции q(z, t), p(x, t), r(x, t) определяются из условия перехода (121) в

уравнение (120) и задают вид источника J(x, t).

Структура уравнения (121) определяется тем, что в него должны входить

все возможные комбинации производных и самой функции T , которые после

использования базовых соотношений могут дать члены, входящие в (120).

Для перехода к УБД используем в (121) базовые соотношения введенные

выше:

Tx = A(x, t)T, Tt = B(x, t)T.

Подставляя в условие совместности Bx = At функцию B(x, t):

B =
CA2 + Ax + A2 + pA+ r

A+ q
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и вводя переменную A = n(x, t)− q приходим к УБД вида (120) с дополнитель-

ными членами:

nt = (lnn)xx +
∂

∂x

[
(C + 1)n+

(C + 1)q2 − pq + r − qx
n

]
− 2(C + 1)qx + px + qt.

(122)

Таким образом, n(x, t) — решения УБД, связаны с решениями вспомога-

тельного уравнения T (x, t): n(x, t) = ∂
∂x lnT (x, t) + q(x, t).

Для решения вспомогательного уравнения будем использовать НФП такого

вида:

Tx = u(x, t, T ) = U1(x, t)T + UN(x, t)TN ,

Tt = v(x, t, T ) = V1(x, t)T + VN(x, t)TN ;

Txx =
(
U1,x + U 2

1

)
T + ((N + 1)U1UN + UN,x)T

N−1 +NU 2
NT

2N−1.

Уравнение (121) следует дополнить условием совместности для производных

Tx, Tt в подстановках:

ut + v
∂u

∂T
= vx + u

∂v

∂T
.

После приравнивания нулю коэффициентов при разных степенях T получа-
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ем такую систему уравнений на коэффициенты в подстановках:

(e1) U1,t − V1,x = 0,

(e2) UN,t − VN,x + (N − 1)V1UN − (N − 1)U1VN ,

(e3) (C +N)UN − VN = 0,

(e4) UN,x + (2C +N + 1)U1UN + (U1 − V1 + p)UN − (U1 + q)VN ,

(e5) U1,x + (C + 1)U 2
1 − (U1 + q)V1 + (U1 + p)U1 + r.

Здесь первая пара уравнений получается из условия совместности, остальные

соответствуют (121).

Чтобы придать уравнению (122) вид, аналогичный (120) необходимо выпол-

нение следующих условий:

(e6) (C + 1)q2 − pq + r − qx = 0,

(e7) − 2(C + 1)qx + px + qt = J(x, t),

которые наряду с приведенными выше уравнениями составляют систему, экви-

валентную уравнению (120).

Из уравнений (e1) и (e3) находим:

U1 = φx, V1 = φt, VN = (C +N)UN .

Введем переменные UN = eθ, θ = ψ − (N − 1)φ.
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Из уравнений (e4), (e5) находим функции p(x, t), r(x, t):

p = (N − C − 2)φx + (C +N)q + φt − ψx,

r = qψt − φxx + (1−N)φ2
x + [ψx − (C +N)q)φx.

Уравнение (e2) превращается в уравнение для функции ψ(x, t):

ψt = (C +N)ψx,

его решение запишем в виде: ψ = 2m H (x+ (N + C)t), где m — некоторая

постоянная.

Сделаем замену q = −φx+w(x, t), тогда оставшиеся уравнения примут вид:

wx − 2m H ′ (x+ (N + C)t)w + (N − 1)w2 = 0,

wt − (C −N + 2)wx − 2M H ′′ (x+ (N + C)t)− J(x, t).

Для дальнейших вычислений удобно записать источник в таком виде:

J = g[1,0] (x, (C −N + 2)t+ x) ,

где g[1,0](z, t) = ∂
∂zg(z, t). Тогда из последнего уравнения находим:

w = F ((C −N + 2)t+ x) +
m

N − 1
H ′ (x+ (N + C)t) +

− 1

C −N + 2
g (x, (C −N + 2)t+ x) .
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Осталось еще одно уравнение:

wx − ψxw + (N − 1)w2 = 0.

После подстановки m = N − 1, C = σ + N − 2 и введения новой функции

g(x, t):

σ g(x, σt+ x) = G(x, t), g(x, t) = σG

(
x,
t− x
σ

)
,

получаем уравнение, связывающее функции F (σt+x) и H ((2m+ σ)t+ x), вхо-

дящие в решение и функцию G (x, t), определяющую источник:

∂G

∂x
+ 2mF G−m G2 = F ′ +m F 2 +H ′′ −m (H ′)2. (123)

При нулевом источнике из уравнения (123) находятся функции

F ((C −N + 2)t+ x) и H (x+ (N + C)t) методом разделения перемен-

ных. При G(x, t) 6= const мы получаем уравнение для функции, определяющей

источник.

Выражение, связывающее источник J(x, t) и вспомогательную функцию

G(x, t) имеет вид:

J(x, t) = σGx −Gt,

где использовано соотношение g[1,0](x, t) = σG[1,0]
(
x, t−xσ

)
−G[0,1]

(
x, t−xσ

)
.

Далее рассмотрим построение решения T (x, t) добавочного уравнения (121),

необходимого для нахождения концентрации n = ∂
∂x lnT (x, t) + q(x, t) с помо-

щью базовых соотношений.

С учетом вычисленных выше функций, выражения для подстановок прини-
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мают следующий вид:

Tt = φtT + (N + C)eψ−(N−1)φTN ,

Tx = φxT + eψ−(N−1)φTN .

Умножим оба уравнения на e−φ и перепишем в такой форме:

(
Te−φ

)
t

= (C +N) eψ
(
Te−φ

)N
,(

Te−φ
)
x

= eψ
(
Te−φ

)N
.

Откуда находим:

T = eφ
[
(1−N)

∫
eψdx+ β0

] 1
1−N

.

Итоговое выражение для концентрации с первоначальным видом коэффи-

циентов имеет вид:

n(x, t) =
1

1−N
∂

∂x
ln

[
(1−N)

∫
e2(N−1)H(x+(N+C)t)dx+ β0

]
+

+F ((C −N + 2)t+ x) +H ′ (x+ (N + C)t)− 1

C −N + 2
G (x, t) .

Пример 1 Рассмотрим простейший случай, когда фунция источника

J(x, t) = 0 т.е. G(x, t) = G0 = const.

В этом случае уравнение (123) имеет вид:

mG2
0 + F ′ + F 2 −mF 2 − 2mG0F +H ′′ −mH ′2 = 0.
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Оно допускает разделение переменных и служит для определения функций

F (σt+ x), H((2m+ σ)t+ x).

Соответствующие решения для F (Z) имеют вид:

F (z) = G0 + ε1
λ

m
th (λ(z − a)) + ε2

λ

m
cth (λ(z − a)) ,

где выбор постоянных ε1,2 = 0, 1, ε1ε2 = 0 соответствует разным знакам посто-

янной интегрирования.

Для H(z) имеем такое решение:

H(z) = − λ
m

ln
[
m (C1 sh(λz) + C2 ch(λz))

]
,

где λ 6= 0 — постоянная разделения переменных, а a, C1,2 — постоянные инте-

грирования.

График соответствующего решения n(x, t) (постоянная интегрирования

β0 = m
λ β0) приведен на Рис.13-1.

Поскольку решение уходит в отрицательную область значений, то нужна

дополнительная его интерпретация. Нужно либо рассматривать решение на ко-

нечном отрезке времени, пока концентрация положительна (затухание началь-

ного распределения), либо к решению можно добавить постоянную n0 > 0,

такую, что решение будет положительным, в этом случае в уравнении коэф-

фициент диффузии изменится на D(n) = 1
n−n0

и оно будет описывать рост

полости. Замена n(x, t) на −n(x, t) также приводит к положительному реше-

нию, но соответствует более редкому случаю, когда в уравнении член со второй

производной отрицателен, т.е. процессу не диффузии, а сегрегации.
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Рис. 13: Распределения концентраций при разных значениях источника J(x, t).
1— t = 0.3 k, k = 0, 8, m = 2, λ = 1, C = −9, a = −5, C1 = 0, C2 = 1, β0 =
−12; 2—t = 0, 2, 4, 6; m = 4, J0 = 1, H1 = 2 H2 = 1, σ = 1, β0 = 10, F0 =
1, H1 = −2, H2 = 1, β0 = 4.6; 3—t = 0, 1, 3.2, 6.4, m = 2, f(t) = f1e

k0t, β0 =
−5, f1 = 1, H1 = 0.5, k0 = −20
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В частном случае λ = 0 решение имеет вид:

n(x, t) =
2(t− t0)

(σt+ x+ a)((σ + 2M)t− 2Mt0 + a)
.

Данное решение сингулярное, но при интерпретации x, как координаты, на-

правленной вглубь материала (область x ≥ 0), при соответствующем выборе

параметров, оно описывает динамику начального распределения профиля кон-

центрации по глубине.

Пример 2 Найдем решение УБД с постоянным источником J(x, t) = J0 =

const. Из уравнения (123) следует, что когда мы задаем функцию источни-

ка, функция G(x, t) должна выражаться через те же переменные, что и функ-

ции F, H — это необходимо для разделения переменных. Таким образом, при

G(x, t) = Jα(x+σt)+(J0/σ)x этого можно добиться выбрав α = − J0

2σm(2m+σ).

Переменные разделяются только при условии F (z) = F0. Тогда для H(z)

получаем такое уравнение:

H ′′ −mH ′2 +
1

2m

[
(J0z + 2mF0)

2 + 2J0

]
= 0.

Решение которого можно записать в следующем виде:

H(z) = S(z)− 1

2m
lnR(z),

S(z) = − 1

4J0m

(
J2

0z
2 + 4mJ0F0z + 8m2F 2

0

)
,

R(z) =

[
πm2

2J0

(
H2 erf

(
J0z + 2mF0√

2J0

)
−H1

)]−2

.

График решения представлен на Рис.13–2. Решение описывает "импульс " кон-

центрации, сохраняющий свою форму и распространяющийся в среде с диффу-
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зией.

Пример 3 Уравнение (123) можно также рассматривать как уравнение для

G(x, t) при заданных функциях F иH. Выберем их в следующей форме: F (z) =

F1z, H(z) = H1z. Тогда уравнение для G примет вид:

∂G(x, t)

∂x
−mG2 + 2mF1(σt+ x) G = mF 2

1 (σt+ x)2 + F1 −mH2
1 .

Откуда находим:

G(x, t) =
(H1 − F1(σt+ x)) e2mH1x + f(t) (H1 + F1(σt+ x))

f(t)− e2mH1x

или

J(x, t) = 2H1e
4H1x

4H1σf(t) + f ′(t)

(f(t)− e4H1x)2
.

Решение для концентрации запишется в следующем виде:

n(x, t) = 4H1
1/2f(t)e4H1((σ+4)t+x) − β0H1e

4H1x

(2β0H1 − e4H1((σ+4)t+x))(f(t)− e4H1x)
.

Графики переменного источника J(x, t) и соответствующего решения приведе-

ны на Рис.13-3.1, 13-3.2.

3.2.2 Автопреобразование решений уравнения быстрой диффузии

Представление УНД в виде вспомогательного уравнения и подстановок, ока-

зывается полезным для выяснения неочевидных свойств как самих уравнений,

так и их решений. В частности, в случае быстрой диффузии удается получить

преобразование, связывающее пары соответствующих решений.
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Рассмотрим введенное выше добавочное уравнение:

TtTx = TxxT. (124)

Будем искать его решение в неявной форме:

H(t, x, T (x, t)) = 0, (125)

где H — искомая функция.

Вычислим необходимые производные дифференцируя (126) по x и t:

Tt = −Ht/HT , Hx = −Hx/Ht,

Hxx = −
(
H2
T − 2HxHTHxT +H2

xHTT

)
/H3

T .

После подстановки в (124) получаем уравнение для H(t, x, T ), в котором T

играет роль независимой переменной:

HtHxHT + T
[
H2
xHTT − 2HxHTHxT +H2

THxx

]
= 0. (126)

Уравнение (126) требует отдельного анализа, по структуре оно похоже на

уравнение типа Монжа-Ампера и сходные с ним уравнения, но отличается от

них наличием произведения трех производных первого порядка. В данном слу-

чае нас интересует не решение этого уравнения, а использование его свойств,

позволяющих увидеть связь между парами решений T (x, t) уравнения (124),

которую сложно обнаружить другими способами.

Для этого введем переменные s = x + t, τ = lnT , тогда (126) принимает
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вид:

HtHsHτ +H2
sHττ − 2HsHτHsτ +H2

τHss = 0. (127)

В этом уравнении переменные s и τ входят симметрично и, следовательно, пе-

рестановка s−τ в решении, приводит к функции, так же являющейся решением

этого уравнения. Поскольку уравнение (126) тождественно исходному уравне-

нию (124), то в результате преобразования x + t = s ↔ τ = ln T̃ мы получаем

некоторое новое решение T̃ (x, t) и , следовательно, новое решение УБД.

Выпишем выражение для T̃ (x, t) и соответствующей концентрации после

s− τ преобразования.

Пусть задано некоторое решение T = W (x, t) добавочного уравнения (124),

т.е. WtWx = WxxW . Перейдем к переменным s = x + t, τ = lnT в этом реше-

нии: τ = lnW (s − t, t). Далее выполним преобразование и перейдем к новому

решению τ = ln T̃ :

W (ln T̃ − t, t) = ex+t. (128)

В общем случае уравнение (128) может быть трансцендентным относительно

T̃ и задавать эту функцию в неявном виде.

Для вычисления концентрации ñ = ∂
∂x ln T̃ продифференцируем (128) по x:

ex+t = W (ln T̃ − t, t) = W [1,0](ln T̃ − t, t)ñ(x, t),

тогда

ñ(x, t) =

[
W [1,0](ln T̃ − t, t)
W (ln T̃ − t, t)

]−1

=
1

n(ln T̃ − t, t)
. (129)

Здесь W [1,0](z, t) = ∂
∂zW (z, t) и использовано выражение для исходной концен-

трации n(x, t) = ∂
∂x lnW (x, t).
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Результирующее выражение, связывающее преобразованные концентра-

цию ñ(x, t) и вспомогательную функцию T̃ (x, t) с исходной парой функций

n(x, t), T (x, t) записывается в виде системы двух уравнений:

ñ(x, t) =
1

n(ln T̃ − t, t)
, T (ln T̃ − t, t) = ex+t. (130)

Верность приведенного выражения можно проверить непосредственной под-

становкой в УБД с вычислением соответствующих производных:

ñ =
1

n(Z, t)
,

ñx =

(
1

n

)
Z

ñ,

ñxx =

(
1

n

)
ZZ

ñ2 +

[(
1

n

)
Z

]2

ñ,

ñt =

(
1

n

)
t

+

(
1

n

)
Z

[(
1

n

)
Z

+ ñ− 1

]
,

где Z = ln T̃ − t, Zx = ñ.

После подстановки в УБД: ñt = (ln ñ)xx + ñx приходим к следующему вы-

ражению:

(
1

n

)
t

+

[(
1

n

)
Z

]2

=
1

n

(
1

n

)
ZZ

+

(
1

n

)
Z

или

nt =
nZZ
n
− n2

Z

n2
+ nZ = (lnn)ZZ + nZ .

Т.к. исходная концентрация n(x, t) тоже решение УБД, то приведенное выра-
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жение является тождеством.

Приведем несколько примеров решений, полученных в результате автопре-

образования:

Пример 1

T =
a1e

γx + a2e
−γx

b1eγ(x+2t) + b2e−γ(x+2t)
, T̃ =

(
b1e

(2γ+1)t+x − a1

a2e2γt − eb2ex+t

)− 1
2∗γ

;

n = − 2γ(b1a2e
2γt − b2a1e

−2γt)

(a1eγx + a2e−γx)(b1eγ(x+2t) + b2e−γ(x+2t))
,

ñ =
1

2γ

a2b1e
(4γ+1)t+x − a1b2e

x+t

(b1e(2γ+1)t+x − a1)(b2ex+t)− a2e2γt
.

Пример 2

T = exp

[
(a+ bt) tg

b(x+ t+ c)

2

]
, T̃ = exp

[
− c+

2

b
arctan

(
x+ t

a+ bt

)]
;

n = b(bt+ a)

[
2 cos2 b(x+ t+ c)

2

]−1

, ñ =
1

2a

[
1 + C1e

a−b
a ((2a+1)t−(2b−1)x)

]−1

.

Пример 3

T =
a− tg x

cos 2t− tg x sin 2t
, T̃ = exp

[
t+ arctan

(
ex+t cos 2t− a
ex+t sin 2t

)]
;

n =
cos 2t− a sin 2t

cosx [sin(x+ 2t)− a cos(x+ 2t)]− sin 2t
,

ñ =
(a sin 2t− cos 2t) ex+t

ex+t − 2 (a cos 2t+ 2 sin 2t) ex+t + a2 + 1
.

Здесь a, b, c, a1, a2, γ, C1 — произвольные постоянные.
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3.2.3 Взаимные коэффициенты диффузии

При моделировании диффузионных процессов используются коэффициенты

диффузии с различными зависимостями от концентрации. Наиболее распро-

страненным обобщением УБД, является уравнение с зависимостью видаD(n) =

D0n
α, где α — некоторое вещественное число.

Уравнения с такими коэффициентами диффузии в дальнейшем будем обо-

значать через УНД[α]. В частности, в случае α = 3 соответствующее уравнение

УНД[3] описывает процесс переноса равновесного изотропного электромагнит-

ного излучения в однородной среде, а в случае k = 0 это уравнение превраща-

ется в линейное уравнение диффузии.

Найденное выше автопреобразование решений УБД (УНД[-1]) является не

единственным примером преобразований такого рода.

Случай преобразования решений уравнений с коэффициентами диффузии

с α = −2 и α = 0 и связь соответствующих уравнений, с уравнениями с

перемнными коэффициентами и источниками подробно рассмотрены в рабо-

тах [35,64,254].

С помощью НФП эти преобразования могут быть обобщены для взаимного

преобразования решений [153] уравнений c произвольными α. Коэффициенты

диффузии в такой паре уравнений будем называть взаимными.

В случае простого добавочного уравнения для некоторой функции ξ(x, t):

ξt

(
ξx

)α
= ξxx, α ∈ R; (131)

в переходе к УНД можно исключить базовые соотношения, определяя концен-
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трацию как n = ξx:

nt =
(
n−αnx

)
xx
. (132)

Будем искать решение уравнения (131) в виде неявной функции:

Φ(ξ(x, t), t) = x. (133)

Дифференцируя последнее соотношение по x и t, находим:

ξx = (Φξ)
−1, ξt = −Φt

Φξ
, ξxx = − Φξξ

(Φξ)3
. (134)

Используя эти соотношения, приходим к следующему:

ξt

(
ξx

)α
− ξxx = − 1

(Φξ)α+1

(
Φt − Φξξ(Φξ)

α−2
)
.

Отсюда следует, что если функция Φ(ξ, t), как функция ξ и t удовлетворяет

уравнению:

Φt = Φξξ(Φξ)
α−2, (135)

то функция ξ(x, t) будет удовлетворять уравнению (131). Используя подста-

новку n = ξx для (131) и N = Φξ для (135), после дифференцирования по x и,

соответственно, ξ, получаем, что решения уравнений УНД[−α]:

nt −
∂

∂x

(nx
nα

)
= 0,

и УНД[α− 2]:

Nt −
∂

∂ξ

(
NξN

α−2
)

= 0,
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связаны соотношением (133). Поэтому коэффициенты диффузии D(n) = n−α

и D(N) = Nα−2 можно назвать "взаимными " . Важно отметить, что отобра-

жение, заданное уравнением (133), взаимно. Действительно, если N(ξ, t) есть

решение уравнения УНД[−α], то n есть решение уравнения УНД[α− 2], и, на-

оборот, если N(ξ, t) есть решение уравнения УНД[α − 2], то n есть решение

УНД[−α].

Наиболее наглядно симметрии УНД представляются в случае целых α. При

α = −1 мы получаем автопреобразование УНД[-1], рассмотренное выше, с уче-

том того, что в уравнении (132) нет члена nx — т.е. сделана замена x→ x+ t.

В случае же α = 2 решения уравнения линейной диффузии (УНД[0]) свя-

зываются с решениями уравнения УНД[-2]. Действительно, если n = ξx удовле-

творяет линейному уравнению диффузии:

nt = nxx, (136)

то функция N = Φξ, где ξ является решением уравнения (133), удовлетворяет

уравнению УНД[-2] (131) с α = 2:

Nt =
∂

∂x

(
N−2Nx

)
. (137)

Это означает, что каждому уравнению УНД[0] соответствует, как минимум од-

но решение уравнения УНД[-2] (137). Однако большинство подобных решений

УНД[-2] нельзя записать в явном виде, поскольку уравнение (133) является ал-

гебраическим или трансцендентным по ξ, допускающим множество корней при

одной и той же функции Φ(ξ, t).

К явному решению приводит следующий выбор функций: n = A+ (Bekx +
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Ce−kx)ek
2t, где A,B,C и k — постоянные. В этом случае решение для УДН[-2]

(137) имеет вид:

N =
1

k
√

(A− x)2 − 4BCe−2k2t

Это решение при BC < 0 представляет собой не сингулярное возмущение, стре-

мящееся всюду к нулю при t→∞.

Дальнейшее обобщение связано с рассмотрением УНД с произвольно завися-

щими от концентрации коэффициентом диффузии и нелинейным источником.

Используя (134), с помощью прямых вычислений находим, что условием

того, чтобы неявное решение алгебраического уравнения (133), удовлетворяло

уравнению:

ξtF
(
ξx

)
− ξxx +H

(
ξx

)
= 0, (138)

где F (n) и H(n) — некоторые дифференцируемые функции одного аргумента,

достаточно, чтобы функция Φ(ξ, t) в (133) удовлетворяла уравнению:

Φt −
Φξξ

(Φξ)2F
(

Φ−1
ξ

) − ΦξH
(

Φ−1
ξ

)
F
(

Φ−1
ξ

) = 0. (139)

В результате подстановки N = Φξ и дифференцирования по ξ последнее урав-

нение принимает такой вид:

∂N

∂t
=

∂

∂ξ

(
Nξ

N 2F (1/N)
+
NH(1/N)

F (1/N)

)
. (140)

Если известно решение этого уравнения, то функция n = ξx, где ξ — решение

(133), будет удовлетворять уравнению:

∂n

∂t
=

∂

∂x

(
nx
F (n)

− H(n)

F (n)

)
. (141)
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Отсюда следует, что взаимными являются коэффициенты диффузии D(n) =

(n2F (1/n)−1) и D(N) = F (N)−1, а также и нелинейные источники J =

NH(1/N)/F (1/N) и j = Hn/F (n).

Наиболее интересным вариантом полученной связи между (140) и (141) яв-

ляется ситуация, когда уравнение для Φ(ξ, t) легко интегрируется. Например,

при выборе F (ξ) = ξ2 и H(ξ) = αξ + βξ2 + γξ3, что соответствует уравнению

для Φ(x, t) следующего вида:

Φt − Φξξ − α(Φξ)
2 − βΦξ − γ = 0, (142)

которое после подстановки n = Φξ и дифференцирования по ξ превращается в

уравнение Бюргерса:

nt − nξξ − αnnξ − βnξ = 0. (143)

В этом случае уравнение, которому будет удовлетворять ξ(x, t) как решение

(133), имеет такой вид:

ξt

(
ξx

)2

− ξxx + αξx + βξ2
x + γξ3

x = 0. (144)

Это уравнение эквивалентно уравнению нелинейной диффузии такого вида:

Nt −
∂

∂x

(
Nx

N 2
− α

N
− γN

)
= 0. (145)

Учитывая, что уравнение Бюргерса (143) приводится с помощью подстановки:

n =
2

α

∂ ln Ψ

∂ξ
,
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к линейному уравнению теплопроводности относительно функции Ψ:

Ψt −Ψξξ − βΨξ − γΨ = 0,

уравнение (133) примет такой вид: Ψ(ξ, t) = C0(t)e
αx, где C0(t) — произвольная

функция t.

3.3 Метод функциональных подстановок для кинетических

моделей кластеризации

3.3.1 Метод функциональных подстановок для сеточных производ-

ных

Как отмечалось в первой главе, один из подходов к описанию кластериза-

ции точечных дефектов заключается в рассмотрении системы кинетических

уравнений для концентраций nk, кластеров заданного размера, состоящих из

k структурных элементов (или образованных их отсутствием), без учета про-

странственного распределения кластеров:

dn

dt
= J(n), (146)

где n = {. . . , nk−1(t), nk(t), nk+1(t) . . .} (k ∈ Z) — вектор компонент динамиче-

ской системы, а J = {. . . , Jk−1(n), Jk(n), Jk+1(n) . . .} — вектор функций Jk(n),

описывающих взаимодействие между кластерами и источники.

Расширением МФП, полезным для анализа подобных систем, является его

обобщение на случай сеточных производных. Такой подход позволяет получить

точные решения и интегралы движения динамических систем типа (146) [251,
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262].

Далее, покажем, что задачи типа (146), можно записать в форме базовых

соотношений и добавочных уравнений, содержащих два типа операторов: про-

изводную по времени D̂t ≡ ∂
∂t и операторы D̂x, связанные со сдвигом в про-

странстве концентраций (s-производные):

D̂+Φk(t) = Φk+1(t), D̂−Φk(t) = Φk−1(t);

D̂LΦk(t) =
1

hx

(
Φk+1 − Φk

)
=

1

hx
(D̂+ − 1)Φk,

D̂RΦk(t) =
1

hx

(
Φk − Φk−1

)
= − 1

hx
(D̂− − 1)Φk.

Метод функциональных подстановок в данном случае основан на линейной

системе базовых соотношений [262]:

D̂+Φk = AkΦk, D̂−Φk = BkΦk, D̂tΦk = CkΦk. (147)

Заметим, что центральные разности не будут рассматриваться как отдельный

тип производных. Причина этого состоит в том, что для центральной разности

не выполняется правило Лейбница в подходящей для дальнейших построений

форме.

При использовании сдвиговых производных обоих типов, к базовым соотно-

шениям нужно добавить очевидное тождество:

D̂+D̂−Φk = D̂−D̂+Φk = Φk (148)

из которого следует, что базовые функции Ak, Bk должны быть связаны сле-
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дующим образом:

Bk+1Ak = Ak−1Bk = 1,

Исходя из условий совместности (147), находим связи между базовыми

функциями Ak, Bk и Ck:

(D̂+D̂t − D̂tD̂+)Φk = D̂+(BkΦk)− D̂t(AkΦk) =

= Bk+1Φk+1 −
∂Ak

∂t
Φk − Ak

∂Φk

∂t
=
((
Ck+1 − Ck

)
Ak −

∂Ak

∂t

)
Φk = 0.

Выполняя аналогичные выкладки для D̂− находим:

∂Ak

∂t
=
(
Ck+1 − Ck

)
Ak,

∂Bk

∂t
=
(
Ck−1 − Ck

)
Bk. (149)

Для h-производных имеем соотношения следующего вида:

∂Ak

∂t
=

1

hx

(
Ck+1 − Ck

)(
hxAk + 1

)
,

∂Bk

∂t
= − 1

hx

(
Ck − Ck−1

)(
hxBk − 1

)
. (150)

Добавочные к базовым соотношениям уравнения для функций Φk в общем

случае могут содержать производные старшего порядка как по времени, так

и по дискретной переменной k. Для вычисления действия операторов D̂t, D̂x

полезно воспользоваться рекуррентными формулами, вытекающими непосред-

ственно из базовых соотношений. Введем обозначения:

∂m

∂tm
D̂k
xΦi = A

[k,m]
i (t)Φi, k,m ∈ Z. (151)

Исходя из базовых соотношений A[k,m]
i (t) вычисляются с помощью рекуррент-
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ных формул:

A
[k+1,m]
i = A

[k,m]
i+1 Ai, A

[k,m+1]
i =

∂

∂t
A

[k,m]
i + A

[k,m]
i Bi, (152)

A
[1,0]
i = Ai, A

[0,1]
i = Bi.

Заметим, что первое рекуррентное соотношение приводит к следующему пред-

ставлению для A[k+1,0]
i :

A
[k+1,0]
i =

k∏
j=0

Ai+j = Ai+kAi+k−1 · · ·Ai. (153)

В качестве вспомогательного уравнения для основной функции Φi рассмот-

рим линейное уравнение следующего вида:

∂

∂t
Φi =

n∑
k=0

MkD̂
k
xΦi, (154)

где n — натуральное число, Mk(t) — в общем случае функции времени, а под

D̂x понимается производная одного типа — либо левая, либо правая.

Используя определение производной Dx, уравнения типа (154) можно запи-

сать в матричной форме:

Ut = MU,

где U = (...,Φ0,Φ1,Φ2, ...) — бесконечный, в общем случае, вектор, а M —

бесконечная матрица, со строками содержащими одни и те же элементы Mi, но
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сдвинутые на 1 вправо:

M̂ =



. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . M0 M1 M2 M3 . . . Mk . . .

. . . 0 M0 M1 M2 . . . Mk−1 . . .

. . . 0 0 M0 M1 . . . Mk−2 . . .

. . . 0 0 0 M0 . . . Mk−3 . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .


.

С помощью базовых соотношений (147) и (153) для левой и правой s-

производных приведем уравнение (154) к вспомогательным уравнениям связи:

(D̂+) : Ci = M0 +
n∑
k=1

Mk

k−1∏
p=0

Ai+p,

(D̂−) : Ci = M0 +
n∑
k=1

Mk

k−1∏
p=0

Bi−p. (155)

Подставляя Ci из этих соотношения в уравнение связи (149), приходим к урав-

нению следующего вида:

∂

∂t
lnAi =

n∑
k=1

Mk(Ai+k − Ai)
k−1∏
p=1

Ai+p. (156)

В частности, для n = 3 имеем такое уравнение:

∂

∂t
lnAi = M1(Ai+1 −Ai) +M2(Ai+2 −Ai)Ai+1 +M3(Ai+3 −Ai)Ai+2Ai+1. (157)

Уравнения типа (146) с источниками/стоками в правых частях, могут быть

получены включением в правую часть (154) членов вида Li(t)Φi, где Li(t) —
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некоторые заданные функции. В качестве примера рассмотрим вспомогатель-

ные уравнения такого вида:

∂

∂t
Φi =

n∑
k=1

MkD̂
k
xΦi + LiΦi. (158)

Используя базовые соотношения для случая левой производной, получаем урав-

нения:

Ci = M0 +
n∑
k=1

Mk

k−1∏
p=0

Ai+p + Li. (159)

3.3.2 Интегралы движения

Для качественного анализа свойств рассматриваемых динамических систем

необходимо иметь возможность вычислять их интегралы движения, которые

строятся с помощью интегралов движения системы (154).

Если найдены решения Φi некоторого вспомогательного уравнения, то функ-

ции Ai(t), Bi(t), Ci(t) вычисляются следующим образом:

Ai =
Φi+1(t)

Φi(t)
, Bi =

Φi−1(t)

Φi(t)
, Ci =

Φi,t(t)

Φi(t)
. (160)

Обозначим через vk = (. . . , v0
k, v

1
k, v

2
k, . . .), k ∈ [−∞,∞] — левые собственные

вектора матрицы M̂, соотвествующие собственному числу λk. Тогда умножая

(154) слева на vk, находим:

V̇k = λkVk. (161)

Предположим, что среди всех собственных чисел λk нет кратных. Пусть далее

λ0 6= 0 — отличное от нуля собственное число системы (154). В этом случае

имеем: t = 1
λk

lnVk −Hk. Здесь Hk — постоянные интегрирования. Тогда инте-
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гралами системы (154) являются все возможные функции:

Ik = Hk −H0 =
1

µk
lnVk(U)− 1

µ0
lnV0(U), k 6= 0, (162)

где Vk(U) = (vk,U) =
∞∑

a=−∞
vakΦa.

Из (161) сразу следует, что для всех k, у которых λk = 0 интегралами

являются сами функции Vk(U).

Обращая соотношения (160), находим:

Φi = Φ0

i−1∏
j=0

Aj, i > 0, Φi = Φ0

i∏
j=1

A−1
j , i < 0.

Отсюда Vk = Φ0Qk, где:

Qk = v0
k +

∞∑
a=1

(
v−ak

a∏
j=1

A−1
j + vak

a∏
j=1

Aj

)
.

Подставляя эти соотношения в (162) и исключая из интегралов функцию

ln Φ0(t), окончательно находим, что интегралами движения цепочек будут ве-

личины:

Jkm =
ln(Qk/Q0)

λ0 − λk
− ln(Qm/Q0)

λ0 − λm
, k 6= m 6= 0. (163)

Если среди собственных чисел имеются кратные собственные числа, то вы-

числение интегралов для этой группы проводится по несколько другой схе-

ме. Пусть, как и раньше, λ0 6= 0 — некоторое не кратное собственное число и

λp = λp+1 = . . . = λq, где q > p. В этом случае часть уравнений (154) с соот-

ветствующими номерами после умножения слева на vk преобразуется к форме

Жордана [246]. Исходя из этого, уравнения для функций Vk, k = p, q в общем
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случае можно записать в такой форме:

V̇k = λpVk + Vk+1, k = p, . . . , q − 1, V̇q = λpVq.

Заметим, что если матрица M̂ является верхнетреугольной или нижнетреуголь-

ной, то матрицу не обязательно приводить к форме Жордана, а уравнения для

Vk можно получать непосредственно из решения самой исходной системы (154).

В случае представления Жордана находим, что решения для функций Vk в со-

ответствующем диапазоне номеров имеет такой вид:

Vp+k =
k∑

α=0

Cs−α
(k − α)!

tk−αeλpt, k = p, . . . , s.

где s = q − p, а Cα - постоянные интегрирования. Для функций Vq = QqΦ0 и

V0 = Q0Φ0 имеем два соотношения:

t =
1

λp

(
lnQq + ln Φ0 − lnCs

)
, t =

1

λ0

(
lnQ0 + ln Φ0 −H0

)
,

Исключая из них Φ0, находим: t = 1
∆Zp, Zp = ln(Qp/Q0) − Hp0, где Hp0 =

lnCs−H0 и ∆ = λp−λ0. Используя последнее соотношение, находим интегралы

движения в следующей форме:

Jkp = ln
(
Cs−k/Cs

)
= ln

(
Qp+k/Qq

)
−

k∑
α=0

Cs−α
∆k−α(k − α)!

Zk−α
p ,

k = 1, s− 1. (164)

Таким образом, интегралы с заданным k вычисляются рекуррентно через зна-

чения интегралов с k − 1.
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3.3.3 Примеры цепочек с ограниченным числом элементов

Как правило, в прикладных задачах мы имеем дело с системой, состоящей из ко-

нечного чила компонент (типов дефектов). Поэтому наибольший интерес пред-

ставляют системы типа (146), в которых i принимает значения из некоторого

конечного набора. Ограничения набора значений i можно добиться различны-

ми способами. Ниже приведены некоторые варинаты огранчений, приводящие

к различным динамическим системам.

3.3.4 Циклические цепочки

Отдельный класс цепочек, связанных со сдвиговыми производными возникает,

если дополнительно потребовать, чтобы после конечного числа сдвигов базовые

уравнения переходили сами в себя. Это условие можно записать в виде таких

соотношений:

D̂+Φi = Φi+1, D̂+Φi+1 = Φi+2, . . . , D̂q
+Φi = D̂+Φi+q−1 = Φi+q = Φi,

где q — некоторое натуральное число, большее 1. В этом случае на коэффиценты

базовых соотношений накладываются дополнительные условия, сводящиеся к

соотношениям:
q−1∏
k=0

Ai+k = 1, Ai+q = Ai, Ci+q = Ci. (165)

В результате подстановки φi = lnAi первое и второе из этих соотношений сво-

дятся к формулам:
q−1∑
k=0

φi+k = 0, φq = φ0. (166)



138

В силу цикличности цепочки, только q − 2 функций являются независмыми.

Поэтому индекс i пробегает конечный интервал значений i = 0, q − 2.

В случае же q = 3 уравнение (166) имеет такой вид:

φi + φi+1 + φi+2 = 0,

Система же (156) превращается в систему следующего вида:

ṅ1 = (M1 −M2n1)n1n2 −M1n
2
1 +M2,

ṅ2 = (M1 −M2n2)n
−1
1 −M1n

2
2 +M2, (167)

где введены обозначения Ai = ni.

Для циклических цепочек матрица коэффициентов M̂ размерности q × q

представлет собой циклическеую матрицу или циркулянт [246] и может быть

записана в следующем общем виде:

M̂ =



M0 M1 M2 . . . Mq

Mq M0 M1 . . . Mq−1

. . . . . . . . . . . . . . .

M1 M2 M3 . . . M0


. (168)

Собственные числа этой матрицы являются некратными и имеют следующий

вид: λk = p(rk), k = 1, q, где p(x) = M0 + M1x + · · · + Mqx
q−1 и rk = e2π/k.

Правые собственные вектора циклической матрицы имеют следующий вид:

uk = column{1, rk, r2
k, . . . , r

q−1
k }.

Матрица левых собственных векторов вычисляется как обратная к матрице

правых собственных векторов с теми же собственными числами.
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В частности, для случая q = 3, соответствующему модели (167), необходимо

решать систему из трех уравнений следующего вида:

Φ̇0 = M0Φ0 +M1Φ1 +M2Φ2,

Φ̇1 = M0Φ1 +M1Φ2 +M2Φ0, (169)

Φ̇2 = M0Φ2 +M1Φ0 +M2Φ1.

Характеристическое уравнение для этой системы имеет такой вид:

(M0 − λ)3 − 3(M0 − λ)M1M2 +M 3
1 +M 3

2 = 0,

а соответствующие его корни такой:

λ1 = M0 +M1 +M2, λ2,3 = M0 − (M1 +M2)/2± i(M1 −M2)
√

3/2.

Правые собственные вектора циклической матрицы:

M̂ =


M0 M1 M2

M2 M0 M1

M1 M2 M0

 , (170)

соответствующей системе (169) имеют вид:

v1 =

(
M1 −M2 − i

√
3(M1 +M2)

M1 + 2M2 + i
√

3M1

, 1,−2M1 +M2 − i
√

3M2

M1 + 2M2 + i
√

3M1

)
,

v2 =

(
− M1 −M2 + i

√
3(M1 +M2)

2M1 + 2M2 + i
√

3M2

,−M1 + 2M2 − i
√

3M2

2M1 +M2 + i
√

3M1

, 1

)
,

v3 = (1, 1, 1).
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Используя для модели (167) схему вычисления интегралов движения для

случая некратных собственных чисел, приходим к одному интегралу движения

следующего вида:

J12 = γ ln
(
F (x, y)

)
+ 2 arctg

(
H(x, y)

)
,

где γ = (M1 −M2)/(
√

3(M1 +M2)),

F (x, y) =
(y + x+ 1)2

(y + x+ 1)2 − 3(yx+ x+ y)
,

H(x, y) =

√
3γ(y − 1)− y + 2x− 1√

3(y − 1) + γ(y − 2x+ 1)
.

3.3.5 Ограниченные цепочки

Еще одним классом интегрируемых моделей рассмотренного типа являются

ограниченные цепочки длина которых определяется условием обращения в ноль

функций Φi, начиная с некоторого номера q > 0 для цепочек со сдвигом впе-

ред (или q < 0 для цепочек со сдвигом назад). В качестве примера приведем

цепочки типа (156). Потребуем, чтобы начиная с некоторого конечного номера

q ≤ n выполнялись условия:

Φq+i = Φq, i = 1, 2, . . . .

Тогда все уравнения для функций Φq+i, i > 1 превращаются в одно и тоже

уравнение вида:

Φ̇q = Φq

n∑
i=0

Mi.
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Уравнения с номерами меньшими q будут отличаться от этого исходного урав-

нения. В результате все функции Aq+i = Φi+q+1/Φi+q = 1, i > 0 будут равны

1, а функции φq+i = lnAq+i = 0, i > 0 — нулю. В результате совокупность

уравнений для всех функций φi с номерами −p < i < q, где p ≤ 0 — любое неот-

рицательное число, является замкнутой и описывает конечную цепочку урав-

нений вида (156). В качестве примера приведем уравнения следующей цепочки

с n = 2, q = 3, p = 0: Если перейти к переменным x = eφ0, y = eφ1, z = eφ2, то

эти уравнения примут такой вид:

ṅ1 = M1(n2 − n1)n1 +M2(n3 − n1)n1n2,

ṅ2 = M1(n3 − n2)n2 +M2n
2
2 −M2n3n

2
2, (171)

ṅ3 = (M1 +M2)(1− n3)n3.

Интегралы движения для моделей конечной размерности вычисляются по

общей схеме, изложенной выше. Для модели, имеющей размерность n = 2,

имеется один интеграл движения, который в случае, когда все три собственных

числа λ0, λ1, λ2 матрицы M̂ различны, имеет такой вид:

J12 =
lnQ1

λ0 − λ1
− lnQ2

λ0 − λ2
− (λ1 − λ2) lnQ0

(λ0 − λ1)(λ0 − λ2)
,

где Qk = v0
k +v1

kx+v2
ky, k = 0, 1, 2, а vk — левые собственные векторы матрицы

M̂ размерности 3.

3.3.6 Цепочки с условиями отражения

Рассмотренные способы ограничения длины цепочек с помощью условия цик-

личности и условия обрезания не применимы к цепочкам содержащим одновре-
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менно и правые и левые производные. В этом случае для ограничения длины

цепочек можно воспользоваться условием отражения. Условие отражения про-

демонстрируем на следующем примере. Рассмотрим цепочку вида:

∂φi
∂t

= M
(
eφi+1 − eφi

)
+N

(
e−φi − e−φi−1

)
(172)

Потребуем, чтобы выполнялись следующие условия:

φi = −φ−i. (173)

Из этих условий следует, что φ0 = 0, что автоматические приводит к требова-

нию M = N . Не трудно видеть, что в этом случае уравнения (172) для i < 0

переходят в уравнения для i > 0.

Условиям отражения (173) соответствует следующее условие для функций

Φi: Φ0 = Φ1, Φi = Φ−i.

Для того, чтобы получить конечную цепочку необходимо поставить условие

отражения с другого конца цепочки на некотором шаге q, полагая:

φq−i = −φq+1+i, i = 0, q. (174)

При i = q имеем соотношение φ0 = φ2q+1 = 0. Не трудно увидеть, что в этом

случае уравнения с номерами q+ 1 + i переходят в уравнения с номерами q− i

для указанных значений индекса i. В результате получаем замкнутую конечную

цепочку уравнений с номерами i = 1, q. В частности, при q = 3, вновь переходя
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к переменным ni, имеем систему уравнений следующего вида:

ṅ1 = M(n2 − n1)n1 +M(1− n1),

ṅ2 = M(n3 − n2)n2 +M(1− n2/n1),

ṅ3 = M(2− n2
3 − n3/n2).

3.3.7 Построение решений вспомогательных уравнений и уравнений

цепочек

Решения полученных уравнений строятся с помощью подстановок, связанных

с базовыми соотношениями:

Ai(t) =
Φi+1(t)

Φi(t)
, Âi(t) = Φ̂i+1Φ̂

−1
i .

Сами функции Φi являются решениями соответствующих вспомогательных

уравнений.

Рассмотрим вначале скалярные уравнения (154). Будем искать частные ре-

шения этих уравнений с постоянными коэффициентами в следующей форме:

Φi = P (z)zieλt.

В результате уравнения (154) приводятся к виду:

λ =
n∑
k=0

Ckz
k.

Это соотношение является характеристическим уравнением, из которого вы-

числяется параметр λ как функция комплексного параметра z. В результате
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общее решение уравнения (154) можно представить в такой форме:

Φi =

∫
C

P (z)zieλ(z)tdz,

где C — контур в комплексной плоскости изменения параметра z.

Другой способ построения решений вспомогательных уравнений, пригодный

для случая Li 6= 0, строится на базе метода производящих функций. Рассмот-

рим построение решений уравнения (158) для случая:

Li =
m∑
k=0

Λki
k, (175)

где m — фиксированное натуральное число. Умножая каждое из уравнений

с номером i почленно на zi и, затем суммируя результаты по i, приходим к

следующему уравнению:

∂F (z, t)

∂t
= M(z)F (z, t) +

m∑
k=0

Λk
∂kF (z, t)

∂zk
. (176)

Здесь z — некоторое, вообще говоря, комплексное число, F (z, t) — производя-

щая функция:

F (z, t) =
∞∑

k=−∞

φkz
k,

и M(z) — полином по z−1:

M(z) =
m∑
k=0

Mkz
−k.

Аналогичные решения будут иметь место и в случае уравнений с правой и левой
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производными, с той разницей, что функцияM(z) будет иметь более общий вид:

M(z) =
n∑
k=0

(
Mkz

−k +Nkz
k
)
.

Пусть F (z, t) — производящая функция, являющаяся решением уравнения

(176). Тогда решения для функций φi(t) находтяся с помощью соотношений:

φk =
∂kF (z, t)

∂zk

∣∣∣∣
z=0

.

3.4 Выводы

Нелинейные функциональные подстановки позволяют свести УНД к системе

квазилинейных уравнений первого порядка, что значительно упрощает поиск

частных решений. В некоторых случаях использование НФП позволяет отыс-

кать преобразование Бэклунда.

Использование различных разложений функций u(t, x, T ) и v(t, x, T ) по ли-

нейно независимым функциям переменной T дает широкие возможности для

поиска и анализа свойств локализованных решений уравнений нелиненой диф-

фузии. В частности, для УБД найдено автопреобразование решений и показа-

но наличие локализованных волновых структур, возникающих в такой среде,

в том числе, при отсутствии генерации ТД. Получено уравнение, связывающее

скорость генерации ТД с волновыми компонентами решения.

Для случая зависимости коэффициента диффузии ТД от их концентрации

n вида: D ∼ nα, α ∈ R обнаружена связь между решениями УНД с взаимными

коэффициентами диффузии со степенями α и −α − 2. В этом случае решения

соответствующих уравнений могут быть связаны трансцендентным алгебраиче-
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ским уравнением, задающим сложное отображение решений одного уравнения

в другое.

Расширение же МФП на случай дискретных систем, позволило находить

интегралы движения уравнений кинетики ТД и выявлять различные режимы

в подобных системах.
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Глава 4. Модель радиационно-стимулированного

роста сверхрешеток в среде с нелинейной диффу-

зией

В данной главе развивается подход к анализу условий роста упорядоченных

структур в среде с нелинейной диффузией, подвергающейся лазерному, либо

радиационному облучению, основанный на методе многомасштабных разложе-

ний. Вначале все основные результаты получаются для системы состоящей из

одного типа точечных дефектов, генерируемых с постоянной скоростью. Далее

рассматриваются обобщения на случай произвольного числа ТД слабо взаимо-

действующих между собой и отдельно рассматриваются случаи источников ТД,

имеющих неоднородное пространственное распределение.

4.1 Уравнение нелинейной диффузии одного типа точеч-

ных дефектов

Простейшим случаем является система с одним типом ТД. Такое рассмотрение

возможно, когда скорость диффузии других компонент значительно ниже, либо

когда, наоборот, они уже вышли на стоки. Уравнение нелинейной диффузии

одного типа ТД имеет следующий вид [244,245]:

∂n

∂τ
=

3∑
α=1

∂

∂zα

(
D̃(n)

∂n

∂zα

)
− µn+ γJ(n) +G. (177)

Слагаемые и коэффициенты в уравнении (177), как правило, имеют следу-

ющий смысл: D(n) — нелинейный коэффициент диффузии, −µn — описывает

выход дефектов на стоки с постоянной концентрацией (границы зерен, поры,
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вакансионные петли и проч.), J(n) — нелинейный рекомбинационный член, G

— источник дефектов (скорость объемной генерации). Отметим, что источник

G связан с интенсивностью излучения в среде, но не тождественен внешнему

источнику излучения, поскольку дефекты образуются в результате взаимодей-

ствия налетающих частиц с кристаллической решеткой. В дальнейшем пола-

гаем что коэффициенты µ, γ и источник G положительны (нелинейный член

может принимать различные значения).

Отметим, что в общем случае G является функцией координат и времени

— G(x, t). Это может быть связано с учетом затухания излучения в среде, а в

случае лазерного облучения с пространственной неоднородностью, вызванной

образованием на поверхности материала периодического поля излучения [248].

Наличие нелинейной добавки J(n) в случае одного типа ТД требует до-

полнительных объяснений т.к. классическая рекомбинация возможна только

в случае минимум двух типов дефектов. При интерпретации коэффициентов

уравнения, приведенной выше, рекомбинационный член, очевидно, описывает

убыль ТД за счет рождения комплексов из двух и более дефектов, которые

считаются неподвижными. Либо, слагаемые −µn + γJ(n) + G с нелинейным

"рекомбинационным " членом следует рассматаривать как сумму различных

вкладов. Например, в случае, когда n — концентрация вакансий, правую часть

уравнения (177) можно представить в таком виде:

−µn+ γJ(n) +G = µ̃1n− µ̃2n+ λ(n) (N0 − n) g0, (178)

где линейные члены с коэффициентами µ̃2,1 соответствуют выходу на стоки и

рождению ТД от вторичного выбивания узлов решетки. Последнее член в при-

веденном выражении соответствует генерации ТД при взаимодействии частиц
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излучения с концентрацией g0 с занятыми узлами решетки, а λ(n) — интен-

сивность взаимодействия, зависит от концентрации дефектов в данной точке.

В случае малых концентраций можно ограничиться первыми двумя членами в

разложении: λ(n) = λ0±λ1n+O(n3). Знаки "+ " и "− " соответствую двум слу-

чаям — когда рост концентрации ТД снижает пороговую энергию необходимую

для выбивания узла решетки и наоборот. В случае интерпретации n(x, t) как

концентрации неравновесных носителей заряда в полупроводнике J(n) ∼ n3

описывает Оже-рекомбинацию.

Отметим, что в общем случае концентрация налетающих частиц, а следова-

тельно и скорость генерации ТД изменяются как в пространстве, так и со вре-

менем. Случай постоянной скорости генерации, либо имеющей заданное распре-

деление по координатам, соответствует следующим условиям: тонкий слой об-

лучаемого материала, слабое поглощение частиц излучения, начальная стадия

формирования сверхструктуры. Именно этот случай рассматривается в данном

разделе.

Обезразмерим уравнение (177) для выяснения характерных временных и

пространственных масштабов. Для этого введем следующие масштабные коэф-

фициенты: N0 — масштаб концентрации дефектов, a — масштаб длины, связан-

ный с шагом кристаллической решетки, и τ0 — масштаб времени. Соответству-

ющие безразмерные переменные: xα = zα/a, ξ = n/N0, t = τ/τ0. Скорость

генерации и коэффициент диффузии перепишем в виде, содержащем размер-

ные коэффициенты: D̃ = D0D(n), G = G0g(~x, t). В результате приходим к

уравнению:

∂ξ

∂t
=

[
D0t0
x2

0

]
∆F (ξ)− [µτ0] ξ +

γτ0

N0
P (ξ) +

[
τ0G0

N0

]
g(~x, t),
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где ∆ — оператор Лапласа в декартовой системе безразмерных координат

xα, α = 1, 3 и введено обозначение: P (ξ) = J(N0ξ).

Масштабные коэффициенты вычисляются из условия равенства единице вы-

ражений в квадратных скобках:

t0 =
1

µ
, a =

√
D0

µ
, N0 =

G0

µ
. (179)

Тогда уравнение диффузии принимает вид:

ξt = ∆F (ξ)− ξ + εP (ξ) + g(~x, t). (180)

Функция F (ζ) имеет вид:

F (ζ) =
1

N0

ζN0∫
D(n)dn.

Безразмерный коэффициент ε, стоящий при нелинейном члене следующим об-

разом выражается через размерные коэффициенты:

ε =
γ

G0
. (181)

Будем считать ε малым параметром, который определяет масштабы возникаю-

щих структур. Из (181) следует, что ε� 1 в случае, когда генерация дефектов

существенно преобладает над процессом их рекомбинации, что соответствует

приденным выше условиям задачи.
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4.2 Метод многомасштабных разложений

Хорошо известно, что пространственный масштаб когерентных структур на

порядки превышает постоянную кристаллической решетки, а рост острукту-

ры происходит за время, большее характерных времен генерации и реком-

бинации ТД [210]. Подобное разделение масштабов на "малые/быстрые " и

"большие/медленные " позволяет применить к анализу уравнений нелиней-

ной диффузии ТД метод многомасштабных разложений [193,194]. Кроме быст-

рых переменных x, t введем в рассмотрение "медленные " время и координату:

T = εt, X =
√
εx1, Y =

√
εx2, Z =

√
εx3. Будем считать, что концентрации

зависят только от медленных координат, что соответствует крупномасштабной

образующейся структуре: ξ(x, t) = V (X, t, T, ε). Отметим, что зависимость кон-

центраций от переменных T1 = ε2t, X1 = εx, .. не рассматривается, т.к. все

дальнейшие выкладки выполняются в первых двух порядках разложения по ε:

ξ(t,X, T, ε) = ξ0(t,X, T ) + ξ1(t,X, T )ε+O(ε2). (182)

В зависимости от постановки задачи уравнение (180) должно быть дополне-

но соответствующими начальными и граничными условиями, которые так же

разлагаются в ряд по ε.

Одной из основных задач, рассматриваемых в данном разделе, является

выяснение условий при которых будет расти некоторое начальное периодиче-

ское распределение концентрации ТД и определение периода соответствующей

сверхрешетки.

Приведенная ниже схема вычислений является общей для различных вари-

антов уравнения (177) и сохраняется в случае нескольких типов ТД.

С помощью формул дифференцирования функции, зависящей как от быст-
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рых, так и от медленных переменных: u(x, t) = U(X, t, T ): ut = Ut+ εUT , ux =

√
εUX приводим уравнение (180) к виду:

∂ξ

∂t
+ ξ − g = εP (ξ)− ε ∂ξ

∂T
+ ε∆sF (ξ), (183)

где ∆s — оператор Лапласа по медленным координатам. Безразмерная скорость

генерации g рассматривается далее как величина, зависящая от медленных ко-

ординат и медленного времени:

g = g(X, T ),

т.е. пространственные и временные масштабы неоднородностей внешнего пото-

ка излучения значительно превосходят масштабы процессов релаксации в кри-

сталлической решетке.

Введение в рассмотрение переменных с различными масштабами приводит

к тому, что безразмерное уравнение нелинейной диффузии (183) распадается на

систему уравнений соответствующих различным порядкам разложения по ма-

лому параметру ε. При этом уравнения в каждом порядке описывают процессы,

происходящие с различными скоростями.

В нулевом порядке уравнение описывает "быстрое " изменение концентра-

ции за счет генерации внешним излучением и выхода на стоки, т.е. процессы

релаксации:

ξ0,t = −ξ0 + g. (184)

В дальнейшем будем называть подобные уравнения "уравнения релаксации "

.
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Для концентрации в первом порядке имеем следующее уравнение:

ξ1,t = −ξ1 −
∂ξ0

∂T
+ ∆sF (ξ0) + P (ξ0). (185)

Решение уравнения релаксации содержит постоянную интегрирования B(X, T ),

зависящую от медленных переменных:

ξ0 = A(X, T )e−t + g(X, T ). (186)

Согласно методу многомасштабных разложений функция A(X, T ) определяет-

ся из условия отсутствия секулярных (растущих со временем) слагаемых в пер-

вом порядке разложения концентрации. Поскольку уравнение (184) не содержит

вкладов от диффузионного и рекомбинационного членов, отвечающих за обра-

зование сверхрешетки, то в нулевом порядке вся информация о сверхструктуре

содержится в множителе A(X, T ), уравнение для которого и представляет ос-

новной интерес. Будем называть эту функцию "амплитудный фактор " (АФ).

4.3 Уравнение для амплитудного фактора

Решение уравнения (185) записывается в следующем виде:

ξ1 = A1(X, T )e−t + e−t
t∫

0

et
′
[
−∂ξ0

∂T
+ ∆sF (ξ0) + P (ξ0)

]
dt′. (187)

Здесь A1(X, T ) — соответствующая постоянная интегрирования.

Интеграл от первого слагаемого в правой части (187) вычисляется таким
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образом:

−e−t
t∫

0

et
′∂ξ0

∂T
dt′ = −e−tt∂A

∂T
− (1− e−t) ∂g

∂T
.

Для вычисления второго интеграла необходимо разложить функцию F (z) в

ряд Маклорена и выполнить почленное интегрирование:

e−t
t∫

0

et
′
F (ξ0)dt

′ = e−t
t∫

0

et
′
∞∑
k=0

F [k](0)

k!

(
A(X, T )e−t

′
+ g
)k
dt′ =

=
∞∑
k=0

F [k](0)

k!
gk + tA(X, T )

∞∑
k=0

F [k](0)

k!
kgk−1 +

+
∞∑
k=0

k∑
j=2

F [k](0)Aj(X, T )

k!
Cj
kg

k−j
[
e(1−j)t

(1− j)
− 1

]
.

Здесь Cj
k — биномиальные коэффициенты.

Заменой F (ξ0) на P (ξ0), аналогично вычисляется и интеграл e−t
t∫

0

et
′
P (ξ0)dt

′.

Рассмотренные интегралы содержат в асимптотике при t → ∞ растущие

пропорционально t секулярные члены. Их возникновение связано с резонанс-

ным взаимодействием решений нулевого порядка с последующими, которое при-

водит к расходимости решений при t → ∞. Согласно стандартной процедуре

исключения резонансов необходимо потребовать, чтобы эти слагаемые обрати-

лись в ноль в решении для ξ1, а так же в последующих порядках, если они

анализируются. Для первого порядка условие отсутствия секулярных членов

можно записать в виде уравнения для амплитудного фактора A(X, T ):

∂A

∂T
= ∆s

[
D (G/µ)A

]
+ P ′ (G/µ)A, (188)
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которое является линейным уравнением типа уравнения диффузии. При этом

коэффициент диффузии и рекомбинационный член зависят от скорости генера-

ции g(X, T ), т.е. в общем случае являются переменными. Порядок этого урав-

нения совпадает с порядком исходного уравнения по всем производным, что

позволяет в первом порядке теории возмущений строить решения краевой за-

дачи с соответствующим образом преобразованными граничными условиями.

После получения уравнения для амплитудного фактора анализ условий ро-

ста когерентных структур сводится к выяснению условий существования у него

периодических и локализованных решений.

4.4 Условие усиления сверхрешетки постоянным источни-

ком

Рассмотрим вначале случай постоянной скорости генерации g = const. Как

отмечалось выше, при рассмотрении диффузии в тонком слое вещества, неод-

нородность скорости генерации связана с неоднородностью потока внешнего

излучения. Таким образом, постоянная скорость генерации соответствует по-

стоянному во времени и однородному потоку внешнего излучения.

В этом случае пространственно-периодические решения уравнения (195) яв-

ляются суперпозицией решений такого вида:

A(X, T ) = epT
(
A0 cos(KX) +B0 sin(KX)

)
,

где параметр роста p связан с волновым числом K по медленным координатам:

p = P ′ (G/µ)−K2D (G/µ) . (189)
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После подстановки выражения для АФ в решение (193):

ξ0 = e[(P
′(G/µ)−K2D(G/µ))ε−1]t

(
A0 cos(KX) +B0 sin(KX)

)
+ g (190)

находим условие роста периодических составляющих, т.е. возникновения анти-

диффузионной неустойчивости:

[
G0

µ
J(G/µ)− a2

ε2
k2D(G/µ)

]
ε ≥ 1,

где k = K
√
ε/a — волновой вектор. Отсюда следует, что в случае D(g) ≥ 0 рас-

тущими Фурье-компонентами будут такие, которые удовлетворяют в размерном

виде соотношению:

γ

G0

γJ ′
(
G/µ

)
− µ

D
(
G/µ

) ≥ k2. (191)

Полученное выражение объясняет рост длиннопериодических составляю-

щих в начальном распределении концентрации, амплитуды которых в началь-

ный момент времени малы. При этом оно служит прежде всего для оценки

минимальной длины волны, растущей со временем при заданном значении G.

Этой длине волны (критическому волновому числу) соответствует равенство в

(191).

При выполнении условия (191) концентрация в нулевом порядке (190)

неограниченно растет со временем, что соответствует лишь начальной стадии

облучения, вдали от динамического равновесия, при котором процессы релак-

сации уравновешены диффузией и нелинейной рекомбинацией.

Важной особенностью выражения (191) является то, что коэффициент диф-

фузии и рекомбинационный член зависят не от концентрации, а от величины,
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содержащей скорость генерации: G/µ — аргумента, который может принимать

значения отличные от тех, в которых изменяется концентрация. В частности,

эта велична может быть отрицательной в случае, когда правая часть уравнения

(177) представляет из себя сумму различных вкладов и суммарный коэффици-

ент µ < 0. Это приводит к тому, что рекомбинационный член как функция

переменной G/µ может быть положительным, а коэффициент диффузии мо-

жет принимать отрицательные значения.

Отметим, что возможность для роста длиннопериодической структуры су-

ществует и в том случае, когда вклад нелинейного члена мал (J ′ ' 0):

−γµ ≥ k2G0D
(
G/µ

)
.

Поскольку γ, µ и k2 положительные величины, то из этого соотношения сле-

дует D
(
G/µ

)
< 0. Как отмечалось выше, это условие может выполняться для

коэффициента диффузии, поскольку его отрицательные значения должны до-

стигаться не для допустимых значений концентрации дефектов n, а для вели-

чины G/µ.

4.5 Уравнения нелинейной диффузии нескольких типов

дефектов

Обобщим приведенные в предыдущей главе соотношения на случай системы из

произвольного числа ТД (вакансии, междоузлия, атомы примесей и т.д.).

Система уравнений диффузии дляM типов ТД будет иметь следующий вид:

∂ni
∂τ

= D0

3∑
α=1

∂

∂zα

(
Di(n)

∂ni
∂zα

)
− µ0µini + γJi(n) +G0gi(x, t), i = 1,M.
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Здесь Di(n) — коэффициенты диффузии каждого компонента, n =

(n1, n2, . . . , nM) — вектор концентраций, Ji(n) — нелинейные источники.

Все уравнения этой системы аналогичны рассмотренному выше уравнению

для одного типа ТД, с той лишь разницей, что коэффициент диффузии и ре-

комбинационный член зависят от концентраций всех компонент.

В безразмерных переменных с коэффициентами (179) уравнения принимают

вид:
∂

∂t
ui = ∆sFi(u)− µiui + εPi(u) + gi, (192)

где

Fi(n) =
1

N0

∫ N0ni

D(n1, ..., ni−1, ξ, ni+1, ..., nM)dξ.

Здесь и далее полагается, что индекс i принимает значения от 1 до M .

Далее снова рассмотрим случай малого параметра ε. Вводя медленные

перемнные X, T и раскладывая концентрации в ряд по ε: ui(t,X, T, ε) =

u
(0)
i (t,X, T ) + u

(1)
i (t,X, T )ε + O(ε2), получаем следующие уравнения в первых

двух порядках разложения:

u
(0)
i,t + µiu

(0)
i = gi,

u
(1)
i,t + µiu

(1)
i = Pi(u

(0))− ∂u
(0)
i

∂T
+ ∆sFi(u

(0)).

Решения уравнений релаксации имеют вид:

u
(0)
i = Ai(X, T )e−µit + gi, (193)

где Ai(X, T ) — амплитудные факторы соответствующих компонент.
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В первом порядке решение так же содержит интегралы от нелинейных до-

бавок, вычисление которых аналогично случаю с одним типом дефектов:

u
(1)
i = Bi(X, T )e−µit + (194)

+e−µit
t∫

0

eµit
′

[
−∂u

(0)
i

∂T
+ Pi(u

(0)) +
∂

∂Xα

(
Fi(u

(0))
∂u

(0)
i

∂Xα

)]
dt′.

Коэффициенты µi полагаются попарно не равными друг другу.

Условие исключения секулярных слагаемых приводит к такой системе урав-

нений для АФ:

∂Ai

∂T
=

3∑
α=1

∂

∂Xα

(
Di(G/µ0)

∂Ai

∂Xα

)
+ µ0

∂Pi(G/µ0)

∂Gi
Ai, (195)

где G = G0g = (G0g1, G0g2, . . . , G0gM).

Как правило, вблизи границы материала концентрация имеет неоднород-

ное затухающее в глубь материала распределение. При анализе условий роста

сверхршетки, в данном случае, рассмотрим концентрации, имеющие такое на-

чальное распределение. В этом случае решения для АФ будут представлять

собой суперпозицию таких функций:

Ai = Cie
piT−QiZ cos (KX + φ) . (196)

Критерием роста компоненты среды c номером i является условие:

εpi(g)− µi > 0,

где величина pi(g) вычисляется как решение дисперсионного уравнения систе-



160

мы (195).

Таким образом, условие роста компоненты с номером i принимает такой вид:

Q2
i −K2

i ≥
G0µi/γ − µ0

∂
∂Gi
Ji
(
G0G/µ

2
0

)
Di(G/µ0)

. (197)

Т.к. вклад нелинейной рекомбинации на начальной стадии роста полагался ма-

лым, то соотношения (197) устроены таким образом, что рост отдельных компо-

нент происходит независимо. Учет неравномерного распределения по глубине

приводит к дополнительной возможности для выполнения условия роста. Со-

отношение (197) можно использовать для оценки характерной толщины слоя,

в котором происходит рост длиннопериодических составляющих.

4.6 Неоднородное пространственное распределение источ-

ника точечных дефектов

Рассмотренные выше условия роста были получены в предположении, что ско-

рость генерации ТД постоянна. Тогда решение для АФ легко находится в ви-

де (196). Далее исследуем влияние неоднородного распределения источника на

рост сверхрешетки.

4.6.1 Затухающий по глубине источник ТД

Поскольку генерация ТД в объеме материала вызвана падающим на его грани-

цу излучением, то затухание излучения по глубине приводит к неоднородному

распределению скорости генерации и, как следствие, к характерному распреде-

лению концентрации дефектов с локализацией в приповерхностном слое.

В общем случае распределение скорости генерации не является заданной
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величиной, но на начальной стадии облучения можно пренебречь влиянием ТД

на процесс их рождения.

Традиционной зависимостью интенсивности излучения от глубины материа-

ла является экспоненциальная. Соответствующую скорость генерации запишем

в таком виде: g(Z) = g0e
−ΓZ(ось Z направлена от границы вглубь материала).

Уравнение для амплитудного фактора запишется в таком виде:

∂A

∂T
= ∆s

(
D(Z)A

)
+R(Z)A. (198)

Здесь D(Z) = D(g(Z)) и R(Z) = P ′(g(Z)), P (g) — слагаемое описывающее

нелинейность в исходном уравнении.

Будем искать решение этого уравнения в комплексной форме:

A( ~X,Z, T ) = epTU(Z)ei(
~K, ~X),

где ~X = (X, Y ) .

Тогда уравнение для функции U(Z) примет вид:

∂2

∂Z2

(
D(Z)U

)
+
(
R(Z)− p−D(Z) ~K2

)
U = 0. (199)

После замены переменной: W (Z) = D(Z)U(Z):

d2

dZ2
W +

(
R(Z)− p
D(Z)

−K2

)
W = 0. (200)

Рассмотрим пример с линейным коэффициентом диффузии и кубической нели-
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нейностью: P (g) = p0 + p1g + p2g
2 + p3g

3. В этом случае имеем:

D(Z) = D0 = const, R(Z) = 3p3g
2
0e
−2ΓZ + 2p2g0e

ΓZ + p1.

В случае p3 < 0, после замены перменных r = r0e
−ΓZ , W =

√
rψ(r), урав-

нение принимает вид:

ψ′′ +
(
− a2 + br−1 + cr−2

)
ψ = 0, (201)

где a =
√

3|p3|g2
0/D, b = 2p2g0/D, D = D0r0Γ

2, c = ((p1−p)−Ḑ0K¯
2)r0/D+1/4.

Сделаем замену переменной ρ = 2ar, а коэффициенты представим в следу-

ющем виде: b = 2ab1, c = −c1/4, тогда уравнение примет вид:

ψ′′ +
(
− 1/4 + b1r

−1 − c1/4r
−2
)
ψ = 0. (202)

Покажем, что решения уравнения (202) выражаются через обобщенные поли-

номы Лагерра y = Lsn(r), удовлетворяющие уравнению:

ry′′ + (s+ 1− r)y′ + (λ− s/2− 1/2)y = 0,

где s > −1, λ = n+(s+1)/2, n ∈ Z. Чтобы привести это уравнение к нужному

нам виду, сделаем замену y = r−(s+1)/2er/2V (r), после этого уравнение примет

вид:

V ′′ +
(
− 1/4 + λr−1 − (s2 − 1)/4r−2

)
V = 0.

Сравнивая с уравнением (202), находим условия, при которых его решения вы-
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Рис. 14: Концентрационные профили (204), удовлетворяющие условию
W (Z, n) > 0, Z > 0 .

ражаются через обобщенные полиномы Лагерра: b1 = λ = n + (s + 1)/2, c1 =

s2 − 1.

На Рис.14 представлены графики решений для различных n при значениях

параметров: Γ = 4, a = 1, s = 5, r0 = 1. На Рис.15 показано поведение реше-

ний при Z → ∞. Для выбранных параметров, только первые шесть решений

W (z, n), n = 1, 6 (см. Рис.14) являются положительными в области Z > 0.

Возвращаясь к первоначальным переменным, получаем следующее решение

уравнения (201):

ψ(r, n) = e−ar(2ar)(s+1)/2Lsn(2ar), s > −1, n ∈ Z. (203)

Функция W (Z), определяющая концентрационный профиль, имеет вид:

W (Z, n) = (2ar0)
(s+1)/2e−

Γ
2Z−ar0e

−ΓZ

Lsn(r0e
−ΓZ). (204)

В случае положительного коэффициента p3 решения могут быть получены по
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Рис. 15: Концентрационные профили (204).

формуле (204) с мнимой постоянной a. В этом случае решение комплексное и

физический смысл имеют вещественная и мнимая части решения.

4.6.2 Параметрическое возбуждение периодической сверхструктуры

Один из режимов роста сверхрешетки заключается в создании в тонком при-

поверхностном слое материала периодического распределения интенсивности

внешнего излучения. В случае лазерного облучения, это соответствует обра-

зованию периодического электромагнитного поля на поверхности материала в

результате интерференции падающей волны излучения с излучением рассеян-

ным микронеровностями поверхности.

Рассмотрим простейший вариант периодического возмущения внешнего ис-

точника вида:

g = g0 + g1 cos(2K1X),

где g0, g1 и K1 — некоторые постоянные. Преобразуем уравнение (195) c помо-
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щью подстановки W = D(g(X))A(X,T ) к следующему виду:

1

D(g)

∂W

∂T
= ∆sW +

P ′(g)

D(g)
W. (205)

Поскольку g зависит только от X решение последнего уравнения можно искать

с помощью разделения переменных:

W = epT+iK2Y+iK3Zw(X, p),

где функция w(X, p) удовлетворяет обыкновенному дифференциальному ли-

нейному уравнению типа Шредингера:

d2w

dX2
+ U(X, p)w = K2

0w, (206)

где K2
0 = K2

1 +K2
2 , а периодическая по X функция U(X) имеет вид

U(X, p) =
P ′(g(X))− p
D(g(X))

. (207)

Согласно общей теории уравнения Шредингера с периодическим потенциалом,

решение его можно представить в виде:

w(X, p) = eiq(p)XΦ(X, p),

где Φ(X, p) — периодическая функция, а q(p) — квазиимпульс, определяющий

устойчивость решения. Квазиимпульс может быть вещественной величиной или

чисто мнимой.

Рассмотрим для демонстрации общего эффекта коэффициент диффузии та-
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Рис. 16: Диаграмма устойчивости уравнения Матье.

кого вида:

D(g) = D0/(gN0 + n0),

и нулевой нелинейный источник: J(n) = 0. Тогда уравнение (205) примет вид:

∂2w

∂X2
−
(
pg0 + K2

0 + pg1 cos(2K1X)
)
w = 0.

Данное уравнение представляет собой уравнение Матье, которое приводится к

стандартной форме:

∂2W

∂ζ2
+ (s+ 2h cos(2ζ))W = 0.

Здесь ζ = K1X/2, s = −4(pg0 +K2
0)/K

2
1 , h = −2pg1/K

2
1 . На Рис.16 изобра-
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жена диаграмма устойчивости решений уравнения Матье, т.е. областей значе-

ний s и q, в которых величина q(p) вещественна (обозначены серым цветом), и

в которых величина q(p) — чисто мнимая. Кривые в заштрихованных областях

— линии равного уровня функции q(s, h).

Прямыми на Рис. 16 изображены допустимые значения s(p), h(p), которые

соответствуют различным вещественным значениям параметра p:

h =
g1

g0

(
s+

K2
0

K2
1

)
.

Эти прямые будем называть дисперсионными прямыми. Их наклон опре-

деляется отношением g1 к g0. Для растущих со временем решений уравнения

(205) параметр p должен быть положительным. Для p > 0 и g0 > 0, g1 > 0

параметры s и h — отрицательны. Значит растущие со временем решения, соот-

ветствующие устойчивым решениям уравнения Матье на диаграмме на Рис.16

лежат в третьей четверти координатной плоскости. В этой области существует

единственная узкая область, соответствующая квазипериодическим решениям

уравнения Матье. На рисунке сплошной прямой с номером 1 изображена дис-

персионная прямая, соответствующая таким значениям g0 и g1, при которых

эта прямая пересекает область устойчивости. Две пунктирные прямые соот-

ветствуют значениям g0 и g1, для которых пересечения нет. Поскольку обла-

сти устойчивости зеркально-симметричны относительно горизонтальной оси, то

аналогичные дисперсионные кривые возможны и при отрицательном значении

их наклона, т.е. при g1/g0 < 0. Таким образом, в рассматриваемом простей-

шем случае выбора формы нелинейного источника и коэффициента диффузии,

показано, что за счет параметрической неустойчивости в такой системе будет

возбуждаться только одна квази-периодическая составляющая пространствен-
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ного распределения, соответствующая точке пересечения P0 на графике. При-

чем это возможно, только при определенных параметрах внешнего источника,

содержащего пространственно-периодическую компоненту.

4.7 Оценки пространственных масштабов сверхрешеток

В работах [244,245] на основе предложенной выше модели нелинейной диффу-

зии был рассмотрен рост поверхностной сверхструктуры в случае взаимодей-

ствия поверхностных плазмон-поляритонов (ППП), возбуждаемых на неравно-

весных электронах в полупроводнике, с падающим лазерным излучением. По-

казано, что усиление сверхрешетки носит резонансный характер и происходит

в пико- и субпикосекундном масштабе. Для описания кластеризации дефектов

(неравновесных носителей заряда в полупроводнике) была рассмотрена модель

с коэффициентом диффузии

D(n) =
Dpn0

n+ n0
,

где n — концентрация дефектов, Dp — коэффициент диффузии неравновесных

носителей, постоянная n0 характеризует влияние неравновесных носителей на

процесс их диффузии.

Характерное время образование ППП порядка субпикосекунд, а характер-

ная глубина проникновения излучения менее 1 µm. Т.к. характерные масштабы

диффузии значительно превышают эти величины, то применение метода мно-

гомасштабных разложений можно считать оправданным.

Эффективный коэффициент диффузии в этом случае имеет вид: Deff =

µ
G+µn0

.
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Для полупроводниковых структур параметры модели могут быть выбра-

ны следующим образом: γ = (1 − 10) · 10−31 cm6/s, µ ' 108 s−1, Deff '

102 cm2/s. В этом случае используя (197) для одного типа ТД получаем та-

кую оценку для критического волнового числа и длины волны сверхрешетки:

k2
0 ' 106 cm−2, λ0 ' 10−3 cm.

Полученное выше выражение для эффективного коэффициента диффузии,

как функции скорости генерации, позволяет рассчитывать значение интенсив-

ности, при которой наблюдается резкое усиление контрастности образующейся

структуры. Скорость фотогенерации G таким образом связана с интенсивно-

стью внешнего излучения: G = αI
~ω , где α — линеный коэффициент поглощения

полупроводника, а выражение для коэффициента µ имеет вид:

µ ' 1

τc
− σcI

~ω
.

Используя приведенные выше выражение, получаем такую связь между эф-

фективной скоростью генерации gD и интенсивностью внешнего излучения I:

gD ' −
(

1

τc
− σcI

~ω

)1 +
α2n0Dp

αI
~ω + n0

(
1
τc
− σcI

~ω

)


При длине волны образующейся структуры λ ∼ 0.01−10µm и толщине слоя

h ∼ 6 nm − 1 mm при следующих параметрах: Dp = 10−2 − 102 cm2/s, n0 �

1021 cm−3, G = 1025−1034 cm−3/s, σc = 1016−1018 cm2, C ' 4 ·10−31 cm6/s для

интенсивностей в пределах I ∼ 105 − 1010 W/cm2 получаем, что эффективная

скорость генерации вблизи резонансов может достигать гигантских значений

gD = 1011 − 1014 s−1, что соответствует быстрому росту концентрации — диф-

фузионному "взрыву " .
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4.8 Выводы

Построенная модель нелинейной диффузии точечных дефектов позволяет про-

водить анализ условий возникновения сверхрешеток при произвольной зависи-

мости коэффициента диффузии от концентрации дефектов.

На начальном этапе формирования структуры, когда скорость генерации

можно считать постоянной, взаимная рекомбинация приводит к подавлению

роста сверхструктуры.

С помощью метода многомасштабных разложений, основанном на разделе-

ния процессов на "быстрые " и "медленные " получено уравнение для функции

— амплитудного фактора, описывающее рост длиннопериодических составляю-

щих. Данное уравнение относится к диффузионному типу, при этом, коэффи-

циент диффузии является функцией эффективной скорости генерации и как

функция этого аргумента может принимать отрицательные значения, что со-

ответствует росту скоплений ТД. Для такой постановки задачи показано, что

существует критическое значение волнового числа сверхрешетки, которое опре-

деляется интенсивностью внешнего излучения и начиная с которого наблюда-

ется рост.

Полученные результаты обобщаются на случай системы с несколькими ти-

пами дефектов и слабой взаимной рекомбинацией.

Отдельно рассмотрены случаи неоднородного пространственного распреде-

ления внешнего излучения. В этих случаях получены диаграммы устойчивости

решения и концентрационные профили по глубине, на которых максимум кон-

центрации находится на некотором расстоянии от границы материала, что соот-

ветствует области, в которой устанавливается динамическое равновесие между

генерацией и рекомбинацией точечных дефектов.
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Из полученного выражения для эффективной скорости генерации как функ-

ции интенсивности внешнего излучения следует, что возникновение периодиче-

ских макроструктур носит резонансный характер.
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Глава 5. Модель "быстрая релаксация-медленная

диффузия " с учетом эффекта насыщения

В данной главе анализ эволюции начального распределения точечных дефек-

тов в кристалле проводится на всем интервале времени облучения. Для этого

формулируется новая модель, главное отличие которой заключается во введе-

нии в уравнения источника дефектов, учитывающего процесс насыщениях их

генерации.

Как правило, в кинетических моделях рассматривается либо постоянный

источник точечных дефектов, который отождествляется с внешним однород-

ным источником излучения, либо, в более общем случае, задается зависимость

источника от координаты, направленной вглубь материала и таким образом

учитывается затухание излучения в среде.

Однако, в реальности, источником дефектов выступает сама кристалличе-

ская решетка, следовательно количество дефектов, которое может быть сге-

нерировано, ограниченно, а их присутствие в решетке влияет на скорость их

генерации.

Таким образом, на основе предложенной ранее модели нелинейной диф-

фузии должна быть разработана новая модель, в которой частицы излучения

должны рассматриваться в качестве одной из компонент динамической систе-

мы, взаимодействующей с занятыми узлами решетки и ТД.

При этом учет влияния повреждения кристаллической решетки должен при-

водить к описанию насыщения концентрации, т.е. к ограниченному росту ре-

шений со временем и позволять получать условия образования когерентных

структур в различных временных режимах облучения материала [253].
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Рис. 17: Схема радиационного облучения кристаллической решетки.

5.1 Уравнение переноса радиационного излучения в кри-

сталлической среде и нелинейная диффузия точечных де-

фектов

Рассмотрение поставленной задачи начнем с вывода уравнения для источни-

ка точечных дефектов в среде. Т.к. дефекты образуются при взаимодействии

узлов решетки с налетающими частицами внешнего излучения, то, фактиче-

ски, источником дефектов выступает сама решетка. Вероятность образования

дефектов, при этом, зависит от числа занятых узлов решетки.

Рассмотрим модель с двумя типами ТД (Рис. 17) — вакансиями и междоуз-

лиями, с соответствующими концентрациями nv и ni. Концентрацию занятых

узлов решетки в необлученном материале обозначим Nc. Тогда концентрация

занятых узлов решетки в любой момент времени равна Nc − nv. Вероятность

встречи налетающих частиц, с концентрацией g, с занятыми узлами решетки

будет равна (Nc − nv) g.

Источник для обоих типов дефектов в этом случае имеет вид λ̃c(Nc − nv)g,
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где λ̃c — интенсивность взаимодействия налетающей частицы с узлом решетки

с образованием пары вакансия-междоузлие.

Взаимодействие междоузлия с некоторой вероятностью λ̃r с налетающими

частицами приводит к потере энергии частиц излучения и выбыванию их из

процесса генерации.

Уравнение для концентрации частиц внешнего источника g представляет

собой закон сохранения с учетом их взаимодействия с решеткой и дефектами:

gτ = − ∂I
∂z3
− λ̃c(Nc − nv)g − λ̃rnig − κ̃g, (208)

где I(z3, τ) — интенсивность внешнего излучения в среде (предполагается, что

излучение падает на границу z3 = 0 в трехмерном пространстве c координатами

в нем (z1, z2, z3)), а слагаемое κ̃g учитывает выбывание налетающих частиц

за счет процессов не связанных с образованием дефектов. Для интенсивности

налетающих частиц I используем стандартную формулу, связывающую ее с

концентрацией g: I = σrg, где σr — скорость движения налетающих частиц.

Диффузия точечных дефектов описывается уравнениями, аналогичными

предложенным в [244, 245] с той лишь разницей, что вместо постоянной ско-

рости генерации используются введенные выше слагаемые:

∂nv
∂τ

= λ̃c(Nc − nv)g + λ̃i(Nc − nv)ni − γ̃nvni − µ̃vnv +∇ [Dv(ni, nv)∇nv] ,
∂ni
∂τ

= −σ̃i
∂ni
∂z3

+ λ̃c(Nc − nv)g + λ̃i(Nc − nv)ni − γ̃nvni −

−µ̃ini +∇ [Di(ni, nv)∇ni] .

Здесь λ̃i — интенсивность взаимодействия выбитых атомов с узлами решетки,

приводящего к рождению пары дефектов, слагаемое −σ̃i ∂ni∂z учитывает перенос
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выбитых атомов за счет энергии, получаемой от налетающих частиц, Dv,i —

коэффициенты диффузии, слагаемые с коэффициентами µ̃v,i учитывают выход

дефектов на различные стоки с постоянной концентрацией, γ̃ — коэффициент

взаимной рекомбинации, ∇ — градиент в декартовых переменных (z1, z2, z3).

Отметим, что добавки, пропорциональные Nc − nv обращаются в ноль в

областях, где концентрация вакансий принимает максимально допустимое зна-

чение.

5.2 Разделение пространственных и временных масштабов

Выделим размерный коэффициент в коэффициентах диффузии: Dv,i(nv, ni) =

D0Dv,i(nv, ni) и перейдем в уравнениях к безразмерным переменным: τ =

t0t, (z1, z2, z3) = x0(x, y, z), nv = N0ṽ, ni = N0ũ, g = N0h. Тогда рассмат-

риваемая система уравнений примет следующий вид:

ht = − 1

ε2

∂h

∂z
− (1− ṽ)h− λrũh− εκh,

ṽt = (1− ṽ)h̃+ λs(1− ṽ)ũ− γũṽ − εµvṽ +∇ [Dv(Ncũ, Ncṽ)∇ṽ] ,

ũt = −
√
εσi

∂ũ

∂z
+ (1− ṽ)h̃+ λs(1− ṽ)ũ− γũṽ − εµiũ+∇ [Di(Ncũ, Ncṽ)∇ũ] ,

где ṽ, ũ, h — безразмерные концентрации вакансий, междоузлий и налета-

ющих частиц. Безразмерные коэффициенты в уравнении имеют вид: ε =

(D0λ̃cNc)
1/4/
√
σr, λr,i = λ̃r,i/λ̃c, εκ = κ̃/(λ̃cNc), γ = γ̃/λ̃c, εµv,i =

µ̃v,i/(λ̃cNc),
√
εσi = σ̃i/

√
D0λcNc.

А параметры обезразмеривания связаны с размерными коэффициентами

следующим образом: N0 = Nc, t0 = 1/(λ̃cNc), x0 =
√
D0/(λ̃cNc).

Безразмерный параметр ε будем считать малой положительной величиной,
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определяющей масштаб когерентной структуры. Чтобы выяснить каким усло-

виям отвечает ε� 1 представим его в таком виде:

ε4 =
D0λ̃cNc

σ2
r

=
D0

σr

1

σrτd

τd (ġ)abs
I/σr

= e0
〈v〉
σr

〈l〉
〈li〉

(δg)abs
girr

� 1.

Здесь τd — характерное время диффузии в необлученном кристалле, 〈v〉 —

средняя "тепловая " скорость частиц вещества, e0 — числовой коэффициент, за-

висящий от типа кристаллической решетки, 〈l〉 — длина свободного пробега ча-

стиц вещества в необлученном кристалле, 〈li〉 = σrτd — расстояние, которое про-

ходят без столкновения частицы излучения за то же время, (ġ)abs = λ̃c(Nc−0)g0

— вклад в изменение концентрации налетающих частиц, обусловленный толь-

ко поглощением неповрежденной решеткой, (δg)abs — изменение концентрации

налетающих частиц за время τd, обусловленное только поглощением, girr — кон-

центрация частиц в падающем пучке.

Таким образом, малость параметра ε определяется малым соотношением

длин пробегов частиц в решетке (высокой, относительно тепловой энергии ча-

стиц вещества, энергией налетающих частиц) и малым соотношением потоков

излучения внутри среды и вне ее (слабое поглощение).

Условие ε � 1 является одним из главных критериев применимости пред-

лагаемой модели для решения практических задач.

В качестве примера проведем оценку ε в случае облучения кристаллического

материала частицами с энергией 0.1 МэВ.

Параметр ε можно записать в таком виде:

ε4 = e0R
〈v〉2

σ2
r

= e0R

(
〈l〉Γ
σr

)2

,
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где 0 < R < 1 — коэффициент поглощения падающего излучения, Γ — частота

переходов атомов решетки между положениями равновесия.

Таким образом, для оценки ε можно использовать следующее выражение:

ε .

√
〈l〉Γ
σr

.

Частота Γ может быть вычислена по следующей формуле [20]:

Γ = ν0 exp

(
−Em

kT
+
Sm
k

)
,

где ν0 — частота колебаний в направлении перевальной точки, Sm — энтропия

миграции вакансий, Em — энергия миграции вакансий.

Длина свободного пробега частиц вещества равна постоянной кристалличе-

ской решетки материала, т.е. принимает значения порядка 10−10м.

Оставшиеся параметры имеют следующие значения [20, 210]: Em ∼ 1эВ,

Sm/k ∼ 1, T = 500K.

В этом случае получаем такую оценку малого параметра: ε . 10−5 � 1.

Для удобства дальнейших вычислений выполним такие замены переменных:

ṽ(x, t) = α0 + α1v(x, t), ũ(x, t) = α1u(x, t),
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где α0 = λi/(λi + γ), α1 = γ/(λi + γ). Тогда уравнения примут вид:

ht = − 1

ε2

∂h

∂z
− α1(1− v)h− α1λruh− εκh,

vt = (1− v)h− γuv − εµvṽ +∇ [Dv (Ncα1u,Ncα1v +Ncα0)∇v]− ελiµv
γ

,

ut = −
√
εσi

∂u

∂z
+ (1− v)h− γuv − εµvṽ +

+∇ [Dv (Ncα1u,Ncα1v +Ncα0)∇u] .

Следуя процедуре решения рассматриваемых уравнений, предложенной в

предыдущей главе, вводим следующие медленные переменные : T = εt, X =

√
εx, Y =

√
εx, Z =

√
εz. Рассматриваемые функции будут иметь вид:

v(x, t) = V (X, t, T ), u(x, t) = U(X, t, T ), h(x, t) = G(X, t, T ).

Система уравнений для функций V (X, t, T ), U(X, t, T ), G(X, t, T ) получа-

ется приравниванием нулю коэффициентов при различных степенях ε:

Gt + εGT = −1

ε

∂G

∂Z
− α1(1− V )G− α1λrUG− εκG,

Vt + εVT = (1− V )G− γUV − εµvV + ε∆sFv(U, V )− ελiµv
γ

,

Ut + εUT = (1− V )G− γUV − εµiU + ε∆sFi(U, V )− εσiUZ .

Где для более компактной записи диффузионного члена введены такие вспомо-

гательные функции:

Fv(U, V ) = α1

∫ V

Dv(Ncα1U, Ncα1ξ +Ncα0)dξ, (209)

Fi(U, V ) = α1

∫ U

Di(Ncα1ξ, Ncα1v +Ncα0)dξ,
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а ∆s — оператор Лапласа в медленных координатах.

Отличием полученной модели от уравнений (183) и (192) является учет нели-

нейного рекомбинационного члена уже в нулевом порядке.

5.3 Уравнения релаксации

В нулевом порядке уравнения содержат только релаксационные члены и вы-

глядят следующим образом:

G0,Z = 0,

V0,t = (1− V0)G0 − γU0V0, (210)

U0,t = (1− V0)G0 − γU0V0.

Уравнения же в первом порядке, учитывающие процесс медленной диффу-

зии, будут иметь такой вид:

G1,Z = −G0,t − α1G0 (1− V0 + λrU0) ,

V1,t +G0V1 − (1− V0)G1 + γ (U0V1 + V0U1) =

= −V0,T + ∆sFv(U0, V0)− µvV0 −
λiµv
γ

, (211)

U1,t +G0V1 − (1− V0)G1 + γ (U0V1 + V0U1) =

= −U0,T + ∆sFi(U0, V0)− µiU0 − σiU0,Z .

Зависимость концентрации частиц излучения в нулевом порядке G0 =

G0(X, t, T ) от медленных переменных и времени определяется граничным усло-

вием для интенсивности при z = 0. В простейшем случае — это однородное и

стационарное распределение налетающих частиц: G0 = g0 = const.
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Предположим вначале, что параметр взаимной рекомбинации равен нулю.

В этом случае решение для концентраций в нулевом порядке можно записать

так:

V0 = 1−Be−G0t, U0 = A−Be−G0t,

где A = A(X, T ), B = B(X, T ) — "постоянные " интегрирования, зависящие

от медленных переменных. Из полученных решений видно, что при t→∞ кон-

центрация вакансий стремится к максимально возможному значению V0 = 1,

а концентрация междоузлий к функции A(X, T ). Т.е. в отсутсвие рекомбина-

ции, в нулевом порядке, кристаллическая решетка разрушается и образования

периодической структуры не происходит.

Пусть теперь γ 6= 0. Тогда решения уравнений релаксации можно записать

в таком виде:

V0 = b+
a

1−B(X, T )e−aγt
, U0 = V0 +

ν2 − A2(X, T )

A(X, T )
− ν2, (212)

где

ν =

√
g0

γ
, a =

ν2 + A2(X, T )

A(X, T )
, b = − ν2

A(X, T )
.

Следуя предложенной в [244] схеме решения, множитель B(X, T ) будем на-

зывать "амплитудный фактор " (АФ). Эта функция, при определенных услови-

ях, описывает усиление амплитуды начального распределения концентрации.

Из (212) видно, что при t→∞ в среде возникает крупномасштабная струк-

тура. Поведение соответствующего решения определяется знаком функциии

A(X, T ), т.к. он определяет знак экспоненты в знаменателе V0.

В знаменателе (212) стоит разность двух слагаемых — это накладывает огра-
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ничения на значения функции B(X, T ), связанные с требованием, чтобы зна-

менатель не обращался в ноль ни в какой момент времени:

B(X, T ) ∈


[−∞, 1), A(X, T ) > 0

[−∞, 0], (1,∞], A(X, T ) < 0

.

Таким образом получаем:

A > 0 : lim
t→∞

V0 = A(X, T ), lim
t→∞

U0 =
ν2

A(X, T )
− ν2; (213)

A < 0 : lim
t→∞

V0 =
ν2

|A(X, T )|
, lim

t→∞
U0 = |A(X, T )| − ν2.

Концентрации в нулевом порядке должны принимать значения из интервала

от нуля до единицы. Это накладывает следующие ограничения на значения

функции A(X, T ):

lim
T→∞

A(X, T ) ∈
[
− 1

α1
− ν2,−ν2

]
∪
[

α1ν
2

1 + α1ν2
, 1

]
, (214)

откуда следует, что при больших временах A(X, T ) не должна менять знак.

Следовательно, реализуется только один из вариантов (213) асимптотики ре-

шения.

В [244,245] рассматривалась начальная стадия облучения и было отмечено,

что в этом случае рекомбинация приводит к подавлению роста макроструктуры.

В рассматриваемой же модели рекомбинация является необходимым диссипа-

тивным фактором, который вместе с нелинейностью приводит к образованию

когерентной структуры.
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5.4 Режимы роста когерентных структур

Как следует из решений уравнений в нулевом порядке, асимптотика решения

при t → ∞ определяется функцией A(X, T ), а амплитудный фактор B(X, T )

определяет эволюцию начального распределения.

Поскольку целью анализа уравнений, в конечном счете, является получе-

ние локализованных или периодических решений для концентраций, то из вида

решений (212) можно заключить, что существует две возможности для их по-

лучения.

Первый случай соответствует сколь угодно долгому облучению материала,

когда в системе устанавливается динамическое равновесие. В этом случае ре-

шения определяются только функцией A(X, T ), при этом B(X, T ) в уравнение

для нее не входит. Данный режим будем называть асимптотическим.

Во втором случае будем считать, что облучение происходит в течении неко-

торого конечного промежутка времени. Тогда вклад в решение дают обе функ-

ции и даже в случае, когда функция A(X, T ) не приводит к локализованному

или периодическому решению, то структура может возникнуть на конечном от-

резке времени и описываться соответствующим решением для B(X, T ). В этом

случае нужно в начале задать неокоторое решение для A(X, T ), т.к. эта функ-

ция входит в уравнение для АФ, затем найти соответствующее решение для

B(X, T ) и определить характерное время, когда структура наиболее контраст-

на и можно прекратить облучение. Соответствующий режим назовем релак-

сационным.
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5.5 Уравнение асимптотики концентрации

Для интегрирования системы уравнений (211) сначала вычтем уравнения друг

из друга. В результате получается:

∂

∂t
(U1 − V1) = (V0 − U0)T + ∆s [Fi(U0, V0)− Fv(U0, V0)] +

+µvV0 − µiU0 +
λiµv
γ
− σiU0,Z .

Откуда находим:

U1 − V1 =

[(
A− ν2

A

)
T

− µi
(
ν2

A
− A− ν2

)
+ σi

(
A− ν2

A

)
Z

+
λiµv
γ

]
t+

+ (µv − µi) I1 − σi
∂I1

∂Z
+ ∆s

∫
[Fi(U0, V0)− Fv(U0, V0)] dt+ A1(X, T ).

С учетом выкладок, приведенных в Приложении 1, приравнивая нулю ко-

эффициенты в линейных по t слагаемых, получаем такое уравнение для асим-

тотики концетрации вакансий:

(
A− ν2

A

)
T

+ σi
ν2

A2
AZ = −∆sδF (q + A,A)− µvA+ µi

ν2

A
− µiν2 − λiµv

γ
. (215)

А решение исходного уравнения имеет вид:

U1 = V1 + f(X, t, T ). (216)

Здесь

f(X, t, T ) = (µv − µi)R1(X, t, T ) + ∆sδW (X, t, T )−

−σi
∂

∂Z
R1(X, t, T ) + A1(X, T ),
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где A1(X, T ) — постоянная интегрирования. Выражения для R1(X, t, T ) и

δW (X, t, T ) приведены в Приложении 1.

5.6 Уравнение для амплитудного фактора

С учетом выражения (216) уравнение для V1(X, t, T ) имеет следующий вид:

V1,t + (g0 + 2γV0 + γq)V1 = −γV0f + (1− V0)G1 − V0,T + ∆sFv − µvV0. (217)

Далее выполним замену переменной ζ = e−γat:

ζV1,ζ +

(
1− 2

1−Bζ

)
V1 = − 1

γa
F (ζ), (218)

где

F (ζ) = −γV0(ζ)f(ζ) +
(

1− V0(ζ)
)
G1(ζ)− V0,T (ζ) +

+∆sFv

(
U0(ζ), V0(ζ)

)
− µvV0(ζ).

Здесь и далее зависимость функций от переменнойX опущена для простоты

записи. Линейные по t слагаемые теперь соответствуют слагаемым с множите-

лем ln ζ.

Общее решение однородного уравнения (218) стремится к нулю при t→∞,

решение же неоднородного уравнения может содержать растущие со временем

члены:

V1 = B1(X, T )
ζ

(1−Bζ)2
− 1

γa

ζ

(1−Bζ)2

∫ ζ

0

(1−Bζ ′)2

ζ ′2
F (ζ ′)dζ ′. (219)
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Функция медленных переменных B1(X, T ) — постоянная интегрирования в пер-

вом порядке.

Окончательно получаем такое выражение для F :

F = K0 +K1V0 + ∆sFv(U0, V0)−
∂V0

∂T
+ σiV0

∂

∂Z
ln |V0 − b| −

−K2V0 ln |V0 − b| − V0∆s

[
K3 ln |V0 − b|

]
− γV0∆sŜ1V

s+1
0 +

+γV0∆sŜ0V
i+j+1+1

0 + rg0(1− λr)(1− V0)

∫ Z

0

V0(X, Y, Z
′, t, T )dZ ′,

где

K1(X, T ) = −µv − g1 + rg0(1 + λrq(X, T ))Z − γ∆s(w0 lnB) +

+
A

a
(µv − µi) lnB − σi

A

a

∂

∂Z
lnB − γA1,

K0(X, T ) = g1 − rg0(1 + λrq(X, T ))Z,

K2 = µv − µi, K3(X, T ) = γw1(X, T ).

Вычисление интегралов в (219) приведено в Приложении 2 и Приложении

3 (в общих формулах для интегралов пределы и штрих у ζ опущены, также

для краткости не пишется переменная T , неучаствующая в интегрировании). В

итоге получается такое уравнение для АФ:

aBT = ~D∆s

(
~MB
)

+ (c0 + c1Z)B + c2

∫ Z

0

a(X′, T )B(X′, T )dZ ′ +

+c3B ln |B|+B∆s (c4 ln |B|) + c5
∂

∂Z
B + c6B

∂

∂Z
ln |B|.
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Коэффициенты которого имеют следующий вид:

~D = (1,−A,−A,A),

~M =

(
a
∂

∂A
Fv(q + A,A),

δF (q + A,A)− δF (q + b, b)

a
,

δF (q + A,A)− δF (q + b, b)

a
− 1

A

∂

∂A
(AδF (q + A,A)),

, (b−1 − A−1)δF (q + A,A)

)
,

c0 = −2g1 − [µv + g1 + γA1] (a− 2A)− 2∆sFv (q + A,A) + (A+ b)T −

−(µv − µi)A+ (A+ b)
[
(µv − µi) ln a+ ∆s (γw1 ln a)

]
− σi(b+ A)

∂

∂Z
ln a+

+(b+ A)∆s

[
1

a

∫
δF (q + b, b)− δF (q + A,A)

b− A
dA−

−
∫
δF (q + A,A)− δF (q + Aξ,Aξ)

a(1− ξ)
dξ

∣∣∣∣∣
ξ=1

]
−

−(b+ A)∆s

[
b−1 − A−1

a

∫
δF (q + A,A)dA

]
+ rg0(1− λr) (A+ b− 2)

∫
AdZ ′,

c1 = α1g0 (2 + a− 2A) (1 + λrq) ,

c2 = α1g0(1− λr)(1− A), c3 = (a− 2A)
µv − µi

a
A,

c4 = (a− 2A)
γ

a
δF (q + A,A) , c5 = σiA, c6 = 2σi

A2

a
.

В общем случае, когда A = A(X, T ), g1 = g1(X, T ), A1 = A1(X, T ) коэффици-

енты являются функциями X, T .



187

5.7 Решение для концентрации частиц излучения в первом

порядке

Уравнение для G1 имеет вид:

G1,Z = −G0,t − α1G0 (1− V0 + λrU0) . (220)

Или учитывая, что G0 = g0 = const, U0 = V0 + q:

G1,Z = −α1g0 (1 + λrq)− α1g0 (λr − 1)V0.

Откуда находим:

G1 = g1 − α1g0 (1 + λrq)Z + α1g0 (1− λr)
∫ Z

0

V0(X, Y, Z
′, t, T )dZ ′. (221)

Решение (221) удовлетворяет граничному условию: G|Z=0 = g1 = const, т.к.

интенсивность I = σrg пропорциональна концентрации.

5.8 Вычисление функции A1(X, T )

Уравнение для АФ B(X, T ), приведенное выше, содержит в коэффиценте c0

функцию медленных переменных A1(X, T ), которая должна быть определена

из условия отсуствия растущих лагаемых в решениях во втором порядке.

Для нахождения условия отсутствия секулярных членов во втором порядке,

поступим как и при нахождении функции A(X, T ) — вычтем из уравнения для

U(X, t, T ) уравнение для V (X, t, T ) и приравняем нулю коэффициент при ε2 в
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разложении по малому параметру ε:

(U2 − V2)t = − (U1 − V1)T + µvV1 − µiU1 + (222)

+∆s

[
δF [1,0](U0, V0)U1 + δF [0,1](U0, V0)V1

]
− σi

∂U1

∂Z
.

При решении уравнений первого порядка было получено выражение: U1 =

V1 + f(X, t, T ). Тогда уравнение (222) можно записать в таком виде:

(U2 − V2)t = −fT − µif + ∆s

[
δF [1,0](U0, V0)f

]
− σi

∂f

∂Z
+

+(µv − µi)V1 + ∆s

[
δF [1,0](U0, V0)V1 + δF [0,1](U0, V0)V1

]
− σi

∂V1

∂Z
.

При вычислении интегралов в правой части этого уравнения достаточно найти

только растущие со временем слагаемые.

Отметим, что при t → ∞ решения в первом порядке стремятся к выра-

жениям, зависящим от медленных переменных, при этом в них входит только

функция A1(X, t) и не входит B1(X, T ). Поэтому для получения уравнения для

A1(X, t) достаточно рассмотреть предел при t→∞ от приведенного выше вы-

ражения. Из (219) следует, что при t→∞ функция V1 стремится к нулю. Таким

образом, получаем следующее выражение:

lim
t→∞

(U2 − V2) = lim
t→∞

∫ [
− fT − µif + ∆s

[
δF [1,0](U0, V0)f

]
− σi

∂f

∂Z

]
dt+ A2.

Функции U0, V0 были вычислены выше и уже известно, что они стремятся к

постоянным при t→∞.

Для дальнейших выкладок достаточно рассмотреть случайA = const. Тогда
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оставшийся предел limt→∞ f(X, t, T ) имеет вид:

lim
t→∞

f(X, t, T ) = (µv − µi) lim
t→∞

R1(X, t, T ) + ∆s lim
t→∞

δW (X, t, T )−

−σi
∂

∂Z
lim
t→∞

R1(X, t, T ) + A1(X, T ) =

= (µv − µi)

(
− A

γa
ln |B|+ 1

γ
ln |A− b|

)
+

+
σiA

γa

∂

∂Z
ln |B|+ w0∆s ln |B|+ A1(X, T ),

где были использованы результаты из Приложения 1.

Т.к. функция A1(X, T ) произвольна, то можно сделать такую замену пере-

менной:

Ã1 = A1 + w0∆s ln |B|+ σiA

γa

∂

∂Z
ln |B|+ (µv − µi)

(
− A

γa
ln |B|+ 1

γ
ln |A− b|

)
.

Это приведет к пересчету коэффициентов в уравнении для АФ B(X, T ), но не

изменит его структуры. А f примет вид f = ˜A1(X, T ). Тогда, рассмотренный

выше предел, примет вид:

lim
t→∞

(U2 − V2) = lim
t→∞

[
− ˜A1(X, T )T − µi ˜A1(X, T ) +

+δF [1,0](U0, V0)∆s
˜A1(X, T )− σi

∂ ˜A1(X, T )

∂Z

]
t+ A2(X, T ).

Откуда следует условие отсутствия секулярных слагаемых:

∂Ã1

∂T
+ σi

∂Ã1

∂Z
= D1∆sÃ1 − µiÃ1. (223)

Для упрощения дальнейших выкладок выберем в качестве решения
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Ã1(X, T ) = 0.

Пересчет коэффициентов в уравнении для B(X, T ) приводит к таким выра-

жениям:

c̃0 = −2g1 − [µv + g1 + (µv − µi) ln |A− b|] (a− 2A)−

−(µv − µi)A+ (A+ b)(µv − µi) ln a,

c̃1 = α1g0 (2 + a− 2A) (1 + λrq) + α1g0(1− λr) (A+ b− 2)A,

c̃2 = ac2, c̃3 = c3,

c̃4 = c4 + γ(A− 2a)w0,

c̃5 = c5,

c̃6 = c6 − σi
A

a
(A− 2a).

Еще раз отметим, что выкладки, приведенные выше, выполнены для слу-

чая A(X, T ) = const, т.е. для стационарного решения уравнения (215), соответ-

ствующего выходу концентрации на равномерное распределение. В этом случае

образование когерентной структуры возможно только на конечном отрезке вре-

мени.

5.9 Асимптотический режим роста когерентной структуры

Рассмотрим более подробно уравнение (215):

(
A− ν2

A

)
T

+ σi
ν2

A2
AZ = −∆sδF (q + A,A)− S (A) ,

где S(A) = µvA+ µiν
2 − µi ν

2

A + λiµv
γ .
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Выпишем чему равно первое слагаемое в правой части:

∆sδF (q + A,A) = ∇ [Di (Ncα1q +Ncα1A,Ncα0 +Ncα1A)∇ (q + A)−

−Dv (Ncα1q +Ncα1A,Ncα0 +Ncα1A)∇A] =

= ∇
[
Di
(
Ncα1

ν2

A
−Ncα1ν

2, Ncα0 +Ncα1A

)
∇ν

2

A
−

Dv
(
Ncα1

ν2

A
−Ncα1ν

2, Ncα0 +Ncα1A

)
∇A
]

= −∇ (Das(A)∇A) ,

где Das — эффективный коэффициент диффузии, имеет вид:

Das(A) =
ν2

A2
Di
(
Ncα1ν

2

A
−Ncα1ν

2, Ncα0 +Ncα1A

)
+ (224)

+Dv
(
Ncα1ν

2

A
−Ncα1ν

2, Ncα0 +Ncα1A

)

и в общем случае может принимать отрицательные значения.

Тогда (215) примет вид, близкий к уравнению диффузии:

(
1 +

ν2

A2

)
AT + σi

ν2

A2
AZ = ∇ (Das(A)∇A)− S(A). (225)

Для анализа локализованных решений, введем переменную ζ = KX + ρT .

В стационарном случае ρ = 0, в нестационарном можно положить ρ = ±1.

Уравнение (225) сводится к автономному ОДУ второго порядка и может

быть записано в виде динамической системы:

dA

dζ
= W, (226)

dW

dζ
=

[
ρ
(
1 + ν2/A2

)
+ σiν

2K3/A
2
]
W −K2D′as(A)W 2 + S(A)

K2Das(A)
.
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Данная система имеет две вещественные стационарные точки (A0,W0):

(A+
0 ,W0) = (

√
(δ + β)2 + 2δ − δ − β, 0),

(−A−0 ,W0) = (−
√

(δ + β)2 + 2δ − δ − β, 0),

где β = λi
2γ , δ = ν2µi

2µv
.

Для выяснения типа стационарных точек запишем характеристическое

уравнение, соответствующее линейной части системы (226):

det

∥∥∥∥∥∥∥
−Λ 1

S′(A0)
K2Das(A0)

ρ(1+ν2/A2
0)+σiν

2K3/A
2
0

K2Das(A0) − Λ

∥∥∥∥∥∥∥ = 0, (227)

где A0 = ±A±0 .

Собственные значения имею вид:

Λ1,2 =
ρ
(
1 + ν2/A2

0

)
+ σiν

2K3/A
2
0

2K2Das(A0)
± (228)

±

√
[ρ (1 + ν2/A2

0) + σiν2K3/A2
0]

2
+ 4K2Das(A0)S ′(A0)

2K2Das(A0)

Из (228) видно, что условия существования стационарных точек типа фокус

или центр записываются таким образом:

1) Das(A0) > 0, S ′(A0) < 0;

2) Das(A0) < 0, S ′(A0) > 0.

Вычислим S ′(A0): S ′(A0) = µv + µiν
2/A2

0. Т.к. A0 — вещественное число, то

S ′(A0) ≥ 0 независимо от типа стационарной точки, т.е. остается выяснить при
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каких условиях Das(A0) < 0 для обеих стационарных точек.

В начале рассмотрим положительную стационарную точку: A0 = A+
0 =√

(δ + β)2 + 2δ − δ − β.

В этом случае, аргументам в коэффициенте диффузии можно придать фи-

зический смысл и понять какие значения он принимает. Из (224) имеем:

Das(A+
0 ) =

ν2

A+
0

2Di
(
Ncα1ν

2

A+
0

−Ncα1ν
2, Ncα0 +Ncα1A

+
0

)
+

+Dv
(
Ncα1ν

2

A+
0

−Ncα1ν
2, Ncα0 +Ncα1A

+
0

)
.

В случае A > 0 асимтотики концентраций имеют вид (213):

lim
t→∞

V0 = A(X, T ), lim
t→∞

U0 =
ν2

A(X, T )
− ν2.

Учтем эти формулы и введем такие обозначения: nv∞ = Ncα1A
+
0 , ni∞ =

Ncα1

(
ν2

A+
0
− ν2

)
, тогда коэффициент диффузии Das запишется в таком виде:

Das =
(Ncrν)2

n2
v∞
Di (ni∞, nv∞) +Dv (ni∞, nv∞) ≥ 0. (229)

Поскольку значения nv и ni должны лежать в интервале от нуля до еди-

ницы, то nv∞ и ni∞ — нормальные аргументы коэффициентов диффузии и

Di (ni∞, nv∞) ≥ 0, Dv (ni∞, nv∞) ≥ 0

Таким образом, для стационарной точки A+
0 : Das(A+

0 ) ≥ 0, т.е. условие

периодичности решений не выполняется.

В случае отрицательного значения A: A0 = −A−0 = −
√

(δ + β)2 + 2δ− δ−β
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и условие на коэффициент диффузии Das имеет вид:

Das(−A−0 ) =
ν2

A−0
2Di

(
−Ncα1ν

2

A−0
−Ncα1ν

2, Ncα0 −Ncα1A
−
0

)
+

+Dv
(
−Ncα1ν

2

A−0
−Ncα1ν

2, Ncα0 −Ncα1A
−
0

)
≤ 0.

Поскольку аргументы функций Di,v(u, v) в этом случае отрицательны, эти

функции могут быть меньше нуля и эффективный коэффициент диффузии

Das также может принимать отрицательные значения. Условие комплексности

собственных значений имеет вид:

[
ρ
(
1 + ν2/A2

0

)
+ σiν

2K3/A
2
0

]2 ≤ 4K2
∣∣Das(−A−0 )

∣∣S ′(−A−0 ). (230)

При ненулевой вещественной части в собственных значениях, решение неогра-

ниченно растет вблизи стационарной точки. Тем не менее, у системы могут

существовать замкнутые траектории, но для выяснения данного вопроса нуж-

но точно знать зависимость коэффициентов диффузии от концентраций. Далее

ограничимся анализом только чисто периодических решений.

Случай, когда стационарная точка — центр, реализуется при условии:

K3 = − ρ
σi

(
1 +

(A−0 )
2

ν2

)
.

Тогда комплексные собственные значения имеют вид:

Λ1,2 = ±i

√
S ′(−A−0 )∣∣Das(−A−0 )

∣∣ 1

K
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и решение вблизи стационарной точки выглядит таким образом:

As(X, T ) = −A−0 + a0 cos

[√
S ′(−A−0 )∣∣Das(−A−0 )

∣∣eKX + b0

]
.

Период структуры вблизи стационарной точки не зависит от начального рас-

пределения концентрации. Направление волнового вектора eK в плоскости XY

задается начальным условием, а угол с осью OZ — направлением падения из-

лучения, определяется параметрами системы и, прежде всего, концентрацией

налетающих частиц g0 (интенсивностью падающего излучения).

Соответствующие асимптотики концентраций имеют вид:

nv =
Nc

λi + γ

(
λi +

g0

|As(X, T )|

)
, ni = γ

Nc

λi + γ

(
|As(X, T )| − ν2

)
.

5.10 Релаксационный режим роста

Анализ нелинейного интегро-дифференциального уравнения для АФ значи-

тельно упрощается, если в качестве A(X, T ) взять стационарное решение A =

A0. Тогда все коэффициенты в уравнении для B(X, T ) постоянны и оно допус-

кает разделение переменных.

Сначала отделим переменную Z, подставив АФ в виде B(X, T ) =

Ψ(X, Y, T )P (Z) в уравнение:

aBT = D̃∆sB + (c̃0 + c̃1Z)B + c̃2

∫ Z

0

B(X′, T )dZ ′ +Bc̃3 ln |B|+

+c̃4B∆s ln |B|+ c̃5
∂

∂Z
B + c̃6B

∂

∂Z
ln |B|.

где D̃ = ~D ~M .
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Получается:

[
− aΨT + D̃∆sΨ + Ψc̃3 ln |Ψ|+ c̃4Ψ∆s ln |Ψ|

]
P +

+

[
D̃P ′′ + (c̃0 + c̃1Z)P + c̃2

∫ Z

0

PdZ ′ + c̃3P ln |P |+

+c̃4P (lnP )′′ + c̃5P
′ + c̃6P (ln |P |)′

]
Ψ = 0.

Откуда находим:

aΨT = D̃∆sΨ + c̃3Ψ ln |Ψ|+ c̃4Ψ∆s ln |Ψ|+ Λ0Ψ,

D̃P ′′ + (−Λ0 + c̃0 + c̃1Z)P + c̃2

∫ Z

0

PdZ ′ + c̃3P ln |P |+

+c̃4P (ln |P |)′′ + c̃5P
′ + c̃6P (ln |P |)′ = 0.

Рассмотрим в начале случай полного разделения переменных Ψ(T,X, Y ) =

S(T )H1(X)H2(Y ). Тогда

aṠ = c̃3S lnS + (Λ0 + Λ1)S,

D̃H ′′1 + c̃3H1 lnH1 + c̃4H1(lnH1)
′′ = (Λ1 + Λ2)H1,

D̃H ′′2 +H2c̃3 lnH2 + c̃4H2(lnH2)
′′ + Λ2H2 = 0.

Здесь Λ0,1,2 — постоянные разделения переменных.

Временная зависимость концентраций определяется решением первого урав-

нения:

S(T ) = e−
Λ0+Λ1
c̃3 exp

[
p1e

p2(T−T0)
]
, (231)
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где T0 постоянная интегрирования, которую для простоты можно записать как

εt0.

Используя (231) выпишем решение в нулевом порядке, перейдя везде к быст-

рому времени:

V0(X, t) = b+
a

1− C(X) exp
[
p1eεp2(t−t0) + p3t

] , (232)

где C(X) = e−
Λ0+Λ1
c3 P (Z)H1(X)H2(Y ) — пространственная часть решения

B(X, T ) и

p1 =
A2 + ν2

A(A2 − ν2)(µv − µi)
, p2 = −A

2(A2 − ν2)(µv − µi)
(A2 + ν2)2

, p3 = −γA
2 + ν2

A
.

На самом деле, уравнения, приведенные выше, устроены таким образом,

что решение не зависит от постоянных разделения переменных и их можно

положить равными нулю.

Действительно, во всех уравнениях, слагаемое, содержащее постоянную раз-

деления можно записать в таком виде (на примере уравнения для H2):

Λ2H2 = c̃3
Λ2

c̃3
H2 = c̃3H2 lnm2,

где mk = e
Λk
c̃3 , k = 0, 1, 2.

Далее, переместим это слагаемое в скобку и объединим с lnH2, а также

умножим все уравнение на m2:

D̃m2H
′′
2 +

[
c̃3 ln(m2H2) + c̃4(ln(m2H2))

′′
]
m2H2 + Λ2m2H2 = 0.

Введем новую функцию H̃2 = m2H2.
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По аналогии получаем:

H̃1 =
1

m1m2
H1, P̃ =

1

m0
e
c̃0
c̃3P, S = m0m1 exp

[
p1e

p2(T−T0)
]
.

После подстановки этих функций, решение принимает вид:

B(X, T ) = e
˜̃c0

c̃3(a−2A) exp
(
p1e

εp2(t−t0)
)
P̃ (Z)H̃1(X)H̃2(Y ).

Введем такое обозначение в (232): s̃(t) = exp
[
p1e

εp2(t−t0) + p3t
]
.

Полученное выражение не содержит постоянных Λ0,1,2, как и уравнения для

неизвестных функций:

D̃P̃ ′′ + c̃5P̃
′ + c̃1ZP̃ + c̃3P̃ ln |P̃ |+ c̃6P (ln |P |)′ + (233)

+c̃4P̃ (ln P̃ )′′ + c̃2

∫ Z

0

P̃ dZ ′ = 0,

D̃H̃ ′′1 + H̃1c̃3 ln H̃1 + c̃4H̃1(ln H̃1)
′′ = 0, (234)

D̃H̃ ′′2 + H̃2c̃3 ln H̃2 + c̃4H̃2(ln H̃2)
′′ = 0.

В зависимости от знака постоянной A = ±A±0 и коэффициентов p1, p2, p3

имеются следующие варианты решений, у которых знаменатель не обращается

в бесконечность:
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Таблица 1

A > 0 A < 0

p1 p2 p3 C(X) p1 p2 p3 C(X)

1.1 + − − [−∞, 0] 3.1 + + + [−∞, 0]

1.2 + − − [0, 1/s(0)) 3.2 + + + [0, 1/s(0))

3.3 + + + (1/s(0),∞]

2.1 − + − [−∞, 0] 4.1 − − + [−∞, 0]

2.2 − + − [0, 1/s(0)) 4.2 − − + [0, 1/s(0))

4.3 − − + (1/s(0),∞]

Из вида решения (232) следует, что рост когерентной структуры происходит

в случаях 1, 1, 3.1, 4.1. Условия, при которых реализуются соответствующие

комбинации знаков p1, p2, p3 являются условиями роста. Приведем их в следу-

ющей таблице:

Таблица 2

1.1 µv > µi β ≤ β01, ν11 < ν < ν12

1.1 µv < µi β ≤ β01, ν < ν11 ∪ ν12 < ν

1.1 µv > µi β > β01, ∀ν

3.1 µv > µi β ≤ β02, ν21 < ν < ν22

3.1 µv < µi β ≤ β02, ν < ν21 ∪ ν22 < ν

3.1 µv < µi β > β02, ∀ν

4.1 µv > µi β ≤ β02, ν < ν21 ∪ ν22 < ν

4.1 µv > µi β > β01, ∀ν

4.1 µv < µi β < β01, ν21 < ν < ν22
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Здесь

β01 =
(µ1 − µ2)

2

8µ1µ2
, β02 =

(µ1 + µ2)
2

8µ1µ2
,

ν11 =
µ2 − µ1 −

√
(µ1 − µ2)2 − 8µ1µ2

2µ2
,

ν12 =
µ2 − µ1 +

√
(µ1 − µ2)2 − 8µ1µ2

2µ2
,

ν21 =
µ2 + µ1 −

√
(µ1 + µ2)2 − 8µ1µ2

2µ2
,

ν22 =
µ2 + µ1 +

√
(µ1 + µ2)2 − 8µ1µ2

2µ2
.

Коэффициенты, для которых записаны условия, имеют вид: β = λi/(2γ), ν =√
g0/γ.

Далее проведем качественный анализ нелинейных уравнений, соответству-

ющих пространственной части решения.

Рассмотрим более подробно уравнение для H̃1(x):

D̃H̃ ′′1 + c̃4H̃1(ln H̃1)
′′ + c̃3H̃1 ln H̃1 = 0.

Выполним в нем замену H̃1(X) = eθ(X):

θ′′ + τ2θ
′2 + τ1θ = 0, (235)

где τ2 = D̃
D̃+c̃4

, τ1 = c̃3
D̃+c̃4

.

Уравнение (235) может быть записано в виде динамической системы:

θ′ = w,

w′ = −τ1θ − τ2w
2,



201

которая имеет стационарную точку: (θ0, w0) =
(

0, 0
)
, а корни характеристи-

ческого уравнения имеют вид:

λ1,2 = ±i
√
τ1. (236)

Условие τ1 > 0 соответствует стационарной точке типа центр и является усло-

вием периодичности:
c̃3

D̃ + c̃4

> 0 .

Решение вблизи стационарной точки имеет вид:

θ = θ0 + C1 cos
√
τ1X + C2 sin

√
τ1X. (237)

Постоянные C1,2 определяются начальными (по X) условиями для θ и θ′.

Профиль концентрации по глубине определяется функцией P (Z). Проана-

лизируем первое уравнение системы (233).

В начале отметим, что из (233) следует, что если P (Z) — решение данного

уравнения, то −P (Z) также является его решением.

Уравнение для функции P (Z) — сложное нелинейное уравнение, требующее

отдельного рассмотрения, поэтому, в данной статье, ограничимся приведением

численного решения для конкретных параметров.

Чтобы перейти от интегро-дифференциального уравнения (233) к ОДУ, сде-

лаем такие замены переменных:

∫ Z

0

P (Z ′)dZ ′ = L(Z), P (Z) = L′(Z), P ′(Z) = L′′(Z), P ′′(Z) = L′′′(Z).
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Тогда уравнение примет вид:

L′′′ + c̃4L
′(ln |L′|)′′ + c̃6L

′(ln |L′|)′ + c̃5L
′′ + c̃3L

′ ln |L′|+ c̃1ZL
′ + c̃2L = 0 (238)

с соответствующими начальными условиями:

L(0) = 0, L′(0) = P (0), L′′(0) = P ′(0).

Окончательное выражение для концентраций дефектов в нулевом порядке

имеет такой вид:

nv =
Nc

λi + γ

[
λi + γb+ γa

(
1− e

c̃0
c̃3(a−2A)L′(Z)H̃(X)S(t)

)−1
]
, (239)

ni =
Nc

λi + γ
γ

[
− A− ν2 + a

(
1− e

c̃0
c̃3(a−2A)L′(Z)H̃(X)S(t)

)−1
]
. (240)

Из Таблицы 2 следует, что рост сверхрешетки регулируется соотношением

между концентрацией налетающих частиц g0 и безразмерным коэффициентом

рекомбинации γ. Рост наблюдается только в некотором, определяющимся ха-

рактеристиками облучаемого материала, диапазоне значений g0. При этом, кри-

терием, указывающим на саму возможность существования растущих решений,

является соотношение между интесивностью взаимодействия λi междоузлий с

кристаллической решеткой и γ, что указывает на важную роль каскадов атом-

ных столкновений в росте макроструктуры, частным случаем которых является

единичное выбивание узла решетки междоузлием.
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Рис. 18: Увеличение (1.1, 3.1) и уменьшение (1.2, 2.2) амплитуды начального
распределения дефектов.
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Рис. 19: Увеличение (4.1) и уменьшение (3.3, 4.3) амплитуды начального рас-
пределения дефектов.
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Рис. 20: Концентрации вакансий в нулевом порядке.
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5.11 Получение высококонтрастной макроструктуры

Исследуем поведение полученных решений (239), (239) со временем. Основной

интерес представляет получение условия, при котором будет увеличиваться

контрастность (амплитуда концентрации) начального периодического распре-

деления дефектов.

Для нахождения положения максимумов концентрации, вычислим произ-

водную по X от решения в нулевом порядке:

nv = Nc

(
α0 + α1b+

α1a

1− C(X)s̃(t)

)
(241)

∂nv
∂X

= Nc
α1as̃(t)

(1− C(X)s̃(t))2

∂C

∂X
(242)

Отсюда видно, что положение экстремумов функции nv(X, t) совпадает с поло-

жением экстремумов C(X), но при этом их тип может быть различен.

Вычисление второй производной в точке экстремума приводит к такому вы-

ражению:

∂2nv
∂X2

=
Ncα1s̃(t)

(1− C(Xex)s̃(t))2

ν2 + A2

A
C ′′(Xex).

Откуда видно, что тип экстремума зависит от знака A. При A > 0 максимумы

C(X) и nv(X, t) совпадают. При A < 0 максимумы (минимумы) nv соответству-

ют минимумам (максимумам) C(X).

Для анализа роста концентрации введем вспомогательную функцию δN(t)
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равную разности значений концентрации в максимуме и минимуме:

δN(t) = nv(X2, t)− nv(X1, t) =

= Ncα1a

(
1

1− C(X2)s̃(t)
− 1

1− C(X1)s̃(t)

)
.

Условие усиления амплитуды начального распределения концентрации на

некотором отрезке времени, соответствует условию наличия максимума функ-

ции δN(t) в момент времени t = tex, соответствующий максимальной контраст-

ности сверхрешетки.

Есть два варианта обращения в ноль производной по времени от δN(t):

∂

∂t
δN(t) = Ncα1a

[
C(X2)

(1− C(X2)s̃(t))2
− C(X1)

(1− C(X1)s̃(t))2

]
∂s̃(t)

∂t
= 0.

В первом случае ∂s̃(t)
∂t = 0, откуда находим tex = t0 + 1

εp2
ln
(
− p3

εp1p2

)
. Выраже-

ние под логарифмом всегда отрицательно, т.к. p3

p1p2
= (γA2 + g0)

2/(γA2) > 0,

следовательно tex комплексное, т.е. не имеет физического смысла.

Во втором случае:

C(X2)

(1− C(X2)s̃(t))2
− C(X1)

(1− C(X1)s̃(t))2
= 0

или

s̃(tex) =
ρ√

C(X1)C(X2)
, ρ = ±1, (243)

что дает выражение для tex в неявном виде. Из (243) следует, что для веще-

ственности tex функция C(X) не должна нигде менять знак.

Для того, чтобы момент времени t = tex соответствовал максимуму вторая
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производная от δN(t) в этой точке должна быть отрицательна:

∂2

∂t2
δN(tex) = 2Ncα1

(
∂s̃

∂tex

)2

a

[
C2

2

(
1− ρ C2√

C1C2

)−3

−

−C2
1

(
1− ρ C1√

C1C2

)−3
]

= 2Ncα1

(
∂s̃

∂tex

)2

|C1|3/2|C2|3/2a×

×

[ √
|C2|(√

|C1| − ρ sign(C2)
√
|C2|

)3 −
√
|C1|(√

|C2| − ρ sign(C1)
√
|C1|

)3

]
≤ 0.

В зависимости от знака A и соотношения между |C1| и |C2| возможны сле-

дующие варианты:

Таблица 3

A > 0 A < 0

C(X) ≥ 0 C(X) ≤ 0 C(X) ≥ 0 C(X) ≤ 0

s̃(tex) 1√
C1C2

− 1√
C1C2

1√
C1C2

1√
C1C2

На Рис.18,19 приведены графики эволюции начальных распределений кон-

центраций (239), (240) со временем. Нумерация графиков соответствует случа-

ям из Таблицы 1. При этом, приведены только те случаи, которые удовлетво-

ряют условию изменения концентрации от нуля до единицы.

На графиках видно, что возможны два варианта поведения решений, при

которых динамическое равновесие устанавливается за конечный промежуток

времени: затухание до равновесного значения, либо рост амплитуды начального

распределения до наступления насыщения генерации ТД, при котором проис-

ходит сглаживание профиля концентрации. Разность между концентрациями

Nv −Ni в нулевом порядке сохраняется постоянной и определяется начальным

распределением, что объясняется тем, что выход на стоки с разными скоростя-

ми µi, µv учитывается только в первом порядке.
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На Рис.20 приведены профили концентрации вакансий (239) по глубине ма-

териала. На них наблюдается либо монотонное затухание концентрации вглубь

материала, либо наличие периодической по Z составляющей. В обоих случаях

концентрация локализуется в приповерхностном слое, в котором устанавлива-

ется динамическое равновесие между генерацией и рекомбинацией ТД.

Пространственные координаты и время на графиках оставлены безразмер-

ными. Значения расчетных параметров приведены в Приложении 4.

Таким образом, характерной особенностью релаксационного режима роста

является усиление амплитуды начального распределения концентраций с дости-

жением максимально контрастного распределения на конечном отрезке време-

ни (см. случаи 1.1, 3.1, 4.1 на Рис.18,19). Знание момента времени tex, соответ-

ствующего максимуму амплитуды периодического распределения концентра-

ции (239), позволяет на практике добиться максимального роста макрострук-

туры.

5.12 Оценка масштабов сверхрешеток

Оценим период сверхрешетки для случая образования слоя металлизации на

поверхности полупроводника, получаемого в результате генерации неравновес-

ных носителей заряда внешним излучением.

Эффективный коэффициент диффузии (224) в этом случае имеет вид:

Das(A) =
ν2

A2
Dp
(
Ncα1ν

2

A
−Ncα1ν

2, Ncα0 +Ncα1A

)
+

+Dn
(
Ncα1ν

2

A
−Ncα1ν

2, Ncα0 +Ncα1A

)
,

где Dn, Dp — коэффициенты диффузии электронов и дырок.
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Используемые для расчета параметры приведены в Таблице 4 [9].

Таблица 4

Параметр Обозначение Численное Размерность

значение

Постоянная решетки d 5.4× 10−10 m

Скорость генерации ТД P 6.35× 1021 m−3 s−1

Концентрация g 1021 m−3

частиц излучения

Коэффициенты диссипации µv, µi 108, 6× 108 s−1

Размерный D0 10−6 m2 s−1

коэффициент диффузии

Параметр в n0 4× 1017 m−3

коэффициенте диффузии

Коэффициент γ̃ 10−20 m3 s−1

взаимной рекомбинации

Параметр модели β 1.9 —

Для приведенных параметров величина ν2

A2 имеет порядок 10−15, т.е. вкладом

коэффициента диффузии дырок в Das(A) можно пренебречь.

В качестве коэффициента диффузии неравновесных электронов возьмём ко-

эффициент, предложенный в предыдущей главе: Dn(u, v) = D0n0/(v + n0).

Для оценки концентрации атомов вещества в неповрежденной решетке поль-

зуемся известной формулой: Nc = 1/d3 = 6.35 × 1027 m−3. Интенсивность

взаимодействия излучения с узлами решетки вычисляется по известной ско-

рости генерации: λc = P/(gNc) = 10−27 m3 s−1, а интенсивность взаимодей-

ствия междоузлий с узлами решетки выражается через параметр β: λ̃i = 2βγ̃ =

3.8× 10−20 m3 s−1.

В этом случае эффективный коэффициент диффузии в стационарной точке
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принимает следующий вид:

Das(−A−0 ) =
n0

n0 +Ncα0 − α1Nc|A−0 |
= −2, 5× 105.

Малый параметр для энергии налетающих частиц равной E = 10−1 МэВ

принимает следующее значение: ε =
(
D0λcNc
σ2
r

)1/4

= 5 × 10−6, что на порядки

больше соответствующего значения, рассчитанного в случае диффузии точеч-

ных дефектов. Это объясняется тем, что коэффициенты диффузии ТД на по-

рядки меньше значений коэффициентов диффузии неравновесных носителей

заряда в полупроводнике.

В результате, имеем следующую оценку для длины волны сверхрешетки (в

обычных переменных):

Λ = 2π

√
1

ε

D0 |Das(−A−0 )|
S ′(−A−0 )

g

P
∼ 10−7 m.

Далее рассмотрим случай релаксационного режима роста. В этом случае

A(X, T ) = −A−0 . Оценим период сверхрешетки для случая 4.1 из Таблицы 1 и

Таблицы 2. Значения расчетных параметров приведены в Таблице 5.

В этом случае эффективный коэффициент диффузии принимает значение

D̃ = ~D ~M = 6.48 × 108, а малый параметр ε = 2.82 × 10−6. Длина волны

сверхрешетки (236), (237) равна следующему значению:

Λ = 2π

√
τ1D0

ελ̃cNc

= 6.18× 10−7 m.

Макисмальная контрастность достигается за tex = 5.76×107 s с дозой облучения

равной 144 dpa.
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Таблица 5

Параметр Обозначение Численное Размерность

значение

Постоянная решетки d 5.4× 10−10 m

Скорость генерации ТД P 6.35× 1022 m−3 s−1

Концентрация g 1020 m−3

частиц излучения

Коэффициенты диссипации µv, µi 108, 0.4× 108 s−1

Размерный D0 10−9 m2 s−1

коэффициент диффузии

Параметр в n0 4× 1017 m−3

коэффициенте диффузии

Коэффициент γ̃ 10−20 m3 s−1

взаимной рекомбинации

Параметр модели β 100 —

5.12 Выводы

Предложенная в данной главе модель радиационно-стимулированного роста ко-

герентных структур подходит для случая облучения кристаллического матери-

ала пучком с высокими, относительно характеристик материала, плотностью

((δg)abs � girr) и энергиями (〈v〉 � σr) налетающих частиц. В данном слу-

чае происходит разделение процессов на быстрые — связанные с генерацией и

рекомбинацией точечных дефектов и медленные — прежде всего, диффузия.

При этом показано, что взаимная рекомбинация дефектов играет важную

роль в образовании макроструктуры в промежуточной между началом облуче-

ния и установлением динамического равновесия стадии.

Отличительной особенностью новой модели является рассмотрение частиц

излучения как части динамической системы, что приводит к новому выраже-
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нию для ограниченного источника точечных дефектов. Это позволило проана-

лизировать рост сверхрешетки на всем интервале времени облучения — от на-

чальной стадии, до установления динамического равновесия. Наличие ограни-

ченного источника приводит к явлению насыщения концентраций, что в случае

релаксационного режима позволяет получить высококонтрастную сверхрешет-

ку за некоторый отрезок времени tex с последующим прекращением облуче-

ния. Другим режимом роста является асимптотический рост сверхрешетки, ко-

гда периодичность сохраняется при установлении динамического равновесия.

В этом случае анализ условий роста приводит к результатам, аналогичным на-

чальной стадии облучения, т.е. когда критерием роста является условие отри-

цательности коэффициента диффузии, как функции аргумента, зависящего от

скорости генерации.



214

Заключение

Сформулируем основные результаты проведенного исследования:

1. Диффузия точечных дефектов в неоднородной, в общем случае, среде с

распределенными источниками/стоками со степенью неоднородности не выше

2 может приводить к возникновению и перемещению сингулярных структур.

Впервые получен класс квазилинейных многолистных решений уравнения ли-

нейной диффузии, описывающих такие структуры. В случае размерности боль-

ше 2 найденные решения связаны с особым классом решений квазилинейных

уравнений — ривертонами.

2. С помощью введенных в данной работе нелинейных функциональных под-

становок показано, что уравнение быстрой диффузии описывает перемещение

локализованных волновых структур, в том числе, при отсутствии генерации то-

чечных дефектов внешним источником. Впервые найдено преобразование сим-

метрии, связывающее пары решений уравнений нелинейной диффузии со вза-

имными коэффициентами диффузии, что позволяет расширить класс извест-

ных точных решений.

3. Обобщение метода функциональных подстановок на случай дискретных

динамических систем позволило развить метод получения моделей кластериза-

ции, для которых выписываются точные решения и интегралы движения.

4. В новой модели "быстрая релаксация-медленная диффузия " с помощью

метода многомасштабных разложений система уравнений динамики точечных

дефектов разбивается на уравнения, описывающие "быстрые " процессы релак-

сации и уравнения, описывающие рост упорядоченной структуры. Показано,

что на начальной стадии формирования структуры, когда генерация дефек-

тов не подавляется рекомбинацией, наблюдается неограниченное усиление на-
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чального распределения концентрации дефектов с волновыми числами меньше

критического.

5. Впервые получено уравнение для функции медленных переменных, опи-

сывающей рост сверхрешетки — амплитудного фактора. В данном уравнении

коэффициент диффузии зависит от скорости генерации дефектов. Таким обра-

зом, скорость генерации (интенсивность внешнего излучения) является управ-

ляющим параметром, определяющим критическое значение волнового числа

сверхрешетки, начиная с которого наблюдается ее рост.

6. Впервые рассмотрена модель нелинейной диффузии с ограниченным ис-

точником ТД. Показано, что учет замедления генерации, связанного с деграда-

цией материала, приводит к двум режимам образования упорядоченных струк-

тур — релаксационному, когда максимальная контрастность структуры дости-

гается за конечное время и асимптотическому, соответствующему установлению

динамического равновесия.

Рассмотренные в работе модели объединяет идея, что в основе роста ко-

герентных структур в кристаллических средах лежит нелинейная диффузия

точечных дефектов. При определенном соотношении между скоростями реком-

бинации и генерации (интенсивностью внешнего излучения) устанавливается

динамическое равновесие, в котором, при наличии нелинейной диффузии, про-

исходит развитие диффузионных неустойчивостей, в виде растущих периодиче-

ских структур, связанных с Фурье-компонентами поля излучения на поверхно-

сти материала или перемещающихся в объеме квазиволновых локализованных

структур. Зависимость коэффициента диффузии от концентрации приводит к

замедлению диффузии в областях с повышенной концентрацией, а в некото-

рых случаях происходит процесс обратный диффузии — сегрегация точечных
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дефектов, что приводит к возникновению локализованных структур даже при

отсутствии внешнего источника излучения.
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Используемые сокращения

ДУЧП — дифференциальное уравнение в частных производных

МОЗ — метод обратной задачи

МФП — метод функциональных подстановок

НФП — нелинейные функциональные подстановки

ОДУ — обыкновенное дифференциальное уравнение

ППП — поверхностный плазмон-поляритон

ТД — точечные дефекты

УБД — уравнение быстрой диффузии

УНД — уравнение нелинейной диффузии
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Приложения

Приложение 1

Для вычисления интегралов в правой части решения для U1 − V1 найдем чему

равен вспомогательный интеграл:

In =

∫
V n

0 dt, n ≥ 1. (244)

Выполним замену переменной b + a/(1 − Be−aγt) = y, тогда интеграл примет

вид:

In =

∫ (
b+

a

1−Be−aγt

)n
dt = −1

γ

∫
yn

dy

(y − b)(y − c)
, (245)

где c = b+ a. Преобразуем его следующим образом:

In = −1

γ

∫
yn

dy

(y − b)(y − c)
=

1

γa

∫
yndy

y − b
− 1

γa

∫
yndy

y − c
.

Рассмотрим отдельно первое слагаемое, в котором сделаем замену ξ = y/b:

∫
yndy

y − b
= bn

∫
ξn − 1

ξ − 1
dξ + bn

∫
dy

y − b
=

= bn ln |y − b|+ bn
∫ n∑

s=1

ξs−1dξ = bn ln |y − b|+
n∑
s=1

bn−sys

s
,

где использовано выражение для суммы геометрической прогрессии.

Аналогично вычисляется и второй интеграл в (245):

∫
yndy

y − c
= cn ln |y − c|+

n∑
s=1

cn−sys

s
.
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В результате имеем:

In =
bn

γa
ln |y − b| − cn

γa
ln |y − c|+ 1

γa

n∑
s=1

(
bn−s − cn−s

) ys
s
.

Первое слагаемое не содержит растущих при t→∞ слагаемых:

lim
t→∞

ln |y − b| = lim
t→∞

ln

∣∣∣∣ a

1−Be−γat

∣∣∣∣ = ln |a|.

Второе же принимает вид:

− c
n

γa
ln |y − c| = − c

n

γa
ln

∣∣∣∣ aBe−γat

1−Be−γat

∣∣∣∣ = cnt− cn

γa
ln

∣∣∣∣ aB

1−Be−γat

∣∣∣∣ ,
откуда видно, что оно содержит линейно растущий член.

Окончательно получаем следующее выражение для In:

In = Ant+Rn, (246)

где учтено, что c = a+b = A(X, T ), a остаточный член Rn(X, t, T ) не содержит

растущих по t слагаемых:

Rn = −A
n

γa
lnB +

cn − bn

γa
ln |V0 − b|+

n∑
s=1

bn−s − cn−s

γas
V s

0 , n ≥ 1;

R0 = 0.

Для дальнейших вычислений удобнее записать остаточный член в такой
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форме:

Rn = −A
n

γa
lnB +

cn − bn

γa
ln |V0 − b|+

+
n∑
s=0

bn−1−s − cn−1−s

γa(s+ 1)
V s+1

0 − b−1 − c−1

γa(n+ 1)
V n+1

0 .

Полученная формула в частном случае n = 0 дает R0 = − 1
γa lnB, однако пра-

вильный результат R0 = 0. Тем не менее формулу для Rn можно использовать

в том числе и при n = 0, т.к. выражения, содержащие интегралы, определены

с точностью до функции медленных переменных.

Для вычисления первого интеграла в правой части (??) разложим функцию

Fv(u, v) в ряд Тейлора по обеим переменным и используем выражение (246) для

In:

∫
Fv(U0, V0)dt =

∞∑
i=0

∞∑
k=0

F
[k,i]
v (0, 0)

k!i!

∫
V i

0U
k
0 dt =

=
∞∑
i=0

∞∑
k=0

k∑
j=0

F
[k,i]
v (0, 0)

k!i!

(
k

j

)
qk−jIi+j =

∞∑
i=0

∞∑
k=0

k∑
j=0

F
[k,i]
v (0, 0)

k!i!

(
k

j

)
qk−j ×

×
(
Ai+jt+Ri+j

)
= Fv

(
ν2

A
− ν2, A

)
t+Wv(X, t, T ),

где

Wv(X, t, T ) =
∞∑
i=0

∞∑
k=0

F
[k,i]
v (0, 0)

k!i!

k∑
j=0

(
k

j

)
qk−jRi+j

и учтено, что U0 = V0 + q, q = ν2−A2

A − ν2.

Аналогично вычисляется интеграл от Fi(u, v).

Введем обозначение δF (x, y) = Fi(x, y)− Fv(x, y).
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В решениях в первом порядке функции Fi, Fv входят в интегралы в виде

разности Fi(U0, V0) − Fv(U0, V0), поэтому удобнее вычислить чему равна вели-

чина δW = Wi −Wv:

δW =
∞∑
i=0

∞∑
k=0

F
[k,i]
i (0, 0)− F [k,i]

v (0, 0)

k!i!

k∑
j=0

(
k

j

)
qk−j

[
− Ai+j

γa
lnB +

+
ci+j − bi+j

γa
ln |V0 − b|+

i+j∑
s=0

bi+j−1−s − ci+j−1−s

γa(s+ 1)
V s+1

0 −

− b−1 − c−1

γa(i+ j + 1)
V i+j+1

0

]
= w0 lnB + w1 ln |V0 − b|+ Ŝ1V

s+1
0 − Ŝ0V

i+j+1
0 ,

где

w0(X, T ) = −δF (q + A,A)

γa
, w1(X, T ) =

δF (q + A,A)− δF (q + b, b)

γa
,

Ŝ1V
s+1

0 =
∞∑
i=0

∞∑
k=0

F
[k,i]
i (0, 0)− F [k,i]

v (0, 0)

k!i!

k∑
j=0

(
k

j

)
qk−j ×

×
i+j∑
s=0

bi+j−1−s − ci+j−1−s

γa(s+ 1)
V s+1

0 ,

Ŝ0V
i+j+1

0 =
∞∑
i=0

∞∑
k=0

F
[k,i]
i (0, 0)− F [k,i]

v (0, 0)

k!i!

k∑
j=0

(
k

j

)
qk−j

b−1 − c−1

γa(i+ j + 1)
V i+j+1

0 .

Приложение 2

Далее во всех выкладках полагается n ≥ 1.

Рассмотрим вычисление интеграла следующего типа:

Q1(n) =

∫
(1−B(X)ζ)2

ζ2
∆s

[
C(X)V n

0 (X, ζ)
]
dζ. (247)

В (247) оператор Лапласа нельзя напрямую вынести за знак интеграла. Чтобы
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этого добиться выполним замену переменной X → X′ в функциях на которые

действует оператор Лапласа:

∫
(1−B(X)ζ)2

ζ2
∆s

[
C(X)V n

0 (X, ζ)
]
dζ =

= ∆′s
[
C(X′)

∫
(1−B(X)ζ)2

ζ2
V n

0 (X′, ζ)dζ
]∣∣∣∣∣

X′=X

.

После раскрытия скобок под интегралом вынесем коэффициенты, не зависящие

от ζ:

Q1(n) = ∆s

[
C(X)J2(n,X, ζ)

]
− 2B(X)∆s

[
C(X)J1(n,X, ζ)

]
+

+B2(X)∆s

[
C(X)J0(n,X, ζ)

]
,

где

Jk(n) =

∫
V n

0

ζk
dζ.

Для получения условия отсутствия секулярных членов в уравнении (217)

во всех интегралах достаточно вычислить только линейные по t (ln ζ) члены.

Поэтому во всех результатах ниже после знака равно будут стоять выражения

с точностью до остаточного члена, не растущего по t.

Выпишем чему равны интегралы Jk(n) с точностью до членов, не растущих

по t:

J0(n) = 0,

J1(n) = An(X) ln ζ,

J2(n) = na(X)An−1(X)B(X) ln ζ.
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В итоге получаем такое выражение:

Q1(n) = ∆s

[
nC(X)a(X)An−1(X)B(X)

]
ln ζ − 2B(X)∆s

[
C(X)An(X)

]
ln ζ.

Вычисление интегралов Q2(n) и Q3 аналогично приведенному выше:

Q6(n) =

∫
(1−B(X)ζ)2

ζ2
V n

0 (X, ζ)dζ = J2 − 2B(X)J1 =

= na(X)An−1(X)B(X)− 2B(X)An(X).

Q2(n) =

∫
(1−B(X)ζ)2

ζ2
V0(X, ζ)∆s

[
C(X)V n

0 (X, ζ)
]
dζ =

= ∆′s
[
C(X′)

∫
(1−B(X)ζ)2

ζ2

(
b(X)− a(X)

1−B(X)ζ

)
V n

0 (X′, ζ)dζ
]∣∣∣∣∣

X′=X

=

= A(X)∆s

[
C(x)na(X)An−1(X)B(X)

]
−B(X) [b(X) + A(X)] ∆s [C(x)An] .

Q3 =

∫
(1−B(X)ζ)2

ζ2
V0(X, ζ)∆s

[
C(X) ln |V0(X, ζ)− b(X)|

]
dζ =

=

∫
(1−B(X)ζ)2

ζ2
V0(X, ζ)∆s

[
C(X) ln a(X)− C(X) ln |1−B(X)ζ|

]
dζ =

= ∆s

[
C(X) ln a(X)

]
(J2 − 2BJ1)−∆sC(X)

∫
(1−B(X)ζ)2

ζ2
V0(X, ζ)×

× ln |1−B(X)ζ| dζ + [C(X)∆sB(X) + 2∇C(X)∇B(X)] J1 =

= A(X)∆s [C(X)B(X)]− [A(X) + b(X)] ∆s [C(x) ln a(X)]B(X).

Q4 =

∫
(1−B(X)ζ)2

ζ2
(1− V0(X, ζ))

∫
V0(X, Y, Z

′, ζ)dZ ′dζ =

=

∫ ∫
(1−B(X)ζ)2

ζ2

(
1− b(X)− a(X)

1−B(X)ζ

)
V0(X, Y, Z

′, ζ)dζdZ ′ =

= [1− A(X)]

∫
a(X′)B(X′)dZ ′ + [A(X) + b(X)− 2]

∫
A(X′)dZ ′B(X).
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Q5 =

∫
V n

0 (X, ζ)dζ = 0.

Q7 =

∫
(1−B(X)ζ)2

ζ2
V0(X, ζ) ln |V0(X, ζ)− b(X)| dζ =

= A(X)− (A(X) + b(X)) ln a(X)

Приложение 3

Найдем чему равны интегралы от сумм Ŝ1, Ŝ0 и разложения Fv(U0, V0) в ряд

Тейлора.

Вычислим сначала интеграл от Ŝ1 (пределы и штрих у переменной интегри-

рования опущены):

∫
(1−Bζ)2

ζ2
V0(ζ)∆sŜ1V

s+1
0 (ζ)dζ =

∫
(1−Bζ)2

ζ2
V0(ζ)×

×∆s

∞∑
i=0

∞∑
k=0

δF [k,i](0, 0)

k!i!

k∑
j=0

(
k

j

)
qk−j

i+j∑
s=0

bi+j−1−s − ci+j−1−s

γa(s+ 1)
V s+1

0 (ζ)dζ =

=
∞∑
i=0

∞∑
k=0

k∑
j=0

i+j∑
s=0

∫
(1−Bζ)2

ζ2
V0∆s

[
CikjsV

s+1
0 (ζ)

]
dζ =

=
∞∑
i=0

∞∑
k=0

k∑
j=0

i+j∑
s=0

Q2(s+ 1) =
∞∑
i=0

∞∑
k=0

k∑
j=0

i+j∑
s=0

[
A∆s

(
Cijks(s+ 1)aAsB

)
−

−(b+ A)∆s

(
CijksA

s+1
)]

= A∆s

(
aBΣ1

)
−B(b+ A)∆sΣ2,

где Cijks — промежуточное обозначение всех коэффициентов внутри сумм.
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Выражения для сумм Σ1, Σ2 имеют вид:

Σ1 =
∞∑
i=0

∞∑
k=0

δF [k,i](0, 0)

k!i!

k∑
j=0

(
k

j

)
qk−j

i+j∑
s=0

bi+j−1−s − Ai+j−1−s

γa
As =

=
∞∑
i=0

∞∑
k=0

δF [k,i](0, 0)

k!i!

k∑
j=0

(
k

j

)
qk−j

[
bi+j+−1

γa

i+j∑
s=0

(
A

b

)s
− Ai+j+−1

γa

i+j∑
s=0

1

]
=

=
∞∑
i=0

∞∑
k=0

δF [k,i](0, 0)

k!i!

k∑
j=0

(
k

j

)
qk−j

[
Ai+j − bi+j

γa2
− 1

γa

1

A

∂

∂A
Ai+j+1

]
=

=
δF (q + A,A)− δF (q + b, b)

γa2
− 1

γa

1

A

∂

∂A

[
AδF (q + A,A)

]

Σ2 =
∞∑
i=0

∞∑
k=0

δF [k,i](0, 0)

k!i!

k∑
j=0

(
k

j

)
qk−j

i+j∑
s=0

bi+j−1−s − Ai+j−1−s

γa(s+ 1)
As+1 =

=
∞∑
i=0

∞∑
k=0

δF [k,i](0, 0)

k!i!

k∑
j=0

(
k

j

)
qk−j

i+j∑
s=0

[bi+j−1−s

γa

As+1

s+ 1
− Ai+j

γa

1

s+ 1

]
=

=
∞∑
i=0

∞∑
k=0

δF [k,i](0, 0)

k!i!

k∑
j=0

(
k

j

)
qk−j

[bi+j−1

γa

i+j∑
s=0

b−s
∫
AsdA−

−A
i+j

γa

∫ i+j∑
s=0

ξsdξ
∣∣∣
ξ=1

]
=

∞∑
i=0

∞∑
k=0

δF [k,i](0, 0)

k!i!

k∑
j=0

(
k

j

)
qk−j ×

×
[ 1

γa

∫
bi+j − Ai+j

b− A
dA− 1

γa

∫
Ai+j − (Aξ)i+j

1− ξ
dξ
∣∣∣
ξ=1

]
=

=
1

γa

∫
δF (q + b, b)− δF (q + A,A)

b− A
dA−

− 1

γa

∫
δF (q + A,A)− δF (q + Aξ,Aξ)

1− ξ
dξ
∣∣∣
ξ=1
.
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Аналогично вычисляются интегралы от Ŝ0:

∫
(1−Bζ)2

ζ2
V0(ζ)∆sŜ0V

s+1
0 (ζ)dζ =

=

∫
(1−Bζ)2

ζ2
V0(ζ)∆s

∞∑
i=0

∞∑
k=0

δF [k,i](0, 0)

k!i!
×

×
k∑
j=0

(
k

j

)
qk−j

b−1 − A−1

γa(i+ j + 1)
V i+j+1

0 (ζ)dζ =

= A∆s

[ ∞∑
i=0

∞∑
k=0

k∑
j=0

δF [k,i](0, 0)

k!i!

(
k

j

)
qk−j

b−1 − A−1

γ
Ai+jB

]
−

−B (b+ A) ∆s

[ ∞∑
i=0

∞∑
k=0

k∑
j=0

δF [k,i](0, 0)

k!i!

(
k

j

)
qk−j

b−1 − A−1

γ(i+ j + 1)
Ai+j+1

]
=

= A∆s

[b−1 − A−1

γ
δF (q + A,A)B

]
−

−B(b+ A)∆s

[b−1 − A−1

γa

∫
δF (q + A,A)dA

]

и от Fv(U0, V0):

∫
(1−Bζ)2

ζ2
∆sFv (U0(ζ), V0(ζ)) dζ =

=
∞∑
i=0

∑
k=0

k∑
j=0

∫
(1−Bζ)2

ζ2
∆s

[F [k,i]
v (0, 0)

k!i!

(
k

j

)
qk−jV i+j

0 (ζ)
]
dζ =

=
∞∑
i=0

∞∑
k=0

k∑
j=0

Q1(i+ j) = ∆s

[
a
∂

∂A
Fv(q + A,A)B

]
− 2B∆sFv(q + A,A).

Приложение 4

Численные значения параметров, которые использовались для построении гра-

фиков на Рис.18,19,20.
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Таблица 6

№ µ1 µ2 g0 γ t0 λi Nc c0 K0 ω0

1.1 0.6 0.8 0.0165 0.6 5 4.3856 1 5.487 1.0782 3.75

1.2 1.7 1.8 1 2.1 5 1.3 1 1.139 1.7627 3.75

2.1 1.2 0.8 0.03 1.6 −5 0.22 1 0.250 1.0197 4

3.1 1.1 1.4 1.372 4 −5 489.0061 1 17854.042 1.3041 41

3.3 2.9 3.1 0.12 0.3 −5 0.16 1 0.239 1.4308 3.6

4.1 4.1 2.9 0.0179 1.95 0.3 16.0037 1 −13.825 1.3713 4

4.3 6.1 2.7 1.3 11.2 −5 1.25 1 −380.770 0.5887 4
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