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1Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Ïåðâîíà÷àëüíûå èññëåäîâàíèÿ â îáëàñòè òåîðèè

ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ áûëè ïðîâåäåíû À. Ê. Ýðëàíãîì ïî÷òè ñòîëåòèå íà-

çàä. Îäíàêî äî ñèõ ïîð ýòà òåìà îñòàåòñÿ àêòèâíî ðàçâèâàþùèìñÿ ðàçäåëîì

òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, òàê êàê ìåòîäû è ìîäåëè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ èãðàþò

âàæíóþ ðîëü â èññëåäîâàíèè òåëåêîììóíèêàöèîííûõ ñèñòåì, ýêîíîìè÷åñêèõ è

ïðîèçâîäñòâåííûõ ïðîöåññîâ.

Èíòåðåñ ê èññëåäîâàíèþ íåñòàöèîíàðíûõ (íåîäíîðîäíûõ ïî âðåìåíè) ìàð-

êîâñêèõ öåïåé ïîñòîÿííî óâåëè÷èâàåòñÿ, â ñâÿçè ñ ÷åì ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé

çàäà÷à ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè, óñòîé÷èâîñòè è ïîãðåøíîñòè

àïïðîêñèìàöèè äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ìîäåëåé, à òàêæå ïðèìåíåíèå ïîëó÷åí-

íûõ îöåíîê äëÿ ïîñòðîåíèÿ îñíîâíûõ ïðåäåëüíûõ õàðàêòåðèñòèê êîíêðåòíûõ

ñèñòåì ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ.

Ñòåïåíü ðàçðàáîòàííîñòè òåìû Â ýòîé îáëàñòè áûëî ïðîâåäåíî ìíî-

æåñòâî èññëåäîâàíèé, è ðîññèéñêèå è çàðóáåæíûå ó÷åíûå âíåñëè áîëüøîé âêëàä

â åå ðàçâèòèå. Ñðåäè íèõ ñëåäóåò îòìåòèòü Â.Â. Àíèñèìîâà, Ë.Ã. Àôàíàñüåâó,

Ã.Ï. Áàøàðèíà, Þ.Â. Ãàéäàìàêó, À.Ê.Ãîðøåíèíà, À.À. Íàçàðîâà, À.Í. Ìîèñåå-

âà, Ñ.Ï. Ìîèñååâó, Ê. Å. Ñàìóéëîâà, Â. Ì. Âèøíåâñêîãî, À.À. Áîðîâêîâà, Ï.Ï.

Áî÷àðîâà, Ð.Ë. Äîáðóøèíà, À.Í. Äóäèíà, À.È. Çåéôìàíà, Â.Â. Êàëàøíèêîâà,

Í.Â. Êàðòàøîâà, Â.Þ. Êîðîëåâà, Å.Â. Ìîðîçîâà, À.Â. Ïå÷èíêèíà, Â.Â. Ðûêîâà,

Î.Â. Ñåìåíîâó, Â.Ã. Óøàêîâà, Ñ.Ã. Ôîññà, E. Van Doorn, M.Neuts, R.L.Tweedie,

W.Whitt è äðóãèõ.

Íåñìîòðÿ íà ýòî, âîïðîñû ñâîéñòâ ýðãîäè÷íîñòè è óñòîé÷èâîñòè äëÿ íåîä-

íîðîäíûõ ìàðêîâñêèõ öåïåé ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì è èõ ïðèìåíåíèå ê ìîäå-

ëÿì ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ äî ñèõ ïîð îñòàþòñÿ îòêðûòûìè. Èìåííî â ýòîì

íàïðàâëåíèè áûëè ïðîâåäåíû ïåðâîíà÷àëüíûå èññëåäîâàíèÿ À.È. Çåéôìàíà.

Êðîìå òîãî, çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè ñòîõàñòè÷åñêèõ ìîäåëåé èçó÷àëèñü òàêæå Â.Â.

Àíèñèìîâûì, À.Þ. Ìèòðîôàíîâûì, Â.Â. Êàëàøíèêîâûì, Í.Â. Êàðòàøîâûì.

Öåëü è çàäà÷è äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû. Öåëüþ äèññåðòàöèîí-

íîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå îöåíîê âåðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê (ñêîðî-

ñòè ñõîäèìîñòè ê ïðåäåëüíîìó ðåæèìó, óñòîé÷èâîñòè) è ïîñòðîåíèå ïðåäåëüíûõ
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õàðàêòåðèñòèê äëÿ íåêîòîðûõ ñèñòåì ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ îñîáåííîñòÿ-

ìè.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ çàÿâëåííîé öåëè ðåøåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è:

1) Ïîëó÷åíû îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè è óñòîé÷èâîñòè äëÿ ñèñòåì ìàññî-

âîãî îáñëóæèâàíèÿ

− òèïàMt/Mt/1 ñ îòêàçàìè, êàòàñòðîôàìè, ñáîÿìè è ðåìîíòàìè ñåðâåðà;

− ñ îäíèì ñåðâåðîì, ñïåöèàëüíûìè ãðóïïîâûìè ïîñòóïëåíèÿìè òðåáîâà-

íèé è ñïåöèàëüíîé ïîëèòèêîé ïðîïóñêà î÷åðåäè;

− ñ îäíèì ñåðâåðîì, ñïåöèàëüíûìè ãðóïïîâûìè ïîñòóïëåíèÿìè òðåáîâà-

íèé, ñïåöèàëüíîé ïîëèòèêîé ïðîïóñêà î÷åðåäè è êàòàñòðîôàìè;

− ñ ãðóïïîâûì ïîñòóïëåíèåì è ãðóïïîâûì îáñëóæèâàíèåì òðåáîâàíèé ñ

óïðàâëåíèåì, çàâèñÿùèì îò ñîñòîÿíèÿ;

− ñ íåòåðïåëèâûìè êëèåíòàìè;

− ñ ýëàñòè÷íûì òðàôèêîì è íåñòàöèîíàðíîé èíòåíñèâíîñòüþ.

2) Äëÿ ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ îäíèì ñåðâåðîì, ñïåöèàëüíûìè

ãðóïïîâûìè ïîñòóïëåíèÿìè òðåáîâàíèé è ñïåöèàëüíîé ïîëèòèêîé ïðîïóñ-

êà î÷åðåäè ïîëó÷åíû

− îöåíêè ìîùíîñòè ñåðâåðà è ìîùíîñòè ïîòîêà, ïðè êîòîðîé ñðåäíåå

÷èñëî òðåáîâàíèé â ñèñòåìå íå ïðåâûøàåò çàäàííîãî ÷èñëà;

− ãðàíèöû èíòåíñèâíîñòè îáñëóæèâàíèÿ è èíòåíñèâíîñòè ïîñòóïëåíèÿ

òðåáîâàíèé, ÷òîáû ñðåäíåå îñòàâàëîñü â çàäàííûõ ãðàíèöàõ.

Êðîìå òîãî, äëÿ êàæäîé èç ìîäåëåé ñ ïîìîùüþ ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìîâ è

ïðîãðàìì ñ ïðèìåíåíèåì ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ïðîâåäåíû âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïå-

ðèìåíòû: ïîñòðîåíû ïðåäåëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ÑÌÎ, ïîêàçàíû çàâèñèìîñòè

ðåàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê ÑÌÎ îò èíòåíñèâíîñòåé ñèñòåì. Ýêñïåðèìåíòàëüíî

ïðîèëëþñòðèðîâàíû ñâîéñòâà ïîëèòèêè ïðîïóñêà î÷åðåäè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà.

1) Äëÿ ïðîöåññîâ, îïèñûâàþùèõ ÷èñëî òðåáîâàíèé â ñèñòåìå
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− òèïàMt/Mt/1 ñ îòêàçàìè, êàòàñòðîôàìè, ñáîÿìè è ðåìîíòàìè ñåðâåðà;

− ñ îäíèì ñåðâåðîì, ñïåöèàëüíûìè ãðóïïîâûìè ïîñòóïëåíèÿìè òðåáîâà-

íèé è ñïåöèàëüíîé ïîëèòèêîé ïðîïóñêà î÷åðåäè;

− ñ îäíèì ñåðâåðîì, ñïåöèàëüíûìè ãðóïïîâûìè ïîñòóïëåíèÿìè òðåáîâà-

íèé, ñïåöèàëüíîé ïîëèòèêîé ïðîïóñêà î÷åðåäè è êàòàñòðîôàìè;

− ñ ãðóïïîâûì ïîñòóïëåíèåì è ãðóïïîâûì îáñëóæèâàíèåì òðåáîâàíèé ñ

óïðàâëåíèåì, çàâèñÿùèì îò ñîñòîÿíèÿ;

− ñ íåòåðïåëèâûìè êëèåíòàìè;

− ñ ýëàñòè÷íûì òðàôèêîì è íåñòàöèîíàðíîé èíòåíñèâíîñòüþ.

ïîëó÷åíû íîâûå îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ê ïðåäåëüíîìó ðåæèìó è ïðå-

äåëüíîìó ñðåäíåìó, îöåíêè óñòîé÷èâîñòè.

2) Äëÿ ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ îäíèì ñåðâåðîì, ñïåöèàëüíûìè

ãðóïïîâûìè ïîñòóïëåíèÿìè òðåáîâàíèé è ñïåöèàëüíîé ïîëèòèêîé ïðîïóñ-

êà î÷åðåäè ïîëó÷åíû

− îöåíêè ìîùíîñòè ñåðâåðà è ìîùíîñòè ïîòîêà, ïðè êîòîðîé ñðåäíåå

÷èñëî òðåáîâàíèé â ñèñòåìå íå ïðåâûøàåò çàäàííîãî ÷èñëà;

− ãðàíèöû èíòåíñèâíîñòè îáñëóæèâàíèÿ è èíòåíñèâíîñòè ïîñòóïëåíèÿ

òðåáîâàíèé, ÷òîáû ñðåäíåå îñòàâàëîñü â çàäàííûõ ãðàíèöàõ.

Êðîìå òîãî, äëÿ êàæäîé èç ìîäåëåé ñ ïîìîùüþ ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìîâ è

ïðîãðàìì ñ ïðèìåíåíèåì ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ïðîâåäåíû âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïå-

ðèìåíòû: ïîñòðîåíû ïðåäåëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ÑÌÎ, ïîêàçàíû çàâèñèìîñòè

ðåàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê ÑÌÎ îò èíòåíñèâíîñòåé ñèñòåì. Ýêñïåðèìåíòàëüíî

ïðîèëëþñòðèðîâàíû ñâîéñòâà ïîëèòèêè ïðîïóñêà î÷åðåäè.

Ëè÷íîå ó÷àñòèå àâòîðà çàêëþ÷àåòñÿ â èññëåäîâàíèè ðàññìàòðèâàåìûõ ìî-

äåëåé, ïîëó÷åíèè íîâûõ îöåíîê äëÿ íèõ, à òàêæå ðàçðàáîòêå àëãîðèòìîâ è ïðî-

ãðàìì äëÿ ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü

ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðèìåíåí ìåòîä, îñíîâàííûé íà
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ïðèìåíåíèè ëîãàðèôìè÷åñêîé íîðìû ëèíåéíîé îïåðàòîðíîé ôóíêöèè è ñïåöè-

àëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ðåäóöèðîâàííîé ìàòðèöû èíòåíñèâíîñòåé ìàðêîâñêîé

öåïè ê ðÿäó íîâûõ ìîäåëåé. Ìåòîä ìîæåò áûòü ïîëåçåí äëÿ èçó÷åíèÿ ïîäîáíûõ

ñèòóàöèé, ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòîâ â èññëåäîâàíèè êîíêðåòíûõ ñèñòåì ìàññîâî-

ãî îáñëóæèâàíèÿ. Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü � îïèñàííûå ïîäõîäû ìîãóò áûòü

ïîëåçíû â ìîäåëèðîâàíèè ïîòîêîâ èíôîðìàöèè, ñâÿçàííûõ ñ âûñîêîïðîèçâîäè-

òåëüíûìè âû÷èñëåíèÿìè, ñîçäàíèè ñòîõàñòè÷åñêèõ ìîäåëåé òåëåêîììóíèêàöè-

îííûõ ñèñòåì, ïîïóëÿöèîííûõ ìîäåëåé â áèîëîãèè è äðóãèõ îòðàñëÿõ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ âûøåîïèñàííûõ çàäà÷ èñïîëüçó-

åòñÿ îïåðàòîð Êîøè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå

è îöåíêè åãî íîðìû. Âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ âû÷èñëåíèåì òðåáóåìûõ ïàðàìåò-

ðîâ ñâîäÿòñÿ ê èçó÷åíèþ áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

íà ìíîæåñòâå ñòîõàñòè÷åñêèõ âåêòîðîâ. Îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì èññëåäîâàíèÿ

è ïîëó÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ îöåíîê ÿâëÿåòñÿ ìåòîä, áàçèðóþùèéñÿ íà äâóõ

ìîìåíòàõ: îöåíêàõ, îñíîâàííûõ íà ïðèìåíåíèè ëîãàðèôìè÷åñêîé íîðìû ëè-

íåéíîé îïåðàòîðíîé ôóíêöèè è ñïåöèàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ðåäóöèðîâàííîé

ìàòðèöû èíòåíñèâíîñòåé ìàðêîâñêîé öåïè. Äëÿ ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ

ýêñïåðèìåíòîâ èñïîëüçóåòñÿ ïðîãðàììà íà ÿçûêå Java, êîòîðàÿ ðåøàåò çàäà÷ó

Êîøè ìåòîäîì Àäàìñà�Ìóëòîíà 4-ãî ïîðÿäêà.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó.

1) Óñòàíîâëåíèå àíàëèòè÷åñêèõ ñâîéñòâ íîâûõ ñèñòåì ìàññîâîãî îáñëóæèâà-

íèÿ ìàðêîâñêîãî òèïà, ïîëó÷åíèå îöåíîê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè è óñòîé÷è-

âîñòè ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ëîãàðèôìè÷åñêîé íîðìû.

2) Íàõîæäåíèå çàâèñèìîñòåé ñðåäíåãî ÷èñëà òðåáîâàíèé â ñèñòåìå ñ îäíèì

ñåðâåðîì, ñïåöèàëüíûìè ãðóïïîâûìè ïîñòóïëåíèÿìè òðåáîâàíèé è ñïåöè-

àëüíîé ïîëèòèêîé ïðîïóñêà î÷åðåäè îò èíòåíñèâíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ è

ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèé.

3) Ïîñòðîåíèå ïðåäåëüíûõ õàðàêòåðèñòèê äëÿ êàæäîé èç èçó÷åííûõ ñèñòåì

ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ.
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Îòìåòèì, ÷òî ïåðå÷èñëåííûå ñèñòåìû èìåþò øèðîêîå ïðèìåíåíèå âî ìíî-

ãèõ îáëàñòÿõ: îáëàñòü ñåòåâûõ ñèñòåì ñâÿçè, äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñöåíàðèÿ ñêà-

÷èâàíèÿ ôàéëà, â ìîäåëèðîâàíèè äîðîæíîãî äâèæåíèÿ, áèçíåñå è îòðàñëÿõ ïðî-

ìûøëåííîñòè, êîìïüþòåðíûõ êîììóíèêàöèÿõ, çäðàâîîõðàíåíèè è ìåäèöèíñêèõ

íàóêàõ, ñåðâèñíûõ ñèñòåìàõ, ðîçíè÷íûõ ìàãàçèíàõ, à çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ ïîëó-

÷åíèåì îöåíîê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè è óñòîé÷èâîñòè, ðåøàþòñÿ äëÿ íèõ âïåðâûå.

Îáîñíîâàííîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò èç ñòðîãèõ ìàòå-

ìàòè÷åñêèõ äîêàçàòåëüñòâ.

Äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïîäòâåðæäàåòñÿ ñîâïàäåíè-

åì ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ ñ ðåçóëüòàòàìè äðóãèõ àâòîðîâ è ýêñïåðèìåíòîì.

Ñîîòâåòñòâèå ïàñïîðòó ñïåöèàëüíîñòè. Äèññåðòàöèÿ âûïîëíåíà â

ñîîòâåòñòâèè ñ ïàñïîðòîì ñïåöèàëüíîñòè 1.2.3 � ¾Òåîðåòè÷åñêàÿ èíôîðìà-

òèêà, êèáåðíåòèêà¿ è âêëþ÷àåò îðèãèíàëüíûå ðåçóëüòàòû, íàïðàâëåííûå íà

ðàçâèòèå ìåòîäîâ îöåíêè è ðàñ÷åòà âåðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê òåëåêîì-

ìóíèêàöèîííûõ ñåòåé. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ï. 9 ¾Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ èññëå-

äîâàíèÿ îïåðàöèé¿ ïàñïîðòà èññëåäîâàíû íîâûå òèïû ñèñòåì ìàññîâîãî îá-

ñëóæèâàíèÿ, ÿâëÿþùèõñÿ àäåêâàòíûìè ìîäåëÿìè ðåàëüíûõ èíôîðìàöèîííî-

òåëåêîììóíèêàöèîííûõ ñèñòåì.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà:

- ñåìèíàðàõ êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè ÂîÃÓ "Ñîâðåìåííûå ìåòîäû ñòî-

õàñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñëîæíûõ ñèñòåì" (2020-2023),

- XXXVI Ìåæäóíàðîäíîì ñåìèíàðå ïî ïðîáëåìàì óñòîé÷èâîñòè ñòîõàñòè÷åñêèõ

ìîäåëåé (Ïåòðîçàâîäñê, Ðîññèÿ, 2021),

- 19-é Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî ÷èñëåííîìó àíàëèçó è ïðèêëàäíîé ìà-

òåìàòèêå (Ðîäîñ, Ãðåöèÿ, 2021),

- 20-é Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî ÷èñëåííîìó àíàëèçó è ïðèêëàäíîé ìà-

òåìàòèêå (Ðîäîñ, Ãðåöèÿ, 2022).

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â 7 ïå÷àòíûõ ðàáî-

òàõ, 3 èç êîòîðûõ èçäàíû â æóðíàëàõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ, 3 - â ïåðèîäè÷å-

ñêèõ íàó÷íûõ æóðíàëàõ, èíäåêñèðóåìûõ Web of Science è Scopus, 1 - â òåçèñàõ

äîêëàäîâ. Ïðîãðàììà äëÿ ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ èìååò
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ñâèäåòåëüñòâî î ãîñóäàðñòâåííîé ðåãèñòðàöèè â Ðååñòðå ïðîãðàìì äëÿ ÝÂÌ çà

íîìåðîì 2020615415 îò 22 ìàÿ 2020 ãîäà.

Îáúåì è ñòðóêòóðà ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ïÿòè ãëàâ,

ðàçáèòûõ íà ïàðàãðàôû, çàêëþ÷åíèÿ, ïðèëîæåíèÿ, ñïèñêà ëèòåðàòóðû, âêëþ-

÷àþùåãî 136 íàèìåíîâàíèé, â òîì ÷èñëå ðàáîòû àâòîðà. Ðàáîòà èçëîæåíà íà

147 ëèñòàõ ìàøèíîïèñíîãî òåêñòà.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè äàåòñÿ îáîñíîâàíèå àêòóàëüíîñòè òåìû äèññåðòàöèè, ïðèâîäèòñÿ

êðàòêèé îáçîð ðàáîò ïî äàííîé òåìàòèêå, ñôîðìóëèðîâàíû ðåçóëüòàòû, ïîëó-

÷åííûå â ðàáîòå.

Â ãëàâå 1 ïðèâîäèòñÿ âñïîìîãàòåëüíûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, íåîá-

õîäèìûé äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ. Ââîäÿòñÿ îïðåäåëåíèÿ îñíîâíûõ ïî-

íÿòèé: ïðåäåëüíîãî ñðåäíåãî, ïðîñòðàíñòâà l1, ëîãàðèôìè÷åñêîé íîðìû îïåðà-

òîðà, à òàêæå íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ è ìåòîäû, âàæíûå äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäî-

âàíèÿ.

Â ñëåäóþùèõ ãëàâàõ ðàññìîòðåíî øåñòü íîâûõ ìîäåëåé ñ èñïîëüçîâàíèåì

ìåòîäà ëîãàðèôìè÷åñêîé íîðìû, ïîëó÷åíû îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè, óñòîé-

÷èâîñòè è íà îñíîâå ýòèõ îöåíîê ïîñòðîåíû îñíîâíûå ïðåäåëüíûå õàðàêòåðèñòè-

êè. Äëÿ èçó÷åíèÿ êàæäîé ìîäåëè èñïîëüçîâàí ñëåäóþùèé àëãîðèòì äåéñòâèé:

1) ïîëó÷åíèå âåðõíèõ îöåíîê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè, òî åñòü íàõîæäåíèå ìîìåí-

òà âðåìåíè t∗, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî âåðîÿòíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåññà

X(t) ñ çàäàííîé ïîãðåøíîñòüþ íå çàâèñÿò îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé;

2) ïîëó÷åíèå îöåíîê óñòîé÷èâîñòè äëÿ âîçìóùåííîãî ïðîöåññà ñ áëèçêèìè

èíôèíèòåçèìàëüíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè;

3) â ñëó÷àå áîëüøîé ðàçìåðíîñòè èñõîäíîãî ïðîöåññà (èëè ñ÷åòíîãî ÷èñëà

ñîñòîÿíèé) àïïðîêñèìàöèè ñ ïîìîùüþ ïðîöåññîâ ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè;
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Â êàæäîì èç ïðèìåðîâ äëÿ ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìîäåëü ñ 1-ïåðèîäè÷åñêèìè ïî âðåìåíè èíòåí-

ñèâíîñòÿìè:

� â ñëó÷àå áîëüøîé ðàçìåðíîñòè èñõîäíîãî ïðîöåññà (èëè ñ÷åòíîãî ÷èñëà

ñîñòîÿíèé) âûáèðàåì ðàçìåðíîñòü óñå÷åííîãî ïðîöåññà N ;

� íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííûõ îöåíîê îïðåäåëÿåì èíòåðâàë íà êîòîðîì äîñòè-

ãàåòñÿ æåëàåìàÿ òî÷íîñòü [0, t∗ + 1];

� ðåøàåì ïðÿìóþ ñèñòåìó Êîëìîãîðîâà ñ ïðîñòåéøèìè íà÷àëüíûìè óñëî-

âèÿìè X(0) = 0 è X(0) = N äëÿ èñõîäíîé (â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè, äëÿ

óñå÷åííîé) ñèñòåìû íà îòðåçêå [0, t∗ + 1];

� íà îòðåçêå [t∗, t∗ + 1] ïîëó÷àåì ñ òðåáóåìîé ïîãðåøíîñòüþ âñå îñíîâíûå

ïðåäåëüíûå õàðàêòåðèñòèêè êàê ñàìîãî ïðîöåññà X(t), òàê è áëèçêèõ åìó

¾âîçìóùåííûõ¿ ïðîöåññîâ.

Â ãëàâå 2 ðàññìîòðåíà ñèñòåìà ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ òèïà Mt/Mt/1

ñ îòêàçàìè, êàòàñòðîôàìè, ñáîÿìè è ðåìîíòàìè ñåðâåðà â ñëó÷àå íåñòàöèî-

íàðíîãî ïîâåäåíèÿ. Äàííàÿ ìîäåëü ìîæåò áûòü îïèñàíà ìàðêîâñêèì ïðîöåñ-

ñîì X(t), t > 0, ãäå X(t) îáîçíà÷àåò ÷èñëî òðåáîâàíèé â ñèñòåìå â ìîìåíò

âðåìåíè t (ïðîöåññ äëèíû î÷åðåäè). Îáîçíà÷èì ÷åðåç pn(t) = P (X(t) = n),

n = 0, 1, 2, 3, . . . . Ðåçóëüòèðóþùåå ïîâåäåíèå âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé îïèñûâà-

åòñÿ ïðÿìîé ñèñòåìîé Êîëìîãîðîâà

dp (t)

dt
= A (t)p (t) , (1)

ãäå p (t) = (r(t), p0 (t) , p1 (t) , . . . )T è A (t) =



−η(t) γ0(t) γ1(t) · · · γk−1(t) γk(t) γk+1(t) γk+2(t) · · ·

η(t) −(λ(t) + γ0(t)) µ(t) · · · 0 0 0 0 · · ·

0 λ(t) −(λ(t) + γ1(t) + µ(t)) · · · 0 0 0 0 · · ·
.
.
.

.

.

.

.

.

. · · ·
.
.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

. · · ·

0 0 0 · · · λ(t) −(λ(t)β(t) + γk(t) + µ(t)) µ(t) 0 · · ·

0 0 0 · · · 0 λ(t)β(t) −(λ(t)β(t) + γk+1(t) + µ(t)) µ(t) · · ·

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.


(2)
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ñ èíòåíñèâíîñòÿìè ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèé λ(t), îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé

µ(t), êàòàñòðîôû γi(t), âîññòàíîâëåíèÿ âûøåäøåãî èç ñòðîÿ ñåðâåðà η(t). Ïðè

ïîñòóïëåíèè òðåáîâàíèÿ, åñëè âïåðåäè íåãî åñòü k (ïîðîãîâîå çíà÷åíèå) èëè

áîëüøå òðåáîâàíèé, òî îíî ïðèñîåäèíÿåòñÿ ê î÷åðåäè ñ âåðîÿòíîñòüþ β(t) è

ìîæåò îòêàçàòüñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 − β(t), r(t) - âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñåðâåð

íàõîäèòñÿ â ðåìîíòå â ìîìåíò âðåìåíè t ñ r(0) = 0.

Äëÿ ïîëó÷åíèå îöåíîê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè îïèøåì äâà ïîäõîäà.

Ïåðâûé ïîäõîä. Ïîëîæèì γ∗(t) = infn γn(t) è ïåðåïèøåì ïðÿìóþ

ñèñòåìó Êîëìîãîðîâà (1) êàê dp
dt = A∗ (t)p + g (t) , t ≥ 0, ãäå g (t) =

(γ∗(t), 0, 0, . . . )T , A∗ (t) =
(
a∗ij (t)

)∞
i,j=0

ñ ýëåìåíòàìè a∗0j (t) = a0j (t) − γ∗(t) è

a∗ij (t) = aij (t) ïðè i ≥ 1.

Òåîðåìà 1 Ïóñòü èíòåíñèâíîñòè êàòàñòðîô ñóùåñòâåííû, ò.å.∫ ∞
0

γ∗ (t) dt = +∞. (3)

Òîãäà ïðîöåññ X (t) ñëàáî ýðãîäè÷åí (â ðàâíîìåðíîé îïåðàòîðíîé òîïîëîãèè)

è èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè

‖p∗ (t)− p∗∗ (t)‖ ≤ e
−

t∫
0

γ∗(τ) dτ
‖p∗ (0)− p∗∗ (0)‖ ≤ 2e

−
t∫
0

γ∗(τ) dτ
(4)

äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé p∗ (0) ,p∗∗ (0) è âñåõ t ≥ 0.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü d0 = 1, dn+1 = (1+ε)dn äëÿ n ≥ 0 è ïîëî-

æèòåëüíîãî ε, äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó D = diag (d0, d1, d2, . . . ) è ïðîñòðàíñòâî

l1D = {p/‖p‖1D = ‖Dp‖1 <∞}.

Òåîðåìà 2 Ïóñòü ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî∫ ∞
0

(γ∗(t)− ευ(t)) dt = +∞, (5)

ãäå υ(t) = max (η(t), λ(t)). Òîãäà X(t) ñëàáî ýðãîäè÷åí è âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþ-

ùàÿ îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè:

‖p∗(t)− p∗∗(t)‖1D ≤ e
−

t∫
0

(γ∗(τ)−ευ(τ)) dτ
‖p∗(0)− p∗∗(0)‖1D (6)
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äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé p∗(0),p∗∗(0) è âñåõ t ≥ 0.

Ïóñòü l1E = {p = (r, p0, p1, p2, . . .)} ïðîñòðàíñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé òàêèõ

÷òî ‖p‖1E =
∑

k≥0 k|pk| < ∞. ‖p‖1D = ‖Dp‖ = ‖ (d0r, d1p0, d2p1, . . .)
T ‖ =

d0r +
∑

k≥0 dk+1pk ≥
∑

k≥1 k
dk+1

k pk. W = infk≥1
dk+1

k . Òîãäà W‖p‖1E ≤ ‖p‖1D.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {di} òàêàÿ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ (5)
è ñóùåñòâóåò W > 0. Òîãäà X(t) èìååò ïðåäåëüíîå ñðåäíåå çíà÷åíèå, ñêàæåì

φ(t) = E(t, 0), è âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

|E(t, j)− E(t, 0)| ≤ dj+1

W
e
−

t∫
0

(γ∗(τ)−ευ(τ)) dτ
(7)

äëÿ âñåõ j è âñåõ t ≥ 0.

Âòîðîé ïîäõîä. Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, ïðè êîòîðîì ñêîðîñòè êà-

òàñòðîô îäèíàêîâûå, à èìåííî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå γn(t) = γ∗(t). Â ýòîé ñè-

òóàöèè ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì r′(t) =

−η(t)r(t)+γ∗(t), ñëåäîâàòåëüíî, åãî ìîæíî ðåøèòü. Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèñòåìó

Êîëìîãîðîâà â âèäå dz
dt = B (t) z+ f (t) , t ≥ 0, ãäå f (t) = (η(t)r (t) , 0, 0, . . . )T ,

z (t) = (p0(t), p1(t), . . . )
T , à B (t) ïîëó÷åíà èç A (t) èñêëþ÷åíèåì ïåðâîé ñòðî-

êè è ïåðâîãî ñòîëáöà. Â ýòîì ñëó÷àå îöåíêà ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íà òåîðåìå 1,

òîëüêî ñ çàìåíîé â ëåâîé ÷àñòè p íà z.

Ñóùåñòâåííî èíàÿ ñèòóàöèÿ ñ ýòèì ïîäõîäîì âîçíèêàåò, êîãäà ðàññìàòðè-

âàåì îáùèé ñëó÷àé ïðè ïîëó÷åíèè âçâåøåííûõ îöåíîê. Èñïîëüçóåì ðàâåíñòâî

r(t) = 1−
∑

i≥0 pi(t). Çàòåì ñíîâà ïîëó÷àåì óðàâíåíèå dz
dt = B (t) z+f (t) , t ≥ 0

ñ äðóãèì B(t), f (t) = (η(t), 0, 0, . . . )T è z (t) = (p0(t), p1(t), . . . )
T . Â ýòîé ñè-

òóàöèè ñôîðìóëèðîâàíû òåîðåìû î ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â, òàê íàçûâàåìûõ,

¾âçâåøåííûõ¿ íîðìàõ.

Ðàññìîòðåí ¾âîçìóùåííûé¿ ïðîöåññ äëèíû î÷åðåäè X̄(t), t ≥ 0 ñ ñîîò-

âåòñòâóþùåé òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöåé èíòåíñèâíîñòè Ā(t), ãäå ìàòðèöà

¾âîçìóùåíèÿ¿ Â(t) = A(t)− Ā(t) â íåêîòîðîì ñìûñëå ìàëà. À èìåííî, ïðåäïî-

ëàãàåì, ÷òî âîçìóùåííàÿ î÷åðåäü èìååò òó æå ïðèðîäó, ÷òî è èñõîäíàÿ.
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Òåîðåìà 3 Ïóñòü â ïðåäïîëîæåíèè òåîðåìû 1 èíòåíñèâíîñòü êàòàñòðîôû

γ(t) áóäåò òàêîé, ÷òî

e
−

t∫
s

γ(τ) dτ
≤ Ne−γ0(t−s) (8)

äëÿ íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ N, γ0. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ îöåíêà

âîçìóùåíèÿ:

lim sup
t→∞

‖p(t)− p̄(t)‖ ≤ ε̂ (2L+ 6) (1 + log (N/2))

γ0
, (9)

äëÿ ëþáîé âîçìóùåííîé î÷åðåäè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè âîçìóùåííûìè èíòåí-

ñèâíîñòÿìè.

Òàêæå ñôîðìóëèðîâàíû îöåíêè óñòîé÷èâîñòè â óñëîâèÿõ òåîðåì î ñêî-

ðîñòè ñõîäèìîñòè âî ¾âçâåøåííûõ¿ íîðìàõ. Äëÿ ïîäòâåðæåíèÿ òåîðåòè÷åñêèõ

îöåíîê ïðîâåäåíû âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû � ðàññìîòðåíû äâå ìîäåëè

ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ 1-ïåðèîäè÷åñêèìè èíòåíñèâíîñòÿìè.

Â ãëàâå 3 ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ îäíèì

ñåðâåðîì, ñïåöèàëüíûìè ãðóïïîâûìè ïîñòóïëåíèÿìè òðåáîâàíèé è ñïåöèàëü-

íîé ïîëèòèêîé ïðîïóñêà î÷åðåäè. Òðåáîâàíèÿ ïîñòóïàþò â ñèñòåìó ïàðòèÿ-

ìè ñ èíòåíñèâíîñòüþ λ(t). Ðàçìåð ïîñòóïàþùåé ïàðòèè ñòàíîâèòñÿ èçâåñòåí

ïî åå ïðèáûòèè è ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ñ çàäàííûì ðàñïðåäåëåíèåì

âåðîÿòíîñòåé {bn, n ≥ 1}, èìåþùåé êîíå÷íîå ñðåäíåå çíà÷åíèå b̄ =
∑∞

k=1Bk,

Bk =
∑∞

n=k bn. Èíòåíñèâíîñòü îáñëóæèâàíèÿ µ(t). Òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðè-

öà èíòåíñèâíîñòåé èìååò âèä

A(t) =


−λ(t) µ(t) 0 0 . . .

λ(t)b1 − (λ(t)B2+µ(t)) µ(t) 0 . . .

λ(t)b2 λ(t)b2 − (λ(t)B3+µ(t)) µ(t) . . .

λ(t)b3 λ(t)b3 λ(t)b3 − (λ(t)B4+µ(t)) . . .
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

 .

Íàëè÷èå ïðåäåëüíîãî ðåæèìà X(t) â ðàññìàòðèâàåìîé î÷åðåäè çàâèñèò îò ôîð-

ìû ðàñïðåäåëåíèÿ ðàçìåðà ïàêåòà {bn, n ≥ 1}. Ïîêàçàíî, ÷òî êîãäà õâîñò ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèé èëè áîëåå ¾ëåãêèé¿, òî âñåãäà ñóùåñòâóåò ïðåäåëü-

íûé ðåæèì X(t), òîãäà êàê äëÿ áîëåå òÿæåëûõ õâîñòîâ âîïðîñ îñòàåòñÿ îòêðû-

òûì.
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Òåîðåìà 4 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò 0 < q < 1 è C > 0 òàêèå, ÷òî

bk ≤ Cqk äëÿ âñåõ k ≥ 1, è ∫ ∞
0

µ(t) dt = +∞. (10)

Òîãäà öåïü Ìàðêîâà X(t) ñëàáî ýðãîäè÷íà, è äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ

w(0) è ëþáîãî t ≥ 0 âåðíà ñëåäóþùàÿ îöåíêà

‖w (t) ‖ ≤ e−
∫ t
0
(1−δ)µ(u) du‖w(0)‖

äëÿ âñåõ δ ∈ (q, 1).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ M , a è âñåõ s, t, 0 ≤
s ≤ t âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

4e−
∫ t
s
(1−δ)µ(u) du ≤Me−a(t−s). (11)

Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøóþ ñèòóàöèþ, êîãäà âîçìóùåííûé ïðîöåññ X̄(t) òà-

êîâ, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà èíòåíñèâíîñòè Q̄(t) èìååò òó æå ñòðóêòóðó.

Ïóñòü âîçìóùåííûå èíòåíñèâíîñòè, ðàâíûå λ̄(t), µ̄(t), òàêèå ÷òî |λ(t) −
λ̄(t)| ≤ ε̂λ, |µ(t) − µ̄(t)| ≤ ε̂µ äëÿ âñåõ t ≥ 0. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ñîäåðæèò

ñîîòâåòñòâóþùóþ îöåíêó óñòîé÷èâîñòè.

Òåîðåìà 5 Ïóñòü X(t) - 1D-ýêñïîíåíöèàëüíî ñëàáî ýðãîäè÷åñêàÿ öåïü Ìàð-

êîâà. Òîãäà âîçìóùåííûé ïðîöåññ X̄(t) òàêæå ÿâëÿåòñÿ 1D-ýêñïîíåíöèàëüíî

ñëàáî ýðãîäè÷íûì äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε̂λ, ε̂µ è âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ

îöåíêà âîçìóùåíèÿ:

lim
t→∞

sup ‖p(t)− p̄(t)‖1D ≤
MC∗(ML((1 + δ)ε̂µ + ε̂λ) + aε̂λ)

a(a−M((1 + δ)ε̂µ + ε̂λ))
, (12)

ãäå M,a îïðåäåëÿþòñÿ (11). Áîëåå òîãî, åñëè W = infk≥1
dk
k > 0, òî îáå öåïè

Ìàðêîâà X(t) è X̄(t) èìåþò ïðåäåëüíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ è

lim
t→∞

sup |φ(t)− φ̄(t)| ≤ MC∗(ML((1 + δ)ε̂µ + ε̂λ) + aε̂λ)

Wa(a−M((1 + δ)ε̂µ + ε̂λ))
. (13)
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Äàëåå ñôîðìóëèðîâàíû óòâåðæäåíèÿ è òåîðåìû íà óïðàâëåíèå íåêîòîðû-

ìè ïàðàìåòðàìè ñèñòåìû: ãðàíèöû èíòåíñèâíîñòè îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé è

ìîùíîñòü ñåðâåðà îáñëóæèâàíèÿ.

Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü çàäàíî ñðåäíåå ÷ècëî òðåáîâàíèé â ñèñòåìå

E(t, 0) ñ íåêîòîðûìè ãðàíèöàìè, ò.å.

lim sup
t→∞

|E(t, 0)− Ē(t, 0)| ≤ h (14)

äëÿ íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíîãî h. Òîãäà ãðàíèöû äëÿ èíòåíñèâíîñòè îáñëó-

æèâàíèÿ áóäóò èìåòü âèä

|µ(t)− µ̄(t)| ≤ Wa2h

(1 + δ)(C∗LM 2 +MhWa)
. (15)

Òåîðåìà 6 Ïóñòü çàäàíà èíòåíñèâíîñòü ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèé λ(t), èç-

âåñòíû {bk}. Èíòåíñèâíîñòü îáñëóæèâàíèÿ èìååò âèä µ(t) = µg(t), ïðè÷åì

g(t) èçâåñòíà è âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî e−
∫ t
τ
g(u)du ≤ He−v(t−τ), à µ ìîæåì

óïðàâëÿòü. Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû

lim sup
t→∞

E(t, 0) ≤ N ∗ (16)

äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
H(1−δ)µ

µ
≤ v(1− δ)N ∗W

4C∗L
. (17)

Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ñôîðìóëèðîâàíû è äëÿ ãðàíèö èíòåíñèâíîñòè

ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèé è ìîùíîñòè ïîòîêà òðåáîâàíèé.

Îïèñàíû ðåçóëüòàòû òð¼õ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ: ïåðâûé ïîñâÿ-

ùåí ïîäòâåðæäåíèþ ïîëó÷åííûõ òåîðåòè÷åñêèõ îöåíîê ñõîäèìîñòè è ïîñòðîå-

íèþ ïðåäåëüíûõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû, âòîðîé ïîêàçûâàåò âëèÿíèå èíòåíñèâ-

íîñòåé ñèñòåìû íà ðåàëüíûå çíà÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèê ÑÌÎ, à òðåòèé èëëþñòðè-

ðóåò ñâîéñòâà ïîëèòèêè ïðîïóñêà î÷åðåäè.

Â ãëàâå 4 èññëåäóåòñÿ ìîäåëü ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ îäíèì ñåðâå-

ðîì, ñïåöèàëüíûìè ãðóïïîâûìè ïîñòóïëåíèÿìè òðåáîâàíèé è ñïåöèàëüíîé ïî-

ëèòèêîé ïðîïóñêà î÷åðåäè ïðè íàëè÷èè êàòàñòðîô. Îáîçíà÷åíèÿ êàê ïðåäûäó-

ùåé ìîäåëè, çäåñü æå îòìåòèì, ÷òî òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà èíòåíñèâíîñòåé
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èìååò âèä
−λ(t) µ(t)+γ(t) γ(t) γ(t) . . .

λ(t)b1 − (λ(t)B2+µ(t) + γ(t)) µ(t) 0 . . .

λ(t)b2 λ(t)b2 − (λ(t)B3+µ(t)+γ(t)) µ(t) . . .

λ(t)b3 λ(t)b3 λ(t)b3 − (λ(t)B4+µ(t)+γ(t)) . . .
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

 ,

à γ(t) � èíòåíñèâíîñòü êàòàñòðîôû (îäíîìîìåíòíîé ïîòåðè âñåõ òðåáîâàíèé â

ñèñòåìå).

Ðàññìîòðåíî íåñêîëüêî âàðèàíòîâ. Äëÿ ïðîöåññà, îïèñûâàþùåãî ÷èñëî

òðåáîâàíèé â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå, âî-ïåðâûõ, ñôîðìóëèðîâàíî óñëîâèå

ñõîäèìîñòè çà ñ÷åò ñóùåñòâåííîñòè êàòàñòðîô. Âî-âòîðûõ, ïîëó÷åíî óñëîâèå â

ñëó÷àå, êîãäà èíòåíñèâíîñòè ïîñòóïëåíèÿ ãðóïï òðåáîâàíèé ýêñïîíåíöèàëüíî

óáûâàþò ïðè óâåëè÷åíèè ðàçìåðà ãðóïïû, â-òðåòüèõ, â ñëó÷àå, êîãäà èíòåíñèâ-

íîñòè óáûâàþò ñî ñòåïåííîé ñêîðîñòüþ. Òåîðåòè÷åñêèå âûâîäû ïîäòâåðæäåíû

ñ ïîìîùüþ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Â �1 ãëàâû 5 ðàññìîòðåíà ñèñòåìà ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ ãðóïïîâûì

ïîñòóïëåíèåì è ãðóïïîâûì îáñëóæèâàíèåì òðåáîâàíèé ñ óïðàâëåíèåì, çàâèñÿ-

ùèì îò ñîñòîÿíèÿ. Òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà èíòåíñèâíîñòåé èìååò âèä

A(t) =



−λ(t) µ(t) 0 µ(t) 0 0 . . .

λ(t) −(λ(t) + µ(t)) µ(t) 0 µ(t) 0 . . .

0 λ(t) −(λ(t) + µ(t)) 0 0 µ(t) . . .

0 0 λ(t) −(λ(t) + µ(t)) 0 0 . . .

0 0 0 λ(t) −(λ(t) + µ(t)) 0 . . .

0 0 0 0 λ(t) −(λ(t) + µ(t)) . . .
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.


(18)

ñ èíòåíñèâíîñòÿìè ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèé λ(t) è îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé

µ(t). Äëÿ ïðîöåññà, îïèñûâàþùåãî ÷èñëî òðåáîâàíèé â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòå-

ìå, ñôîðìóëèðîâàíî óñëîâèå íóëü-ýðãîäè÷íîñòè.

Òåîðåìà 7 Åñëè
∫∞
0

(
λ(t)(1− σ) + µ(t)(1− σ−3)

)
dt = +∞ äëÿ íåêîòîðãî σ ∈

(0, 1), òî Ìàðêîâñêàÿ öåïü X(t) íóëü-ýðãîäè÷íà,

∞∑
i=0

σipi(t) ≤ e−
∫ t
0(λ(u)+µ(u)−σλ(u)−σ−3µ(u)) du

∞∑
i=0

σipi(0), t ≥ 0 (19)



14

è äëÿ âñåõ n ≥ 0 è N ≥ 0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

P (X(t) > n|X(0) = N) ≥ 1− σN−ne−
∫ t
0(λ(u)+µ(u)−σλ(u)−σ−3µ(u)) du. (20)

Òàêæå ïîëó÷åíû óñëîâèå ñëàáîé ýðãîäè÷íîñòè, îöåíêè óñòîé÷èâîñòè. Ðàññìîò-

ðåíû ÷èñëåííûå ïðèìåðû.

Â �2 ãëàâû 5 ðàññìîòðåíà ñèñòåìà ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ íåòåðïå-

ëèâûìè êëèåíòàìè. Òðàíñïîðíèðîâàííàÿ ìàòðèöà èíòåíñèâíîñòåé èìååò âèä

−φ0λ(t) µ1(t) 0 0 · · ·
φ0λ(t) −(φ1λ(t) + µ1(t)) µ2(t) 0 · · ·

0 φ1λ(t) −(φ2λ(t) + µ(t)) µ3(t) · · ·
0 0 φ2λ(t) −(φ3λ(t) + µ3(t)) · · ·
...

...
...

... . . .


(21)

ñ S ñåðâåðàìè, èíòåíñèâíîñòÿìè ïîñòóïëåíèÿ φiλ(t) (ãäå êîýôôèöèåíòû φi ìî-

íîòîííî óáûâàþò ò.å. èíòåíñèâíîñòü ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèé óìåíüøàåòñÿ ñ

ðîñòîì î÷åðåäè) è èíòåíñèâíîñòÿìè îáñëóæèâàíèÿ µk(t) = µ(t) min(k, S).

Òåîðåìà 8 Ïóñòü íàéäåòñÿ òàêîå δ ∈ (1; S
S−1), ÷òî

∫∞
0 (Sµ(t)− δφSλ(t)) dt =

+∞. Òîãäà X(t) ñëàáî ýðãîäè÷íà, ïðè÷åì∥∥p1(t)− p2(t)
∥∥
1D
≤ e−

δ−1
δ

∫ t
0
(Sµ(u)−δφSλ(u))du

∥∥p1(0)− p2(0)
∥∥
1D

(22)

äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé p1(0) ∈ Ω, p2(0) ∈ Ω è âñåõ t ≥ 0.

Ïîëó÷åíû îöåíêè óñòîé÷èâîñòè, ðàññìîòðåíû ÷èñëåííûå ïðèìåðû.

Â �3 ãëàâû 5 ðàññìîòðåíà ñèñòåìà ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ ýëàñòè÷-

íûì òðàôèêîì è íåñòàöèîíàðíîé èíòåíñèâíîñòüþ. Òðàíñïîðíèðîâàííàÿ ìàò-
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ðèöà èíòåíñèâíîñòåé èìååò âèä

−λ(t) µ1(t) · · · 0 0 · · · 0 0

λ(t) − (µ1(t) + λ(t)) · · · 0 0 · · · 0 0

0 λ(t) · · · 0 0 · · · 0 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 · · · − (µN (t) + λ(t)) µN+1(t) · · · 0 0

0 0 · · · λ(t) − (µN+1(t) + λ(t)) · · · 0 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 · · · 0 0 · · · λ(t) −µN+r(t)


, (23)

ãäå λ(t) � èíòåíñèâíîñòü ïîòîêà çàïðîñîâ íà ïåðåäà÷ó ýëàñòè÷íûõ äàííûõ, b

� ìèíèìàëüíàÿ ãàðàíòèðîâàííàÿ ýëàñòè÷íàÿ ñêîðîñòü ïåðåäà÷è áëîêîâ äàí-

íûõ, µ(t) = C
θ(t) è µn(t) = µ(t) + max(n − N, 0)γ(t), θ(t) � ñðåäíåå çíà÷å-

íèå äëèíû áëîêà äàííûõ, r � î÷åðåäü çàÿâîê íà ïåðåäà÷ó áëîêà ýëàñòè÷-

íûõ äàííûõ, γ(t) � èíòåíñèâíîñòü ïîòåðü ïî çàÿâêàì íà ñòàöèîíàðíîå ëå÷å-

íèå, C � ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ñåòè (ñêîðîñòü îáñëóæèâàíèÿ), |Cb | = N -

ýòî ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî çàïðîñîâ, êîòîðûå óñòðîéñòâî ìîæåò îáðàáàòûâàòü îä-

íîâðåìåííî. Ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé ñèñòåìû âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì

X = {n ∈ 0, ..., N, ..., N + r : c(n) ≤ C}.
Äëÿ áîëüøèõ èíòåíñèâíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ áóäåò âåðíà ñëåäóùàÿ òåîðå-

ìà.

Òåîðåìà 9 Ïóñòü ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî δ > 1 òàêîå, ÷òî∫ ∞
0

(µ(t)− δλ(t))dt = +∞. (24)

Òîãäà öåïü Ìàðêîâà X(t) ñëàáî ýðãîäè÷íà è èìååò ñëåäóþùèå îöåíêè ñêîðîñòè

ñõîäèìîñòè:

‖p∗(t)− p∗∗(t)‖1D ≤ e
−

t∫
0
(1− 1

δ)(µ(t)−δλ(t) ) dτ ‖p∗(0)− p∗∗(0)‖1D , (25)
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‖p∗(t)− p∗∗(t)‖ ≤ 4δN+re
−

t∫
0
(1− 1

δ)(µ(t)−δλ(t) ) dτ ‖p∗(0)− p∗∗(0)‖ ≤

≤ 8δN+re
−

t∫
0
(1− 1

δ)(µ(t)−δλ(t) ) dτ
(26)

äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé p∗(0),p∗∗(0) è ëþáîãî t ≥ 0.

Ïîëîæèì W = mink≥1
dk
k = mink≥0

δk

k+1 .Òîãäà ïîëó÷èì W‖p‖1E ≤ ‖p‖1D.
Ñëåäñòâèå 1. Èç óñëîâèé òåîðåìû 9 X(t) èìååò ïðåäåëüíîå ñðåäíåå

çíà÷åíèå, òîãäà φ(t) = E(t, 0), è ïîëó÷àåì, ÷òî ñëåäóþùàÿ îöåíêà âåðíà äëÿ

ëþáîãî j è ëþáîãî t ≥ 0:

|E(t, j)− E(t, 0)| ≤ 1 + δj−1

W
e
−

t∫
0
(1− 1

δ)(µ(t)−δλ(t) ) dτ
. (27)

Ïðè áîëüøèõ èíòåíñèâíîñòåé ïîñòóïëåíèÿ âîçüì¼ì γ∗∗(t) =

min
((

1
δ − 1

)
(δλ(t)− µ(t)) , γ(t)

)
. Òîãäà áóäåò âåðíà ñëåäóùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 10 Ïóñòü ∫ ∞
0

γ∗∗(t) dt = +∞, (28)

äëÿ íåêîòîðîãî δ ∈ [r−1r , 1). Òîãäà öåïü Ìàðêîâà X(t) ñëàáî ýðãîäè÷íà è èìååò

ñëåäóþùèå îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè:

‖p∗(t)− p∗∗(t)‖1D ≤ e
−

t∫
0

γ∗∗(τ) dτ
‖p∗(0)− p∗∗(0)‖1D (29)

è

‖p∗(t)− p∗∗(t)‖ ≤ 8

δN−1
e
−

t∫
0

γ∗∗(τ) dτ
(30)

äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé p∗(0),p∗∗(0) è ëþáîãî t ≥ 0.

Äëÿ êàæäîé ÑÌÎ ýòîé ãëàâû òåîðåòè÷åñêèå âûâîäû ïîäòâåðæäåíû ñ ïîìîùüþ

âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.
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Â çàêëþ÷åíèè îïèñàíû è ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïî-

ëó÷åííûå â õîäå äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ äëÿ ðàññìîòðåííûõ ìîäåëåé

ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ.

Â ïðèëîæåíèè ïðèâåäåíî îïèñàíèå ïðîãðàììû, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé âû-

ïîëíÿþòñÿ ïîñòðîåíèÿ îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû

Â õîäå ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííûõ â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå çàäà÷ ïîëó÷åíû îöåíêè

ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè è óñòîé÷èâîñòè äëÿ

� ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ òèïà Mt/Mt/1 ñ îòêàçàìè, êàòàñòðîôà-

ìè, ñáîÿìè è ðåìîíòàìè ñåðâåðà;

� ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ îäíèì ñåðâåðîì, ñïåöèàëüíûìè ãðóïïî-

âûìè ïîñòóïëåíèÿìè òðåáîâàíèé è ñïåöèàëüíîé ïîëèòèêîé ïðîïóñêà î÷å-

ðåäè;

� ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ îäíèì ñåðâåðîì, ñïåöèàëüíûìè ãðóï-

ïîâûìè ïîñòóïëåíèÿìè òðåáîâàíèé, ñïåöèàëüíîé ïîëèòèêîé ïðîïóñêà î÷å-

ðåäè è êàòàñòðîôàìè;

� ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ ãðóïïîâûì ïîñòóïëåíèåì è ãðóïïîâûì

îáñëóæèâàíèåì òðåáîâàíèé ñ óïðàâëåíèåì, çàâèñÿùèì îò ñîñòîÿíèÿ;

� ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ íåòåðïåëèâûìè êëèåíòàìè;

� ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ ýëàñòè÷íûì òðàôèêîì è íåñòàöèîíàð-

íîé èíòåíñèâíîñòüþ.

Îöåíêè ïðèìåíåíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðåäåëüíûõ õàðàêòåðèñòèê.

Äëÿ ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ îäíèì ñåðâåðîì, ñïåöèàëüíûìè

ãðóïïîâûìè ïîñòóïëåíèÿìè òðåáîâàíèé è ñïåöèàëüíîé ïîëèòèêîé ïðîïóñêà î÷å-

ðåäè ïîëó÷åíû

� îöåíêè ìîùíîñòè ñåðâåðà è ìîùíîñòè ïîòîêà, ïðè êîòîðîé ñðåäíåå ÷èñëî

òðåáîâàíèé â ñèñòåìå íå ïðåâûøàåò çàäàííîãî ÷èñëà;
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� ãðàíèöû èíòåíñèâíîñòè îáñëóæèâàíèÿ è ãðàíèöû èíòåíñèâíîñòè ïîñòóï-

ëåíèÿ òðåáîâàíèé, ÷òîáû ñðåäíåå îñòàâàëîñü â çàäàííûõ ãðàíèöàõ.

Äëÿ êàæäîé èç ìîäåëåé ñ ïîìîùüþ ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìîâ è ïðîãðàìì

ñ ïðèìåíåíèåì ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ïðîâåäåíû âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû,

ïîäòâåðæäàþùèå òåîðåòè÷åñêèå âûâîäû.

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äàííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå, ïîçâîëÿþò

ðàñøèðèòü êðóã ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷, äîïóñêàþùèõ àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâà-

íèå âàæíåéøèõ âåðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê.
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Êîâàë¼â Èâàí Àëåêñàíäðîâè÷ (Ðîññèÿ)

Ïîëó÷åíèå îöåíîê è ïîñòðîåíèå ïðåäåëüíûõ õàðàêòåðèñòèê äëÿ

íåêîòîðûõ ñèñòåì ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ îñîáåííîñòÿìè

Â äèññåðòàöèè èññëåäóþòñÿ ðÿä ñèñòåì ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ îñîáåí-

íîñòÿìè. Äëÿ èçó÷åíèÿ ïðîöåññà, îïèñûâàþùåãî ÷èñëî òðåáîâàíèé â ñèñòåìå,

ïðèìåíÿåòñÿ îáùèé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè ëîãàðèôìè÷åñêîé

íîðìû îïåðàòîðà ïðÿìîé ñèñòåìû Êîëìîãîðîâà è ñïåöèàëüíûõ ïðåîáðàçîâà-

íèÿõ ðåäóöèðîâàííîé ñèñòåìû. Ïîëó÷åíû îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ê ïðå-

äåëüíûì õàðàêòåðèñòèêàì, îöåíêè óñòîé÷èâîñòè. Ïîëó÷åíû îöåíêè íåêîòîðûõ

ïàðàìåòðîâ äëÿ ìîäåëè ñ îäíèì ñåðâåðîì, ñïåöèàëüíûìè ãðóïïîâûìè ïîñòóïëå-

íèÿìè òðåáîâàíèé è ñïåöèàëüíîé ïîëèòèêîé ïðîïóñêà î÷åðåäè. Äëÿ êàæäîé èç

çàäà÷ ñ ïîìîùüþ ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìîâ è ïðîãðàìì ñ ïðèìåíåíèåì ÷èñ-

ëåííûõ ìåòîäîâ ïðîâåäåíû âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû, ïîäòâåðæäàþùèå

òåîðåòè÷åñêèå âûâîäû.

Kovalev Ivan (Russia)

Obtaining estimates and computation of limiting characteristics for

some queuing systems with features

A number of queuing systems with features are considered in dissertation. We

deal with the queue-length process and employ the general approach for the study

of forward Kolmogorov system via logarithmic norm of a operator function and

related estimates. We obtain bounds on the rate of convergence and perturbations

for the considered queue-length processes. We obtain bounds of some parameters

for a system with time-varying transition intensities, batch arrivals and one queue

skipping policy. Computational experiments con�rming theoretical conclusions were

carried out using numerical methods, developed algorithms and programs.


