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Ââåäåíèå

Â ñâîåé çàìå÷àòåëüíîé êíèãå ëàóðåàò Íîáåëåâñêîé ïðåìèè ïî �èçèêå

Ñòèâåí Âàéíáåðã [1℄ ðàññìàòðèâàåò ïðîáëåìû �åíåçèñà ñîãëàñíî çàêîíàì

êëàññè÷åñêîé êîñìîëîãèè. Îí äà¼ò ñëåäóþùèå èç ýòèõ çàêîíîâ ïðåäñêà-

çàíèÿ æèçíè Âñåëåííîé:

�Êàê áû íå ðàçðåøèëèñü âñå ýòè ïðîáëåìû è êàêàÿ áû êîñìîëîãè÷åñêàÿ

ìîäåëü íè îêàçàëàñü ïðàâèëüíîé, íè â îäíîé ìû íå íàõîäèì óòåøåíèÿ.

Äëÿ ÷åëîâå÷åñêèõ ñóùåñòâ ïî÷òè íåèçáåæíà âåðà â òî, ÷òî ìû èìååì

êàêîå-òî îñîáîå îòíîøåíèå ê Âñåëåííîé è ÷òî ÷åëîâå÷åñêàÿ æèçíü åñòü

íå ïðîñòî áîëåå èëè ìåíåå íåëåïîå çàâåðøåíèå öåïî÷êè ñëó÷àéíîñòåé,

âåäóùåé íà÷àëî îò ïåðâûõ òð¼õ ìèíóò, à ÷òî íàøå ñóùåñòâîâàíèå áû-

ëî êàêèì-òî îáðàçîì ïðåäîïðåäåëåíî ñ ñàìîãî íà÷àëà. Ñëó÷èëîñü òàê,

÷òî, êîãäà ÿ ïèñàë ýòî, ÿ íàõîäèëñÿ â ñàìîë¼òå ïî äîðîãå äîìîé èç

Ñàí�Ôðàíöèñêî â Áîñòîí, è ëåòåë íà âûñîòå 30 000 �óòîâ íàä Âàé-

îìèíãîì. Çåìëÿ ïîäî ìíîé âûãëÿäåëà î÷åíü íåæíîé è óþòíîé�ë¼ãêèå

îáëà÷êà çäåñü è òàì, ñíåã, ñòàâøèé ÿðêî�ðîçîâûì, êîãäà ñàäèëîñü Ñîëí-

öå, äîðîãè, ëåíòàìè ïðîòÿíóâøèåñÿ ïî âñåé ñòðàíå îò îäíîãî ãîðîäà ê

äðóãîìó. Î÷åíü òðóäíî îñîçíàòü, ÷òî âñ¼ ýòî�ëèøü êðîøå÷íàÿ ÷àñòü

îøåëîìëÿþùå âðàæäåáíîé Âñåëåííîé. Åù¼ òðóäíåå ïðåäñòàâèòü, ÷òî

ýòà ñåãîäíÿøíÿÿ Âñåëåííàÿ ðàçâèëàñü èç íåâûðàçèìî íåçíàêîìûõ íà-
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÷àëüíûõ óñëîâèé è ÷òî åé ïðåäñòîèò áóäóùåå óãàñàíèå â áåñêðàéíåì

õîëîäå èëè íåâûíîñèìîé æàðå. ×åì áîëåå ïîñòèæèìîé ïðåäñòàâëÿåòñÿ

Âñåëåííàÿ, òåì áîëåå îíà êàæåòñÿ áåññìûñëåííîé. Íî åñëè è íåò óòå-

øåíèÿ â ïëîäàõ íàøåãî èññëåäîâàíèÿ, åñòü, ïî êðàéíåé ìåðå, êàêîå-òî

óòåøåíèå â ñàìîì èññëåäîâàíèè. Ìóæ÷èíû è æåíùèíû íå ñêëîííû óáà-

þêèâàòü ñåáÿ ñêàçêàìè î áîãàõ è âåëèêàíàõ èëè çàìûêàòüñÿ ìûñëÿìè

â ïîâñåäíåâíûõ äåëàõ; îíè ñòðîÿò òåëåñêîïû, ñïóòíèêè è óñêîðèòåëè

è íåñêîí÷àåìûå ÷àñû ñèäÿò çà ñâîèìè ñòîëàìè, îñìûñëèâàÿ ñîáðàííûå

äàííûå. Ïîïûòêà ïîíÿòü Âñåëåííóþ�îäíà èç î÷åíü íåìíîãèõ âåùåé,

êîòîðûå ÷óòü ïðèïîäíèìàþò ÷åëîâå÷åñêóþ æèçíü íàä óðîâíåì �àðñà è

ïðèäàþò åé ÷åðòû âûñîêîé òðàãåäèè�.

Îäíèì èç ïîñëåäíèõ àêòîâ ýòîé òðàãåäèè ÿâèëèñü äðàìàòè÷åñêèå ñîáû-

òèÿ ïîñëåäíèõ ëåò â êîñìîëîãèè è �èçèêå ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö. Ýòî

îòêðûòèå óñêîðåííîãî ðàñøèðåíèÿ ïðîñòðàíñòâà Âñåëåííîé è èíòðèãó-

þùå ìàëîå çíà÷åíèå ìàññû áîçîíà Õèããñà. Ýòè ñîáûòèÿ, åñëè îíè, äåé-

ñòâèòåëüíî, èìåþò ìåñòî, ïîäâåðãàþò ñîìíåíèþ èëè îñòàâëÿþò áåç âñÿ-

êîé íàäåæäû íà óñïåõ ìíîæåñòâî íàïðàâëåíèé ñîâðåìåííûõ òåîðåòè÷å-

ñêèõ èññëåäîâàíèé. Â ïîñëåäíèå ãîäû äâóìÿ íåçàâèñèìûìè êîëëàáîðàöè-

ÿìè �High-z Supernova Searh Team� è �The Supernova Cosmology Projet�

áûëè ïîëó÷åíû íîâûå äàííûå î ñîâðåìåííîé êîñìè÷åñêîé ýâîëþöèè íà

î÷åíü áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ � ñîòíè è òûñÿ÷è ìåãàïàðñåê, ÷òî âûðàæà-

åòñÿ â çíà÷åíèÿõ êðàñíîãî ñìåùåíèÿ z = 1÷1.7 [2, 3, 4℄. Îêàçàëîñü, ÷òî

óáûâàíèå ÿðêîñòè ñ óâåëè÷åíèåì ðàññòîÿíèÿ â ñðåäíåì ïðîèñõîäèò çà-

ìåòíî áûñòðåå, ÷åì ýòî ñëåäîâàëî îæèäàòü ñîãëàñíî ñòàíäàðòíîé òåîðèè

ðàñøèðÿþùåéñÿ Âñåëåííîé. Ñâåðõíîâûå íàõîäÿòñÿ íà ðàññòîÿíèè áîëü-
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øåì, ÷åì ïðåäñêàçûâàëîñü, ñëåäîâàòåëüíî, êîñìîëîãè÷åñêîå ðàñøèðåíèå

â ïîñëåäíèé ïåðèîä ïðîèñõîäèò ñ óñêîðåíèåì [5, 6, 7℄. Äèíàìèêà ïî íåèç-

âåñòíûì ïðè÷èíàì ïåðåøëà îò ñòàäèè çàìåäëåíèÿ ê ñòàäèè óñêîðåííîãî

ðàñøèðåíèÿ. Ïîëó÷åííûå êîñìîëîãè÷åñêèå äàííûå ïîäâåðãàþòñÿ êðèòè-

÷åñêîìó àíàëèçó (ñì., íàïðèìåð, [8℄ � [12℄) è òùàòåëüíîé ñòàòèñòè÷åñêîé

îáðàáîòêå [13℄ � [16℄).

Íàáëþäàòåëüíûå äàííûå ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî íàøà Âñåëåííàÿ

çàïîëíåíà â îñíîâíîì íå ìàññèâíîé ïûëüþ ãàëàêòèê, íå ñïîñîáíîé îáåñ-

ïå÷èòü óñêîðåííîãî ðàñøèðåíèÿ, à íåêèì çàãàäî÷íûì âåùåñòâîì äðóãîé

ïðèðîäû � �ò¼ìíîé ýíåðãèåé�. Êîñìè÷åñêîå óñêîðåíèå íà äàííîì ýòàïå

îáåñïå÷èâàåòñÿ íåêîé ãèïîòåòè÷åñêîé ñóáñòàíöèåé, íàçâàííîé êâèíòýñ-

ñåíöèåé. Ýòîò òåðìèí çàèìñòâîâàí èç Äðåâíåé �ðåöèè, êîãäà �èëîñî-

�û ñòðîèëè êàðòèíó ìèðà èç ïÿòè ñòèõèé: çåìëè, âîäû, âîçäóõà, îãíÿ

è êâèíòýññåíöèè�êîñìè÷åñêîé ñóáñòàíöèè, èç êîòîðîé, êàê ñ÷èòàëîñü,

ñîñòîÿò íåáåñíûå òåëà. Òåïåðü ïîä ýòèì ïîíèìàåòñÿ îñîáàÿ �îðìà êîñ-

ìè÷åñêîé ýíåðãèè. Êâèíòýññåíöèÿ ñîçäà¼ò îòðèöàòåëüíîå äàâëåíèå (àí-

òèãðàâèòàöèþ) è âåä¼ò ê óñêîðåííîìó ðàñøèðåíèþ. Â êëàññè÷åñêîé êîñ-

ìîëîãèè ïðèõîäèòñÿ â î÷åðåäíîé ðàç, äëÿ ñïàñåíèÿ ñèòóàöèè, ââîäèòü â

óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà Λ-÷ëåí.

Êëàññè�èêàöèÿ íàáëþäàòåëüíûõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, ñî-

ãëàñíî Êîïåðíèêó, îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòîé, åñëè âûáðàòü, âìå-

ñòî ãåîöåíòðè÷åñêîé, ãåëèîöåíòðè÷åñêóþ ñèñòåìó îòñ÷¼òà. Óïðîùåíèå,

äîñòèãíóòîå Êîïåðíèêîì, ïîìîãëî �àëèëåþ, Êåïëåðó è Íüþòîíó ñ�îð-

ìóëèðîâàòü çàêîíû íåáåñíîé ìåõàíèêè. Ñ �îðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, âñå

ñèñòåìû îòñ÷¼òà ðàâíîïðàâíû. Ñîãëàñíî Àëüáåðòó Ýéíøòåéíó è Ëåî-

ïîëüäó Èí�åëüäó [17℄, åñëè áû ëþäè ïîíèìàëè îòíîñèòåëüíîñòü, íå áûëî
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áû äðàìàòè÷åñêèõ ñîáûòèé â èñòîðèè ÷åëîâå÷åñòâà, ñâÿçàííûõ ñî ñðåä-

íåâåêîâûì ïðåäñòàâëåíèåì î Çåìëå êàê öåíòðå ìèðîçäàíèÿ. Íî â êàæäîé

êîíêðåòíîé ïðîáëåìå ñóùåñòâóåò ïðèâèëåãèðîâàííàÿ ñèñòåìà îòñ÷¼òà, â

êîòîðîé ñóòü ïðîáëåìû ïðîÿñíÿåòñÿ çà ñ÷¼ò óïðîùåíèÿ.

�îâîðÿ î çàãàäî÷íîé ïðèðîäå ò¼ìíîé ýíåðãèè è ò¼ìíîé ìàòåðèè, ìû

ïîäðàçóìåâàåì, ÷òî äàííûå ïîíÿòèÿ íå âïèñûâàþòñÿ â êëàññè�èêàöèþ

ïîëåé ïî íåïðèâîäèìûì ïðåäñòàâëåíèÿì ãðóïïû Ëîðåíöà èëè Ïóàíêàðå

â êàêîé-ëèáî ñèñòåìå îòñ÷¼òà [18℄. Èçâåñòíûå �èçè÷åñêèå çàêîíû ïðèðî-

äû ìîæíî ïîëó÷èòü èç ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïû ñèììåòðèè [19℄. Èñòî-

ðèÿ ñèñòåì îòñ÷¼òà, íà÷èíàÿ ñ Ïòîëåìåÿ è Êîïåðíèêà, èìååò áîëåå äðåâ-

íþþ èñòîðèþ, ÷åì èñòîðèÿ ñîçäàíèÿ óðàâíåíèé ýâîëþöèè ïîëåé. Ïðî-

ñëåäèì èñòîðè÷åñêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ãðóïï ñèììåò-

ðèè â �èçèêå. �ðóïïà �àëèëåÿ îïèñûâàåò ïåðåõîäû â êëàññå èíåðöèàëü-

íûõ ñèñòåì îòñ÷¼òà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå; øåñòè-ïàðàìåòðè÷åñêàÿ

ãðóïïà Ëîðåíöà îïèñûâàåò âðàùåíèÿ è áóñòû â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêî-

ãî; ãðóïïà Ïóàíêàðå, âêëþ÷àÿ ãðóïïó Ëîðåíöà êàê ïîäãðóïïó, äîïîëíÿ-

åòñÿ ÷åòûðüìÿ òðàíñëÿöèÿìè â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè; à��èííàÿ ãðóïïà

ëèíåéíûõ òðàíñ�îðìàöèé ñîñòîèò èç ãðóïïû Ïóàíêàðå è äåñÿòè ñèììåò-

ðè÷åñêèõ ñîáñòâåííî à��èííûõ ïðåîáðàçîâàíèé; ãðóïïà Âåéëÿ âêëþ÷à-

åò â ñåáÿ ãðóïïó Ïóàíêàðå, äîïîëíåííóþ ìàñøòàáíûìè ïðåîáðàçîâàíè-

ÿìè; ïÿòíàäöàòè-ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà êîí�îðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

âêëþ÷àåò â ñåáÿ ãðóïïó Âåéëÿ è äîïîëíÿåòñÿ ÷åòûðüìÿ èíâåðñèîííûìè

ïðåîáðàçîâàíèÿìè.

Â ñëó÷àå êîñìîëîãèè, åñòü âñåãî äâå âîçìîæíîñòè âûáîðà åäèíèö èç-

ìåðåíèÿ äëèí ãåîìåòðè÷åñêèõ èíòåðâàëîâ � àáñîëþòíûå åäèíèöû, êîãäà
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äëèíû èíòåðâàëîâ

γ = γik(t,x)dxi ⊗ dxk

èçìåðÿþòñÿ ýíåðãåòè÷åñêîé øêàëîé, è îòíîñèòåëüíûå, êîãäà ïîäîáíîå

èçìåðÿåòñÿ ïîäîáíûì, òî åñòü èíòåðâàëû

γ̃ = γ̃ik(t,x)dxi ⊗ dxk

èíòåðâàëàìè, à ýíåðãèè � ýíåðãèÿìè [20℄. Â ñëó÷àå âûáîðà àáñîëþò-

íûõ åäèíèö ïðîñòðàíñòâî ðàñøèðÿåòñÿ, à ðàçìåðû êîñìè÷åñêèõ îáúåê-

òîâ îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè. Â ñëó÷àå âûáîðà îòíîñèòåëüíûõ åäèíèö ïðî-

ñòðàíñòâî îñòàåòñÿ íåèçìåííûì, à ðàçìåðû êîñìè÷åñêèõ îáúåêòîâ óìåíü-

øàþòñÿ. Îáå ýòè âîçìîæíîñòè îáñóæäàþòñÿ â êíèãå Àëåêñàíäðà Ôðèä-

ìàíà [21℄, ïîñâÿùåííîé êîñìîëîãèè. Îí ñâÿçûâàåò âòîðóþ âîçìîæíîñòü

ñ ïðèíöèïîì ìàñøòàáíîé èíâàðèàíòíîñòè çàêîíîâ ïðèðîäû. Ôðèäìàí

íàõîäèò ñëåäóþùèå çàìå÷àòåëüíûå ñëîâà î ïðèíöèïå ìàñøòàáíîé èíâà-

ðèàíòíîñòè:

Â ïåðèîä ïîñëå ñîçäàíèÿ Ñïåöèàëüíîé Òåîðèè Îòíîñèòåëüíîñòè, â

òå÷åíèå äåñÿòèëåòèÿ, Àëüáåðò Ýéíøòåéí èñêàë ìàòåìàòè÷åñêóþ �îðìó-

ëèðîâêó òåîðèè ãðàâèòàöèè, ðàñøèðÿÿ ãðóïïó ñèììåòðèè Ïóàíêàðå ÑÒÎ

äî ãðóïïû îáùèõ ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò. Ïîèñê êîâàðèàíòíîãî îïè-

ñàíèÿ ïðèâ¼ë ê �îðìóëèðîâêå òåîðèè â òåíçîðíîé �îðìå. Òåîðèÿ ãðà-

âèòàöèè áûëà èì íàçâàíà Îáùåé Òåîðèåé Îòíîñèòåëüíîñòè. Â íàçâàíèè

áûë îòðàæ¼í ãëàâíûé ðóêîâîäÿùèé ýâðèñòè÷åñêèé ïðèíöèï, ïðèâåäøèé

ê èñêîìîé ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè ãðàâèòàöèè. Ïîñëå ñîçäàíèÿ òåîðèè,

â ïåðèîä ïåðåîñìûñëåíèÿ å¼ îñíîâ [22℄, ãðóïïà îáåêîîðäèíàòíûõ ïðå-

îáðàçîâàíèé ïðèîáðåëà ñòàòóñ êàëèáðîâî÷íîé ãðóïïû ñèììåòðèè êàê â

ñîâðåìåííûõ êàëèáðîâî÷íûõ òåîðèÿõ. �ðóïïà îáùèõ ïðåîáðàçîâàíèé â
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ÎÒÎ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ âçàèìîäåéñòâèé, â òî âðåìÿ êàê ãðóïïà

Ïóàíêàðå ñëóæèò äëÿ êëàññè�èêàöèè ñâîáîäíûõ ïîëåé.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî äè��åîìîð�èçìîâ íà-

áëþäàåìûõ, è òåì ñàìûì óñòðàíåíèÿ êàëèáðîâî÷íîãî ïðîèçâîëà â ðåøå-

íèÿõ óðàâíåíèé òåîðèè, íåîáõîäèìî îòäåëèòü îáùåêîîðäèíàòíûå ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ (êîòîðûå èãðàþò ðîëü êàëèáðîâî÷íûõ) îò ëîðåíöåâûõ. �åøå-

íèå çàäà÷è îá îòäåëåíèè îáùåêîîðäèíàòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé îò ðåëÿòè-

âèñòñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ñèñòåì îòñ÷¼òà áûëî ïðåäëîæåíî Âëàäèìèðîì

Ôîêîì [23℄ â ðàáîòå ïî ââåäåíèþ ñïèíîðíûõ ïîëåé â ðèìàíîâî ìíîãîîá-

ðàçèå. Ôàêòè÷åñêè, âìåñòî ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà, Ôîêîì áûëè ââåäåíû

òåòðàäû, îïðåäåëÿåìûå êàê �êâàäðàòíûé êîðåíü� èç ìåòðè÷åñêîãî òåí-

çîðà, ñ äâóìÿ èíäåêñàìè. Îäèí èíäåêñ îòíîñèòñÿ ê ðèìàíîâó ìíîãîîáðà-

çèþ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ áàçîâûì, à âòîðîé � ê êàñàòåëüíîìó ïðîñòðàíñòâó

Ìèíêîâñêîãî.

Ñîãëàñíî òåîðåìå Îãèåâåöêîãî [24℄, èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî

áåñêîíå÷íîïàðàìåòðè÷åñêîé îáùåêîîðäèíàòíîé ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé

ýêâèâàëåíòíà èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî à��èííîé è êîí�îðìíîé

ãðóïï âìåñòå. Òåîðåìà ãîâîðèò î òîì, ÷òî ëþáàÿ òåîðèÿ, èíâàðèàíò-

íàÿ îäíîâðåìåííî îòíîñèòåëüíî ñïåöèàëüíîé ëèíåéíîé SL(4,R) è êîí-

�îðìíîé ãðóïï, áóäåò èíâàðèàíòíà è îòíîñèòåëüíî ãðóïïû îáùåêî-

îðäèíàòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ñòðîèòñÿ íà

çàìå÷àíèè, ÷òî áåñêîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà îáùèõ ïðåîáðàçîâàíèé êîîð-

äèíàò ÿâëÿåòñÿ çàìûêàíèåì âûøåíàçâàííûõ êîíå÷íîìåðíûõ àëãåáð. �å-

íåðàòîð ñîáñòâåííî-êîí�îðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé â ïðîñòðàíñòâå êîîð-

äèíàò

Kµ = −ı(x2∂µ − 2xµ(x∂))
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êâàäðàòè÷åí ïî êîîðäèíàòàì. �åçóëüòàò åãî êîììóòàöèè ñ ãåíåðàòîðîì

ãðóïïû ñïåöèàëüíûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

Rµν = −ıxµ∂ν

òàêæå áóäåò êâàäðàòè÷åí ïî x. Äàëåå, êîììóòèðóÿ ðåçóëüòèðóþùèå îïå-

ðàòîðû ìåæäó ñîáîé, ìû ïðèõîäèì ê îïåðàòîðàì òðåòüåé ñòåïåíè ïî

x è òàê äàëåå. Òàêèì ïóò¼ì ìû ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì âñå ãåíåðà-

òîðû ãðóïïû ïðîèçâîëüíûõ ãëàäêèõ ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò δxµ =

fµ(x), ïàðàìåòðàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ �óíê-

öèé fµ(x) â ðÿä ïî ñòåïåíÿì êîîðäèíàò. Àëãåáðà ýòîé ãðóïïû èìååò áåñ-

êîíå÷íîå ÷èñëî ãåíåðàòîðîâ

Ln0n1n2n3
µ = −ıxn0

0 x
n1

1 x
n2

2 x
n3

3 ∂µ.

Òåì ñàìûì îòêðûâàåòñÿ íîâûé ïîäõîä ê �îðìóëèðîâêå òåîðèè òÿãîòå-

íèÿ, ïîñêîëüêó ñòðóêòóðà êîíå÷íîïàðàìåòðè÷åñêèõ ãðóïï ïðèíöèïèàëü-

íî ïðîùå ñòðóêòóðû ãðóïïû âñåõ âîçìîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäè-

íàò. Ýéíøòåéíîâñêàÿ òåîðèÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ ìîæåò áûòü ïðåä-

ñòàâëåíà êàê òåîðèÿ ñî ñïîíòàííûì íàðóøåíèåì à��èííîé è êîí�îðì-

íîé ñèììåòðèé, àíàëîãè÷íî êèðàëüíîé äèíàìèêå êàê òåîðèè ñïîíòàííîãî

íàðóøåíèÿ êèðàëüíîé ñèììåòðèè. Â ýòîì ïîäõîäå ãðàâèòîí èãðàåò ðîëü

ãîëäñòîóíîâñêîãî ïîëÿ [25, 26℄.

Çíà÷èòåëüíûé âêëàä â ïîíèìàíèå ñîâðåìåííûõ ïðîáëåì òåîðåòè÷å-

ñêîé �èçèêè âíåñ¼í ãðóïïîé Â. Í. Ïåðâóøèíà [27℄ � [43℄. Â ðàáîòàõ ñî-

òðóäíèêîâ ðàçâèâàëàñü åäèíàÿ òåîðèÿ êàê ñèíòåç Ñòàíäàðòíîé ìîäåëè

ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö è Îáùåé Òåîðèè Îòíîñèòåëüíîñòè Ýéíøòåéíà ïó-

ò¼ì çàìåíû âñåõ ìàññ, âêëþ÷àÿ ìàññó Ïëàíêà, åäèíûì ñêàëÿðíûì äè-
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ëàòîííûì ïîëåì. Ïðè ýòîì çàêîí Õàááëà îáúÿñíÿåòñÿ ýâîëþöèåé äè-

ëàòîííûõ ìàññ, à íå ðàñøèðåíèåì èçìåðÿåìûõ äëèí âî Âñåëåííîé, ÷òî

â ñòàíäàðòíîé êîñìîëîãèè ñîîòâåòñòâóåò âûáîðó îòíîñèòåëüíîãî ýòàëî-

íà èçìåðåíèÿ ðàññòîÿíèé. Áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî êîñìè÷åñêàÿ ýâîëþöèÿ

ìàññ âåä¼ò ê çàõâàòó êîñìè÷åñêèõ îáúåêòîâ öåíòðàëüíûì ïîëåì è äà¼ò

ìåõàíèçì îáðàçîâàíèÿ ãàëàêòèê è èõ ñêîïëåíèé.

Çíà÷èòåëüíûé ïðîãðåññ â íàáëþäàòåëüíîé êîñìîëîãèè âûçâàí ñîâðå-

ìåííûìè äîñòèæåíèÿìè â èçìåðèòåëüíûõ òåõíîëîãèÿõ [44, 45℄. Èçó÷åíèå

ñîäåðæàíèÿ ýéíøòåéíîâñêîé òåîðèè ãðàâèòàöèè âîâëåêàåò âñ¼ íîâûå îá-

ëàñòè ìàòåìàòèêè: òåíçîðíûé àíàëèç, òåîðèÿ ãðóïï, òåîðèÿ äè��åðåí-

öèàëüíûõ �îðì, �óíêöèîíàëüíûå �îðìû, äè��åðåíöèàëüíàÿ ãåîìåò-

ðèÿ, òîïîëîãèÿ, òåîðèÿ ñëîåíèé, ìåðîìîð�íûå �óíêöèè êîìïëåêñíîãî

âðåìåíè, êîí�îðìíàÿ ãåîìåòðèÿ, �óíêöèîíàëüíûé àíàëèç, áåñêîíå÷íî-

ìåðíûå àëãåáðû Êàöà � Ìóäè, ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ. Èññëåäî-

âàíèå äèíàìèêè ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ îñíîâûâàåòñÿ íà ãàìèëüòîíîâîì

�îðìàëèçìå [46, 47, 48℄.

Àêòóàëüíîñòü òåìû

Â XXI âåêå èíòåðåñ íàó÷íîãî ñîîáùåñòâà ê �óíäàìåíòàëüíîé íàóêå

ïîäòâåðæäàåòñÿ ïîñëåäíèìè íàãðàäàìè çà îòêðûòèÿ â îáëàñòè ìàêðîìè-

ðà è ìèêðîìèðà.

• Â 2011 ãîäó Íîáåëåâñêàÿ ïðåìèÿ ïðèñóæäåíà

�çà îòêðûòèå óñêîðåííîãî ðàñøèðåíèÿ Âñåëåííîé ïîñðåäñòâîì

íàáëþäåíèÿ äàëüíèõ ñâåðõíîâûõ.�

• Â 2013 ãîäó Íîáåëåâñêàÿ ïðåìèÿ ïðèñóæäåíà

�çà òåîðåòè÷åñêîå îòêðûòèå ìåõàíèçìà, îáúÿñíÿþùåãî ïðîèñ-
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õîæäåíèå ìàññ ñóáàòîìíûõ ÷àñòèö.�

• Â 2017 ãîäó Íîáåëåâñêàÿ ïðåìèÿ ïðèñóæäåíà

�çà ðåøàþùèé âêëàä â äåòåêòîð LIGO è íàáëþäåíèå ãðàâè-

òàöèîííûõ âîëí.�

• Â 2020 ãîäó Íîáåëåâñêàÿ ïðåìèÿ ïðèñóæäåíà

�çà îòêðûòèå òîãî, ÷òî îáðàçîâàíèå ÷¼ðíûõ äûð ñ íåîáõîäè-

ìîñòüþ ñëåäóåò èç îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè.�

Êðèçèñ ñòàíäàðòíîé êîñìîëîãèè äà¼ò íàì ïîâîä äëÿ ïåðåîñìûñëåíèÿ

ïîëîæåíèé, íà êîòîðûõ îíà îñíîâûâàåòñÿ. Â ñîçäàâøåéñÿ êðèòè÷åñêîé

ñèòóàöèè íîâûå íàáëþäàòåëüíûå äàííûå ÿâëÿþòñÿ âûçîâîì òåîðåòè÷å-

ñêîé êîñìîëîãèè. Ýòîò âûçîâ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê âîçìîæíîñòü ïîñòðî-

èòü êîñìîëîãè÷åñêóþ ìîäåëü, îáúÿñíÿþùóþ âñþ ñîâîêóïíîñòü äîñòóï-

íûõ íàì ñîâðåìåííûõ íàáëþäàòåëüíûõ �àêòîâ íå íà óðîâíå íîâûõ ìå-

õàíèçìîâ è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì äèíàìè÷åñêèõ çàêîíîâ, à íà óðîâíå óæå

äàâíî èçâåñòíûõ �óíäàìåíòàëüíûõ ïðèíöèïîâ îòíîñèòåëüíîñòè è ñèì-

ìåòðèè.

Öåëü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ àíàëèç çàäà÷ Îáùåé Òåîðèè Îòíîñè-

òåëüíîñòè ñ ó÷¼òîì ñîâðåìåííûõ ïîòðåáíîñòåé èíòåðïðåòàöèè íàáëþäà-

òåëüíûõ äàííûõ î Âñåëåííîé. Äëÿ äîñòèæåíèÿ ýòîé öåëè áûëè ïîñòàâëå-

íû çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ ãàìèëüòîíîâûõ ïîòîêîâ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ âî

âíóòðåííåì ãëîáàëüíîì âðåìåíè è âî âíåøíåì ãëîáàëüíîì âðåìåíè; èñ-

ñëåäîâàíèÿ ãàìèëüòîíîâîé êëàññè÷åñêîé äèíàìèêè è êâàíòîâîé äèíàìè-

êè êîñìîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé; îïèñàíèå êîñìîëîãè÷åñêîé ñèíãóëÿðíîñòè
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íà ïðèìåðàõ ìèêñìàñòåðíîé ìîäåëè; èçó÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèê êàçèìè-

ðîâñêîãî âàêóóìà êâàíòîâûõ ïîëåé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

1. Âïåðâûå èññëåäîâàíà äâóìåðíàÿ ãðàâèòàöèîííàÿ ìîäåëü ìåòîäîì

ïîñòðîåíèÿ âàðèàöèîííîãî êîìïëåêñà Äå �àìà.

2. Âïåðâûå ïîëó÷åíà íåëèíåéíàÿ ïóàññîíîâà ñòðóêòóðà �àçîâîãî ïðî-

ñòðàíñòâà �åîìåòðîäèíàìèêè è ïîñòðîåíû ãàìèëüòîíîâû óðàâíå-

íèÿ äèíàìèêè ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ âî âíóòðåííåì ãëîáàëüíîì

âðåìåíè.

3. Äîêàçàíà òåîðåìà î ïðîèçâîäíîé íåÿâíî çàäàííîé �óíêöèè â áàíà-

õîâîì ïðîñòðàíñòâå è âïåðâûå ïîñòðîåíû ãàìèëüòîíîâû óðàâíåíèÿ

äèíàìèêè ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ âî âíåøíåì ãëîáàëüíîì âðåìåíè.

4. Âïåðâûå ïîëó÷åíû òî÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ôðèäìàíà äëÿ êëàñ-

ñè÷åñêîé êîñìîëîãèè è êîí�îðìíîé êîñìîëîãèè â ìåðîìîð�íûõ

�óíêöèÿõ Âåéåðøòðàññà è ßêîáè.

5. Âïåðâûå âû÷èñëåíû ïîêàçàòåëè Êîâàëåâñêîé ìèêñìàñòåðíûõ ìîäå-

ëåé è ïîëó÷åíà îáîáù¼ííàÿ �îðìóëà Àäëåðà � Âàí Ì¼ðáåêå, ïðè-

ìåíèìàÿ äëÿ ïñåâäîåâêëèäîâûõ öåïî÷åê Òîäû. Âïåðâûå ïîêàçàíî,

÷òî ìèêñìàñòåðíûå ìîäåëè àññîöèèðóþòñÿ ñ àëãåáðàìè Áîðõåðäñà.

6. Âïåðâûå âû÷èñëåíû êàçèìèðîâñêèå êâàíòîâûå êîíäåíñàòû áîçîí-

íîãî è �åðìèîííîãî ìàññèâíûõ ïîëåé â çàìêíóòîé âñåëåííîé Ôðèä-

ìàíà. Âïåðâûå ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ êàçèìèðîâñêîãî âà-
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êóóìà áîçîííîãî è �åðìèîííîãî ìàññèâíûõ ïîëåé â çàìêíóòîé âñå-

ëåííîé Ôðèäìàíà.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü

Òåîðåòè÷åñêàÿ öåííîñòü ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â èññëåäîâàíèè ãðàâè-

òàöèîííûõ çàäà÷ ìåòîäàìè ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè. Ôóíêöèè Âåéåð-

øòðàññà, áåñêîíå÷íîìåðíûå àëãåáðû Êàöà � Ìóäè, êîí�îðìíàÿ ãåîìåò-

ðèÿ, ïðîñòðàíñòâî Òåéõìþëëåðà êîí�îðìíûõ ñòðóêòóð, êîãîìîëîãèÿ Äå

�àìà �óíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ, àíàëèòè÷åñêèå �óíêöèè êîìïëåêñ-

íîãî âðåìåíè ÿâëÿþòñÿ íåîòúåìëåìîé ÷àñòüþ ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà

èññëåäîâàíèÿ ãðàâèòàöèè Ýéíøòåéíà.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ïîèñêå èíòåðïðåòà-

öèè íîâûõ äàííûõ î Âñåëåííîé, ïîëó÷åííûõ ñîâðåìåííûìè êîëëàáîðà-

öèÿìè, ñ ïîìîùüþ ðàñøèðåíèÿ ãðóïïû ñèììåòðèè òåîðèè áåç ââåäåíèÿ

ýêçîòè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé ìàòåðèè; â îáîñíîâàíèè ìåõàíèçìà ñïîíòàííîãî

íàðóøåíèÿ êîí�îðìíîé ñèììåòðèè áåç ââåäåíèÿ �åíîìåíîëîãè÷åñêîãî

ïîòåíöèàëà Õèããñà Ñòàíäàðòíîé ìîäåëè ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö.

Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ

Äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ îñíîâûâàåòñÿ íà èñïîëüçîâà-

íèè ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà Îáùåé Òåîðèè Îòíîñèòåëüíîñòè è êâàí-

òîâîé òåîðèè ïîëÿ, êîððåêòíîì èñïîëüçîâàíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ,

à òàêæå íà ñîãëàñîâàííîñòè ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â äèññåðòàöèè, ñ

èçâåñòíûìè ðåçóëüòàòàìè, ïðèíÿòûìè â íàó÷íîì ñîîáùåñòâå.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäóþùèõ êîí�å-

ðåíöèÿõ:
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• 1-ÿ è 2-ÿ �îññèéñêèå Óíèâåðñèòåòñêî � àêàäåìè÷åñêèå íàó÷íî -

ïðàêòè÷åñêèå êîí�åðåíöèè, Óäìóðòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,

Èæåâñê, 1993, 1995.

• Ìåæäóíàðîäíàÿ êîí�åðåíöèÿ ��åîìåòðèçàöèÿ �èçèêè � III�, Êà-

çàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Êàçàíü, 1997.

• I-ÿ, II-ÿ �îññèéñêèå øêîëû � ñåìèíàðû �Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû

òåîðèè ãðàâèòàöèè è êîñìîëîãèè� � GRACOS, Òàòàðñêèé ãîñóäàðñòâåí-

íûé ãóìàíèòàðíî � ïåäàãîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, ßëü÷èê � Êàçàíü, 2007,

2009.

• XXI-ÿ, XXII-ÿ ìåæäóíàðîäíûå áàëäèíñêèå êîí�åðåíöèè ïî �èçèêå
âûñîêèõ ýíåðãèé, Îáüåäèí¼ííûé èíñòèòóò ÿäåðíûõ èññëåäîâàíèé, Äóá-

íà, 2012, 2014.

• Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîí�åðåíöèÿ �Ôðèäìàíîâñêèå ÷òåíèÿ�,

Ïåðìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ïåðìü, 2013.

• 15-ÿ �îññèéñêàÿ ãðàâèòàöèîííàÿ êîí�åðåíöèÿ, Êàçàíñêèé �åäå-

ðàëüíûé óíèâåðñèòåò, Êàçàíü, 2014.

• Ìåæäóíàðîäíàÿ êîí�åðåíöèÿ �Ôèçè÷åñêèå èíòåðïðåòàöèè òåîðèè

îòíîñèòåëüíîñòè� PIRT � 2015, 2017, Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõ-

íè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, Ìîñêâà, 2015, 2017.

•XII-th International Conferene on Gravitation, Astrophysis and Cosmology,
Peoples' Friendship University of Russia, Mosow, 2015.

• XXIV-th International Colloquium �Integrable Systems and Quantum

Symmetries�, Cheh Tehnial University, Prague, Czeh Republi, 2016.

• 59-ÿ Âñåðîññèéñêàÿ íàó÷íàÿ êîí�åðåíöèÿ, ïîñâÿù¼ííàÿ þáèëåþ

ÌÔÒÈ, Ìîñêîâñêèé �èçèêî - òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò, Äîëãîïðóäíûé, 2016.

• 2-ÿ Ìåæäóíàðîäíàÿ çèìíÿÿ øêîëà-ñåìèíàð ïî ãðàâèòàöèè, êîñìî-
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ëîãèè è àñòðî�èçèêå �Ïåòðîâñêèå ÷òåíèÿ � 2016�, Êàçàíñêèé �åäåðàëü-

íûé óíèâåðñèòåò, Êàçàíü, 2016.

• Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîí�åðåíöèÿ, ïîñâÿù¼ííàÿ 130-ëåòèþ Í.

È. Âàâèëîâà, ��ÀÓ - ÌÑÕÀ, 2017.

• XIV-ÿ ìåæäóíàðîäíàÿ êîí�åðåíöèÿ �Ôèíñëåðîâû îáîáùåíèÿ òåî-

ðèè îòíîñèòåëüíîñòè� (FERT-2018), �îññèéñêèé óíèâåðñèòåò äðóæáû íà-

ðîäîâ, Ìîñêâà, 2018.

• 10-th Alexander Friedmann International Seminar on Gravitation and

Cosmology, St. Petersburg Polytehni University, St. Petersburg, 2019.

• 4-th Symposium on the Casimir E�et, St. Petersburg Polytehni

University, St. Petersburg, 2019.

• 3-rd Symposium of the BRICS Assoiation on Gravity, Astrophysis

and Cosmology, Kazan Federal University, Kazan, 2019.

• XVI-ÿ Ìåæäóíàðîäíàÿ êîí�åðåíöèÿ �Ôèíñëåðîâû îáîáùåíèÿ òåî-

ðèè îòíîñèòåëüíîñòè� (FERT-2020), �îññèéñêèé óíèâåðñèòåò äðóæáû íà-

ðîäîâ, Ìîñêâà, 2020.

• LVII Âñåðîññèéñêàÿ êîí�åðåíöèÿ ïî ïðîáëåìàì äèíàìèêè, �èçè-

êè ÷àñòèö, �èçèêè ïëàçìû è îïòîýëåêòðîíèêè. �îññèéñêèé óíèâåðñèòåò

äðóæáû íàðîäîâ, Ìîñêâà, 2021.

• XVII-ÿ Ìåæäóíàðîäíàÿ êîí�åðåíöèÿ �Ôèíñëåðîâû îáîáùåíèÿ òåî-

ðèè îòíîñèòåëüíîñòè� (FERT-2021), �îññèéñêèé óíèâåðñèòåò äðóæáû íà-

ðîäîâ, Ìîñêâà, 2021.

Ëè÷íûé âêëàä

Âñå èçëîæåííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ñàìèì àâòîðîì,

ëèáî ïðè åãî íåïîñðåäñòâåííîì ó÷àñòèè. Àâòîð ïðèçíàòåëåí ïðî�åññîðó

Â. Í. Ïåðâóøèíó (ÎÈßÈ, Äóáíà) çà ïîñòàíîâêó çàäà÷ è îáñóæäåíèÿ.



Ââåäåíèå 17

Ïóáëèêàöèè

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïî òåìå äèññåðòàöèè èçëîæåíû â 66 ïå÷àòíûõ

èçäàíèÿõ, 25 èç êîòîðûõ èçäàíû â ðàáîòàõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ. Â

íàóêîìåòðè÷åñêóþ áàçó öèòèðîâàíèé SCOPUS âõîäèò 21 ñòàòüÿ. Â òå-

çèñàõ äîêëàäîâ ìåæäóíàðîäíûõ êîí�åðåíöèé è ïðåïðèíòàõ èçäàíà 41

ðàáîòà.

Îáú¼ì è ñòðóêòóðà ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ïÿòè ãëàâ è çàêëþ÷åíèÿ. Ïîëíûé

îáú¼ì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 209 ñòðàíèö ñ 19 ðèñóíêàìè. Ñïèñîê öè-

òèðóåìîé ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 207 íàèìåíîâàíèé.

�ëàâà 1. �åîìåòðèÿ âëîæåííûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé.

Ââîäÿòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ ãåîìåòðèè âëîæåííûõ ãè-

ïåðïîâåðõíîñòåé, êîòîðûå ïîíàäîáÿòñÿ äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ ìà-

òåðèàëà äèññåðòàöèè. Ëàãðàíæåâà �îðìóëèðîâêà òåîðèè ãðàâèòàöèè ÿâ-

ëÿåòñÿ êîâàðèàíòíîé. Äëÿ àíàëèçà äèíàìèêè ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ òðå-

áóåòñÿ ïåðåéòè ê ãàìèëüòîíîâîé �îðìóëèðîâêå, äëÿ ÷åãî ñëåäóåò ïðîâå-

ñòè (3+1) - ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà - âðåìåíè, îñíîâûâàÿñü íà òåîðåìàõ

Âàéíãàðòåíà, �àóññà, Êîäàööè, �è÷÷è. Äèíàìèêà ïðîñòðàíñòâà îïèñû-

âàåòñÿ åãî ãåîìåòðè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Äëÿ âûÿâëåíèÿ �èçè÷å-

ñêèõ ïåðåìåííûõ ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìàìè êîí�îðìíîé ãåî-

ìåòðèè ãèïåðïîâåðõíîñòåé, ââåñòè ïîíÿòèÿ êîí�îðìíîé ìåòðèêè, êîí-

�îðìíîé ñâÿçíîñòè. Êîí�îðìíûé ïîïåðå÷íî-áåññëåäîâûé ìåòîä, ïðè-

ìåí¼ííûé ê òåíçîðàì, çàäàííûì íà èñêðèâë¼ííûõ ãèïåðïîâåðõíîñòÿõ,

ïîçâîëÿåò âûäåëèòü äèíàìè÷åñêèå ïîïåðå÷íûå êîìïîíåíòû ãðàâèòàöè-

îííîãî ïîëÿ.

Â êà÷åñòâå íåòðèâèàëüíîãî ïðèìåðà èçó÷åíà äèíàìè÷åñêàÿ ïîëåâàÿ
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ñèñòåìà ñî ñâÿçÿìè, ëàãðàíæèàí êîòîðîé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãàóññîâó

êðèâèçíó äâóìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà � âðåìåíè â n-é ñòåïåíè. Ïîñêîëü-

êó çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó ñ âûñøèìè ïðîèç-

âîäíûìè, äëÿ ïåðåõîäà ê ãàìèëüòîíîâîé �îðìå, ïðèìåí¼í îáîáù¼ííûé

ìåòîä Îñòðîãðàäñêîãî. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è îêàçàëñÿ ý��åêòèâåí

ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò òåîðèè âàðèàöèîííûõ êîìïëåêñîâ, ÿâëÿþùèé-

ñÿ îáîáùåíèåì äè��åðåíöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ Äå �àìà. Âàðèàöèîííûé

äè��åðåíöèàë îïðåäåëÿåò òî÷íûé êîìïëåêñ íà ïðîñòðàíñòâå �óíêöè-

îíàëüíûõ �îðì. Ïîêàçàíî, ÷òî �óíêöèîíàëüíàÿ �îðìà ω1
, îáîáùåíèå

äè��åðåíöèàëüíîé �îðìû Êàðòàíà, ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî çàìêíóòîé �îð-

ìîé, îíà îêàçûâàåòñÿ òî÷íîé. Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî îáîáù¼ííàÿ ãðóï-

ïà êîãîìîëîãèé Äå �àìà òðèâèàëüíà. Ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïîëó-

÷àåòñÿ, ÷òî �óíêöèîíàë äåéñòâèÿ íå çàäà¼ò êàêîé-ëèáî äèíàìè÷åñêîé

çàäà÷è.

�ëàâà 2. Âðåìÿ â �åîìåòðîäèíàìèêå.

�åîìåòðîäèíàìèêà åñòü òåîðèÿ ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè ïî ñâîåé ñóù-

íîñòè. Ïðîñòðàíñòâåííàÿ ìåòðèêà íåñ¼ò èí�îðìàöèþ î âíóòðåííåì âðå-

ìåíè. Âíóòðåííåå âðåìÿ â êîñìîëîãè÷åñêèõ ìîäåëÿõ ñòðîèòñÿ èç âíóò-

ðåííèõ õàðàêòåðèñòèê ñàìîãî ïðîñòðàíñòâà. Âíóòðåííåå âðåìÿ äîëæ-

íî áûòü ñêàëÿðîì îòíîñèòåëüíî äè��åîìîð�èçìîâ èçìåíåíèÿ êîîðäè-

íàò ïðîñòðàíñòâà. Ïåðåõîä ê êîí�îðìíûì ïåðåìåííûì Äèðàêà îçíà÷à-

åò ïåðåõîä ê �èçè÷åñêèì ïåðåìåííûì. Ýéíøòåéíîâñêàÿ òåîðèÿ ãðàâè-

òàöèè áûëà ïðåäñòàâëåíà â ãàìèëüòîíîâîé �îðìå áîëåå ïîëóâåêà íàçàä.

Ïîëü Äèðàê çàÿâèë, ÷òî ÷åòûð¼õìåðíàÿ ñèììåòðèÿ íå ÿâëÿåòñÿ �óí-

äàìåíòàëüíûì ñâîéñòâîì �èçè÷åñêîãî ìèðà. Âìåñòî ïðîñòðàíñòâåííî-

âðåìåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñëåäóþò êàíîíè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ �àçî-
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âîãî ïðîñòðàíñòâà ïåðåìåííûõ. ÀÄÌ �îðìàëèçì áûë ðàçðàáîòàí �è÷àð-

äîì Àðíîâèòòîì, Ñòåíëè Äåçåðîì è ×àðëçîì Ìèçíåðîì â 1959 ãîäó.

Â ÀÄÌ �îðìàëèçìå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ñ èíòåðâàëîì ðàññëàèâàåòñÿ

íà ñåìåéñòâî ïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé Σt, íóìåðóå-

ìûõ âðåìåííîé êîîðäèíàòîé t, ñ êîîðäèíàòàìè íà êàæäîì ñëîå (x1, x2, x3).

Ïðîáëåìà Êîøè â ÎÒÎ óñïåøíî áûëà ðåøåíà â êîí�îðìíûõ ïåðåìåí-

íûõ, ïîñêîëüêó îíè ÿâëÿþòñÿ �èçè÷åñêèìè. Âíóòðåííåå ëîêàëüíîå âðå-

ìÿ â �åîìåòðîäèíàìèêå ââîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ îáîáù¼ííîãî îòîáðàæåíèÿ

Äèðàêà. Äîáàâëÿÿ â òåîðèþ �îíîâóþ ìåòðèêó, ïîëó÷àåì ëîêàëüíîå âðå-

ìÿ êàê ñêàëÿðíîå ïîëå.

�ëîáàëüíîå âíåøíåå âðåìÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñðåäíåå ïî ãèïåðïîâåðõ-

íîñòè äâóõ òðåòüèõ ïëîòíîñòè èìïóëüñà ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ. Êàíî-

íè÷åñêè ñîïðÿæ¼ííîé õàðàêòåðèñòèêîé � ãàìèëüòîíèàíîì ÿâëÿåòñÿ îáú-

¼ì ãèïåðïîâåðõíîñòè. Ýêñïåðèìåíòàëüíî �èêñèðóåìîå êðàñíîå ñìåùåíèå

ãàëàêòèê òîìó ïîäòâåðæäåíèå. Â êîñìîëîãèè âíåøíåå âðåìÿ ïðîïîðöè-

îíàëüíî ïàðàìåòðó Õàááëà. Âðåìåíè êàê òàêîâîãî, â îòëè÷èå îò ïðî-

ñòðàíñòâà, íå ñóùåñòâóåò â Ïðèðîäå. Èçìåí÷èâîñòü ïðîöåññîâ ñëóæèò

ìåðèëîì âðåìåíè. Âðåìÿ Éîðêà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ÷åòûðå òðåòüèõ ñëåäà

òåíçîðà âíåøíåé êðèâèçíû ãèïåðïîâåðõíîñòè. Ïðè âûáîðå ñëîåíèÿ ïî-

ñòîÿííîé ñðåäíåé êðèâèçíû (ñëîåíèÿ Éîðêà) îòùåïëÿþòñÿ ïðîäîëüíûå

êîìïîíåíòû ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ.

�ëàâà 3. Èíòåðïðåòàöèè ñîâðåìåííîé äèàãðàììû Õàááëà.

Óðàâíåíèÿ Ôðèäìàíà â êîñìîëîãèè ïîëó÷àþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñòðóêòóð-

íûõ óðàâíåíèé Êàðòàíà. Ôóíêöèè Âåéåðøòðàññà è ßêîáè, òðàäèöèîííî

ïðèìåíÿåìûå â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå è àñòðîíîìèè, íàõîäÿò ñâî¼ åñòå-

ñòâåííîå ïðèëîæåíèå è â òåîðåòè÷åñêîé êîñìîëîãèè. Ñîîòíîøåíèÿ: êîí-
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�îðìíûé âîçðàñò � êðàñíîå ñìåùåíèå, è ý��åêòèâíàÿ çâ¼çäíàÿ âåëè÷èíà

� êðàñíîå ñìåùåíèå, ÿâëÿþùèåñÿ áàçèñíûìè �îðìóëàìè â íàáëþäàòåëü-

íîé êîñìîëîãèè, âûðàæàþòñÿ ÿâíî ÷åðåç ìåðîìîð�íûå �óíêöèè. Âìåñòî

èíòåãðàëüíûõ �îðìóë è ÷èñëåííûõ ðàñ÷¼òîâ, êîòîðûå òðàäèöèîííî èñ-

ïîëüçóþòñÿ â êîñìîëîãèè, ìû ïðèìåíÿåì �îðìóëû, âûðàæàþùèåñÿ ñ ïî-

ìîùüþ âûñøèõ òðàíñöåíäåíòíûõ �óíêöèé, êîòîðûå óäîáíû â èñïîëüçî-

âàíèè, ïîñêîëüêó âñòðîåíû â êîìïüþòåðíûé ïàêåò MATHEMATICA. The

Hubble Spae Telesope osmologial supernovae Ia êîëëàáîðàöèÿ ïðåäñòà-

âèëà äàííûå ïî áîëüøèì êðàñíûì ñìåùåíèÿì. Ïîäõîäû êëàññè÷åñêîé è

êîí�îðìíîé êîñìîëîãèé äåìîíñòðèðóþò �èòèðîâàíèå äèàãðàììû Õàáá-

ëà ñ îäèíàêîâîé òî÷íîñòüþ. Êðèâûå Õàááëà ýêñòðàïîëèðîâàíû äëÿ áîëü-

øèõ çíà÷åíèé êðàñíûõ ñìåùåíèé. Èíòåðïðåòàöèÿ ñ ïîçèöèé êîí�îðìíîé

êîñìîëîãèè ïðåäïî÷òèòåëüíåé, ïîñêîëüêó îáúÿñíÿåò ýêñïåðèìåíòàëüíûå

äàííûå áåç Λ-÷ëåíà. Âñåëåííàÿ ñòàòè÷íà â êîí�îðìíîé êîñìîëîãèè, ÷òî

ñîãëàñóåòñÿ ñ êîíöåïöèåé Ýéíøòåéíà. Â êëàññè÷åñêîé êîñìîëîãèè äëÿ

ýòîãî ïðèõîäèòñÿ èñêóññòâåííî ââîäèòü â óðàâíåíèÿ Λ-÷ëåí.

�ëàâà 4. Ñêðûòûå ñèììåòðèè ìèêñìàñòåðíîé ìîäåëè.

Ìèêñìàñòåðíàÿ êîñìîëîãè÷åñêàÿ ìîäåëü Ìèçíåðà ðàññìàòðèâàåòñÿ

êàê ïñåâäîåâêëèäîâà îáîáù¼ííàÿ öåïî÷êà Òîäû. Ïîêàçàíî, ÷òî ìèêñìà-

ñòåðíàÿ êîñìîëîãè÷åñêàÿ ìîäåëü òàêæå ïðèíàäëåæèò ê äèíàìè÷åñêèì

ñèñòåìàì Ýéëåðà�Ïóàíêàðå íà íåêîòîðîé ðàçðåøèìîé àëãåáðå Ëè. Ýòî

ñðàçó äà¼ò âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü äëÿ àíàëèçà ïîäõîä Õàðóî Èîøè-

äû. Ïîëó÷åíà îáîáù¼ííàÿ �îðìóëà Àäëåðà � âàí Ì¼ðáåêå äëÿ ïñåâäî-

åâêëèäîâûõ öåïî÷åê. Âû÷èñëåíû ïîêàçàòåëè Êîâàëåâñêîé ðàññìàòðèâà-

åìîé êîñìîëîãè÷åñêîé ìîäåëè. Äîêàçàíî, ÷òî ìîäåëü àññîöèèðóåòñÿ ñ àë-

ãåáðîé Áîðõåðäñà. Ïîñëå îòáðàñûâàíèÿ òð¼õ êîðíåé ñòðîèòñÿ äèàãðàììà
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Äûíêèíà, îòâå÷àþùàÿ ñèñòåìå ïðîñòûõ êîðíåé ìàòðèöû Êàðòàíà ðàíãà

òðè. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ àëãåáðà àññîöèèðîâàíà ñ ãèïåðáîëè÷åñêîé àëãåá-

ðîé Êàöà � Ìóäè, ÷òî ãîâîðèò î õàîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè ìîäåëè âáëèçè

ñèíãóëÿðíîñòè.

�àññìîòðåíà ìíîãîìåðíàÿ êîñìîëîãè÷åñêàÿ ìîäåëü ìèêñìàñòåðíîãî

òèïà Ëóè Âèòòåíà. Äèàãðàììà Äûíêèíà ñîîòâåòñòâóåò 9-ìåðíîé ìàòðè-

öå Êàðòàíà. Äîêàçàíî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ àëãåáðà àññîöèèðîâàíà ñ

ëîðåíöåâîé àëãåáðîé Êàöà � Ìóäè, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î å¼ ðåãóëÿðíîì

ïîâåäåíèè.

�ëàâà 5. Êâàíòîâûå ïîëÿ â êîí�îðìíîé êîñìîëîãèè.

Â äàííîì ðàçäåëå áûë ïðåäëîæåí ìåõàíèçì ðàäèàöèîííîãî íàðóøå-

íèÿ êîí�îðìíîé ñèììåòðèè â Ñòàíäàðòíîé ìîäåëè ýëåìåíòàðíûõ ÷à-

ñòèö. Â òàêîé êîíñòðóêöèè êîíäåíñàò òîï � êâàðêà çàìåíèë òàõèîí-

íûé ìàññîâûé ÷ëåí â ïîòåíöèàëå Õèããñà. Ìåõàíèçì ïîçâîëÿåò óñòàíî-

âèòü ñîîòíîøåíèå ìåæäó êîíäåíñàòàìè è ìàññàìè, âêëþ÷àÿ ìàññó áîçîíà

Õèããñà. Òàêèì îáðàçîì ìû ïðåäëîæèëè ïðîñòîé áóòñòðàï ìåæäó ïîëåì

Õèããñà è ïîëåì òîï � êâàðêà. Çàìåòèì, ÷òî áîçîí Õèããñà ðàññìàòðèâàåò-

ñÿ êàê ýëåìåíòàðíàÿ ÷àñòèöà, áåç ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ âçàèìîäåé-

ñòâèé çà ðàìêàìè Ñòàíäàðòíîé ìîäåëè. Ïîñëå ñïîíòàííîãî íàðóøåíèÿ

ñèììåòðèè, íà äðåâåñíîì óðîâíå ëàãðàíæèàíà îòëè÷èå îò ïîòåíöèàëà

Õèããñà Ñòàíäàðòíîé ìîäåëè ïðîÿâëÿåòñÿ òîëüêî â çíà÷åíèè êîíñòàíòû

ñàìîäåéñòâèÿ. Ýòè òîíêèå ðàçëè÷èÿ ìîæíî âûÿâèòü òîëüêî ñ ïîìîùüþ

íîâûõ äàííûõ, êîòîðûå ìîæíî èçâëå÷ü íà Ñóïåðêîëëàéäåðå ïîñëå ïðî-

âåäåíèÿ ðàáîò ïî åãî îáíîâëåíèþ.

Âû÷èñëåíû òîïîëîãè÷åñêèå êàçèìèðîâñêèå êâàíòîâûå êîíäåíñàòû áî-

çîííîãî è áèñïèíîðíîãî ìàññèâíûõ ïîëåé. Ïåðåõîä ê êîí�îðìíûì ïåðå-
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ìåííûì ïîçâîëèë èçáåæàòü íå�èçè÷åñêóþ ñèíãóëÿðíîñòü, âîçíèêàþùóþ

ïðè a = 0. Ïåðåíîðìèðîâêè �îðìàëüíî ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ ñ ïîìîùüþ

ïðèìåíåíèÿ �îðìóëû Àáåëÿ � Ïëàíà ïðèâîäÿò ê êîíå÷íûì �èçè÷åñêèì

ðåçóëüòàòàì. Äëÿ âñåëåííîé Ýéíøòåéíà �îíîâûì ïðîñòðàíñòâîì ÿâëÿ-

åòñÿ êàñàòåëüíîå ïëîñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ïîëó÷åíî óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ

êàçèìèðîâñêîãî âàêóóìà p = wǫ, ïðè÷¼ì êîý��èöèåíò ïðîïîðöèîíàëü-

íîñòè ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé ïåðåìåííîé ìàññû ÷àñòèöû w = w(ma). Â

îáëàñòè ýíåðãîäîìèíàíòíîñòè å¼ ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü ïîëèíîìîì

âòîðîãî ïîðÿäêà ïî áåãóùåé ìàññå.

Â Çàêëþ÷åíèè ñ�îðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.



�ëàâà 1

�åîìåòðèÿ âëîæåííûõ

ãèïåðïîâåðõíîñòåé

1.1 Ñëîåíèå ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîãî êîí-

òèíóóìà

�àññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî�âðåìÿ (M, g). Â îêðåñòíîñòè íåêîòîðîé òî÷-

êè M ââåä¼ì êîîðäèíàòíóþ ñèñòåìó (xα) (ñì. �èñ. 1.1). Êàñàòåëüíûå

ê êîîðäèíàòíûì ëèíèÿì â òî÷êå M âåêòîðû ∂α îáðàçóþò íàòóðàëüíûé

áàçèñ êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà TM(M). Ëèíåéíûå �îðìû îïðåäåëèì

êàê îòîáðàæåíèå

ω : TM(M) → R,

v 7→ 〈ω,v〉.

Êîêàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî, îáðàçîâàííîå âñåìè ëèíåéíûìè �îðìàìè

íà M , îáîçíà÷àåòñÿ T ∗M(M). Äëÿ íàòóðàëüíîãî áàçèñà ∂α ïðîñòðàíñòâà

23
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�èñ. 1.1: ADM � ëîåíèå ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîãî êîíòèíóóìà

TM(M) èìååòñÿ áàçèñ (dxα), ïðèíàäëåæàùèé T ∗M(M), ÷òî

〈dxα, ∂β〉 = δαβ .

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ

(u,v) ∈ TM(M)× TM(M)

ñ ìåòðèêîé ïðîñòðàíñòâà�âðåìåíè g îïðåäåëÿåòñÿ êàê

(u,v) := g(u,v) = gµνu
µvν.

Äåéñòâèå ëèíåéíûõ �îðì ω íà âåêòîðàõ v

∀(ω,v) ∈ T ∗M(M)× TM(M), 〈ω,v〉 = ωµv
µ.

Ìåòðèêà g èíäóöèðóåò èçîìîð�èçì ìåæäó TM(M) (âåêòîðû) è T ∗M(M)

(ëèíåéíûå �îðìû), êîòîðûé, â èíäåêñíûõ îáîçíà÷åíèÿõ, ñîîòâåòñòâóåò
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ïîäíÿòèþ èëè îïóñêàíèþ èíäåêñîâ ñâ¼ðòêîé ñ gαβ èëè g
αβ
. Áóäåì èñïîëü-

çîâàòü ñèìâîëû èç ìóçûêàëüíîé íîòàöèè äëÿ áåçèíäåêñíîãî îáîçíà÷åíèÿ

îáðàçîâ ïðè ìåòðè÷åñêîì èçîìîð�èçìå:

∀v ∈ TM(M), ∀u ∈ TM(M), 〈u♭,v〉 = g(u,v);

∀v ∈ TM(M), ∀ω ∈ T ∗M(M), 〈ω,v〉 = g(ω♯,v).

Êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ

(4)∇uω åñòü 1-�îðìà è ìû

èìååì

∀(ω,u,v) ∈ T ∗(M)× T (M)× T (M), 〈(4)∇uω,v〉 =(4)∇ω(v,u),

ãäå T (M) åñòü ïðîñòðàíñòâî ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé, T ∗(M) åñòü ïðî-

ñòðàíñòâî 1-�îðì íàM.

Äëÿ ñâÿçè ðàçíûõ êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ ïñåâäîðèìàíîâà ïðîñòðàí-

ñòâà ââîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ñòðóêòóðà � ñâÿçíîñòü Ëåâè�×èâèòà

(4)∇
êàê îòîáðàæåíèå

(4)∇ : T (M)× T (M) → T (M),

(u,v) 7→ (4)∇uv.

À��èííàÿ ñâÿçíîñòü Ëåâè�×èâèòà ñîãëàñîâàíà ñ ìåòðèêîé ïðîñòðàíñòâà

- âðåìåíè

(4)∇g = 0.

Äàëåå ìû îïðåäåëÿåì òåíçîð êðèâèçíû �èìàíà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ñî

ñâÿçíîñòüþ

(4)∇ êàê

(4)Riem : T ∗(M)× T (M)3→ C∞(M,R),

(ω,w,u,v) 7→ 〈ω, (4)∇u
(4)∇vw −(4)∇v

(4)∇uw − (4)∇[u,v]w〉.
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Çäåñü C∞(M,R) îáîçíà÷àåò ïðîñòðàíñòâî ãëàäêèõ ñêàëÿðíûõ ïîëåé íà

M. Òîæäåñòâî �è÷÷è äëÿ òåíçîðà �èìàíà

∀w ∈ T (M), ((4)∇α
(4)∇β − (4)∇β

(4)∇α)wγ = (4)Rγ
µαβw

µ. (1.1)

�ðàäèåíòíàÿ 1-�îðìà dt íîðìàëüíà ê ΣM . �èïåðïîâåðõíîñòü åñòü îá-

ðàç 3-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ Σ̂ êàê âëîæåíèå Φ : Σ̂→M. Âëîæåíèå îçíà-

÷àåò, ÷òî Φ : Σ̂→ Σ åñòü ãîìåîìîð�èçì, òî åñòü îäíî-îäíîçíà÷íîå îòîá-

ðàæåíèå, òàêîå, ÷òî îáà Φ è Φ−1 íåïðåðûâíû. Îäíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðà-

æåíèå ãàðàíòèðóåò, ÷òî Σ íå �ïåðåñåêàåò ñàìó ñåáÿ�. �èïåðïîâåðõíîñòü

îïðåäåëåíà ëîêàëüíî êàê îáëàñòü, äëÿ êîòîðîé ñêàëÿðíîå ïîëå t(M) íà

M åñòü êîíñòàíòà

∀M ∈M, M ∈ Σ, t(M) = const .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Σ åñòü ñâÿçíîå ìíîãîîáðàçèå, ïðèíàäëåæàùååM. �è-

ïåðïîâåðõíîñòü ΣM îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ t(M). ßâíàÿ

�îðìà îòîáðàæåíèÿ Φ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà â êîîðäèíàòíîì âèäå, ãäå

xi = (x, y, z) � êîîðäèíàòû íà ìíîãîîáðàçèè Σ̂:

Φ : Σ̂ → M,

(x, y, z) 7→ (const, x, y, z).

Âëîæåíèå Φ �ïåðåíîñèò� êðèâûå â Σ̂ íà êðèâûå â M. Îíî îòîáðàæàåò

âåêòîðû Σ̂ íà âåêòîðû âM. Âëîæåíèå îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå ìåæäó

TM(Σ̂) è TM(M). �Óâëå÷åíèå âïåð¼ä� ìîæíî âûðàçèòü òàê

Φ∗ : TM(Σ̂) → TM(M),

v(vx, vy, vz) 7→ Φ∗v = (0, vx, vy, vz), (1.2)
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ãäå v(vx, vy, vz) îáîçíà÷àåò êîìïîíåíòû âåêòîðà v â åñòåñòâåííîì áàçèñå

∂/∂xi, ïðèíàäëåæàùåì TM(Σ) â êîîðäèíàòàõ (xi). È îáðàòíî, âëîæåíèå

Φ èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå, íàçûâàåìîå �óâëå÷åíèåì íàçàä�, îáîçíà÷àå-

ìîå êàê Φ∗, ìåæäó ëèíåéíûìè �îðìàìè íà TM(M) è íà TM(Σ̂):

Φ∗ : T ∗M(M) → T ∗M(Σ̂),

ω = (ωt, ωx, ωy, ωz) 7→ Φ∗ω = (ωx, ωy, ωz),

ãäå ωα îáîçíà÷àþò êîìïîíåíòû 1-�îðìû ω â áàçèñå dxα, ñâÿçàííîì ñ

êîîðäèíàòàìè (xα).

Âàæíûì ñëó÷àåì ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèå áèëèíåéíîé �îðìû g, òî

åñòü ìåòðèêè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, êîòîðîå îïðåäåëÿåò èíäóöèðîâàí-

íóþ ìåòðèêó íà Σ:

γ := Φ∗g,

ãäå γ åñòü ïåðâàÿ �óíäàìåíòàëüíàÿ �îðìà Σ:

∀(u,v) ∈ TM(Σ)× TM(Σ), (u · v) = g(u,v) = γ(u,v).

Â òåðìèíàõ êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû xi = (x, y, z) íà ãèïåðïîâåðõíîñòè Σ,

êîìïîíåíòû èíäóöèðîâàííîé ìåòðèêè γ:

γij = gij.

Ñâÿçíîñòü Ëåâè�×èâèòà ∇ íà ìíîãîîáðàçèè Σ ñîãëàñîâàíà ñ ìåòðè-

êîé γ è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

∇γ = 0.

Òåíçîð �èìàíà, ïîñòðîåííûé ñ ïîìîùüþ ñâÿçíîñòè, îïèñûâàåò âíóòðåí-

íþþ êðèâèçíó (Σ,γ). Riem åñòü ìåðà íåêîììóòàòèâíîñòè äâóõ êîâàðè-
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àíòíûõ ïðîèçâîäíûõ, âûðàæåííàÿ òîæäåñòâîì �è÷÷è,

∀v ∈ T (Σ), (∇i∇j −∇j∇i) v
k = Rk

lijv
l. (1.3)

Òåíçîð �èìàíà 3-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ÷å-

ðåç òåíçîð �è÷÷è

Ri
jkl = δikRjl − δilRjk + γjlR

i
k − γjkRi

l +
1

2
R(δilγjk − δikγjl). (1.4)

1.1.1 Îòîáðàæåíèå Âàéíãàðòåíà

�àññìîòðèì òåïåðü èçìåíåíèå íàïðàâëåíèÿ íîðìàëè n ïðè å¼ äâèæåíèè

âäîëü Σ. Òàê îïðåäåëÿåòñÿ îòîáðàæåíèå Âàéíãàðòåíà êàê ýíäîìîð�èçì

TM(Σ), êîòîðûé ñâÿçûâàåò ñ êàæäûì âåêòîðîì, êàñàòåëüíûì ê Σ âàðè-

àöèþ ïîñðåäñòâîì ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ñâÿçíîñòè

(4)∇:

χ : TM(Σ) → TM(Σ),

v 7→ (4)∇vn.

Îáðàç ñîäåðæèòñÿ â TM(Σ), ïîñêîëüêó

(n · χ(v)) = (n · (4)∇vn) =
1

2
(4)∇v(n · n) = 0.

Îòîáðàæåíèå Âàéíãàðòåíà ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííûì ïî îòíîøå-

íèþ ê èíäóöèðîâàííîé ìåòðèêå γ. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ

Âàéíãàðòåíà âåùåñòâåííûå, ïîñêîëüêó χ ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííûì.

Îíè íàçûâàþòñÿ ãëàâíûìè êðèâèçíàìè ãèïåðïîâåðõíîñòè Σ, à ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïðåäåëÿþò ãëàâíûå íàïðàâëåíèÿ Σ. Ñðåä-

íÿÿ êðèâèçíà κ ãèïåðïîâåðõíîñòè Σ åñòü ñðåäíåå àðè�ìåòè÷åñêîå çíà-

÷åíèå ãëàâíûõ êðèâèçí

κ :=
1

3
(κ1 + κ2 + κ3), (1.5)
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ãäå κi òðè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ χ. Ñàìîñîïðÿæ¼ííîñòü χ ïîäðàçóìåâàåò,

÷òî áèëèíåéíàÿ �îðìà K, îïðåäåë¼ííàÿ â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå:

TM(Σ)× TM(Σ) → R,

(u,v) 7→ −(u · χ(v)),

ñèììåòðè÷åñêàÿ. Îíà íàçûâàåòñÿ âòîðîé �óíäàìåíòàëüíîé �îðìîé ãè-

ïåðïîâåðõíîñòè

K(u,v) = −(u · (4)∇vn). (1.6)

Ñëåä TrK áèëèíåéíîé �îðìû K â ìåòðèêå γ ðàâåí

TrK = γijKij = −3κ. (1.7)

Â êàæäîé òî÷êå M ∈ Σ âñå âåêòîðû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ìîãóò

áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå îðòîãîíàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ

TM(M) = TM(Σ)⊕ span(n), (1.8)

ãäå span(n) � îäíîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî TM(M), ãåíåðèðóåìîå âåêòî-

ðîì n. Îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð íà Σ åñòü îïåðàòîð γ♯
, ñâÿçàííûé ñ

ðàçëîæåíèåì:

γ♯ : TM(M) → TM(Σ),

v 7→ v + (n · v)n.

Êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå îïåðàòîðà γ♯
â ïðîèçâîëüíîì áàçèñå eα,

ïðèíàäëåæàùåì TM(M), èìååò âèä:

γαβ = δαβ + nαnβ. (1.9)
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Â ÷àñòíîñòè, γ♯(n) = 0, è äëÿ ëþáîãî âåêòîðà, êàñàòåëüíîãî ê Σ: γ♯(v) =

v. Ìû èìååì îòîáðàæåíèå (γ∗)♯M

(γ∗)♯M : T ∗M(Σ)→ T ∗M(M)

äëÿ ëþáîé ëèíåéíîé �îðìû ω ∈ T ∗M(Σ):

(γ∗)♯Mω : TM(M) → R,

v 7→ 〈ω,γ♯(v)〉.

�àñøèðåííàÿ ìåòðèêà γ â òåðìèíàõ ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà g è ëèíåéíîé

�îðìû n:

γ = g + n♭ ⊗ n♭,

èëè, â êîìïîíåíòíîì âèäå:

γαβ = gαβ + nαnβ.

Òåíçîð âíåøíåé êðèâèçíû K êàê áèëèíåéíàÿ �îðìà íà Σ ìîæåò ðàñ-

ñìàòðèâàòüñÿ êàê áèëèíåéíàÿ �îðìà íàM:

K := (γ∗)♯MK. (1.10)

Óðàâíåíèÿ �àóññà�Âàéíãàðòåíà

∀(u,v) ∈ T (Σ)× T (Σ), ∇uv = (4)∇uv + K(u,v)n (1.11)

õîðîøî èçâåñòíû â ãåîìåòðèè âëîæåííûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé. Òåíçîð âíåø-

íåé êðèâèçíû ÿâëÿåòñÿ ìåðîé îòêëîíåíèÿ ïðîèçâîäíîé íåêîòîðîãî âåê-

òîðà, ïðèíàäëåæàùåãî Σ, ïðè äâèæåíèè âäîëü äðóãîãî âåêòîðíîãî ïî-

ëÿ, òàêæå ïðèíàäëåæàùåãî Σ, âçÿòîãî ñ âíóòðåííåé ñâÿçíîñòüþ ∇ ãè-

ïåðïîâåðõíîñòè Σ îò ïðîèçâîäíîé, âçÿòîé ñî ñâÿçíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà�

âðåìåíè

(4)∇.
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1.1.2 Ñîîòíîøåíèÿ �àóññà, Êîäàööè è �è÷÷è

�àññìîòðèì òîæäåñòâî �è÷÷è (1.3), îïðåäåëÿþùåå òð¼õìåðíûé òåíçîð

�èìàíà Riem ñî ñâÿçíîñòüþ ∇, ãèïåðïîâåðõíîñòè Σ ñ ìåòðèêîé γ. ×å-

òûð¼õìåðíûé âàðèàíò òîæäåñòâà �è÷÷è

∇α∇βv
γ −∇β∇αv

γ = Rγ
µαβv

µ, (1.12)

ãäå v�ïðîèçâîëüíûé âåêòîð, êàñàòåëüíûé ê Σ. Èñïîëüçóÿ �îðìóëó, ñâÿ-

çûâàþùóþ ∇ è

(4)∇, ìû ïîëó÷èì

∇α(∇βv
γ) = γµαγ

ν
βγ

γ
ρ
(4)∇µ(∇νv

ρ).

Ïðèìåíÿÿ å¼ åù¼ ðàç, ïåðåïèøåì óðàâíåíèÿ

∇α∇βv
γ = γµαγ

ν
βγ

γ
ρ
(4)∇µ

(
γσν γ

ρ
λ
(4)∇σv

λ
)
.

Ïåðåñòàâèì òåïåðü ìåñòàìè èíäåêñû α è β, è âû÷èñëèì

∇α∇βv
γ −∇β∇αv

γ =

=
(
KαµK

γ
β −KβµK

γ
α

)
vµ +

+ γραγ
σ
βγ

γ
λ

(
(4)∇ρ

(4)∇σv
λ − (4)∇σ

(4)∇ρv
λ
)
.

Èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî �è÷÷è (1.1) äëÿ ñâÿçíîñòè

(4)∇

(4)∇ρ
(4)∇σv

λ − (4)∇σ
(4)∇ρv

λ = (4)Rλ
µρσv

µ,

è ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå â ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (1.12),

ïîëó÷èì ðåçóëüòàò

(
KαµK

γ
β −KβµK

γ
α

)
vµ + γραγ

σ
βγ

γ
λ
(4)Rλ

µρσv
µ = Rγ

µαβv
µ,
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èëè, ýêâèâàëåíòíî, ïîñêîëüêó vµ = γµσv
σ,

γµαγ
ν
βγ

γ
ργ

σ
δ
(4)Rρ

σµν = Rγ
δαβ +Kγ

αKδβ −Kγ
βKαδ. (1.13)

Ïîëó÷èëè èñêîìûå ñîîòíîøåíèÿ �àóññà.

Åñëè ñâåðí¼ì ñîîòíîøåíèÿ �àóññà ïî èíäåêñàì α è γ è âîñïîëüçóåìñÿ

óñëîâèåì

γµαγ
α
ρ = γµρ = δµρ + nµnρ,

ìû ïîëó÷èì ñâ¼ðíóòûå ñîîòíîøåíèÿ �àóññà:

γµαγ
ν
β
(4)Rµν + γαµn

νγρβn
σ(4)Rµ

νρσ = Rαβ +KKαβ −KαµK
µ
β . (1.14)

Âû÷èñëèì òåïåðü ñëåä òåíçîðà âíåøíåé êðèâèçíû ñ ìåòðèêîé γ, ïðèíè-

ìàÿ â ðàñ÷¼ò

Kµ
µ = K i

i = K, KµνK
µν = KijK

ij

è

γαβγαµn
νγρβn

σ(4)Rµ
νρσ = γρµn

νnσ(4)Rµ
νρσ =

= (4)Rµ
νµσ︸ ︷︷ ︸

=(4)Rνσ

nνnσ + (4)Rµ
νµσn

ρnµn
νnσ︸ ︷︷ ︸

=0

= (4)Rµνn
µnν.

Îêîí÷àòåëüíî, ïîëó÷àåì

(4)R + 2(4)Rµνn
µnν = R +K2 −KijK

ij
(1.15)

ñêàëÿðíîå ñîîòíîøåíèå �àóññà.

Ïðèìåíèì òîæäåñòâî �è÷÷è (1.1) ê íîðìàëüíîìó âåêòîðó n.

((4)∇α
(4)∇β − (4)∇β

(4)∇α)nγ = (4)Rγ
µαβn

µ. (1.16)

Ïðîåöèðóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå íà Σ, ïîëó÷àåì

γµαγ
ν
βγ

γ
ρ
(4)Rρ

σµνn
σ = γµαγ

ν
βγ

γ
ρ ((4)∇µ

(4)∇νn
ρ − (4)∇ν

(4)∇µn
ρ).
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Îêîí÷àòåëüíî, íàõîäèì

γγρn
σγµαγ

ν
β
(4)Rρ

σµν = ∇βK
γ
α −∇αK

γ
β . (1.17)

Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷èëè èñêîìûå ñîîòíîøåíèÿ Êîäàööè. Èõ ñâ¼ðòêà

ïî èíäåêñàì α è γ äà¼ò

γµρn
σγνβ

(4)Rρ
σµν = ∇βK −∇µK

µ
β ,

ñ

γµρn
σγνβ

(4)Rρ
σµν = (δµρ + nµnρ)n

σγνβ
(4)Rρ

σµν = nσγνβ
(4)Rσν + γνβ

(4)Rρ
σµνnρn

σnµ.

Â ñèëó àíòèñèììåòðèè òåíçîðà �èìàíà ïî ïåðâûì äâóì èíäåêñàì ïî-

ñëåäíèé ÷ëåí çàíóëÿåòñÿ, ïîýòîìó, îêîí÷àòåëüíî

γµαn
ν(4)Rµν = ∇αK −∇µK

µ
α (1.18)

ïîëó÷àåì ñâ¼ðíóòûå ñîîòíîøåíèÿ Êîäàööè.

Ìû ðàññìîòðåëè îäíó ãèïåðïîâåðõíîñòü Σ, âëîæåííóþ â ïðîñòðàí-

ñòâî - âðåìÿ (M, g). Òåïåðü æå ìû ðàññìîòðèì íåïðåðûâíîå ñåìåéñòâî

ãèïåðïîâåðõíîñòåéΣt, çàïîëíÿþùèõ âñ¼M.Σ � ãèïåðïîâåðõíîñòü Êîøè,

ïîòîìó ÷òî å¼ îáëàñòüþ çàâèñèìîñòè ÿâëÿåòñÿ âñ¼ ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ

M. Ïðîèçâîëüíîå ãëîáàëüíîå ãèïåðáîëè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ìî-

æåò áûòü ðàññëîåíî íà ñåìåéñòâî ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûõ ãèïåðïî-

âåðõíîñòåé Σt.

Âðåìåíèïîäîáíûé, íàïðàâëåííûé â áóäóùåå åäèíè÷íûé âåêòîð n, íà-

ïðàâëåííûé ïî íîðìàëè ê ñëîþ Σt, êîëëèíåàðåí âåêòîðó

(4)∇t, ñâÿçàí-
íîìó ñ ãðàäèåíòîì 1-�îðìû dt

n := −N (4)∇t
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ñ �óíêöèåé

N :=
(
−(4)∇t · (4)∇t

)−1/2
.

Ñêàëÿðíîå ïîëå N íàçûâàåòñÿ �óíêöèåé õîäà.

Ïîëó÷èì �îðìóëó äëÿ êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé âåêòîðà íîðìàëè

m ≡ Nn

(4)∇βm
α = −NKα

β −∇αNnβ + nα(4)∇βN. (1.19)

�åçóëüòàò èìååò âèä:

£mγ = −2NK. (1.20)

Îòñþäà ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ïðîèçâîäíóþ Ëè 3-ìåòðèêè âäîëü åäè-

íè÷íîãî âåêòîðà íîðìàëè n:

£mγαβ = £Nnγαβ =

= Nnµ(4)∇µγαβ + γµβ
(4)∇α(Nnµ) + γαµ

(4)∇β(Nnµ) =

= Nnµ(4)∇µγαβ + γµβn
µ

︸ ︷︷ ︸
=0

(4)∇αN +Nγµβ
(4)∇αn

µ +

+ γαµn
µ

︸ ︷︷ ︸
=0

(4)∇βN +Nγαµ
(4)∇βn

µ = N£nγαβ.

Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì ñîîòíîøåíèå

£nγ =
1

N
£mγ,

è íàõîäèì èñêîìóþ �îðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ òåíçîðà âíåøíåé êðèâèçíû

K

K = −1

2
£nγ. (1.21)

Ìû ïîëó÷èëè, ïîëíîñòüþ ñïðîåöèðîâàâ ïðîñòðàíñòâåííî - âðåìåí-

íîé òåíçîð �èìàíà, óðàâíåíèÿ �àóññà (1.13), çàòåì, ñïðîåöèðîâàâ òðè

ðàçà íà Σt è îäèí ðàç íà íîðìàëü n, óðàâíåíèÿ Êîäàööè (1.17). Òåïåðü
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ñïðîåöèðóåì ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé òåíçîð �èìàíà äâàæäû íà Σt

è äâàæäû íà n. Âû÷èòàÿ γµαγ
ν
βn

σ(4)∇σKµν îòñþäà, ïîëó÷àåì

γαµn
ργνβn

σ(4)Rµ
ρνσ =

1

N
£mKαβ +

1

N
∇α∇βN +KαµK

µ
β . (1.22)

Íàéäåííûå óðàâíåíèÿ (1.22) íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè �è÷÷è. Âìåñòå ñ

óðàâíåíèÿìè �àóññà (1.13) è óðàâíåíèÿìè Êîäàööè (1.17) îíè çàâåðøàþò

3+1 ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîãî òåíçîðà �èìàíà. Èñïîëüçóÿ

ñâ¼ðíóòûå óðàâíåíèÿ �àóññà (1.14), ìû ïåðåïèøåì (1.22) ñ èñïîëüçîâà-

íèåì ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîãî òåíçîðà �è÷÷è

γµαγ
ν
β
(4)Rµν = − 1

N
£mKαβ −

1

N
∇α∇βN +Rαβ +KKαβ − 2KαµK

µ
β ,

(1.23)

èëè, â ñâîáîäíûõ îò èíäåêñîâ îáîçíà÷åíèÿõ:

(γ∗)♯(4)Ric = − 1

N
£mK−

1

N
∇∇N + R +KK− 2K ·K♯. (1.24)

Âû÷èñëèì ñëåä (1.24) ñ ìåòðèêîé γ

γµν(4)Rµν = − 1

N
γij£mKij −

1

N
∇i∇iN + R +K2 − 2KijK

ij. (1.25)

Òîãäà

γµν(4)Rµν = (gµν + nµnν)(4)Rµν = (4)R+ (4)Rµνn
µnν,

è

−γij£mKij = −£m(γijKij︸ ︷︷ ︸
=K

) +Kij£mγ
ij, (1.26)

ñ £mγ
ij
, êîòîðàÿ îïèñûâàåò ýâîëþöèþ îáðàòíîé 3-ìåòðèêè:

£mγ
ij = −2NK ij. (1.27)
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Ïîäñòàíîâêà (1.27) â (1.26) äà¼ò

−γij£mKij = −£mK + 2NKijK
ij.

Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (1.25) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

(4)R + (4)Rµνn
µnν = R +K2 − 1

N
£mK −

1

N
∇i∇iN. (1.28)

Åñëè ìû ñêîìáèíèðóåì åãî ñî ñêàëÿðíûì ñîîòíîøåíèåì �àóññà (1.15) äëÿ

òîãî, ÷òîáû îñâîáîäèòüñÿ îò ÷ëåíà ñ òåíçîðîì �è÷÷è

(4)Rµνn
µnν , ìû ïî-

ëó÷èì óðàâíåíèå, êîòîðîå âêëþ÷àåò òîëüêî ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé

ñêàëÿð êðèâèçíû

(4)R:

(4)R = R +K2 +KijK
ij − 2

N
£mK −

2

N
∇i∇iN. (1.29)

1.1.3 �àìèëüòîíîâà ñâÿçü è èìïóëüñíûå ñâÿçè

Ïëîòíîñòü ýíåðãèè äëÿ ýéëåðîâà íàáëþäàòåëÿ

T⊥⊥ := Tµνn
µnν = T(n,n). (1.30)

Ïëîòíîñòü èìïóëüñà ìàòåðèè åñòü ëèíåéíàÿ �îðìà

T⊥ := −T(γ♯(.),n), (1.31)

èëè, â êîìïîíåíòíîì âèäå

(T⊥)α = −Tµνγµαnν.

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå �àóññà (1.15) è îïðåäåëåíèå (1.30), ïîëó÷àåì

R+K2 −KijK
ij = (16πG)T⊥⊥ (1.32)
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ãàìèëüòîíîâó ñâÿçü.

Èñïîëüçóÿ ñâ¼ðíóòîå óðàâíåíèå Êîäàööè (1.18) è (1.31), ïîëó÷àåì

∇ ·K♯ −∇K = (8πG)T⊥, (1.33)

èëè, â êîìïîíåíòíîé �îðìå

∇jK
j
i −∇iK = (8πG)(T⊥)i. (1.34)

Ïîëó÷åííûå âåêòîðíûå óðàâíåíèÿ íàçûâàþòñÿ èìïóëüñíûìè ñâÿçÿìè.

1.2 Êîí�îðìíîå ðàçëîæåíèå

1.2.1 Êîí�îðìíàÿ ìåòðèêà è êîí�îðìíàÿ ñâÿçíîñòü

Äæåéìñ Éîðê äîêàçàë, ÷òî äâå ñòåïåíè ñâîáîäû ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ

ïåðåíîñÿòñÿ êîí�îðìíî ýêâèâàëåíòíûì êëàññîì 3-ìåòðèê. Êîí�îðìíî

ýêâèâàëåíòíûå ìåòðèêè ñâÿçàíû êîí�îðìíûì ñîîòíîøåíèåì

γ = Ψ4γ̃, (1.35)

ãäå Ψ � âñþäó ïîëîæèòåëüíîå ñêàëÿðíîå ïîëå.

Ïóñòü ∇̃ ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîñòüþ Ëåâè�×èâèòà, êîòîðàÿ ñîãëàñîâàíà ñ

êîí�îðìíîé ìåòðèêîé γ̃:

∇̃γ̃ = 0. (1.36)

Ñèìâîëû Êðèñòî��åëÿ Γ̃k
ij êîí�îðìíîé ñâÿçíîñòè ∇̃ â êîîðäèíàòíîé

ñèñòåìå (xi):

Γ̃k
ij =

1

2
γ̃kl
(
∂γ̃lj
∂xi

+
∂γ̃il
∂xj
− ∂γ̃ij
∂xl

)
.
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Êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå ∇̃T è ∇T òåíçîðà T íà Σt ñâÿçàíû �îðìó-

ëîé

∇kT
i1...ip
j1...jq

= ∇̃kT
i1...ip
j1...jq

+

p∑

r=1

C ir
klT

ir...ip
j1...jq

−
q∑

r=1

C l
kjr
T

i1...ip
j1...l...jq

,

ãäå

Ck
ij := Γk

ij − Γ̃k
ij

êîìïîíåíòû òåíçîðíîãî ïîëÿ. Âûðàçèì òåíçîð Ck
ij â òåðìèíàõ ∇̃-ïðîèçâîäíûõ

ìåòðèêè γ

Ck
ij =

1

2
γkl
(
∇̃iγlj + ∇̃jγil − ∇̃lγij

)
. (1.37)

Çàìåíèì γij è γ
ij
â (1.37) êîí�îðìíûì îòîáðàæåíèåì è ïîëó÷èì

Ck
ij = 2

(
δki ∇̃j ln Ψ + δkj ∇̃i ln Ψ− ∇̃k ln Ψγ̃ij

)
. (1.38)

Ïîëó÷èì òåïåðü ñîîòíîøåíèå ìåæäó äâóìÿ êîâàðèàíòíûìè ïðîèçâîäíû-

ìè ∇v è ∇̃v âåêòîðíîãî ïîëÿ v ∈ T (Σt):

∇jv
i = ∇̃jv

i + C i
jkv

k. (1.39)

Çíà÷èò, ïîäñòàâëÿÿ â (1.39) âûðàæåíèå (1.38), èìååì

∇jv
i = ∇̃jv

i + 2
(
vk∇̃k ln Ψδij + vi∇̃j ln Ψ− ∇̃i ln Ψγ̃jkv

k
)
. (1.40)

Âû÷èñëÿÿ ñëåä â (1.40), ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå ìåæäó äèâåðãåíöèÿìè

âåêòîðà:

∇iv
i = ∇̃iv

i + 6vi∇̃i ln Ψ, (1.41)

èëè, ýêâèâàëåíòíî,

∇iv
i = Ψ−6∇̃i(Ψ

6vi). (1.42)

Ñâ¼ðòûâàÿ òîæäåñòâî �è÷÷è

(∇i∇j −∇j∇i)v
k = Rk

lijv
l



1.2. Êîí�îðìíîå ðàçëîæåíèå 39

ïî èíäåêñàì i è k, ïîëó÷àåì

Rijv
j = ∇j∇iv

j −∇i∇jv
j.

Âûðàçèì ∇-ïðîèçâîäíûå â òåðìèíàõ ∇̃-ïðîèçâîäíûõ:

Rijv
j = ∇̃j(∇iv

j)− Ck
ji∇kv

j + Cj
jk∇iv

k − ∇̃i(∇jv
j) =

= ∇̃j(∇̃iv
j + Cj

ikv
k)− Ck

ji(∇̃kv
j + Cj

klv
l)+

+Cj
jk(∇̃iv

k + Ck
ilv

l)− ∇̃i(∇̃jv
j + Cj

jkv
k) =

= ∇̃j∇̃iv
j − ∇̃i∇̃jv

j + ∇̃jC
j
ikv

k − Ck
jiC

j
klv

l + Cj
jkC

k
ilv

l − ∇̃iC
j
jkv

k.

Âîñïîëüçóåìñÿ ñâ¼ðíóòûì òîæäåñòâîì �è÷÷è, îòíîñÿùèìñÿ ê ñâÿçíîñòè

∇̃
∇̃j∇̃iv

j − ∇̃i∇̃jv
j = R̃ijv

j,

è ïîëó÷èì

Rij = R̃ij + ∇̃kC
k
ij − ∇̃iC

k
kj + Ck

ijC
l
lk − Ck

ilC
l
kj. (1.43)

Çàìåíèì Ck
ij â (1.43) ÷åðåç ïðîèçâîäíûå Ψ (1.38). Çàìåòèì, ÷òî

Ck
ki = 6∇̃i ln Ψ,

è

∇̃iC
k
kj = 6∇̃i∇̃j ln Ψ,

∇̃kC
k
ij = 4∇̃i∇̃j ln Ψ− 2∇̃k∇̃k∇̃k ln Ψγ̃ij.

Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (1.43) ïðèíèìàåò âèä

Rij = R̃ij − 2∇̃i∇̃j ln Ψ− 2∇̃k∇̃k ln Ψγ̃ij +

+ 4∇̃i ln Ψ∇̃j ln Ψ− 4∇̃k ln Ψ∇̃k ln Ψγ̃ij. (1.44)
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Âû÷èñëÿÿ ñëåä â (1.44), íàéä¼ì �îðìóëó äëÿ ñêàëÿðíîé êðèâèçíû

R = γijRij = Ψ−4γ̃ijRij =

= Ψ−4
(
R̃− 8(∇̃+ i∇̃i ln Ψ + ∇̃i ln Ψ∇̃i ln Ψ)

)
,

ãäå

R̃ := γ̃ijR̃ij (1.45)

ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà, ñâÿçàííàÿ ñ êîí�îðìíîé ìåòðèêîé. Çàìå÷àÿ, ÷òî

∇̃i∇̃i ln Ψ = Ψ−1∇̃i∇̃iΨ− ∇̃i ln Ψ∇̃i ln Ψ,

ïåðåïèøåì �îðìóëó äëÿ ñêàëÿðà �è÷÷è

R = Ψ−4R̃ − 8Ψ−5∇̃i∇̃iΨ. (1.46)

1.2.2 Êîí�îðìíîå ðàçëîæåíèå âíåøíåé êðèâèçíû

�àçëîæèì âíåøíþþ êðèâèçíó K ãèïåðïîâåðõíîñòè Σt íà ñëåäîâóþ

K := TrγK = K i
i = γijKij

è áåññëåäîâóþ

A := K− 1

3
Kγ

÷àñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, êîâàðèàíòíûå è êîíòðàâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû

òåíçîðà âíåøíåé êðèâèçíû ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå

Kij = Aij +
1

3
Kγij, K ij = Aij +

1

3
Kγij. (1.47)

Âûïîëíèì êîí�îðìíîå ðàçëîæåíèå áåññëåäîâîé ÷àñòè òåíçîðà K

Aij = ΨαÃij, (1.48)
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ãäå α = −4 èëè α = −10. Âðåìåííàÿ ýâîëþöèÿ γ (1.20) â òåðìèíàõ K:

£m(Ψ4γ̃ij) = −2NAij −
2

3
NKγij,

ñëåäîâàòåëüíî,

£mγ̃ij = −2NΨ−4Aij −
2

3
(NK + 6£m ln Ψ)γ̃ij. (1.49)

Ïîñêîëüêó Aij áåññëåäîâûé òåíçîð, òî

γ̃ij£mγ̃ij = −2(NK + 6£m ln Ψ). (1.50)

Èñïîëüçóåì çàêîí âàðèàöèè äåòåðìèíàíòà ïðîèçâîëüíîé îáðàòèìîé ìàò-

ðèöû A

δ(ln detA) = Tr(A−1 × δA),

è ïðèìåíÿÿ ê A = (γ̃ij) äëÿ îïåðàöèè δ = £m, ïîëó÷èì

γ̃ij£mγ̃ij = £m ln det(γ̃ij). (1.51)

Äàëåå, çàìåíÿÿ âåêòîð m, íàéä¼ì

£m ln det(γ̃ij) =

(
∂

∂t
− £β

)
ln f.

Ïîñêîëüêó ∂f/∂t = 0, èìååì

£m ln det(γ̃ij) = −γ̃ij£Nγ̃ij =

= −γ̃ij(Nk ∇̃kγ̃ij︸ ︷︷ ︸
=0

+γ̃kj∇̃iN
k + γ̃ik∇̃jN

k) =

= −δik∇̃iN
k − δjk∇̃jN

k = −2∇̃iN
i.

Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (1.51) ñòàíîâèòñÿ

γ̃ij£mγ̃ij = −2∇̃iN
i, (1.52)
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è, ïîäñòàâëÿÿ åãî â (1.50), ïîëó÷èì

NK + 6£m ln Ψ = ∇̃iN
i. (1.53)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå äëÿ êîí�îðìíîãî

�àêòîðà: (
∂

∂t
− £N

)
ln Ψ =

1

6

(
∇̃iN

i −NK
)
. (1.54)

Ïîäñòàíîâêà (1.53) â (1.49) äà¼ò ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå äëÿ êîí�îðì-

íîé ìåòðèêè

(
∂

∂t
− £N

)
γ̃ij = −2NΨ−4Aij −

2

3
∇̃kN

kγ̃ij. (1.55)

Âèäèì, ÷òî óìåñòíî ââåñòè íîâóþ âåëè÷èíó

Ãij := Ψ−4Aij (1.56)

è ïåðåïèñàòü (1.55) â âèäå

(
∂

∂t
−£N

)
γ̃ij = −2NÃij −

2

3
∇̃kN

kγ̃ij. (1.57)

Âåëè÷èíà Ãij áåññëåäîâàÿ

γ̃ijÃij = 0.

Ìû ìîæåì îïðåäåëèòü

Ãij := γ̃ikγ̃jlÃkl,

ñëåäîâàòåëüíî, êîíòðàâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû òåíçîðà ñâÿçàíû �îðìó-

ëîé:

Ãij = Ψ4Aij.

Èç (1.57) ñëåäóåò ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå äëÿ îáðàòíîé êîí�îðìíîé

ìåòðèêè γ̃ij (
∂

∂t
−£N

)
γ̃ij = 2NÃij +

2

3
∇̃kN

kγ̃ij. (1.58)
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Âûïèøåì äèâåðãåíöèþ òåíçîðà âíåøíåé êðèâèçíû

∇jK
ij = ∇jA

ij +
1

3
∇iK.

Òîãäà

∇jA
ij = ∇̃jA

ij + C i
jkA

kj + Cj
jkA

ik =

= ∇̃jA
ij + 2

(
δij∇̃k ln Ψ + δik∇̃j ln Ψ− ∇̃i ln Ψγ̃jk

)
Akj +

+ 6∇̃k ln ΨAik =

= ∇̃jA
ij + 10Aij∇̃j ln Ψ− 2∇̃ ln Ψγ̃jkA

jk.

Òàê êàê A � áåññëåäîâûé òåíçîð, âûïèñàííîå âûøå óðàâíåíèå ñâîäèòñÿ

ê

∇jA
ij = ∇̃jA

ij + 10Aij∇̃j ln Ψ,

êîòîðîå ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå

∇jA
ij = Ψ−10∇̃j(Ψ

10Aij).

Äàëåå óäîáíî ââåñòè ñëåäóþùóþ âåëè÷èíó

Âij := Ψ10Aij, (1.59)

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñêåéëèíãîâîìó �àêòîðó α = −10 â (1.48). Ââåä¼ì

îïðåäåëåíèå Âij:

Âij := Ψ2Aij.

Òîãäà óðàâíåíèå èìïóëüñíîé ñâÿçè ïðèíèìàåò âèä

∇̃jÂ
ij − 2

3
Ψ6∇̃iK = 8πΨ10T i

⊥. (1.60)



1. �åîìåòðèÿ âëîæåííûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé 44

�àìèëüòîíîâà ñâÿçü êàê óðàâíåíèå Ëèõíåðîâè÷à�Éîðêà â êîí�îðì-

íîé ìåòðèêå ïðèíèìàåò âèä:

∇̃i∇̃iΨ− 1

8
R̃Ψ +

1

8
ÂijÂ

ijΨ−7 + 2πT̃⊥⊥Ψ−3 − 1

12
K2Ψ5 = 0, (1.61)

ãäå ìû ââåëè ìàñøòàáèðîâàííóþ ýíåðãåòè÷åñêóþ âåëè÷èíó

T̃⊥⊥ := Ψ8T⊥⊥. (1.62)

1.3 Âàðèàöèîííûé �óíêöèîíàë ÀÄÌ

Ýéíøòåéíîâñêàÿ òåîðèÿ ãðàâèòàöèè áûëà ïðåäñòàâëåíà â ãàìèëüòîíîâîé

�îðìå áîëåå ïîëóâåêà íàçàä [49℄. Ïîëü Äèðàê çàÿâèë, ÷òî ÷åòûð¼õìåð-

íàÿ ñèììåòðèÿ íå ÿâëÿåòñÿ �óíäàìåíòàëüíûì ñâîéñòâîì �èçè÷åñêîãî

ìèðà. Âìåñòî ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñëåäóþò êà-

íîíè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ïåðåìåííûõ. Ñèñòå-

ìû îòñ÷¼òà â Îáùåé Òåîðèè Îòíîñèòåëüíîñòè ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû â

[50℄. ÀÄÌ �îðìàëèçì, îñíîâàííûé íà ïîäõîäå Ïàëàòèíè, áûë ðàçðàáî-

òàí �è÷àðäîì Àðíîâèòòîì, Ñòåíëè Äåçåðîì è ×àðëçîì Ìèçíåðîì â 1959

ãîäó [51℄. Ôóíêöèîíàë �èëüáåðòà â ADM ïåðåìåííûõ:

SH =
1

16πG

t0∫

tI

dt

∫

Σt

d3x
√
γN

(
KijK

ij −K2 +R
)
, (1.63)

ãäå R � ñêàëÿð �è÷÷è ãèïåðïîâåðõíîñòè, è ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà-

÷åíèÿ:

K ij := γikγjlKkl, K := γijKij, γ := det ||γij||, γijγ
jk = δki .

(1.64)
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�àìèëüòîíîâà äèíàìèêà ÎÒÎ ñòðîèòñÿ íà áåñêîíå÷íîìåðíîì âûðîæäåí-

íîì �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå 3-ìåòðèê γij(x, t) è èõ êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæ¼í-

íûõ ïëîòíîñòåé èìïóëüñîâ πij(x, t). Ïîñëåäíèå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç òåíçîð

âíåøíåé êðèâèçíû

πij := −√γ(K ij −Kγij), (1.65)

Â íàñòîÿùåé �ëàâå èññëåäóåì âàêóóìíûå óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà, ïîýòîìó

áóäåì èñïîëüçîâàòü ADM-åäèíèöû: c = 1, 16πG = 1, èñòèííûå ïëîòíî-

ñòè èìïóëüñîâ âûðàæàþòñÿ êàê πijtrue = πij/(16πG).

Âàðèàöèîííûé �óíêöèîíàë â åäèíèöàõ ADM

SADM =

t0∫

tI

dt

∫

Σt

d3x

(
πij

dγij
dt
−NH⊥ −N iHi

)
. (1.66)

Äåéñòâèå (1.66) ïîëó÷àåòñÿ èç �óíêöèîíàëà �èëüáåðòà (1.63) ñ ïðèìåíå-

íèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà. Ñóïåðãàìèëüòîíèàí ãðàâèòàöèîííîãî

ïîëÿ åñòü �óíêöèîíàë

∫

Σt

d3x
(
NH⊥ +N iHi

)
, (1.67)

ãäå N è N i
ÿâëÿþòñÿ ìíîæèòåëÿìè Ëàãðàíæà, H⊥ è Hi èìåþò ñìûñë

ñâÿçåé, òàê ÷òî Htrue
⊥ = H⊥/(16πG), Hi

true = Hi/(16πG). Èç íèõ

H⊥ :=
√
γ
(
KijK

ij −K2
)
−√γR = Gijklπ

ijπkl −√γR(γij) (1.68)

ïîëó÷åíà ñ ïîìîùüþ ñêàëÿðíîãî ñîîòíîøåíèÿ �àóññà èç òåîðèè âëîæåí-

íûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé, è íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíîâîé ñâÿçüþ, à

Gijkl :=
1

2
√
γ

(γikγjl + γilγjk − γijγkl)
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� ñóïåðìåòðèêà 6D - ãèïåðáîëè÷åñêîãî ñóïåðïðîñòðàíñòâà Óèëåðà � Äå-

Âèòòà (WDW). Èìïóëüñíûå ñâÿçè

Hi := 2
√
γ∇j

(
K ij − γijK

)
= −2∇jπ

ij
(1.69)

ñëåäóþò èç ðåäóöèðîâàííûõ óðàâíåíèé Êîäàööè òåîðèè âëîæåííûõ ãè-

ïåðïîâåðõíîñòåé. Îíè íàêëàäûâàþò îãðàíè÷åíèÿ íà âîçìîæíûå äàííûå

γij(x, t), π
ij(x, t) íà ïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíûõ ãèïåðïîâåðõíîñòÿõΣt. Äè-

âåðãåíòíûé çàêîí, ñëåäóþùèé èç (1.69), ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì çàêîíà �àóñ-

ñà ýëåêòðîäèíàìèêè Ìàêñâåëëà. �àìèëüòîíîâà æå ñâÿçü (1.68) íå èìååò

àíàëîãà â ýëåêòðîäèíàìèêå. Îíà îïèñûâàåò äèíàìèêó ñàìîé ïðîñòðàí-

ñòâåííîé ãåîìåòðèè.

�àìèëüòîíîâà ñâÿçü (1.68) ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç èìïóëüñíûå

ïåðåìåííûå (1.65):

H⊥ =
1√
γ

(
πijπ

ij − 1

2
π2
)
−√γR, (1.70)

ïîñêîëüêó

K ij = − 1√
γ

(
πij − 1

2
πγij

)
, πij := γikγjlπ

kl,

π := γijπ
ij , K =

π

2
√
γ
.

Ñêîáêà Ïóàññîíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áèëèíåéíóþ îïåðàöèþ íà äâóõ

�óíêöèîíàëàõ F [γij, π
ij], G[γij, π

ij] [52℄

{F,G} =

∫

Σt

d3x

(
δF

δγij(t,x)

δG

δπij(t,x)
− δG

δγij(t,x)

δF

δπij(t,x)

)
. (1.71)

Êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå óäîâëåòâîðÿþò êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøå-

íèÿì

{γij(t,x), πkl(t,x′)} = δklij δ(x− x′), (1.72)
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ãäå ñèììåòðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ Êðîíåêåðà îïðåäåëÿåòñÿ êàê

δklij :=
1

2

(
δki δ

l
j + δliδ

k
j

)
,

à δ(x − x′) åñòü δ-�óíêöèÿ Äèðàêà, îïðåäåë¼ííàÿ íà ìíîãîîáðàçèè Σt.

Ñâÿçè (1.68), (1.69) ÿâëÿþòñÿ ñâÿçÿìè ïåðâîãî êëàññà, ïîñêîëüêó ïðè-

íàäëåæàò çàìêíóòîé àëãåáðå

{H⊥(x),H⊥(x′)} = (Hi(x) +Hi(x′))
∂

∂xi
δ(x− x′),

{Hi(x),H⊥(x′)} = H⊥(x)
∂

∂xi
δ(x− x′),

{Hi(x),Hj(x
′)} = Hi(x

′)
∂

∂xj
δ(x− x′) +Hj(x)

∂

∂xi
δ(x− x′).

Âàðèàöèè äåéñòâèÿ (1.66) ïî êàíîíè÷åñêèì ïåðåìåííûì πij(t,x) ïðè-

âîäÿò ê êèíåìàòè÷åñêèì óðàâíåíèÿì

δ

δπij
SADM =

∂γij
∂t

= −2NKij +∇iNj +∇jNi

=
2N√
γ

(
πij −

1

2
γijπ

)
+∇iNj +∇jNi. (1.73)

Âàðèàöèè äåéñòâèÿ (1.66) ïî êàíîíè÷åñêèì ïåðåìåííûì γij(t,x) äàþò

äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ

δ

δγij
SADM = −∂π

ij

∂t
= N
√
γ

(
Rij − 1

2
γijR

)

− N

2
√
γ
γij
(
πmnπmn −

1

2
π2
)

+
2N√
γ

(
πimπjm −

1

2
ππij

)
−√γ

(
∇i∇jN − γij△N

)

− ∇m

(
πijNm

)
+∇mN

iπmj +∇mN
jπmi, (1.74)

ãäå △ ≡ ∇i∇i
� ëàïëàñèàí.
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1.3.1 Äâóìåðíàÿ R
n
�ãðàâèòàöèÿ

Àëüáåðò Ýéíøòåéí â ïÿòîì èçäàíèè ñâîåé êíèãè �Ñóùíîñòü Òåîðèè Îò-

íîñèòåëüíîñòè� äîáàâèë ðàáîòó ��åëÿòèâèñòñêàÿ òåîðèÿ íåñèììåòðè÷-

íîãî ïîëÿ�, íàïèñàííóþ â ñîàâòîðñòâå ñ Áðóðèåé Êàó�ìàí [53℄. Ñèñòåìà

äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íå îïðåäåëÿåò ïîëå ïîëíîñòüþ.

Îñòàþòñÿ ñâîáîäíûå äàííûå. ×åì ìåíüøå ñâîáîäíûõ äàííûõ, òåì �æ¼ñò-

÷å� ñèñòåìà. Òàêèì îáðàçîì Ýéíøòåéí ââ¼ë ïîíÿòèå �æ¼ñòêîñòü� ñèñòåìû

ïîëåâûõ óðàâíåíèé. Êàê îïðåäåëèòü ñòåïåíü ñâîáîäû �óíêöèé? Ýòà ïðî-

áëåìà èçó÷àëàñü Ýäìóíäîì Óèòòåêåðîì ïðè ðàññìîòðåíèè ñ�åðè÷åñêèõ

ãàðìîíèê [54℄. Êàê çàäàòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ñèñòåìû äè��åðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé, åñëè èìåþòñÿ êàëèáðîâî÷íûå ñòåïåíè ñâîáîäû è òîæ-

äåñòâà? Çàäà÷à èäåíòè�èêàöèè äèíàìè÷åñêèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû ñâÿçàíà

ñ ïðîáëåìîé Êîøè [55℄. Èìååòñÿ èíòåðåñíàÿ ïîëåâàÿ çàäà÷à, íå èìåþùàÿ

âîîáùå äèíàìè÷åñêèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû [56℄.

�àññìîòðèì â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ïîó÷èòåëüíûé ïðèìåð ñèñòåìû ñî

ñâÿçÿìè, ëàãðàíæèàí êîòîðîé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãàóññîâó êðèâèçíó ïðî-

ñòðàíñòâà - âðåìåíè â n-é ñòåïåíè (n ∈ N, n > 1) [57℄. Áîëåå îáùèå ñëó-

÷àè ðàññìàòðèâàþòñÿ â ðàáîòàõ [58, 59, 60℄. Ïîñêîëüêó �óíêöèîíàëîì

�èëüáåðòà ãðàâèòàöèè â (1+1)-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ

òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò �àóññà � Áîííå, âîçüì¼ì â êà÷åñòâå ëàãðàí-

æèàíà ãàóññîâó êðèâèçíó â n-é ñòåïåíè. Òåîðèÿ ñîõðàíÿåò ñâîþ êîâàðè-

àíòíîñòü. Õîòÿ ðàñ÷¼òû è ïðåäñòàâëÿþòñÿ äîâîëüíî òðóäî¼ìêèìè, çàäà-

÷à ðåøàåòñÿ òî÷íî, è ïðåäñòàâëÿåò ïîëåçíûé ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ îáîá-

ù¼ííûõ �îðì Êàðòàíà.

Ìåòðèêó ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè âîçüì¼ì â �îðìå Àðíîâèòòà � Äåçå-
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ðà � Ìèçíåðà:

(gµν) =


 α2 + β2 γβ

γβ γ2


 ,

√
g = αγ, (1.75)

ãäå ìåòðè÷åñêèå �óíêöèè α(t, x) è β(t, x) èìåþò ñìûñë ìíîæèòåëåé Ëàãðàí-

æà. �àóññîâà êðèâèçíà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå [61℄

R = − 1

2α3γ2
det




α β γ

α̇ β̇ γ̇

α′ β ′ γ ′




− 1

2αγ



[

(γ2)
. − (γβ)

′

αγ

].
−
[

(γβ). − (α2 + β2)
′

αγ

]′

 , (1.76)

ãäå òî÷êàìè îáîçíà÷åíû ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåííîé ïåðåìåííîé t, à øòðè-

õàìè � ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé x. Ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ ïðèìåò

âèä

S =
1

2

∫

t,x

Rnαγ

=
1

2

∫

t,x

(αγ)1−n




(
β ′ − γ̇
α

).

+

(
βγ̇

αγ

)′

−
(

(α2 + β2)
′

2αγ

)′



n

, (1.77)

ãäå

∫
t,x îáîçíà÷àåò èíòåãðèðîâàíèå ïî ïðîñòðàíñòâó-âðåìåíè. Âàðüèðóÿ

S ïî ìåòðèêå ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà � Ýéëåðà

∂L
∂α
− ∂

∂t

∂L
∂α̇
− ∂

∂x

∂L
∂α′

+
∂2

∂x2
∂L
∂α′′

= 0,

∂L
∂β
− ∂

∂x

∂L
∂β ′

+
∂2

∂t∂x

∂L
∂β̇ ′

+
∂2

∂x2
∂L
∂β ′′

= 0,

∂L
∂γ
− ∂

∂t

∂L
∂γ̇
− ∂

∂x

∂L
∂γ ′

+
∂2

∂t2
∂L
∂γ̈

+
∂2

∂t∂x

∂L
∂γ̇ ′

= 0, (1.78)
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ãäå L åñòü ïëîòíîñòü �óíêöèè Ëàãðàíæà.

Ïîëó÷åííûå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ýêñòðåìàëåé (1.78) âû-

ãëÿäÿò äîñòàòî÷íî ñëîæíî. Îíè áóäóò âûãëÿäåòü ÿñíåå ïîñëå ïåðåõîäà ê

ãàìèëüòîíîâó îïèñàíèþ, ïîñêîëüêó ìû èìååì äåëî ñ íåâûðîæäåííîé òåî-

ðèåé ñ âûñøèìè ïðîèçâîäíûìè. Ïðèìåíèì, íåñêîëüêî ìîäè�èöèðîâàâ,

ìåòîä Îñòðîãðàäñêîãî [62℄. Óäîáíî ââåñòè, ïîìèìî îáîáù¼ííûõ êîîðäè-

íàò (α, β, γ), íîâóþ ïåðåìåííóþ

u :=
β

′ − γ̇
α

. (1.79)

Äåéñòâèå â îáîáù¼ííûõ êîîðäèíàòàõ (α, β, γ, u) ïðèíèìàåò ñëåäóþùóþ

�îðìó

S =
1

2

∫

t,x

(αγ)1−n
[
u̇−

(
βu+ α

′

γ

)′
]n
. (1.80)

Ïëîòíîñòè èìïóëüñîâ íàõîäèì, èñïîëüçóÿ �óíêöèîíàëüíûå ïðîèçâîäíûå

πu :=
δW

δu̇
=
∂L
∂u̇

=
n

2
αγ1−n

[
u̇−

(
βu+ α

′

γ

)′
]n−1

,

πα :=
δW

δα̇
=
∂L
∂α̇

,

πβ :=
δW

δβ̇
= − ∂

∂x

∂L
∂β̇ ′

,

πγ :=
δW

δγ̇
=
∂L
∂γ̇
− ∂

∂t

∂L
∂γ̈
− ∂

∂x

∂L
∂γ̇ ′

.

Äàëåå, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (1.79), ãàìèëüòîíèàí

H =

∫

x

(πuu̇+ παα̇+ πββ̇ + πγγ̇ −L[α, α̇, α
′

, α
′′

; β, β
′

, β̇
′

, β
′′

; γ, γ̇, γ
′

, γ̈, γ̇
′

])

ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì

H =

∫

x

(πuu̇+ παα̇ + πββ̇ + πγ(β
′ − αu)− L[α, α

′

, α
′′

; β, β
′

; γ, γ
′

; u, u̇, u
′

]).
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Èãíîðèðóÿ ãðàíè÷íûå ÷ëåíû, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ãà-

ìèëüòîíèàíà

H =

∫

x

(
παα̇ + πββ̇

+ α

[
(n− 1)

(
2

nn

)1/(n−1)
γπn/(n−1)u − uπγ +

(
π

′

u

γ

)′
]

+ β

[
−u
(
π

′

u

γ

)
− π′

γ

])
.

Ïîìèìî óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, ïîëó÷åííûõ âàðüèðîâàíèåì ãàìèëüòîíèà-

íà ïî ïåðåìåííûì u(t, x), γ(t, x), èìåþòñÿ äâå äè��åðåíöèàëüíûå ñâÿçè:

(n− 1)

(
2

nn

)1/(n−1)
γπn/(n−1)u − uπγ +

(
π

′

u

γ

)′

= 0,

u

(
π

′

u

γ

)
+ π

′

γ = 0.

Ñèñòåìó óðàâíåíèé ìîæíî îäèí ðàç ïðîèíòåãðèðîâàòü, ïîñëå ÷åãî

îíà ïðèìåò âèä

1

2n− 1

(
2

n

)n/(n−1)
π(2n−1)/(n−1)u +

(
π

′

u

γ

)2

+ π2γ = c(t),

uπ
′

u + γπ
′

γ = 0, (1.81)

ãäå c(t) � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ âðåìåíè.

�àìèëüòîíîâ �îðìàëèçì îïðåäåë¼í ñ ïîìîùüþ ïóàññîíîâîé ñòðóêòó-

ðû Ĵ , çàäàííîé íà �óíêöèîíàëüíîì �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Âûïèøåì

íåíóëåâûå ñêîáêè:

{γ(t, x), πγ(t
′, x′)} = δ(t− t′)δ(x− x′),

{u(t, x), πu(t
′, x′)} = δ(t− t′)δ(x− x′).
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Òåì ñàìûì îïðåäåëÿåì �åîìåòðîäèíàìèêó íà �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå Óè-

ëåðà � ÄåÂèòòà.

Äàëåå êîíñòðóèðóåì íà îñíîâå ñâÿçåé �óíêöèîíàëû

Φ[φ] =

∫

t,x

(
1

2n− 1

(
2

n

)n/(n−1)
π(2n−1)/(n−1)u

+

(
π

′

u

γ

)2

+ π2γ − c(t)
)
φ(t, x),

Ξ[ξ] =

∫

t,x

(uπ
′

u + γπ
′

γ)χ(t, x)

è âû÷èñëÿåì èõ ñêîáêè Ïóàññîíà

{Φ,Ξ} =

∫

t,x;t′,x′

δΦ

δz
Ĵ
δΦ

δz
. (1.82)

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

{Φ[φ],Ξ[ξ]} = Φ[(φχ)
′

] +

∫
c(t)φ(t, x).

Òàêèì îáðàçîì, äè��åðåíöèàëüíûå ñâÿçè �îðìèðóþò çàìêíóòóþ àë-

ãåáðó. Ìîæåì âûðàçèòü ïåðåìåííûå πγ è u èç ñâÿçåé êàê

π2γ = c(t)− 1

2n− 1

(
2

n

)n/(n−1)
π(2n−1)/(n−1)u −

(
π

′

u

γ

)2

,

u = −γ
(
π

′

γ

π′

u

)
.

1.3.2 Âàðèàöèîííûé êîìïëåêñ Äå �àìà

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ êîâàðèàíòíûõ òåîðèé âîñòðåáîâàííûì îêàçûâàåòñÿ

ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò òåîðèè âàðèàöèîííûõ êîìïëåêñîâ [63, 64℄, êî-

òîðûé ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì äè��åðåíöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ Äå �àìà
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[65, 66℄. Âàðèàöèîííûå êîìïëåêñû ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå äâóõ êîìïî-

íåíò. Ïåðâàÿ ÷àñòü ïîëó÷àåòñÿ ïåðå�îðìóëèðîâêîé êîìïëåêñà Äå �àìà

íà ïðîñòðàíñòâà äè��åðåíöèàëüíûõ �óíêöèé, çàäàííûõ íà V ⊂ X×D,
ãäå X åñòü ïðîñòðàíñòâî íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ è U � ïðîñòðàíñòâî

çàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ. Äè��åðåíöèàëüíàÿ r−�îðìà çàäà¼òñÿ êàê

ωr =
∑

J

PJ [u]dxj, (1.83)

ãäå PJ äè��åðåíöèàëüíûå �óíêöèè è

dxJ = dxj1 ∧ . . . ∧ dxjr , 1 ≤ j1 < . . . < jr ≤ p

îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà äè��åðåíöèàëüíûõ r−�îðì ∧rT ∗X.
Òàê êàê äëÿ ðåëÿòèâèñòñêèõ òåîðèé ñëåäñòâèåì êîâàðèàíòíîñòè îïè-

ñàíèÿ ÿâëÿåòñÿ îáðàùåíèå â íóëü ñóïåðãàìèëüòîíèàíà [67, 68℄, ìû áóäåì

èíòåðåñîâàòüñÿ çäåñü âòîðîé ÷àñòüþ âàðèàöèîííîãî êîìïëåêñà. Ïðåäïî-

ëîæèì, ãàìèëüòîíîâà ñâÿçü ðàçðåøåíà. Äè��åðåíöèàëüíûå �îðìû àê-

òèâíû íà �ãîðèçîíòàëüíûõ� ïåðåìåííûõX èçM , à âåðòèêàëüíûå �îðìû

êîíñòðóèðóþòñÿ àíàëîãè÷íî � îíè àêòèâíû íà �âåðòèêàëüíûõ� ïåðåìåí-

íûõ u è èõ ïðîèçâîäíûõ. Âåðòèêàëüíàÿ k-�îðìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êî-

íå÷íóþ ñóììó

ω̂k =
∑

Pα
J [u]duα1

J1
∧ . . . ∧ duαk

Jk
, (1.84)

ãäå Pα
J � äè��åðåíöèàëüíûå �óíêöèè. Çäåñü íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå

âûñòóïàþò â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ. Âåðòèêàëüíûå �îðìû ω̂ ïîñòðîåíû

íà ïðîñòðàíñòâå êîíå÷íûõ ñòðóé M (n)
. Âåðòèêàëüíûå äè��åðåíöèàëû

îáëàäàþò ñâîéñòâàìè áèëèíåéíîñòè, àíòèäè��åðåíöèðîâàíèÿ è çàìêíó-

òîñòè ïîäîáíî îáû÷íûì äè��åðåíöèàëàì. Çäåñü ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü



1. �åîìåòðèÿ âëîæåííûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé 54

�èñ. 1.2: Âàðèàöèîííûé äè��åðåíöèàë δ îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâ

�óíêöèîíàëüíûõ �îðì.

�óíêöèîíàëüíûå �îðìû, ñâÿçàííûå ñ ââåä¼ííûìè âåðòèêàëüíûìè �îð-

ìàì êàê �óíêöèîíàëû, ñâÿçàííûå ñ äè��åðåíöèàëüíûìè �óíêöèÿìè.

Ïóñòü ωk =
∫
x ω̂

k
� �óíêöèîíàëüíàÿ k−�îðìà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ

âåðòèêàëüíîé k−�îðìå ω̂k. Âàðèàöèîííûé äè��åðåíöèàë �îðìû ωk

åñòü �óíêöèîíàë (k + 1)-�îðìû, ñîîòâåòñòâóþùåé âåðòèêàëüíîìó äè�-

�åðåíöèàëó �îðìû ω̂k
. Îñíîâíûå ñâîéñòâà ñëåäóþò èç ñâîéñòâ âåðòè-

êàëüíûõ äè��åðåíöèàëîâ, è òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷àåì âàðèàöèîííûé

êîìïëåêñ. Âàðèàöèîííûé äè��åðåíöèàë îïðåäåëÿåò òî÷íûé êîìïëåêñ

0
δ−→ Λ0

∗
δ−→ Λ1

∗
δ−→ Λ2

∗
δ−→ Λ3

∗
δ−→ · · · (1.85)

íà ïðîñòðàíñòâå �óíêöèîíàëüíûõ �îðì íà M (ñì. �èñ. 1.2).

Îñîáûé èíòåðåñ â çàäà÷àõ òåîðåòè÷åñêîé �èçèêè ïðåäñòàâëÿþò ñëå-

äóþùèå �óíêöèîíàëüíûå �îðìû: ω0,ω1,ω2
[69℄. Â ðàññìàòðèâàåìîé

íàìè çàäà÷å, ïîñëå ðàçðåøåíèÿ ñâÿçåé, ìû ïîëó÷àåì �óíêöèîíàëüíóþ

1��îðìó êàê îáîáùåíèå äè��åðåíöèàëüíîé êàðòàíîâñêîé �îðìû äëÿ

äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì

ω1 =

∫

t,x

[
πγ

(
t, πu,

(
π

′

u

γ

))
dγ − u

(
t, πu,

(
π

′

u

γ

)
,

(
π

′

u

γ

)′
)
dπu

]
. (1.86)

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ êàê óñëîâèå çàìêíóòîñòè 1-�îðìû:
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δω1 = 0. Íî, êàê ìû ïîêàæåì íèæå, ñóùåñòâóåò òàêàÿ 0-�îðìà ω0

ω0 =

∫

t,x

ω̂0(t, γ, πu) (1.87)

÷òî δω0 = ω1
, òî åñòü ω1

ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî çàìêíóòîé �îðìîé, îíà

ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé �îðìîé.

Äåéñòâóÿ îïåðàòîðîì âàðèàöèîííîãî äè��åðåíöèàëà δ íà �îðìó ω0

(1.87), ïîëó÷àåì

δω0 =

∫

t,x

[
δω0

δγ
dγ +

δω0

δπu
dπu

]
. (1.88)

Îòñþäà ìû íàõîäèì äè��åðåíöèàëüíûå óñëîâèÿ íà ω̂0(t, γ, πu)

∂ω̂0

∂γ
= πγ

(
t, πu,

(
π

′

u

γ

))
, (1.89)

∂ω̂0

∂πu
=

∂

∂x

(
∂ω̂0

∂π′

u

)
= −u

(
t, πu,

(
π

′

u

γ

)
,

(
π

′

u

γ

)′
)
. (1.90)

Ñèñòåìó äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.89), (1.90) ìîæíî ðåøèòü

àíàëèòè÷åñêè:

ω̂0 =

∫

t,x

γ

[
c(t)− 1

2n− 1

(
2

n

)n/(n−1)
π(2n−1)/(n−1)u −

(
π

′

u

γ

)2
]1/2

+

∫

t,x

π
′

u arcsin


π

′

u

γ

(
c(t)− 1

2n− 1

(
2

n

)n/(n−1)
π(2n−1)/(n−1)u

)−1/2
 ,

ãäå πu(α, α̇, α
′

, α
′′

; β, β
′

, β̇
′

, β
′′

; γ, γ̇, γ̈, γ̇
′

) â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ åñòü

πu =
1

αγ



(
β

′ − γ̇
α

).

+

(
2βγ̇ − (α2 + β2)

′

2αγ

)′

 . (1.91)

Ìû ïîëó÷èëè îáîáù¼ííûé âàðèàöèîííûé êîìïëåêñ Äå �àìà

0
δ−→ Λ0

∗
δ−→ Λ1

∗
δ−→ 0, (1.92)
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�èñ. 1.3: Ôóíêöèîíàëüíàÿ �îðìà ω1
, îáîáùåíèå äè��åðåíöèàëüíîé �îðìû Êàð-

òàíà, ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî çàìêíóòîé �îðìîé, îíà îêàçûâàåòñÿ òî÷íîé. Îáîáù¼ííàÿ

ãðóïïà êîãîìîëîãèé Äå �àìà ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíîé.

ïîñêîëüêó îïåðàòîð âàðèàöèîííîãî äè��åðåíöèàëà δ íèëüïîòåíòåí: δ2 =

0. Ñëåäîâàòåëüíî, îáîáù¼ííàÿ ãðóïïà êîãîìîëîãèé Äå �àìà òðèâèàëüíà

(ñì. �èñ. 1.3).

1.4 Âûâîäû

Â íàñòîÿùåé �ëàâå ïîäãîòîâëåí íåîáõîäèìûé äëÿ äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ

�èçè÷åñêèõ ïðîÿâëåíèé ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò

äè��åðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè è êîí�îðìíîé ãåîìåòðèè. Ââåäåíû ïîíÿ-

òèÿ è îáîçíà÷åíèÿ, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ íà ïðîòÿæåíèè âñåãî

äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ ðàáîòû.

Èçó÷åíà äèíàìè÷åñêàÿ ïîëåâàÿ ñèñòåìà ñî ñâÿçÿìè, ëàãðàíæèàí êî-

òîðîé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãàóññîâó êðèâèçíó äâóìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà-

âðåìåíè â n-é ñòåïåíè. Ïîñêîëüêó çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèíàìè-

÷åñêóþ ñèñòåìó ñ âûñøèìè ïðîèçâîäíûìè, äëÿ ïåðåõîäà ê ãàìèëüòîíî-

âîé �îðìå, ïðèìåí¼í îáîáù¼ííûé ìåòîä Îñòðîãðàäñêîãî. Äëÿ èññëåäî-

âàíèÿ çàäà÷è îêàçàëñÿ ý��åêòèâåí ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò òåîðèè âà-
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ðèàöèîííûõ êîìïëåêñîâ, ÿâëÿþùèéñÿ îáîáùåíèåì äè��åðåíöèàëüíûõ

êîìïëåêñîâ Äå �àìà. Âàðèàöèîííûé äè��åðåíöèàë îïðåäåëÿåò òî÷íûé

êîìïëåêñ íà ïðîñòðàíñòâå �óíêöèîíàëüíûõ �îðì. Ïîêàçàíî, ÷òî �óíê-

öèîíàëüíàÿ �îðìà ω1
, îáîáùåíèå äè��åðåíöèàëüíîé �îðìû Êàðòàíà,

ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî çàìêíóòîé �îðìîé, îíà îêàçûâàåòñÿ òî÷íîé. Òåì ñà-

ìûì äîêàçàíî, ÷òî îáîáù¼ííàÿ ãðóïïà êîãîìîëîãèé Äå �àìà òðèâèàëü-

íà. Ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî �óíêöèîíàë äåéñòâèÿ

íå çàäà¼ò êàêîé-ëèáî äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è.



�ëàâà 2

Âðåìÿ â

�åîìåòðîäèíàìèêå

�åîìåòðîäèíàìèêà åñòü òåîðèÿ ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè ïî ñâîåé ñóùíî-

ñòè. Èí�îðìàöèÿ î âðåìåíè ñîäåðæèòñÿ â ãåîìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòè-

êàõ ïðîñòðàíñòâà [70℄:

�Âðåìÿ èìååò äâîéíîå ëèöî êàê Âðåìÿ-áîã, ßíóñ, â àíòè÷íûõ ïðåäñòàâ-

ëåíèÿõ. Îäíî êà÷åñòâî ñîäåðæèò äâå èíòåðïðåòàöèè � õðîíîìåòðè÷å-

ñêóþ è äèíàìè÷åñêóþ�.

Ïðîáëåìà ãëîáàëüíîãî âðåìåíè Âñåëåííîé ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé â Îáùåé

Òåîðèè Îòíîñèòåëüíîñòè [71℄�[76℄. Â îäíîðîäíûõ ìîäåëÿõ ãëîáàëüíîå

âðåìÿ ñòðîèòñÿ ðåäóêöèåé ðàñøèðåííîãî �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà [77℄�

[82℄. Âðåìåíè, êàê òàêîâîãî, íå ñóùåñòâóåò â Ïðèðîäå [83℄. Â ñîâðåìåííîé

�èçèêå íüþòîíîâñêàÿ êîíöåïöèÿ àáñîëþòíîãî âðåìåíè, âïîëíå ïðèãîä-

íàÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè, âåä¼ò ê íåóäîâëåòâîðè-

òåëüíîé èíòåðïðåòàöèè ñîâðåìåííûõ íàáëþäàòåëüíûõ äàííûõ. Íåò àá-

58
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ñòðàêòíîãî âðåìåíè êàê ìåðû ïðîèñõîäÿùèõ ñîáûòèé, íî, íàîáîðîò, èç-

ìåí÷èâîñòü ïðîèñõîäÿùèõ ñîáûòèé ÿâëÿåòñÿ ìåðèëîì âðåìåíè. Èí�îð-

ìàöèÿ î âðåìåíè è ñîîòâåòñòâóþùåì ãåíåðàòîðå âðåìåííûõ ñäâèãîâ (ãà-

ìèëüòîíèàíå) ñîäåðæèòñÿ âî âíóòðåííåé ãåîìåòðèè, çàäàâàåìîé ìåòðè-

÷åñêèì òåíçîðîì ïðîñòðàíñòâà, è âíåøíåé ãåîìåòðèè, çàäàâàåìîé òåíçî-

ðîì âíåøíåé êðèâèçíû ïðîñòðàíñòâà. Ê ïðèìåðó, Áðàéñ ÄåÂèòò [84℄ è

Äæîí Óèëåð [85℄ èäåíòè�èöèðîâàëè êîñìîëîãè÷åñêîå âðåìÿ ñ êîñìîëî-

ãè÷åñêèì ìàñøòàáíûì �àêòîðîì.

Âåðíåð �àéçåíáåðã â �ëàâå �Êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà è áåñåäà ñ Àëüáåð-

òîì Ýéíøòåéíîì (1925�1926)� ñâîåé êíèãè [86℄ öèòèðóåò óòâåðæäåíèå

Àëüáåðòà Ýéíøòåéíà:

�Íî, â ïðèíöèïå, äîâîëüíî íåïðàâèëüíî ïûòàòüñÿ ñòðîèòü òåîðèþ òîëü-

êî íà íàáëþäàåìûõ âåëè÷èíàõ. Â ðåàëüíîñòè, âñ¼ íå òàê ïðîèñõîäèò.

Èìåííî òåîðèè ðåøàòü, ÷òî ìîæíî èçìåðÿòü�.

Ýòîò ðàçãîâîð ìåæäó äâóìÿ âåëèêèìè ó÷¼íûìè î ñòàòóñå íàáëþäàåìûõ

âåëè÷èí â òåîðèè (êâàíòîâîé ìåõàíèêå èëè Îáùåé Òåîðèè Îòíîñèòåëü-

íîñòè) îñòà¼òñÿ àêòóàëüíûì è ïîíûíå.

2.1 Ìíîãîñòðåëî÷íîå âðåìÿ â �åîìåòðîäèíà-

ìèêå

Ïåðåõîä ê êîí�îðìíûì ïåðåìåííûì Äèðàêà îçíà÷àåò ïåðåõîä ê �èçè÷å-

ñêèì ïåðåìåííûì. Â äóõå èäåé êîí�îðìíîé ãðàâèòàöèè [41℄, êîí�îðì-

íàÿ ìåòðèêà ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé �èçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Âûäåëèì



2. Âðåìÿ â �åîìåòðîäèíàìèêå 60

âíóòðåííåå âðåìÿ èç 3-ãåîìåòðèè, âûïîëíèâ êîí�îðìíîå ïðåîáðàçîâà-

íèå ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé ãëàäêîé �óíêöèè φ(x):

γij := φ4γ̄ij. (2.1)

Êîí�îðìíîå îòîáðàæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòíûì äè��åîìîð�èç-

ìîì, íî ñîõðàíÿþòñÿ óãëû ìåæäó âåêòîðàìè è îòíîøåíèå âåëè÷èí â

òî÷êàõ ñ îäèíàêîâûìè êîîðäèíàòàìè. Äèðàê, â ïîèñêàõ äèíàìè÷åñêèõ

ñòåïåíåé ñâîáîäû ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ, ââ¼ë êîí�îðìíûå ïåðåìåííûå

γ̃ij, π̃
ij

[87℄

γ̃ij :=
γij
3
√
γ
, π̃ij := 3

√
γ

(
πij − 1

3
πγij

)
, (2.2)

îïðåäåëÿÿ êîí�îðìíûé �àêòîð ÷åðåç äåòåðìèíàíò ìåòðèêè (2.1)

φ = γ1/12. (2.3)

Èç íèõ èìååòñÿ ïÿòü íåçàâèñèìûõ ïàð (γ̃ij, π̃
ij) íà êàæäóþ òî÷êó ïðî-

ñòðàíñòâà, òàê êàê äåòåðìèíàíò êîí�îðìíîé ìåòðèêè ðàâåí åäèíèöå, è

ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç êîí�îðìíûõ ïëîòíîñòåé èìïóëüñîâ ÿâëÿåòñÿ

áåññëåäîâîé:

γ̃ := det ||γ̃ij|| = 1, π̃ := γ̃ijπ̃
ij = 0.

Îñòàâøàÿñÿ øåñòàÿ ïàðà (D, π)

D := −2

3
ln
√
γ, π := 2K

√
γ (2.4)

ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæ¼ííîé. Ñóòü ïåðåõîäà (2.2) ñîñòîèò â òîì,

÷òî ìåòðèêå γ̃ij îòâå÷àåò öåëûé êëàññ êîí�îðìíî ýêâèâàëåíòíûõ ðèìà-

íîâûõ 3-ìåòðèê γij. Âûäåëåííàÿ êàíîíè÷åñêàÿ ïàðà (D, π) (2.4) èìååò

ÿñíûé �èçè÷åñêèé ñìûñë: ïåðåìåííûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîëåâîå âíóò-

ðåííåå âðåìÿ è ãàìèëüòîíîâó ïëîòíîñòü ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ.
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�àìèëüòîíîâà ñâÿçü â íîâûõ ïåðåìåííûõ:

H̃⊥ := π̃ijπ̃
ijφ−6 + 8φ∆̃φ− R̃φ2 − 2

3
K2φ6, (2.5)

êîí�îðìíûå èìïóëüñíûå ñâÿçè:

H̃i := −2φ−4∇̃jπ̃
ij − 4

3
φ2∇̃iK. (2.6)

Çäåñü ∇̃i � êîí�îðìíàÿ ñâÿçíîñòü, ñîãëàñîâàííàÿ ñ êîí�îðìíîé ìåòðè-

êîé: ∇̃kγ̃ij = 0, ∆̃ ≡ ∇̃i∇̃i
� êîí�îðìíûé ëàïëàñèàí, R̃ � êîí�îðìíûé

ñêàëÿð �è÷÷è

R = φ−4R̃ − 8φ−5∆̃φ.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, àïðèîðíî, ÷òî ñêàëÿð âíåøíåé êðèâèçíû ÿâëÿåòñÿ êîí-

�îðìíûì èíâàðèàíòîì: K̃ = K [88℄.

2.2 Âíóòðåííåå ãëîáàëüíîå âðåìÿ

Ïðåîáðàçîâàíèÿ Äèðàêà (2.2), (2.4) èìåþò îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü ïðèìå-

íèìîñòè: èõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû ñ áåçðàçìåð-

íûì äåòåðìèíàíòîì ìåòðèêè. Íàïðèìåð, ÷àñòî óäîáíî âûïîëíÿòü ðàñ÷¼-

òû â ñ�åðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Òîãäà ïðèõîäèòñÿ ïðèìåíÿòü ñ�å-

ðè÷åñêèå êîîðäèíàòû Øâàðöøèëüäà ñ åäèíè÷íûì äåòåðìèíàíòîì ìåò-

ðèêè [89℄

x1 =
r3

3
, x2 = − cos θ, x3 = ϕ.

Ìåðà îáú¼ìà â ýòèõ êîîðäèíàòàõ

r2 sin θdrdθdϕ = dx1dx2dx3.
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Êàíîíè÷åñêàÿ ïåðåìåííàÿ D (2.4) èãðàåò ðîëü âíóòðåííåãî âðåìåíè â

ìèêñìàñòåðíîé ìîäåëè Ìèçíåðà [90℄. Îíà ïðîïîðöèîíàëüíà îáú¼ìó âñå-

ëåííîé êàê �óíêöèè êîîðäèíàòíîãî âðåìåíè t. Îäíàêî, â îáùåì ñëó÷àå,

êàê ìû âèäèì èç (2.4), D íå ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðîì, à γ̃ij íå åñòü òåíçîð. Äëÿ

ïðåîäîëåíèÿ ýòèõ òðóäíîñòåé, ìû âîñïîëüçóåìñÿ ïëîäîòâîðíîé èäååé áè-

ìåòðè÷åñêîãî �îðìàëèçìà [91℄. Áèìåòðè÷åñêèå òåîðèè îñíîâûâàþòñÿ íà

ââåäåíèè íåêîòîðîé âñïîìîãàòåëüíîé �îíîâîé ìåòðèêè ñ êîìïîíåíòàìè

fij(x). Âîçüì¼ì íåäèíàìè÷åñêóþ ìåòðèêó, Ëè-ïîñòîÿííóþ âäîëü ýâîëþ-

öèîííîãî âåêòîðà êîîðäèíàòíîãî âðåìåíè ḟij = 0.Ôîíîâàÿ ìåòðèêà ïëîñ-

êîãî ïðîñòðàíñòâà óñïåøíî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêè

ïëîñêèõ ïðîñòðàíñòâ [48℄. Äåêàðòîâû êîîðäèíàòû åñòåñòâåííî ïîäõîäÿò

äëÿ îïèñàíèÿ òàêèõ çàäà÷. Ïåðâîíà÷àëüíî ðàçâèòèå òàêèõ òåîðèé áûëî

èíèöèèðîâàíî ïðîáëåìîé ýíåðãèè â òåîðèè ãðàâèòàöèè Ýéíøòåéíà. Óñëî-

âèå ñòàòè÷íîñòè íå îãðàíè÷èâàåò âûáîð �îíîâîé ìåòðèêè òîëüêî ïëîñ-

êîãî ïðîñòðàíñòâà. Áèìåòðè÷åñêèé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ïîäõîäÿùèì

è äëÿ ðåøåíèÿ êîñìîëîãè÷åñêèõ ïðîáëåì, êîãäà äëÿ êàæäîé ëîêàëüíîé

îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà ìîæíî âûáðàòü ñâîþ �îíîâóþ ìåòðèêó.

�àññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé ïðîñòðàíñòâåííîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ ïðîèç-

âîëüíîé òîïîëîãèåé. Èìååì ëîêàëüíîå êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî T (Σt)x

êàê �îíîâîå ïðîñòðàíñòâî äëÿ êàæäîé ëîêàëüíîé îáëàñòè ìíîãîîáðàçèÿ

(Σt). Â êàæäîì êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå çàäàäèì íàáîð òð¼õ ëèíåéíî

íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ eia, çàíóìåðîâàâ èõ ëàòèíñêèìè èíäåêñàìè a, b.

Êîìïîíåíòû �îíîâîé ìåòðèêè êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà:

eiaebi =: fab.

Âìåñòå ñ ýòîé òðèàäîé, ââåä¼ì òðè âçàèìíûõ âåêòîðà eai , îïðåäåëèâ èõ
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óñëîâèÿìè îðòîãîíàëüíîñòè

eai e
i
b = δab , eai e

j
a = δji .

Äàëåå, ìû ìîæåì ïîñòðîèòü òðè ëèíåéíî íåçàâèñèìûå îòíîñèòåëüíî äè�-

�åîìîð�èçìîâ �îðìû Êàðòàíà

ωa(d) = eaidx
i. (2.7)

Ôîíîâàÿ ìåòðèêà çàäà¼òñÿ äè��åðåíöèàëüíûìè �îðìàìè (2.7):

f := fabω
a(d)⊗ ωb(d) = fijdx

i ⊗ dxj, (2.8)

ãäå êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà â êîîðäèíàòíîì áàçèñå

fij = fabe
a
i e

b
j.

Êîìïîíåíòû îáðàòíîé �îíîâîé ìåòðèêè f ij
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ îð-

òîãîíàëüíîñòè

f ikfkj = δij.

Òåïåðü ìû ìîæåì ñðàâíèâàòü �îíîâóþ ìåòðèêó f ñ ìåòðèêîé γ ãðàâè-

òàöèîííîãî ïîëÿ â êàæäîé òî÷êå ìíîãîîáðàçèÿ Σt â ñèëó áèåêòèâíîñòè

îòîáðàæåíèÿ êàæäîé ëîêàëüíîé îáëàñòè

Σt ←→ T (Σt)x.

Ñâÿçíîñòü Ëåâè-×èâèòà ∇̄k ñîãëàñîâàíà ñ �îíîâîé ìåòðèêîé fij:

∇̄kfij = 0.

Îïðåäåëèì óíèìîäóëÿðíûå êîí�îðìíûå ïåðåìåííûå Äèðàêà (γ̃ij, π̃
ij)

ñëåäóþùèì îáðàçîì [92℄:

γ̃ij :=
γij

3
√
γ/f

, π̃ij := 3

√
γ

f

(
πij − 1

3
πγij

)
, (2.9)
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ãäå, äîïîëíèòåëüíî ê äåòåðìèíàíòó γ, îïðåäåë¼ííîìó â (1.64), äîáàâèëñÿ

äåòåðìèíàíò �îíîâîé ìåòðèêè f :

f := det ||fij||.

Òåïåðü êîí�îðìíàÿ ìåòðèêà γ̃ij (2.9) ñòàíîâèòñÿ òåíçîðíûì ïîëåì, ïðå-

îáðàçóþùèìñÿ ïî òåíçîðíîìó ïðåäñòàâëåíèþ ãðóïïû äè��åîìîð�èç-

ìîâ. Ìàñøòàáèðîâàííàÿ ïåðåìåííàÿ (γ/f) åñòü ñêàëÿðíîå ïîëå, ïîñêîëü-

êó ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì îòíîñèòåëüíî äè��åîìîð�èçìîâ. Äîêàæåì òå-

ïåðü âûøåïðèâåä¼ííûå óòâåðæäåíèÿ. Îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ ïðå-

îáðàçîâàíèé (xi) 7→ (xi
′

) äåòåðìèíàíòû ìåòðèê ïðåîáðàçóþòñÿ êàê

γ ′ = (det J)2 γ, f ′ = (det J)2 f.

Äåòåðìèíàíò ìàòðèöû ïåðåõîäà

J i
i′ :=

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∂xi

∂xi′

∣∣∣∣
∣∣∣∣

åñòü ÿêîáèàí (det J). Ñëåäîâàòåëüíî, âèäèì, ÷òî îòíîøåíèå äåòåðìèíàí-

òîâ

γ ′/f ′ = γ/f

åñòü èíâàðèàíò îòíîñèòåëüíî ðàññìàòðèâàåìûõ äè��åîìîð�èçìîâ.

Äîáàâèì ê óíèìîäóëÿðíûì êîí�îðìíûì ïåðåìåííûì (2.9) êàíîíè÷å-

ñêóþ ïàðó: ëîêàëüíîå âíóòðåííåå âðåìÿ D è ïëîòíîñòü ãàìèëüòîíèàíà

π ñëåäóþùèì îáðàçîì:

D := −2

3
ln

√
γ

f
, π := 2K

√
γ. (2.10)

Ôîðìóëû (2.9) è (2.10) çàäàþò ìàñòàáèðîâàííîå îòîáðàæåíèå Äèðàêà

(γij, π
ij) 7→ (D, π; γ̃ij, π̃

ij). (2.11)
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�èìàíîâî ñóïåðïðîñòðàíñòâî ìåòðèê (3M) çàäàíî íà êîìïàêòíîì õàó-

ñäîð�îâîì ïðîñòðàíñòâå Σt. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî, òî÷êè êîòîðîãî ïðåä-

ñòàâëÿþò âñå âîçìîæíûå ðèìàíîâû ìåòðèêè, êàê Riem(3M). Òàê êàê îä-

íà è òà æå ðèìàíîâà ìåòðèêà ìîæåò áûòü çàäàíà â ðàçíûõ êîîðäèíàòíûõ

ñèñòåìàõ, îòîæäåñòâèì âñå òî÷êè, ñâÿçàííûå êîîðäèíàòíûìè ïðåîáðàçî-

âàíèÿìè ãðóïïû äè��åîìîð�èçìîâ Diff(3M). Ìíîæåñòâî, ïîëó÷àåìîå

èç íåêîòîðîé ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè êîîðäèíàòíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè

ãðóïïû, íàçûâàåòñÿ å¼ îðáèòîé. Ñóïåðïðîñòðàíñòâî Óèëåðà � ÄåÂèòòà

îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

G(3M) := Riem(3M)/Diff(3M).

Ôàêòîðèçóÿ G(3M) ñ ïîìîùüþ ãðóïïû êîí�îðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

Conf(3M) ìåòðèê ãèïåðïîâåðõíîñòè, ìû ïîëó÷èì ïðîñòðàíñòâî Òåéõ-

ìþëëåðà êîí�îðìíûõ ñòðóêòóð [93℄

G̃(3M) := G(3M)/Conf(3M).

Ñêîáêè Ïóàññîíà (1.71) ìåæäó íîâûìè ïåðåìåííûìè:

{D(t,x), π(t,x′)} = −δ(x− x′), (2.12)

{γ̃ij(t,x), π̃kl(t,x′)} = δ̃klij δ(x− x′), (2.13)

{π̃ij(t,x), π̃kl(t,x′)} =
1

3
(γ̃klπ̃ij − γ̃ijπ̃kl)δ(x− x′), (2.14)

ãäå

δ̃klij := δki δ
l
j + δliδ

k
j −

1

3
γ̃klγ̃ij

� êîí�îðìíàÿ äåëüòà-�óíêöèÿ Êðîíåêåðà, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâàìè

δ̃ijij = 5, δ̃ijklδ̃
kl
mn = δ̃ijmn, δ̃klij γ̃kl = δ̃klij γ̃

ij = 0, δ̃klij π̃
ij = π̃kl.
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Ìàòðèöà γ̃ij ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé êîí�îðìíîé ìåòðèêîé, òî åñòü,

γ̃ijγ̃jk = δik, γ̃ij = 3

√
γ

f
γij.

Èìååòñÿ òîëüêî ïÿòü íåçàâèñèìûõ ïàð (γ̃ij, π̃
ij) íà êàæäóþ òî÷êó ïðî-

ñòðàíñòâà â ñèëó ñëåäóþùèõ ñâîéñòâ

γ̃ := det ||γ̃ij|| = f, π̃ := γ̃ijπ̃
ij = 0.

�åíåðàòîðû (D(x, t), π(x, t)) �îðìèðóþò ïîäàëãåáðó êâàäðàòè÷íîé àë-

ãåáðû Ëè (2.12) � (2.14).

Îòìåòèì, ÷òî ïðîáëåìû âðåìåíè è ñîõðàíÿþùèõñÿ èíòåãðàëîâ äâè-

æåíèÿ íå ñóùåñòâóåò â àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñêèõ ìèðàõ [94, 95℄. Âðåìÿ

èçìåðÿåòñÿ ÷àñàìè íàáëþäàòåëåé, ðàñïîëàãàþùèõñÿ íà äîñòàòî÷íî äà-

ë¼êîì ðàññòîÿíèè îò ãðàâèòèðóþùèõ îáúåêòîâ. Â ýòîì ñëó÷àå ñóïåðãà-

ìèëüòîíèàí (1.67), ïîñòðîåííûé íà ñâÿçÿõ, äîïîëíÿåòñÿ ïîâåðõíîñòíû-

ìè èíòåãðàëàìè íà áåñêîíå÷íîñòè. Ïîýòîìó ìû óäåëÿåì íàøå âíèìàíèå

òîëüêî ïðîáëåìàì êîñìîëîãèè.

Äëÿ âûïîëíåíèÿ ïðîöåäóðû äåïàðàìåòðèçàöèè, èñïîëüçóåì �îðìóëû

ïðåîáðàçîâàíèÿ (2.9) è ïîëó÷èì

π̃ij
d

dt
γ̃ij =

(
πij − 1

3
πγij

)
d

dt
γij + 3

√
γ

(
πij − 1

3
πγij

)
γij

d

dt

(
γ−1/3

)

= πij
d

dt
γij −

1

3
π

d

dt
(ln γ) .

Äàëåå, èñïîëüçóÿ ïåðåìåííûå (2.10), ïîëó÷èì

πij
d

dt
γij = π̃ij

d

dt
γ̃ij − π

d

dt
D.

ADM �óíêöèîíàë (1.66) ïðèíèìàåò âèä

SADM =

t0∫

tI

dt

∫

Σt

d3x

[
π̃ij

d

dt
γ̃ij − π

d

dt
D −NH̃⊥ −N iH̃i

]
. (2.15)
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Ñëåä ïëîòíîñòè èìïóëüñîâ π âõîäèò â êîí�îðìíóþ ãàìèëüòîíîâó ñâÿçü

(2.5) êâàäðàòè÷íî, ñëåäîâàòåëüíî, âûáðàâ çíàê ïëþñ, âûðàçèì åãî èç

ñâÿçè

π[π̃ij , γ̃ij, D] =
√

6γ
[
φ−12π̃ijπ̃

ij + 8φ−5∆̃φ− φ−4R̃
]1/2

. (2.16)

Âûáðàâ D â êà÷åñòâå âðåìåíè è çàäàâàÿ ðàâåíñòâî âðåìåííûõ èíòåð-

âàëîâ

dD = dt,

ìû ìîæåì ÷àñòè÷íî ðåäóöèðîâàòü äåéñòâèå (2.15). Ïîäñòàâëÿÿ π (2.16)

â äåéñòâèå ADM (2.15), ìû ïîëó÷àåì �óíêöèîíàëüíóþ ïðåñèìïëåêòè÷å-

ñêóþ 1-�îðìó ñ ëîêàëüíûì âðåìåíåì D [96℄

ω1 =

∫

ΣD

d3x
[
π̃ijdγ̃ij − π

(
π̃ij , γ̃ij, D

)
dD
]
. (2.17)

Îïðåäåëèâ èíòåãðàë îò π(x) ïî ãèïåðïîâåðõíîñòè Σt â êà÷åñòâå ãà-

ìèëüòîíèàíà H(x), ìîæåì íàéòè ãëîáàëüíîå âðåìÿ T . Âûðàçèì íóëåâóþ

ìîäó ñêàëÿðíîãî ïîëÿ D(x):

D(x) = 〈D〉(t) +D(x), (2.18)

ãäå åãî ñðåäíåå çíà÷åíèå ïî ãèïåðïîâåðõíîñòè Σt

〈D〉 :=

∫
Σt

d3y
√
γ(y)D(y)∫

Σt
d3y
√
γ(y)

. (2.19)

Âòîðîé ÷ëåí D(x) â (2.18) ÿâëÿåòñÿ îñòàòî÷íûì çíà÷åíèåì ïîëÿ D(x) ñ

íóëåâûì ñðåäíèì ïî ãèïåðïîâåðõíîñòè Σt. Òåïåðü ìû ìîæåì îïðåäåëèòü

ãëîáàëüíîå âðåìÿ

T (t) := 〈D〉(t) = −2

3
〈ln
√
γ/f〉 (2.20)
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êàê ñðåäíåå çíà÷åíèå ïî ãèïåðïîâåðõíîñòè Σt â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè

t. Êîììóòàòîð ãëîáàëüíîãî âðåìåíè T (t) ñ èíòåãðàëüíîé õàðàêòåðèñòè-

êîé P (t) ïîëÿ π(x)

P (t) :=

∫

Σt

d3x πij(x)γij(x) (2.21)

ðàâåí ìèíóñ åäèíèöå

{T, P} = −1,

çíà÷èò, îíè ñîñòàâëÿþò ãëîáàëüíóþ êàíîíè÷åñêóþ ïàðó. Äëÿ äîêàçàòåëü-

ñòâà âû÷èñëèì �óíêöèîíàëüíûå ïðîèçâîäíûå �óíêöèîíàëîâ, çàäàííûõ

â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå, ïî êîìïîíåíòàì ìåòðèêè. Âîñïîëüçîâàâøèñü

�îðìóëàìè äëÿ âàðèàöèé

δγ = γγijδγij = −γγijδγij, δ
√
γ =

1

2

√
γγijδγij,

δγij = −γikγjlδγkl,
δ

δγij(x)
Vt =

1

2

√
γ(x)γij(x),

íàéä¼ì �óíêöèîíàëüíûå ïðîèçâîäíûå îòíîøåíèÿ äâóõ �óíêöèîíàëîâ

(2.19) ïî êîìïîíåíòàì ìåòðèêè

δ

δγij(x)
〈ln
√
γ

f
〉

=
1

2Vt

√
γ(x)γij(x)

(
ln

√
γ

f
(x) + 1− 〈ln

√
γ

f
〉
)
. (2.22)

Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîèçâîäíûå P (2.21) ïî êîìïîíåíòàì ïëîòíîñòè èì-

ïóëüñîâ äàþò êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà

δP

δπij(x)
= γij(x). (2.23)

Âû÷èñëèì òåïåðü ñêîáêè Ïóàññîíà �óíêöèîíàëîâ (2.19) è (2.21) ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì ïðîèçâîäíûõ (2.22) è (2.23)

{
〈ln
√
γ

f
[γij]〉, P [γij, π

ij]

}
=

3

2
.
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Âûðàæåíèå ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî êàê

−2

3

{
ln〈
√
γ

f
[γij]〉, P [γij, π

ij]

}
= {T, P} = −1. (2.24)

Òàêèì îáðàçîì, ìû âû÷èñëèëè èñêîìîå êîììóòàöèîííîå ñîîòíîøåíèå è

ïîëó÷èëè ãëîáàëüíîå âðåìÿ (2.20), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðîì. �àññìîò-

ðèì âàðèàöèþ T (2.20) ïî îòíîøåíèþ ê äè��åîìîð�èçìó

δγij = £Nγij ≡ ∇iNj +∇jNi.

Â ðåçóëüòàòå, íàéä¼ì

δ〈ln
√
γ

f
〉 =

1

2Vt

√
γ(x)γij(x)(∇iNj +∇jNi)

×
(

ln

√
γ

f
(x) + 1− 〈ln

√
γ

f
〉
)
. (2.25)

Èíòåãðèðóÿ âûðàæåíèå (2.25) ïî ãèïåðïîâåðõíîñòè Σt, ìû ïîëó÷àåì èí-

òåãðàë îò äèâåðãåíòíîãî ÷ëåíà, êîòîðûé ðàâåí íóëþ

1

Vt

∫

Σt

d3x
∂

∂xi

[
γij(x)Nj

(
ln

√
γ

f
(x) + 1− 〈ln

√
γ

f
〉
)]

= 0.

Òàêèì îáðàçîì ìû äîêàçàëè, ÷òî ãëîáàëüíîå âðåìÿ T (2.20) ÿâëÿåòñÿ

ñêàëÿðîì, òî åñòü, îíî ñîõðàíÿåòñÿ ïî îòíîøåíèþ ê äè��åîìîð�èçìàì.

Âûðàçèì íóëåâóþ ìîäó ïîëÿ π(x), ïðåäñòàâëÿÿ åãî â âèäå ñóììû

π(x) =
√
γ(x)〈π〉+ π̄(x), (2.26)

ãäå ñðåäíåå çíà÷åíèå π(x) ïî ãèïåðïîâåðõíîñòè Σt

〈π〉 :=

∫
Σt

d3yπ(y)
∫
Σt

d3y
√
γ(y)

. (2.27)

Âòîðîé ÷ëåí â (2.26) åñòü îñòàòîê ïîëÿ π(x) ñ íóëåâûì ñðåäíèì ïî ãèïåð-

ïîâåðõíîñòè Σt. Òàêèì îáðàçîì, �àçîâîå ïðîñòðàíñòâî ΓD îòîáðàæàåòñÿ
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íà �àçîâîå ïðîñòðàíñòâî Γ̄ ïîñëå âûäåëåíèÿ ãëîáàëüíûõ ïåðåìåííûõ T

è P :

(D, π; γ̃ij, π̃
ij) 7→ (T, P ; D̄, π̄; γ̃ij, π̃

ij).

Ñêîáêè Ïóàññîíà ïåðåìåííûõ (T, P, D̄, π̄) íåëèíåéíûå

{T, P} = −1, {D̄(x), P} = 0, (2.28)

{π̄(x), P} = 0, {π̄(x), T} =
3

2Vt

√
γ(x)D̄(x), (2.29)

{T, D̄(x)} = 0, {π̄(x), D̄(y)} = − 1

Vt

√
γ(x). (2.30)

Çäåñü Vt � îáú¼ì ãèïåðïîâåðõíîñòè Σt. Âû÷èñëèì ñêîáêè

{π̄(x), P} = {π(x),

∫

Σt

d3y π(y)} − {√γ(x)〈π〉, P}.

Ïåðâûé ÷ëåí îáðàùàåòñÿ â íóëü, ïîýòîìó ðàññìîòðèì âòîðîé. Äëÿ ýòîãî

íàì ïîòðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü ñëåäóþùèå �óíêöèîíàëüíûå ïðîèçâîäíûå

δ

δγij(x′)
(
√
γ(x)〈π〉) =

1

2

√
γ(x)γij(x)δ(x− x′)〈π〉

+
√
γ(x)

δ

δγij(x′)
〈π〉, (2.31)

δ

δγij(x′)
〈π〉 =

1

Vt
πij(x′)− 1

2Vt

√
γ(x′)γij(x′)〈π〉, (2.32)

δ

δπij(x′)
P = γij(x

′),
δ

δγij(x′)
P = πij(x′), (2.33)

δ

δπij(x′)
(
√
γ(x)〈π〉) =

√
γ(x)

Vt
γij(x

′). (2.34)

Ñîáèðàÿ âñå ÷ëåíû â (2.31) � (2.34), íàõîäèì

{π̄(x), P} =
3

2

√
γ(x)〈π〉+

√
γ(x)〈π〉

−3

2

√
γ(x)〈π〉 − √γ(x)〈π〉 = 0. (2.35)
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Âû÷èñëèì òåïåðü ñêîáêè ìåæäó îñòàòî÷íûìè ïåðåìåííûìè

{π̄(x), D̄(y)} = {π̄(x), D̄(y)} − {π̄(x), 〈D〉}.

Äëÿ èõ âû÷èñëåíèÿ òðåáóåòñÿ íàéòè ñëåäóþùèå �óíêöèîíàëüíûå ïðî-

èçâîäíûå

δ

δπij(x′)
π̄(x) = γij(x)δ(x− x′)− 1

Vt

√
γ(x)γij(x

′), (2.36)

δ

δγij(x′)
D̄(y) =

1

3
(y)γij(y)δ(y − x′)

−
√
γ(x′)γij(x′)

3Vt

(
ln

√
γ

f
(x′) + 1− 〈ln

√
γ

f
〉
)
. (2.37)

Â ðåçóëüòàòå, ïîëó÷àåì

{π̄(x), D̄(y)} = − 1

Vt

√
γ(x). (2.38)

Íàêîíåö, ìû ìîæåì âûïîëíèòü ðåäóêöèþ �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà Γ̄

íà �àçîâîå ïðîñòðàíñòâî Γ̃D êîðàçìåðíîñòè 2 è ïðîöåäóðó äåïàðàìåòðè-

çàöèè

(T, P ; D̄, π̄; γ̃ij, π̃
ij) 7→ (D̄, π̄; γ̃ij, π̃

ij).

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ ðåäóöèðîâàííîå �àçîâîå ïðîñòðàíñòâî êàê

êîêàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå. �àìèëüòîíèàí H[φ; π̃ij, γ̃ij] ñ ãàìèëüòîíîâîé

ïëîòíîñòüþ

H[φ; π̃ij, γ̃ij; x) =
√

6γ

[
φ−12π̃ijπ̃

ij + 8φ−5∆̃φ− φ−4R̃
]1/2

(2.39)

ÿâíî çàâèñèò îò ãëîáàëüíîãî âðåìåíè T . Ôóíêöèè ïîëÿ φ(x) â (2.39)

ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ãëîáàëüíîå âðåìÿ è îñòàòî÷íûå ïîëÿ.

Äàëåå, ïðè èçó÷åíèè äèíàìèêè ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ, âûáåðåì ïî-

ëóãåîäåçè÷åñêîå ñëîåíèå, èãíîðèðóÿ äåéñòâèå ãåíåðàòîðîâ äè��åîìîð-

�èçìîâ. Ïîëó÷èì ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó íà êîíòàêòíîì ìíîãîîáðàçèè ñ
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ãëîáàëüíûì âíóòðåííèì âðåìåíåì T áåç ñâÿçåé. Ýíåðãèÿ âñåëåííîé íå

ñîõðàíÿåòñÿ è ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñò¼ò âî âðåìåíè T . �àìèëüòîíîâ ïîòîê

ãåíåðèðóåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì íà êâàäðàòè÷íîé àëãåáðå Ëè � Ïóàññîíà

(2.13), (2.14) ãåíåðàòîðîâ (γ̃ij, π̃
ij) [97℄:

d

dT
γ̃ij(x) =

∫

Σt

d3x′{γ̃ij(x), π̃kl(x′)} δ

δπ̃kl(x′)
H, (2.40)

d

dT
π̃ij(x) =

∫

Σt

d3x′{π̃ij(x), π̃kl(x′)} δ

δπ̃kl(x′)
H

+

∫

Σt

d3x′{π̃ij(x), γ̃kl(x
′)} δ

δγ̃kl(x′)
H. (2.41)

Âû÷èñëèì �óíêöèîíàëüíûå ïðîèçâîäíûå ãàìèëüòîíèàíà ïî êîìïîíåí-

òàì ïëîòíîñòè èìïóëüñà:

δ

δπ̃kl(x′)
H[φ; π̃ij, γ̃ij] =

6γ(x′)

φ12(x′)H[φ; π̃ij, γ̃ij; x′)
π̃kl(x

′). (2.42)

Ïîëó÷àåì äè��åðåíöèàëüíûé çàêîí ýâîëþöèè êîí�îðìíîé ìåòðèêè (2.40):

d

dT
γ̃ij(x) =

12γ(x)π̃ij(x)

φ12(x)H[φ; π̃ij, γ̃ij; x)
. (2.43)

Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèå ìåæäó ïðîèçâîäíîé îáîáù¼ííûõ êîîðäè-

íàò ïîëÿ γ̃ij ïî ãëîáàëüíîìó âðåìåíè T è ñîïðÿæ¼ííûìè ïëîòíîñòÿìè

èìïóëüñîâ π̃ij ïîëó÷åíû.

Íàéä¼ì òåïåðü ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ êîí�îðìíûõ ïëîòíîñòåé èìïóëü-

ñîâ. Ïåðâûé ÷ëåí â (2.41) âû÷èñëÿåòñÿ ñðàçó

∫

Σt

d3x′{π̃ij(x), π̃kl(x′)} δ

δπ̃kl(x′)
H

= −2γ(x)γ̃ij(x)π̃kl(x)π̃kl(x)

φ12(x)H[φ; π̃ij, γ̃ij; x)
. (2.44)
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Âûïèøåì äàëåå âûðàæåíèÿ äëÿ �óíêöèîíàëüíûõ ïðîèçâîäíûõ ãàìèëü-

òîíèàíà ïî êîìïîíåíòàì êîí�îðìíîé ìåòðèêè γ̃kl

δ

δγ̃kl(x)
H[φ; γ̃ij, π̃

ij] =

∫

Σt

d3y

(
− 3γ(y)

φ4(y)H(y)

δ

δγ̃kl(x)
R̃[γ̃ij, y)

+
24γ(y)

φ5(y)H(y)

δ

δγ̃kl(x)
∆̃yφ(y)

)
.

Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîèçâîäíûå ñêàëÿðà �è÷÷è ïî êîìïîíåíòàì êîí�îðì-

íîé ìåòðèêè:

δ

δγ̃kl(x)
R[γ̃ij; y) =

(
−R̃kl[γ̃kl; y) + γ̃kl(y)∆̃y − ∇̃k

y∇̃l
y

)
δ(x− y).

Ñóììèðóÿ âñå ýòè ÷ëåíû, íàõîäèì

δ

δγ̃kl(x)
H[φ, γ̃ij, π̃

ij]
3γ(x)

φ4(x)H(x)
R̃kl

+3
(
∇̃k

x∇̃l
x − γ̃kl(x)∆̃x

)( γ(x)

φ4(x)H(x)

)

+12(2γ̃kmγ̃ln − γ̃klγ̃mn)∇̃m

(
γ(x)

φ5(x)H(x)

)
∇̃nφ(x). (2.45)

Îêîí÷àòåëüíî, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ

ìåæäó êîí�îðìíûìè �àçîâûìè ïåðåìåííûìè, ïîëó÷èì ïðîèçâîäíûå

êîìïîíåíò êîí�îðìíûõ ïëîòíîñòåé èìïóëüñîâ ïî ãëîáàëüíîìó âðåìåíè

d

dT
π̃ij(x) = − 6γ(x)

φ4(x)H(x)

(
R̃ij − 1

6
γ̃ijR̃

)

− 2γ(x)

φ12(x)H(x)
γ̃ij(x)π̃klπ̃kl

− 3

(
∇̃i∇̃j + ∇̃j∇̃i − 4

3
γ̃ij∇̃k∇̃k

)[
γ(x)

φ4(x)H(x)

]

− 24

(
γ̃ikγ̃jl + γ̃jkγ̃il − 2

3
γ̃ijγ̃kl

)
∇̃lφ∇̃k

[
γ(x)

φ5(x)H(x)

]
. (2.46)



2. Âðåìÿ â �åîìåòðîäèíàìèêå 74

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ âûøåïðèâåä¼ííûõ �îðìóë äëÿ ãàìèëüòîíîâà ïîòîêà

ðàññìîòðèì âàðèàöèè ñèìâîëîâ Êðèñòî��åëÿ

δΓk
ij =

1

2
γkl (∇i(δγlj) +∇j(δγli)−∇l(δγij)) ,

δΓk
ik =

1

2
γkl∇i(δγkl); (2.47)

âûðèàöèè êîìïîíåíò òåíçîðà �èìàíà

δRi
jkl = ∇l

(
δΓi

jk

)
−∇k

(
δΓi

jl

)
;

âàðèàöèè êîìïîíåíò òåíçîðà �è÷÷è ñ èñïîëüçîâàíèåì òîæäåñòâà Ïàëà-

òèíè

δRij = ∇j

(
δΓk

ik

)
−∇k

(
δΓk

ij

)
; (2.48)

âàðèàöèè ñêàëÿðà �è÷÷è

δR = δ(Rijγ
ij) = −Rij(δγij) + γijδRij. (2.49)

Èñïîëüçóÿ �îðìóëû (2.47) è (2.48), íàõîäèì

δRij =
1

2
∇j∇i

(
γklδγkl

)
+

1

2
∇l∇l(δγij)

−1

2
∇k∇j

(
γklδγli

)
− 1

2
∇k∇i

(
γklδγlj

)
.

Ñâ¼ðòûâàÿ âàðèàöèþ òåíçîðà �è÷÷è, ïîëó÷èì

γijδRij = γij∆ (δγij)−∇i∇j (δγij) ,

ãäå

∆ := γij∇i∇j ≡
1√
γ

∂

∂xi

(√
γγij

∂

∂xj

)



2.2. Âíóòðåííåå ãëîáàëüíîå âðåìÿ 75

� îïåðàòîð Ëàïëàñà â êîâàðèàíòíîé �îðìå. Îêîí÷àòåëüíî, íàõîäèì èñ-

êîìîå âûðàæåíèå äëÿ âàðèàöèè ñêàëÿðà �è÷÷è (2.49)

δR = −Rij(δγij) + γij∆(δγij)−∇i∇j(δγij). (2.50)

Äîêàæåì ñëåäóþùóþ ïîëåçíóþ �îðìóëó. Äàëåå, âåçäå áóäåì èñïîëü-

çîâàòü òåîðåìó Îñòðîãðàäñêîãî � �àóññà äëÿ òîãî, ÷òîáû èçáàâëÿòüñÿ îò

äèâåðãåíòíûõ ÷ëåíîâ

∫

Σt

d3x
√
γ(x)F (x)∆xδ(x− x′)

=

∫

Σt

d3xF (x)
∂

∂xi

(√
γ(x)γij(x)

∂

∂xj
δ(x− x′)

)

= −
∫

Σt

d3x
∂

∂xi
(F (x))

√
γ(x)γij(x)

∂

∂xj
δ(x− x′)

=

∫

Σt

d3x δ(x− x′) ∂

∂xj

(√
γ(x)γij(x)

∂

∂xi
(F (x))

)

=

∫

Σt

d3x δ(x− x′)√γ(x)∆xF (x) =
√
γ(x′)∆x′F (x′).

Òàêèì îáðàçîì ìû äîêàçàëè ýðìèòîâîñòü îïåðàòîðà Ëàïëàñà. Íèæå íàì

ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ

∫

Σt

d3x
√
γ(x)F (x)∇i

x∇j
xδγij =

∫

Σt

d3x
√
γ(x)F (x)γkiγlj∇k∇lδγij

=

∫

Σt

d3x
√
γ(x)∇k

(
F (x)γkiγlj∇lδγij

)

−
∫

Σt

d3x
√
γ(x)γkiγlj∇kF (x)∇lδγij

−
∫

Σt

d3x
√
γ(x)∇l

(
γkiγlj∇kF (x)δγij

)
+

∫

Σt

d3x
√
γ(x)∇j∇iF (x)δγij.
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Âû÷èñëÿÿ �óíêöèîíàëüíûå ïðîèçâîäíûå ïî ìåòðè÷åñêèì êîý��èöèåí-

òàì, äîêàçûâàåì ïîëåçíóþ �îðìóëó äëÿ ýðìèòîâà îïåðàòîðà

∫

Σt

d3x
√
γ(x)F (x)∇i

x∇j
xδ(x− x′) =

∫

Σt

d3x
√
γ(x)δ(x− x′)∇i

x∇j
xF (x).

Óïðîùàåì âèä èíòåãðàëà

∫

Σt

d3x
√
γ(x)F (x)∆xφ =

∫

Σt

d3xF (x)
∂

∂xi

(√
γγij

∂φ

∂xj

)

=

∫

Σt

d3x
∂

∂xi

(
F (x)

√
γγij

∂φ

∂xj

)
−
∫

Σt

d3x
√
γ(x)γij

∂F

∂xi
∂φ

∂xj
.

Îêîí÷àòåëüíî, íàõîäèì �óíêöèîíàëüíûå ïðîèçâîäíûå

δ

δγij(x′)

∫

Σt

d3x
√
γ(x)F (x)∆xφ

= −1

2

∫

Σt

d3x
√
γ(x)γijδ(x− x′)γkl ∂F

∂xk
∂φ

∂xl

+

∫

Σt

d3x
√
γ(x)δ(x− x′)γkiγlj ∂F

∂xk
∂φ

∂xl

= −1

2

∫

Σt

d3x
√
γ(x)γijδ(x− x′)∆1(F, φ)

+

∫

Σt

d3x
√
γ(x)δ(x− x′)γkiγlj∇kF∇lφ

= −1

2

√
γ(x′)γij(x′)∆1(F, φ) +

√
γ(x′)γki(x′)γlj(x′)∇kF∇lφ.

Âûøå, ïîñêîëüêó F è φ ñêàëÿðíûå ïîëÿ, ìû çàìåíèëè ÷àñòíûå ïðîèç-

âîäíûå êîâàðèàíòíûìè è ââåëè êîâàðèàíòíûé îïåðàòîð Áåëüòðàìè

∆1(F, φ) =: γkl∇kF∇lφ.
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Íàéä¼ì ñîîòíîøåíèå ìåæäó èíòåðâàëàìè âíóòðåííåãî âðåìåíè è êî-

îðäèíàòíîãî âðåìåíè, äëÿ ÷åãî âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ îáú¼ìà ãèïåðïî-

âåðõíîñòè ïî êîîðäèíàòíîìó âðåìåíè

dVt
dt

=

∫

Σt

d3x
∂

∂t

√
γ =

∫

Σt

d3x
(
−NK +∇iN

i
)√

γ. (2.51)

Ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ òåíçîðà âíåøíåé êðèâèç-

íû:

(∇ ·N)−NK =
1

2
γij

d

dt
γij =

1√
γ

d

dt

√
γ.

Âòîðîé èíòåãðàë îáðàùàåòñÿ â íóëü â ñèëó òåîðåìû Îñòðîãðàäñêîãî �

�àóññà ∫

Σt

d3x∇iN
i√γ =

∫

Σt

d3x
∂

∂xi
(
N i√γ

)
= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, èçìåíåíèå îáú¼ìà íàõîäèòñÿ ïî �îðìóëå

dVt
dt

= −
∫

Σt

d3x
√
γ NK. (2.52)

Óñëîâèå ìàêñèìàëüíîãî ñëîåíèÿ îòâå÷àåò ðàâåíñòâó íóëþ ñêàëÿðà âíåø-

íåé êðèâèçíû K = 0. Àíàëîãè÷íî íàõîäèòñÿ ñîîòíîøåíèå ìåæäó èíòåð-

âàëàìè âíóòðåííåãî âðåìåíè dD (2.10) è êîîðäèíàòíîãî âðåìåíè dt:

dD

dt
=

2

3

(
NK −∇iN

i
)
. (2.53)

Äàëåå, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå ìåæäó èíòåðâàëàìè âíóòðåííåãî ãëîáàëü-

íîãî âðåìåíè dT (2.20) è êîîðäèíàòíîãî âðåìåíè dt

dT

dt
= −〈dD

dt
〉 − 〈Dd

√
γ

dt
〉+ 〈D〉dVt

dt
. (2.54)

Ïðîèçâîäíûå, ñòîÿùèå â �îðìóëå (2.54), îïðåäåëåíû â (2.51), (2.52) è

(2.53).
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Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðîëè îñòàòî÷íûõ ÷ëåíîâ (2.18) ìîæíî ðàññìîòðåòü

ìåòðè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ â ìîäåëè Ôðèäìàíà. Ïðèìåíèì ãàðìîíè÷åñêèé

àíàëèç äëÿ èññëåäîâàíèÿ ëèíåéíûõ âîçìóùåíèé, ðàññìàòðèâàÿ íåïðèâî-

äèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû èçîìåòðèé ïðîñòðàíñòâ ïîñòîÿííîé êðè-

âèçíû. Ñîáñòâåííûå �óíêöèè îïåðàòîðà Áåëüòðàìè � Ëàïëàñà �îðìè-

ðóþò áàçèñ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï

Ynlm(χ, θ, ϕ) = 2ll!

√
2(n+ 1)(n− l)!
π(n + l + 1)!

sinl χ

× C l+1
n−l(cosχ)Ylm(θ, ϕ). (2.55)

Çäåñü, C l+1
n−l(cosχ) � ïîëèíîìû �åãåíáàóýðà è Ylm(θ, ϕ) � ñ�åðè÷åñêèå ãàð-

ìîíèêè. Èíäåêñû ïðîáåãàþò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ

n = 0, 1, 2, . . . ; l = 0, 1, . . . , n; m = −l,−l + 1, . . . , l.

Ïðèâåä¼ì çäåñü ïåðâûå ñîáñòâåííûå �óíêöèè

Y000 =
1√
2π
, Y100 =

√
2

π
cosχ,

Y110 =

√
2

π
sinχ cos θ, Y11,±1 = ±1

π
sinχ sin θe±ıϕ.

Òåïåðü ìîæíî ðàçëîæèòü îñòàòî÷íûå ÷ëåíû ïî ñ÷¼òíîìó áàçèñó Ynlm(χ, θ, ϕ)

ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà

D̄(x) =
∞∑

n=1

n∑

l=0

l∑

m=−l
γnlmYnlm(χ, θ, ϕ),

π(x) =

∞∑

n=1

n∑

l=0

l∑

m=−l
πnlmYnlm(χ, θ, ϕ)

ñ êîý��èöèåíòàìè γnlm è πnlm.
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2.3 Âíåøíåå ãëîáàëüíîå âðåìÿ

Âðåìÿ Éîðêà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ÷åòûðå òðåòüèõ ñëåäà òåíçîðà âíåøíåé

êðèâèçíû ãèïåðïîâåðõíîñòè [88℄. �àìèëüòîíîâà æå ïëîòíîñòü åñòü ìåðà

îáú¼ìà ãèïåðïîâåðõíîñòè. Ïðîáëåìà ñîñòîèò â òîì, ÷òî â îáùåì ñëó-

÷àå îíà íå ìîæåò áûòü âûðàæåíà â ÿâíîì âèäå èç ãàìèëüòîíîâîé ñâÿçè

(ýëëèïòè÷åñêîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ëèõíåðîâè÷à � Éîðêà).

Äîáàâèì ê êîí�îðìíûì ïåðåìåííûì Äèðàêà (2.2) êàíîíè÷åñêóþ ïàðó

τ :=
2

3

π√
γ

=
4

3
K, H :=

√
γ (2.56)

âìåñòî êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæ¼ííûõ ïåðåìåííûõ (D, π) (2.4), òàê ÷òî

{τ(t,x),H(t,x′)} = −δ(x− x′), (2.57)

Ââåä¼ì ãëîáàëüíîå âíåøíåå âðåìÿ êàê ñðåäíåå ïî ãèïåðïîâåðõíîñòè

äâóõ òðåòüèõ ïëîòíîñòè èìïóëüñà ïîëÿ.

T :=
2

3
〈π〉 =

2

3

∫
Σt

d3x π(x)
∫
Σt

d3x
√
γ(x)

(2.58)

è êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæ¼ííûé ãàìèëüòîíèàí

H :=

∫

Σt

d3x
√
γ(x) ≡ Vt. (2.59)

�àìèëüòîíèàíîì ÿâëÿåòñÿ îáú¼ì ãèïåðïîâåðõíîñòè Vt, è ïåðåìåííûå êîì-

ìóòèðóþò íà ìèíóñ åäèíèöó

{T,H} = −1. (2.60)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âû÷èñëèì ñêîáêè Ïóàññîíà ýòèõ õàðàêòåðèñòèê

{∫

Σ

d3y
√
γ(y),

2

3

∫
Σ d3y π(y)∫
Σ d3y

√
γ(y)

}
.
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Âû÷èñëèì �óíêöèîíàëüíûå ïðîèçâîäíûå ââåä¼ííûõ âûøå �óíêöèîíà-

ëîâ

δ

δγij(x)

∫

Σ

d3y
√
γ(y) =

1

2

√
γ(x)γij(x);

δ

δπij(x)
〈π〉 =

1

V

δ

δπij(x)

∫

Σ

d3y π(y)

=
1

V

δ

δπij(x)

∫

Σ

d3y πij(y)γij(y) =
1

V
γij(x).

Çíà÷èò,

{V, 2

3
〈π〉} =

1

2V

∫

Σ

d3x
√
γ(x)γij(x)γij(x) = 1,

ñêîáêà Ïóàññîíà ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêîé.

Éîðê ïðåäëîæèë óñëîâèå ïîñòîÿííîé ñðåäíåé êðèâèçíû (CMC) [88℄

τ =
4

3
K(t) = T = t (2.61)

äëÿ �èêñàöèè ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîãî ñëîåíèÿ. Ïîýòîìó, ëîêàëü-

íîå âðåìÿ τ (2.56) ñòàíîâèòñÿ ãëîáàëüíûì T (2.58). Ïîñëåäíèé ÷ëåí â

êîí�îðìíûõ èìïóëüñíûõ ñâÿçÿõ (2.6) îáðàùàåòñÿ â íóëü. Íàëîæåííàÿ

êàëèáðîâêà ïîçâîëÿåò îòùåïèòü ïðîäîëüíûå êîìïîíåíòû π̃ijL îò ïîïåðå÷-

íûõ áåññëåäîâûõ (∇̃jπ̃
ij
TT = 0) êîìïîíåíò:

π̃ij := π̃ijL + π̃ijTT .

Ïðîäîëüíûå ñîñòàâëÿþùèå π̃ijL îêàçûâàþòñÿ ñâÿçàííûìè è ïîä÷èíÿþòñÿ

ëèíåéíûì äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì (2.6).

Âûðàçèì êîí�îðìíûé �àêòîð φ ÷åðåç ãàìèëüòîíîâó ïëîòíîñòü φ =

H1/6
è ïîäñòàâèì â ãàìèëüòîíîâó ñâÿçü (2.5)

H̃⊥ =
1

2
(γ̃ikγ̃jl + γ̃ilγ̃jk) π̃

ijπ̃klH−1

+ 8H1/6∆̃H1/6 − R̃H1/3 − 3

8
T 2H. (2.62)
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�åäóöèðîâàííîå äåéñòâèå ADM (1.66) ïðèìåò âèä

Sreduced =

T0∫

TI

dT

∫

ΣT

d3x

(
π̃ij

dγ̃ij
dT
−H[π̃ij, γ̃ij; T )−N iH̃i[π̃

ij, γ̃ij]

)
.

�àìèëüòîíîâà ïëîòíîñòü H ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé �óíêöèîíàë êîí�îðì-

íûõ ïåðåìåííûõ π̃ij, γ̃ij è �óíêöèþ âðåìåíè T. Êîí�îðìíûå èìïóëüñíûå

ñâÿçè H̃i ÿâëÿþòñÿ ãåíåðàòîðàìè èçìåíåíèÿ êîîðäèíàò ãèïåðïîâåðõíî-

ñòè. �àìèëüòîíèàí

H :=

∫

ΣT

d3xH[π̃ij, γ̃ij; T ) (2.63)

ãåíåðèðóåò äèíàìèêó ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ. Õîòÿ ãàìèëüòîíèàí íå ìî-

æåò áûòü ïðåäñòàâëåí â ÿâíîì âèäå, òåì íå ìåíåå íàì óäàñòñÿ âû÷èñëèòü

åãî ïðîèçâîäíûå ïî êîí�îðìíûì ïåðåìåííûì. Ýòî äîñòèãàåòñÿ îáîáùå-

íèåì òåîðåìû î ïðîèçâîäíîé íåÿâíî çàäàííîé �óíêöèè èç ìàòåìàòè÷å-

ñêîãî àíàëèçà íà �óíêöèîíàëüíûé àíàëèç.

Âàðèàöèÿ �óíêöèîíàëà êîí�îðìíîé ãàìèëüòîíîâîé ñâÿçè (2.62)

H̃⊥ :=

∫

Σt

d3x H̃⊥[π̃ij, γ̃ij;H, T ) (2.64)

íà ñëîå T ðàâíà íóëþ: δH̃⊥ = 0:

∫

ΣT

d3x

(
δH̃⊥
δH δH +

δH̃⊥
δπ̃ij

δπ̃ij +
δH̃⊥
δγ̃ij

δγ̃ij

)
= 0. (2.65)

Âàðèàöèÿ ãàìèëüòîíîâîé ïëîòíîñòè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

δH =
∂H
∂π̃ij

δπ̃ij +
∂H
∂γ̃ij

δγ̃ij.
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Ïîñëå ïîäñòàíîâêè δH â (2.65) ïîëó÷àåì

δH̃⊥ =

∫

ΣT

d3x

(
δH̃⊥
δH

∂H
∂π̃ij

+
δH̃⊥
δπ̃ij

)
δπ̃ij

+

∫

ΣT

d3x

(
δH̃⊥
δH

∂H
∂γ̃ij

+
δH̃⊥
δγ̃ij

)
δγ̃ij = 0.

Èç óñëîâèÿ íåçàâèñèìîñòè âàðèàöèé ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿ èñêîìûõ

ïðîèçâîäíûõ

∂H
∂π̃ij

= −δH̃⊥/δπ̃
ij

δH̃⊥/δH
,

∂H
∂γ̃ij

= −δH̃⊥/δγ̃ij
δH̃⊥/δH

. (2.66)

�àìèëüòîíèàí H (2.63) ãåíåðèðóåò �àçîâûé ïîòîê â �àçîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå Γ[γ̃ij, π̃
ij] íà ñêîáêàõ Ïóàññîíà (2.13), (2.14)

d

dT
γ̃ij(x) = {γ̃ij(x), H} =

∫

ΣT

d3x′ {γ̃ij(x), π̃kl(x′)} ∂H
∂π̃kl

(x′), (2.67)

d

dT
π̃ij(x) = {π̃ij(x), H}

=

∫

ΣT

d3x′ {π̃ij(x), π̃kl(x′)} ∂H
∂π̃kl

(x′)

+

∫

ΣT

d3x′ {π̃ij(x), γ̃kl(x
′)} ∂H
∂γ̃kl

(x′). (2.68)

Íàéä¼ì �óíêöèîíàëüíóþ ïðîèçâîäíóþ êîí�îðìíîé ãàìèëüòîíîâîé ñâÿ-

çè (2.64) ïî ïëîòíîñòè ãàìèëüòîíèàíà

δH̃⊥
δH(x)

= −1

2
(γ̃ikγ̃jl + γ̃ilγ̃jk)π̃

ijπ̃klH−2(x)

− R̃

3
H−2/3(x) +

8

3
H−5/6(x)∆̃H1/6(x)− 3

8
T 2. (2.69)



2.3. Âíåøíåå ãëîáàëüíîå âðåìÿ 83

Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîèçâîäíûå êîí�îðìíîé ãàìèëüòîíîâîé ñâÿçè ïî êîí-

�îðìíûì ïëîòíîñòÿì èìïóëüñîâ:

δH̃⊥
δπ̃ij(x)

= (γ̃ikγ̃jl + γ̃ilγ̃jk)π̃
klH−1(x), (2.70)

è ïî êîí�îðìíîé ìåòðèêå:

δH̃⊥
δγ̃ij(x)

= 2γ̃klπ̃
ikπ̃jlH−1 − 8∇̃iH1/6∇̃jH1/6 − R̃ijH1/3. (2.71)

Ïîäñòàâëÿÿ �óíêöèîíàëüíûå ïðîèçâîäíûå (2.69), (2.70), (2.71) â ïðàâóþ

÷àñòü óðàâíåíèé (2.66), ïîëó÷èì èñêîìûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå. Ïðèíè-

ìàÿ âî âíèìàíèå àëãåáðó Ëè � Ïóàññîíà îáðàçóþùèõ (2.13), (2.14), ïîä-

ñòàâèì ýòè ïðîèçâîäíûå â (2.67), (2.68) è ïîëó÷èì ãàìèëüòîíîâû óðàâ-

íåíèÿ ýâîëþöèè ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ. Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

d

dT
γ̃ij(x) = − 4/H

δH̃⊥/δH
π̃ij(x) (2.72)

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êèíåìàòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ êîí�îðìíûõ ïåðåìåí-

íûõ (ñðàâíè ñ óðàâíåíèÿìè ADM (1.73)). Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

d

dT
π̃ij(x) =

4/H
δH̃⊥/δH

γ̃klπ̃
ikπ̃jl

− 16

δH̃⊥/δH

(
∇̃iH1/6

)(
∇̃jH1/6

)

− 8/3

δH̃⊥/δH
γ̃ij
(
∇̃kH1/6

)(
∇̃kH1/6

)

− H1/3

δH̃⊥/δH

(
2R̃ij − 1

3
R̃γ̃ij

)
(2.73)

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ (ñðàâíè ñ óðàâíåíèÿìè ADM

(1.74)). Ïîñêîëüêó âûøåïðèâåä¼ííûå âûêëàäêè ïðîèçâîäèëèñü â îáùåì

âèäå, óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (2.72), (2.73) âûãëÿäÿò ãðîìîçäêî [98℄. Â ñðàâ-

íåíèè ñ óðàâíåíèÿìè ADM (1.73), (1.74) îíè íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ
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çàðàíåå ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà. Îíè ìîãóò áûòü ïîëåçíû ïðè ðàññìîòðå-

íèè ìîäåëüíûõ ïðèìåðîâ è â òåîðèè âîçìóùåíèé, ãäå èõ âèä óïðîñòèòñÿ.

Äëÿ ñèñòåì ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû ãàìèëüòîíîâà ñâÿçü

ñòàíîâèòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíåíèåì. Äëÿ îäíîðîäíîé è èçîòðîïíîé

ìèíèñóïåðïðîñòðàíñòâåííîé ìîäåëè ðåäóêöèÿ áûëà âûïîëíåíà â ðàáîòå

[99℄, à äëÿ àíèçîòðîïíîé ìîäåëè â [100℄. Äëÿ êîñìîëîãè÷åñêîãî ñöåíàðèÿ

√
γ ∼ a3, ãäå a åñòü ãëîáàëüíûé ìàñøòàáíûé �àêòîð, ñêàëÿð âíåøíåé

êðèâèçíû ðàâåí

K = − 1

2N
γij
∂γij
∂t

= − 3

N

(
ȧ

a

)
= − 3

Na

(
a′

a

)
,

ãäå òî÷êà îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî êîîðäèíàòíîìó âðåìåíè, à øòðèõ

ïðîèçâîäíóþ ïî êîí�îðìíîìó âðåìåíè. Â êàëèáðîâêå Éîðêà (2.61)

T =
4

3
K = − 4

N

(
ȧ

a

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, âíåøíåå âðåìÿ ïðîïîðöèîíàëüíî ïàðàìåòðó Õàááëà.

Ñëåäóÿ [101℄, ìîæíî îïðåäåëèòü êëàññ ìåòðèê γ íåêîòîðîé ãèïåðïî-

âåðõíîñòè Σ, ñîõðàíÿþùèõ îáú¼ì

Vγ =

∫

Σ

d3x
√
γ(x),

ïðè êîí�îðìíîì îòîáðàæåíèè

γij(x)→ exp(4φ̂(x))γij(x). (2.74)

Êîí�îðìíûé �àêòîð îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

e4φ̂ =
e4φ

[〈e6φ〉γ ]
2/3
. (2.75)
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Îáú¼ì ãèïåðïîâåðõíîñòè Vγ ñîõðàíÿåòñÿ

Vγ =

∫

Σt

d3x
√
γ(x)→ 1

〈e6φ〉γ

∫

Σt

d3x e6φ
√
γ(x) = Vγ

〈e6φ〉γ
〈e6φ〉γ

= Vγ.

Ñ ïðèìåíåíèåì òàêîãî êëàññà êîí�îðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ðàçâèâàåòñÿ

íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé � äèíàìèêà �îðìû ãèïåðïîâåðõíîñòè [102℄.

2.4 Âûâîäû

Âíóòðåííåå ëîêàëüíîå âðåìÿ â �åîìåòðîäèíàìèêå ââîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ

îáîáù¼ííîãî îòîáðàæåíèÿ Äèðàêà. Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à Êîøè â Îáùåé

Òåîðèè Îòíîñèòåëüíîñòè áûëà óñïåøíî ðåøåíà ñ ïîìîùüþ ïåðåõîäà ê

êîí�îðìíûì ïåðåìåííûì [103, 104, 105℄.

Äîáàâëÿÿ â òåîðèþ �îíîâóþ ìåòðèêó, ïîëó÷àåì ëîêàëüíîå âðåìÿ êàê

ñêàëÿðíîå ïîëå. �ëîáàëüíîå âíóòðåííåå âðåìÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñðåäíåå

ïî ãèïåðïîâåðõíîñòè ñêàëÿðíîãî ïîëÿ. Ïîñòðîåíû ðåäóöèðîâàííûå äè�-

�åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ýâîëþöèè ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ âî âíóòðåí-

íåì ãëîáàëüíîì âðåìåíè.

Âðåìÿ Éîðêà ìîæíî ââåñòè ïðè óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèÿ ñëîåíèÿ ïî-

ñòîÿííîé ñðåäíåé êðèâèçíû. �ëîáàëüíîå âíåøíåå âðåìÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê

äâå òðåòüèõ ñðåäíåãî ïî ãèïåðïîâåðõíîñòè ïëîòíîñòè èìïóëüñà ãðàâèòà-

öèîííîãî ïîëÿ. Êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæ¼ííîé õàðàêòåðèñòèêîé - ãàìèëüòî-

íèàíîì ÿâëÿåòñÿ îáú¼ì ãèïåðïîâåðõíîñòè. Ïîñòðîåíû ðåäóöèðîâàííûå

äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ýâîëþöèè ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ âî âíåø-

íåì ãëîáàëüíîì âðåìåíè.



�ëàâà 3

Èíòåðïðåòàöèè

ñîâðåìåííîé äèàãðàììû

Õàááëà

Ñâåðõíîâàÿ âîçíèêàåò, êîãäà áåëûé êàðëèê, âõîäÿùèé â äâîéíóþ çâ¼çä-

íóþ ñèñòåìó, àêêðåöèðóÿ ìàññó âòîðîé çâåçäû äîñòèãàåò ïðåäåëà ×àíä-

ðàñåêàðà. Ïðèðîäà âçðûâà òàêîé ñâåðõíîâîé íå çàâèñèò îò å¼ ïðåäûñòî-

ðèè. Êðàñíûå ñìåùåíèÿ z > 0.1 äîñòàòî÷íî âåëèêè äëÿ èãíîðèðîâàíèÿ

ïåêóëÿðíûõ äâèæåíèé áîëåå ñëàáûõ èñòî÷íèêîâ. Ñâåðõíîâûå òèïà Ia îò-

íîñÿòñÿ ê ÿðêèì çâ¼çäàì, èõ àáñîëþòíàÿ ñâåòèìîñòü èçâåñòíà ñ äîñòàòî÷-

íîé òî÷íîñòüþ, ïîýòîìó îíè ñëóæàò â êà÷åñòâå ñòàíäàðòíûõ ñâå÷åé äëÿ

òåñòèðîâàíèÿ êîñìîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé. Äâå àñòðîíîìè÷åñêèå êîëëàáî-

ðàöèè The Supernova Cosmology Projet è High-z Supernova Searh Team

[106, 107℄ ñðàâíèëè ðåçóëüòàòû ñâîèõ íàáëþäåíèé ñ òåîðåòè÷åñêèìè ïðåä-

ñêàçàíèÿìè äëÿ �îòîìåòðè÷åñêèõ ðàññòîÿíèé êàê �óíêöèé êðàñíûõ ñìå-

86
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�èñ. 3.1: Äèàãðàììà Õàááëà, ïîñòðîåííàÿ ïî ñâåðõíîâûì.

�èñ. 3.2: Ñâåðõíîâûå ñ êðàñíûìè ñìåùåíèÿìè z > 1.
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ùåíèé (ñì. �èñ. 3.1, 3.2). Èíòåðïðåòàöèÿ äèàãðàììû Õàááëà íà îñíîâå

ñòàíäàðòíîé êîñìîëîãè÷åñêîé ìîäåëè ñî çíà÷èìûìè êîñìîëîãè÷åñêèìè

ïàðàìåòðàìè ïðèâåëà êîñìîëîãîâ ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî Âñåëåííàÿ çàïîëíå-

íà, â îñíîâíîì, êîñìè÷åñêîé ïûëüþ è, òàê íàçûâàåìîé, ò¼ìíîé ýíåðãèåé,

� ñóáñòàíöèåé, íå âñòðå÷àþùåéñÿ â Ïðèðîäå. Ôåíîìåíîëîãè÷åñêèé ïîä-

õîä íå ïðèâ¼ë ê ïîíèìàíèþ, èç ÷åãî æå ñîñòîèò Âñåëåííàÿ [108, 109℄.

3.1 Óðàâíåíèå Ôðèäìàíà â êëàññè÷åñêîé êîñ-

ìîëîãèè

Ïðåäñòàâèì ìåòðèêó ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè â âèäå

ds2 = −ω0 ⊗ ω0 + ω1 ⊗ ω1 + ω2 ⊗ ω2 + ω3 ⊗ ω3

ñ äè��åðåíöèàëüíûìè �îðìàìè

ω0 = a(η)dη, ω1 = a(η)dχ, ω2 = a(η) sinχdθ,

ω3 = a(η) sinχ sin θdφ.

Íàéä¼ì �îðìû ñâÿçíîñòè ωµ
ν èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû Êàðòàíà

dωµ + ωµ
ν ∧ ων = 0. (3.1)

Íåíóëåâûå �îðìû ñâÿçíîñòè:

ωk
0 = ω0

k =
a′

a2
ωk, k = 1, 2, 3;

ω2
1 = −ω1

2 =
ctgχ

a
ω2, ω3

1 = −ω1
3 =

ctgχ

a
ω3;

ω3
2 = −ω2

3 =
ctg θ

a sinχ
ω3.
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Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû Êàðòàíà

(4)Rµ
ναβω

α ∧ ωβ = dωµ
ν + ωµ

α ∧ ωα
ν (3.2)

íàéä¼ì êîìïîíåíòû òåíçîðà �èìàíà

(4)Rµ
ναβ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè

(4)R0
i0j =

(
a′

a

)′

γij ≡ H′γij, (4)Ri
00j =

(
a′

a

)′

δij ≡ H′δij,

ãäå H � êîí�îðìíûé ïàðàìåòð Õàááëà,

(4)Ri
jkl = Ri

jkl +H2
(
δikγjl − δilγjk

)
,

è Ri
jkl � êîìïîíåíòû òåíçîðà �èìàíà ïðîñòðàíñòâà. Íåíóëåâûå êîìïî-

íåíòû òåíçîðà �è÷÷è ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè

R00 = −3

(
a′

a

)′

≡ −3H′, Rij =
(
H′ + 2(H2 + 1)

)
γij. (3.3)

Ñâ¼ðòûâàÿ òåíçîð �è÷÷è ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, ïîëó÷èì ñêàëÿð �è÷÷è

(4)R = R0
0 +Ri

i =
6

a2
(
H′ +H2 + 1

)
. (3.4)

Óðàâíåíèå Ôðèäìàíà ïîëó÷àåòñÿ êàê �00� -êîìïîíåíòà óðàâíåíèé Ýéí-

øòåéíà.

Â ñòàíäàðòíîé êîñìîëîãè÷åñêîé ìîäåëè óðàâíåíèå Ôðèäìàíà

(
ȧ

a

)2

=
8πG

3
ρ− k

a2
(3.5)

èñïîëüçóåòñÿ äëÿ �èòèðîâàíèÿ SNe Ia äàííûõ. Îíî ñâÿçûâàåò ìàñøòàá

Âñåëåííîé a(t) ñ ïëîòíîñòüþ ìàòåðèè ρ. Çäåñü G � ïîñòîÿííàÿ Íüþòîíà,

k � çíàê êðèâèçíû ïðîñòðàíñòâà, à òî÷êà îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî

êîîðäèíàòíîìó âðåìåíè t. Â îáùåì ñëó÷àå, óðàâíåíèå Ôðèäìàíà (3.5)

ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå

1

x2

(
dx

dt

)2

= H2
0

[
ΩΛ + Ωcurvx

−2 + ΩMx
−3 + Ωradx

−4 + Ωrigidx
−6] , (3.6)
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ãäå ïåðåìåííàÿ x çàäà¼òñÿ êàê îòíîøåíèå ìàñøòàáà a(t) ê ñîâðåìåííîìó

çíà÷åíèþ a0 = 1:

x ≡ a(t)

a0
=

1

1 + z
, (3.7)

z � êðàñíîå ñìåùåíèå ñïåêòðàëüíûõ ëèíèé (íàáëþäàåìàÿ âåëè÷èíà),

H0 = h · 105m/s/Mpc, h = 0.72± 0.08 (3.8)

� ïîñòîÿííàÿ Õàááëà. Â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ Ôðèäìàíà (3.6) Ωi � ïàð-

öèàëüíûå âêëàäû, ñîîòâåòñòâåííî, îò Λ-÷ëåíà, êðèâèçíû ïðîñòðàíñòâà,

ïûëåâèäíîé ìàòåðèè, ðàäèàöèè, ñâåðõæ¼ñòêîãî ñîñòîÿíèÿ ìàòåðèè. Äëÿ

óäàë¼ííûõ èñòî÷íèêîâ ñ z > 1 èíòåðïðåòàöèÿ êîñìîëîãè÷åñêîãî êðàñ-

íîãî ñìåùåíèÿ êàê ý��åêòà Äîïëåðà íå åäèíñòâåííà [110℄. Óðàâíåíèå

íåïðåðûâíîñòè

ρ̇ = −3ȧ

a
(ρ+ p),

ñ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ p = wρ, ñâÿçûâàþùèì ïëîòíîñòü ρ ñ äàâëåíèåì

p, äà¼ò çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè îò ìàñøòàáíîãî �àêòîðà [111℄. Òàê,

• äëÿ ìåæãàëàêòè÷åñêîé ïûëè p = 0: ρ ∼ a−3;

• äëÿ ðàäèàöèè p = ρ/3: ρ ∼ a−4;

• äëÿ âêëàäà îò Λ-÷ëåíà p = −ρ: ρ ∼ Λ;

• äëÿ ñâåðõæ¼ñòêîãî ñîñòîÿíèÿ ìàòåðèè p = ρ: ρ ∼ a−6.

Äàííûå ñîâðåìåííûõ àñòðîíîìè÷åñêèõ íàáëþäåíèé �èòèðóþòñÿ ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì êîñìîëîãè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ [112℄

ΩΛ = 0.72, ΩM = 0.28.

Çäåñü ΩM � ïàðàìåòð áàðèîííîé ïëîòíîñòè, ΩΛ � ïàðàìåòð, îòâå÷àþùèé

Λ-÷ëåíó; îíè ñâÿçàíû óñëîâèåì: ΩM +ΩΛ = 1. �åøåíèå óðàâíåíèÿ Ôðèä-
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ìàíà (3.6) ñ òàêèìè ïàðàìåòðàìè ïðåäñòàâëÿåòñÿ â àíàëèòè÷åñêîì âèäå

a(t) = a0
3

√
ΩM

ΩΛ

[
sh

(
3

2

√
ΩΛH0t)

)]2/3
. (3.9)

Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ìàñøòàáíîãî �àêòîðà

ä =
H2

0a0
2

[
2ΩΛ

(
a

a0

)
− ΩM

(a0
a

)2]
. (3.10)

Çíà÷èò, â ñîâðåìåííóþ ýïîõó Âñåëåííàÿ ðàñøèðÿåòñÿ ñ óñêîðåíèåì, ïî-

ñêîëüêó 2ΩΛ > ΩM; à â ïðîøëîì, å¼ óñêîðåíèå áûëî îòðèöàòåëüíûì

ä < 0. Ýòî èçìåíåíèå çíàêà óñêîðåíèÿ áåç ÿñíîé �èçè÷åñêîé ïðè÷è-

íû îçàäà÷èâàåò êîñìîëîãîâ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî çíà÷åíèå ïîñòîÿííîé

Õàááëà (3.8) äîâîëüíî ñèëüíî ðàçíèòñÿ â çàâèñèìîñòè îò ìåòîäîâ èñ-

ñëåäîâàíèÿ: àíàëèç óãëîâûõ �ëóêòóàöèé ìèêðîâîëíîâîãî �îíà èëè èñ-

ïîëüçîâàíèå òðàäèöèîííûõ àñòðîíîìè÷åñêèõ ìåòîäîâ [7℄. Íî, ñîãëàñíî

�îðìóëå (3.10), ïðèíöèïèàëüíîå ñóùåñòâîâàíèå òî÷êè ïåðãèáà ãðà�èêà

íå çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ H0.

Èç ðåøåíèÿ (3.9), ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ìàñ-

øòàáíûì �àêòîðîì è êðàñíûì ñìåùåíèåì (3.7), ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

âîçðàñò � êðàñíîå ñìåùåíèå

H0t =
2

3
√

ΩΛ

Arsh

(√
ΩΛ

ΩM

1

(1 + z)3/2

)
. (3.11)

Âîçðàñò t0 ñîâðåìåííîé Âñåëåííîé â êîîðäèíàòíîì âðåìåíè ìîæíî ïî-

ëó÷èòü, ïîëàãàÿ z = 0 â (3.11)

t0 =
2

3
√

ΩΛ

1

H0
Arsh

√
ΩΛ

ΩM
. (3.12)

Åñëè íàì èçâåñòíî êðàñíîå ñìåùåíèå z �îòîíîâ äî íåêîòîðîé ãàëàêòèêè,

êàê íàì íàéòè êîîðäèíàòíîå ðàññòîÿíèå r äî íå¼? Ïîñêîëüêó äëÿ ëó÷à
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ñâåòà ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé èíòåðâàë ðàâåí íóëþ

ds2 = −c2dt2 + a2(t)dr2 = 0,

ìû èìååì ñîîòíîøåíèå ìåæäó èíòåðâàëàìè ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè cdt =

−a(t)dr è, èñïîëüçóÿ âûøåïðèâåä¼ííûå îáîçíà÷åíèÿ (3.7), íàõîäèì

−a0dr =
cdt

x
=
cdx

x

1

dx/dt
. (3.13)

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå Ôðèäìàíà (3.6) ñî çíà÷èìûìè êîñìîëîãè÷åñêèìè

ïàðàìåòðàìè

dx

dt
= H0

√
ΩM/x+ ΩΛx2 (3.14)

è ïîäñòàâëÿÿ ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîëó÷àåì èñêîìóþ èíòåãðàëüíóþ

çàâèñèìîñòü

H0r =
c√
ΩΛ

1∫

1/(1+z)

dx√
x4 + 4a3x

, (3.15)

ãäå îáîçíà÷åíî îòíîøåíèå ïàðöèàëüíûõ âêëàäîâ êàê 4a3 ≡ ΩM/ΩΛ. Äëÿ

ïîíèæåíèÿ ñòåïåíè ïîëèíîìà, ñòîÿùåãî â ïîäêîðåííîì âûðàæåíèè (3.15),

ââåä¼ì ïîäñòàíîâêó

√
x4 + 4a3x ≡ x2 − 2y. (3.16)

Âîçâîäÿ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà â êâàäðàò, èìååì

a3x = −x2y + y2. (3.17)

Äè��åðåíöèàëû îáåèõ ñòîðîí ðàâåíñòâà (3.17) ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû

â âèäå

dx

x2 − 2y
= − dy

2xy + a3
. (3.18)
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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-0.04

у

x

�èñ. 3.3: Äâóçíà÷íàÿ çàìåíà ïåðåìåííîé y = y(x). Ìèíèìóì �óíêöèè äîñòèãàåòñÿ

ïðè x∗ = 3

√
a3/2 è ðàâåí y

∗ = − 3

√
a3/4 ≡ e2.

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (3.16), ïåðåïèøåì (3.18) êàê

dx√
x4 + 4a3x

= − dy

2xy + a3
. (3.19)

Òîãäà ìû ïîëó÷àåì èç óðàâíåíèÿ (3.18)

2xy + a3 = ±
√

4y3 + a23, (3.20)

ãäå áåð¼òñÿ çíàê ïëþñ, åñëè

0 ≤ x ≤ 3

√
a3
2

=
1

2
3

√
ΩM

ΩΛ
,

è çíàê ìèíóñ, åñëè

3

√
a3
2

=
1

2
3

√
ΩM

ΩΛ
≤ x ≤ 1,

(ñì. �èñ. 3.3). Ïîäñòàíîâêà (3.20) â ïðàâóþ ÷àñòü äè��åðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ (3.19) ïðèâîäèò åãî ê èñêîìîìó âèäó

dx√
x4 + 4a3x

= ∓ dy√
4y3 + a23

≡ ∓ dy

2
√

(y − e1)(y − e2)(y − e3)
, (3.21)
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ãäå

y ≡ 1

2

(
x2 −

√
x4 + 4a3x

)
,

ñ òðåìÿ êîðíÿìè:

e1 ≡
1

8

(
ΩM

ΩΛ

)2/3

(1 + ı
√

3), e2 ≡ −
1

4

(
ΩM

ΩΛ

)2/3

,

e3 ≡
1

8

(
ΩM

ΩΛ

)2/3

(1− ı
√

3). (3.22)

Èíòåãðàë (3.15) äëÿ èíòåðâàëà

3
√
a3/2 ≤ x ≤ 1, ñîîòâåòñòâóþùèé

0 ≤ z ≤ 2 3

√
ΩΛ

ΩM
≈ 1.74, (3.23)

äà¼ò ñîîòíîøåíèå êîîðäèíàòíîå ðàññòîÿíèå � êðàñíîå ñìåùåíèå â èí-

òåãðàëüíîé �îðìå

H0r =
c√
ΩΛ

∞∫

[1−
√

1+4a3(1+z)3]/(2(1+z)2)

dy√
4y3 + a23

− c√
ΩΛ

∞∫

(1−
√
1+4a3)/2

dy√
4y3 + a23

. (3.24)

Èíòåðâàë, ðàññìîòðåííûé â (3.23), ïîêðûâàåò ñîâðåìåííûå äàííûå êîñ-

ìîëîãèè [112℄ âïëîòü äî ïðàâîãî äîñòèãíóòîãî çíà÷åíèÿ êðàñíîãî ñìåùå-

íèÿ z ≈ 1.7.

Èíòåãðàëû â (3.24) íàõîäÿòñÿ â àíàëèòè÷åñêîì âèäå ñ èñïîëüçîâàíèåì

îáðàòíîé ℘ -�óíêöèè Âåéåðøòðàññà [54℄

H0r = − c√
ΩΛ

℘−1
[

1−
√

1 + ΩM/ΩΛ(1 + z)3

2(1 + z)2

]

+
c√
ΩΛ

℘−1
[

1−
√

1 + ΩM/ΩΛ

2

]
. (3.25)
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Âåéåðøòðàññîâà ℘-�óíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíå-

íèþ [
d℘(u)

du

]2
= 4 [℘(u)− e1] [℘(u)− e2] [℘(u)− e3] , (3.26)

ãäå ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàùàåòñÿ â íóëü, êîãäà

℘(ωα) = eα, ℘′(ωα) = 0, α = 1, 2, 3.

Èíâàðèàíòû �óíêöèè Âåéåðøòðàññà

g2 = 0, g3 = −a23 = −
(

ΩM

4ΩΛ

)2

;

äèñêðèìèíàíò êóáè÷åñêîãî ïîëèíîìà îòðèöàòåëüíûé

∆ ≡ g32 − 27g23 < 0.

Ïåðåïèøåì òåïåðü ñîîòíîøåíèå (3.25) â íåÿâíîé �îðìå ìåæäó ïåðå-

ìåííûìè ñ èñïîëüçîâàíèåì ℘-�óíêöèè

℘(u) =
1−

√
1 + ΩM/ΩΛ(1 + z)3

2(1 + z)2
,

ãäå

u ≡ 1

c

√
ΩΛH0r − ℘−1

(
1−

√
1 + ΩM/ΩΛ

2

)
,

Âåéåðøòðàññîâà ℘-�óíêöèÿ ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç ýëëèïòè÷åñêèé

êîñèíóñ ßêîáè [54℄

℘(u) = e2 +H
1 + cn

(
2
√
Hu
)

1− cn
(

2
√
Hu
), (3.27)

ãäå êîðíè (3.22) ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå

e1 = m+ ın, e2 = −2m, e3 = m− ın,
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ñëåäîâàòåëüíî,

m ≡ 1

8

(
ΩM

ΩΛ

)2/3

, n ≡
√

3

8

(
ΩM

ΩΛ

)2/3

,

è H âû÷èñëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó

H ≡
√

9m2 + n2 =

√
3

4

(
ΩM

ΩΛ

)2/3

.

Òîãäà, èç (3.27) ìû ïîëó÷àåì íåÿâíóþ çàâèñèìîñòü ìåæäó ïåðåìåííûìè,

èñïîëüçóÿ ýëëèïòè÷åñêèé êîñèíóñ

cn
[

4
√

3(ΩM/ΩΛ)1/3u
]

=
f(z)− 1

f(z) + 1
, (3.28)

ãäå ìû ââåëè �óíêöèþ îò êðàñíîãî ñìåùåíèÿ

f(z) ≡ 2√
3

(
ΩΛ

ΩM

)2/3 1−
√

1 + ΩM/ΩΛ(1 + z)3

(1 + z)2
+

1√
3
.

Ìîäóëü ýëëèïòè÷åñêîé �óíêöèè (3.28) ïîëó÷àåòñÿ ñîãëàñíî ñëåäóþùåìó

ïðàâèëó [54℄:

k ≡
√

1

2
− 3e2

H
=

√
1

2
+
√

3.

Â àñòðîíîìèè ìåòîä îïðåäåëåíèÿ ðàññòîÿíèé äî ñâåðõäàëüíèõ îáúåê-

òîâ îñíîâûâàåòñÿ íà èçìåðåíèè èõ ñâåòèìîñòè. Ìîùíîñòü èçëó÷åíèÿ L

îáúåêòà (çâåçäû èëè ãàëàêòèêè) íàçûâàåòñÿ åãî àáñîëþòíîé ñâåòèìî-

ñòüþ. Ïëîòíîñòü ïîòîêà ℓ, òî åñòü èçëó÷åíèå, ïðèõîäÿùååñÿ íà åäèíèöó

ïëîùàäè, íàçûâàåòñÿ âèäèìîé ñâåòèìîñòüþ. Â åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè

îíè ñâÿçàíû �îðìóëîé

ℓ =
L

4πd2
, (3.29)

ãäå d � ðàññòîÿíèå îí íàñ äî ñâåòÿùåãîñÿ îáúåêòà. Âî âòîðîì âåêå äî

íàøåé ýðû ãðå÷åñêèé àñòðîíîì �èïïàðõ êëàññè�èöèðîâàë âñå âèäèìûå
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íåâîîðóæ¼ííûì ãëàçîì çâ¼çäû ïî øåñòè êëàññàì ñîãëàñíî èõ ÿðêîñòè.

ßðêèì çâ¼çäàì áûëà ïðèñâîåíà ïåðâàÿ âåëè÷èíà, åäâà âèäèìûì � øå-

ñòàÿ. Íîðìàí Ïîãñîí â 1856 ãîäó îïðåäåëèë çâ¼çäíóþ âåëè÷èíó â ëîãà-

ðè�ìè÷åñêîé øêàëå,òàê ÷òî ðàçíîñòü â 5 âåëè÷èí ñîîòâåòñòâóåò �àêòîðó

100 â ñâåòèìîñòè

ℓ = ℓ0 · 100−m/5, L = L0 · 100−M/5, (3.30)

ãäå ℓ0 è L0 ñîîòâåòñòâóþùèå ñâåòèìîñòè. Ñ ñîçäàíèåì �îòîóìíîæèòåëåé

â íà÷àëå XX-ãî âåêà, �àêòîðû ℓ0 è L0 áûëè �èêñèðîâàíû. Âûðàçèì èç

(3.30) âèäèìóþ çâ¼çäíóþ âåëè÷èíó m è àáñîëþòíóþ çâ¼çäíóþ âåëè÷èíó

îáúåêòà M ñ ïîìîùüþ äåñÿòè÷íûõ ëîãàðè�ìîâ

m = −5

2
lg
ℓ

ℓ0
, M = −5

2
lg
L

L0
. (3.31)

Âûðàçèì èç (3.31) ìîäóëü ðàññòîÿíèÿ (m −M) ÷åðåç ðàññòîÿíèå d äî

èññëåäóåìîãî îáúåêòà, ñ ïîìîùüþ (3.29)

m−M = −5

2
lg

(
ℓ

L
· L0

ℓ0

)
=

5

2
lg

(
4πd2 · L0

ℓ0

)
= 5 lg d+

5

2
lg

(
4π

ℓ0
L0

)
.

Äëÿ âûïîëíåíèÿ ðàñ÷¼òîâ �àêòîðû ℓ0 è L0 â (3.30) âûáðàíû ñ ó÷¼òîì

òîãî, ÷òî ðàññòîÿíèå d èçìåðÿåòñÿ â ìåãàïàðñåêàõ

m−M = 5lgd(Mpc) +M, (3.32)

ãäåM = 25.

Âî �ðèäìàíîâñêîé êîñìîëîãèè, ïî àíàëîãèè ñ �îðìóëîé ðàññòîÿíèÿ d

â åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè (3.29), îïðåäåëèì �îòîìåòðè÷åñêîå ðàññòîÿíèå

dL äî çâ¼çäíîãî îáúåêòà

dL ≡
√

L

4πℓ
. (3.33)
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Àáñîëþòíàÿ ñâåòèìîñòü ðàâíà

L =
NγEem

tem
, (3.34)

ãäå Nγ � ÷èñëî ýìèòèðóåìûõ �îòîíîâ, Eem èõ ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ, tem �

âðåìÿ ýìèññèè. Âèäèìàÿ ñâåòèìîñòü âûðàæàåòñÿ êàê

ℓ =
NγEobs

tobsA
, (3.35)

ãäå Eobs èõ ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ, è

A = 4πa20r
2

� ïëîùàäü ñ�åðû âîêðóã çâåçäû. ×èñëî �îòîíîâ ñîõðàíÿåòñÿ, íî èõ ýíåð-

ãèÿ èñïûòûâàåò êðàñíîå ñìåùåíèå

Eobs =
Eem

1 + z
. (3.36)

Âðåìåíà ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

tobs = (1 + z)tem. (3.37)

Òîãäà, èñïîëüçóÿ (3.36), (3.37), âèäèìàÿ ñâåòèìîñòü (3.35) ìîæåò áûòü

âûðàæåíà ÷åðåç àáñîëþòíóþ ñâåòèìîñòü (3.34) êàê

ℓ =
NγEem

tem

1

(1 + z)2
1

4πa20r
2

=
1

(1 + z)2
L

4πa20r
2
.

Îòñþäà ñëåäóåò �îðìóëà äëÿ �îòîìåòðè÷åñêîãî ðàññòîÿíèÿ (3.33)

dL(z)SC = (1 + z)a0r. (3.38)

Çäåñü ïðèíÿòî âî âíèìàíèå, ÷òî ïëîùàäü ñ�åðû âîêðóã ñâåòÿùåãîñÿ

îáúåêòà ïðîõîäèò ÷åðåç Çåìëþ è ÷àñòîòà �îòîíîâ óìåíüøàåòñÿ âî âðåìÿ
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äâèæåíèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ �îðìóëó äëÿ êîîðäèíàòíîãî ðàññòîÿíèÿ (3.25) â

(3.38), ïîëó÷àåì àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ �îòîìåòðè÷åñêîãî ðàñ-

ñòîÿíèÿ [113℄

dL(z)SC =
c(1 + z)

H0

√
ΩΛ

(
℘−1

[
1−

√
1 + ΩM/ΩΛ

2

]

− ℘−1
[

1−
√

1 + ΩM/ΩΛ(1 + z)3

2(1 + z)2

])
. (3.39)

Ñîâðåìåííàÿ íàáëþäàòåëüíàÿ êîñìîëîãèÿ îñíîâûâàåòñÿ íà äèàãðàì-

ìå Õàááëà. Ñîîòíîøåíèå ý��åêòèâíàÿ çâ¼çäíàÿ âåëè÷èíà � êðàñíîå ñìå-

ùåíèå

m(z)−M = 5lg[dL(z)SC ] +M, (3.40)

èñïîëüçóåòñÿ äëÿ òåñòèðîâàíèÿ êîñìîëîãè÷åñêèõ òåîðèé (dL â ìåãàïàð-

ñåêàõ) [112℄. Çäåñü m(z) � âèäèìàÿ çâ¼çäíàÿ âåëè÷èíà, M � àáñîëþòíàÿ

çâ¼çäíàÿ âåëè÷èíà, èM = 25 � êîíñòàíòà.

3.2 Êîí�îðìíûå òåîðèè ãðàâèòàöèè

Óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà íå èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî êîí�îðìíûõ ïðå-

îáðàçîâàíèé. Çàêîíîìåðíî âîçíèêàåò âîïðîñ îá àäåêâàòíîñòè èõ ïðèìå-

íåíèÿ íà êîñìîëîãè÷åñêèõ ìàñøòàáàõ ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè [22℄. Êîí-

�îðìíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñæèìàþò èëè ðàñòÿãèâàþò ïðîñòðàíñòâåííî -

âðåìåííûå èíòåðâàëû ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè â îäíîé êîîðäèíàòíîé ñè-

ñòåìå

ds2 = Ω2ds̄2

íà êîí�îðìíî èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèÿõM and M̄. Ïðè êîí�îðì-

íûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ êîìïîíåíòû ìåòðèêè ïðîñòðàíñòâà - âðåìåíè è ñî-
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îòâåòñòâóþùèé äåòåðìèíàíò èçìåíÿþòñÿ ïî ïðàâèëàì

gµν = Ω2ḡµν,
√−g = Ω4√−ḡ. (3.41)

Ñêàëÿð �è÷÷è ïðîñòðàíñòâà - âðåìåíè ïðåîáðàçóåòñÿ ñîãëàñíî

R = Ω−2
(
R̄− 6

�̄Ω

Ω

)
, (3.42)

ãäå îïåðàòîð Äàëàìáåðà �̄ îòíîñèòñÿ ê êîí�îðìíî ìàñøòàáèðîâàííîé

ìåòðèêå. �àññìîòðèì äåéñòâèå �èëüáåðòà

SH =
1

2

∫
d4x
√−g1

6
R, (3.43)

ãäå ìû ïîëîæèëè

κ2 ≡ 8πG = 6.

Êîí�îðìíîå îòîáðàæåíèå ìåòðèêè (3.41) âìåñòå ñ (3.42) äà¼ò êîí�îðìíî

ïðåîáðàçîâàííîå äåéñòâèå �èëüáåðòà

S̄H =
1

2

∫
d4x
√−ḡΩ2

(
1

6
R̄ − �̄Ω

Ω

)
. (3.44)

Äåéñòâèå (3.44) ÿâëÿåòñÿ êîí�îðìíûì èíâàðèàíòîì. Äîïîëíèòåëüíîå

ñëàãàåìîå â (3.44) âûãëÿäèò êàê êèíåòè÷åñêèé ÷ëåí íåêîòîðîãî ñêàëÿð-

íîãî ïîëÿ. Èäåÿ ñîñòîèò âî âêëþ÷åíèè áåçìàññîâîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ Φ

äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîãëîòèòü êîí�îðìíûé �àêòîð

SHΦ =
1

2

∫
d4x
√
−g
(

1

6

)
RΦ2. (3.45)

Ïîñëå êîí�îðìíîãî îòîáðàæåíèÿ èìååì

S̄HΦ =
1

2

∫
d4x
√−ḡ

(
1

6
R̄Φ̄2 − �̄Ω

Ω
Φ̄2

)
, (3.46)
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ãäå ìû ïðèíÿëè âî âíèìàíèå ìàñøòàáèðîâàííîå ñêàëÿðíîå ïîëå

Φ = Ω−1Φ̄, (3.47)

ïîýòîìó êîí�îðìíûé �àêòîð â äåéñòâèè (3.46) áûë ñîêðàù¼í.

Äàëåå, ðàññìîòðèì äåéñòâèå äëÿ áåçìàññîâîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ

SΦ = −1

2

∫
d4x
√−gΦ�Φ. (3.48)

Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ êîí�îðìíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (3.52), ñ ó÷¼òîì òðàíñ-

�îðìàöèè ïîëÿ (3.47), ïîëó÷àåì ïðåîáðàçîâàííîå äåéñòâèå

S̄Φ = −1

2

∫
d4x
√−ḡ

(
Φ̄�̄Φ̄− �̄Ω

Ω
Φ̄2

)
, (3.49)

ãäå áûëî èñïîëüçîâàâàíî

�Φ =
1

Ω3

(
�̄Φ̄− �̄Ω

Ω
Φ̄2

)
.

Äåéñòâèå äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ (3.49) íå ÿâëÿåòñÿ êîí�îðìíûì èíâàðè-

àíòîì.

Íàêîíåö, åñëè ìû ñêëàäûâàåì äåéñòâèå äëÿ áåçìàññîâîãî ñêàëÿðíîãî

ïîëÿ (3.49) ñ äåéñòâèåì, îïèñûâàþùèì åãî âçàèìîäåéñòâèå ãðàâèòàöè-

îííûì ïîëåì (3.46), ìû ïîëó÷àåì äåéñòâèå, ÿâëÿþùèìñÿ êîí�îðìíûì

èíâàðèàíòîì

S =
1

2

∫
d4x
√−gΦ

(
1

6
RΦ−�Φ

)
. (3.50)

Äåéñòâèå (3.50) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â îáùåì âèäå, âêëþ÷àþùåì

ìàññèâíîå ñêàëÿðíîå ïîëå, èãíîðèðóÿ ïîâåðõíîñòíûé ÷ëåí

S =
1

2

∫
d4x
√−g

(
1

6
RΦ2 + gµν∇µΦ∇νΦ−m2Φ2

)
. (3.51)
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Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè âûðàæåíèå äëÿ êîâàðèàíòíîãî äàëàìáåðèàíà

�Φ ≡ 1√−g
∂

∂xµ

(√−ggµν ∂

∂xν
Φ

)
.

Äåéñòâèå ñ ìàññèâíûì ÷ëåíîì (3.51) êîí�îðìíî èíâàðèàíòíî ïðè ó÷¼òå

ñêåéëèíãà ìàññ

m = Ω−1m̄.

Ñ �àêòîðì 1/6 ïðè R (3.51), äåéñòâèå ýêâèâàëåíòíî äåéñòâèþ Îáùåé

Òåîðèè Îòíîñèòåëüíîñòè [114℄. Êîí�îðìíî èíâàðèàíòíûå óðàâíåíèÿ äâè-

æåíèÿ òåîðèè ñîâïàäàþò ñ àíàëîãè÷íûìè óðàâíåíèÿìè Îáùåé Òåîðèè

Îòíîñèòåëüíîñòè, âûðàæåííûõ â êîí�îðìíûõ ïåðåìåííûõ (ñì, íàïðè-

ìåð [32, 114, 115, 116℄).

3.3 Óðàâíåíèå Ôðèäìàíà â êîí�îðìíîé êîñ-

ìîëîãèè

�àññìîòðèì â ýòîì �àçäåëå ïðîñòðàíñòâåííûå êîí�îðìíûå ïðåîáðàçîâà-

íèÿ. Ïðè êîí�îðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ êîìïîíåíòû ïðîñòðàíñòâåííîé

ìåòðèêè è ñîîòâåòñòâóþùåãî äåòåðìèíàíòà ìåòðèêè ïðåîáðàçóþòñÿ êàê

γij = Ψ4γ̄ij,
√
γ = Ψ6√γ̄. (3.52)

Êîìïîíåíòû òåíçîðà âíåøíåé êðèâèçíû ïðåîáðàçóþòñÿ êàê

Kij = Ψ−2Aij +
1

3
Ψ4γ̄ijK, (3.53)

ãäå Aij � êîìïîíåíòû áåññëåäîâîé ÷àñòè òåíçîðà Kij, è K � åãî ñëåä.
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Îïðåäåëåíèÿ (3.52), (3.53) èçáûòî÷íû. Îíè èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëü-

íî êîí�îðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé [117℄

γ̄ij −→ ξ4γ̄ij,

Ψ −→ ξ−1Ψ,

Aij −→ ξ−2Aij,

K −→ K,

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ ξ. Íà äåòåðìèíàíò ìåòðèêè ïîêà íå íàêëàäûâà-

þòñÿ êàêèå-ëèáî îãðàíè÷åíèÿ. Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

êîí�îðìíî ýêâèâàëåíòíûé êëàññ ìåòðèê [117℄.

Ñêàëÿð �è÷÷è ïðîñòðàíñòâà ïðåîáðàçóåòñÿ ñîãëàñíî

R = Ψ−4
(
R̄ − 8

△̄Ψ

Ψ

)
, (3.54)

ãäå ëàïëàñèàí △̄ ñîãëàñîâàí ñ êîí�îðìíî ìàñøòàáèðîâàííîé ìåòðèêîé.

Êîí�îðìíàÿ ãàìèëüòîíîâà ñâÿçü

H̃⊥ =
1

2
γ̄AijAij−

1

3
γ̄Ψ12K2− 1

2
γ̄Ψ8R̄+4γ̄Ψ7△̄Ψ+(8πG)γ̄Ψ12ρ = 0 (3.55)

èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî êîí�îðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (3.52).

Äëÿ èçó÷åíèÿ äèíàìèêè ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ âûïîëíÿåòñÿ ïåðåõîä

γ̃ij (3.52). Â êîñìîëîãèè, �àêòîð Ψ îïðåäåëÿåòñÿ êàê îòíîøåíèå äåòåð-

ìèíàíòà ïðîñòðàíñòâåííîé ìåòðèêè γ (3.23) ê äåòåðìèíàíòó �îíîâîé

ìåòðèêè f

Ψ :=

(
γ

f

)1/12

=

√
a(t)

a0
.

Â êà÷åñòâå �îíîâîé ìåòðèêè óìåñòíî âçÿòü ñ�åðó ñîâðåìåííîãî ðà-

äèóñà a0:

fijdx
idxj = a20

(
dχ2 + sin2 χ(dθ2 + sin2 θdφ2)

)
. (3.56)
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Ñëåäîâàòåëüíî, êîí�îðìíàÿ ìåòðèêà ñ êîìïîíåíòàìè γ̃ij ÿâëÿåòñÿ ñòà-

òè÷åñêîé ìåòðèêîé ñîâðåìåííîé Âñåëåííîé ñ ðàäèóñîì a0. Ïðè êîí�îðì-

íîì ïðåîáðàçîâàíèè (3.52) ñêàëÿð �è÷÷è R ïðåîáðàçóåòñÿ êàê

R = Ψ−4R̃ =

(
a0
a(t)

)2

R̃. (3.57)

Êîí�îðìíàÿ ãàìèëüòîíîâà ñâÿçü èìååò âèä óðàâíåíèÿ Ëèõíåðîâè÷à �

Éîðêà

−1

9
K2 − 1

6
Ψ−4R̃ +

(
8πG

3

)
ρ = 0. (3.58)

Êîí�îðìíàÿ ãðàâèòàöèÿ ñòðîèòñÿ íà ââåäåíèè äèëàòîííîãî ïîëÿ [114,

116, 117℄. Èíòåðïðåòàöèÿ äèàãðàììû Õàááëà íà îñíîâå êîí�îðìíîé êîñ-

ìîëîãè÷åñêîé ìîäåëè ñ ïàðàìåòðàìè Ωrigid = 0.755, ΩM = 0.245, äà¼ò

òàêóþ æå êà÷åñòâåííóþ àïïðîêñèìàöèþ êàê è ñòàíäàðòíàÿ êîñìîëîãè÷å-

ñêàÿ ìîäåëü ñ ïàðàìåòðàìè ΩΛ = 0.72, ΩM = 0.28 [30, 37, 38℄. Ïàðàìåòð

Ωrigid îòâå÷àåò ñâåðõæ¼ñòêîìó ñîñòîÿíèþ ìàòåðèè, êîãäà äàâëåíèå ðàâíî

ïëîòíîñòè ýíåðãèè p = ρ [118℄, ÷òî ñëó÷àåòñÿ â ðåæèìå íóêëåîñèíòåçà â

çâ¼çäàõ [119℄. Âûïèøåì êîí�îðìíîå óðàâíåíèå Ôðèäìàíà [41℄, îñòàâëÿÿ

òîëüêî çíà÷èìûå ïàðöèàëüíûå êîñìîëîãè÷åñêèå ïàðàìåòðû

(
a′

a

)2

=

(H0

c

)2 [
Ωrigid

(a0
a

)4
+ ΩM

(a0
a

)]
, (3.59)

ãäå H0 � êîí�îðìíàÿ ïîñòîÿííàÿ Õàááëà. Â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ

(3.59) âîøëè âêëàäû îò ïëîòíîñòåé ñîñòîÿíèé ìàòåðèè ρ(a) â ñîîòâåò-

ñòâèè ñ èõ êîí�îðìíûìè âåñàìè; ñëåâà øòðèõ îáîçíà÷àåò ïðîèçâîä-

íóþ ïî êîí�îðìíîìó âðåìåíè. Ïîñëå ââåäåíèÿ áåçðàçìåðíîé ïåðåìåííîé

x ≡ a/a0, êîí�îðìíîå óðàâíåíèå Ôðèäìàíà (3.59) ïðèìåò âèä

(
2c√

ΩMH0

)2

x2
(

dx

dη

)2

= 4x3 − g3 ≡ 4(x− e1)(x− e2)(x− e3), (3.60)
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ãäå ñïðàâà îäèí êîðåíü êóáè÷åñêîãî ïîëèíîìà (3.60) âåùåñòâåííûé, à

äðóãèå äâà êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííûå

e1 ≡ 3

√
Ωrigid

ΩM

1 + ı
√

3

2
, e2 ≡ − 3

√
Ωrigid

ΩM
, e3 ≡ 3

√
Ωrigid

ΩM

1− ı
√

3

2
.

Èíâàðèàíòû êóáè÷åñêîãî ïîëèíîìà:

g2 = 0, g3 = −4Ωrigid

ΩM
.

Êîí�îðìíûé ïàðàìåòð Õàááëà ñâÿçàí ñ êëàññè÷åñêèì ïàðàìåòðîì H ≡
(a/a0)H. Äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (3.60) îïèñûâàåò ý��åêòèâíóþ

çàäà÷ó èç êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè � ïàäåíèå ÷àñòèöû ñ ìàññîé 8c2/(ΩMH2
0)

è íóëåâîé ïîëíîé ýíåðãèåé â öåíòðàëüíîì ïîëå ñ îòòàëêèâàþùèì ïîòåí-

öèàëîì

U(x) =
g3
x2
− 4x.

Ñòàðòóÿ ñ íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ x = 0 îíà äîñòèãàåò x = 1 çà êîíå÷-

íîå âðåìÿ η0. Ìû ïîëó÷àåì èíòåãðàë èç äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

(3.60)

1∫

1/(1+z)

xdx√
4x3 − g3

= −
√

ΩMH0

2c
η. (3.61)

Ââåä¼ì íîâóþ ïåðåìåííóþ u

x = ℘(u) = −dζ(u)

du
. (3.62)

Âåéåðøòðàññîâà ζ-�óíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì êâàçèïåðèîäè÷íî-

ñòè [54℄

ζ(u+ 2ω) = ζ(u) + 2ζ(ω), ζ(u+ 2ω′) = ζ(u) + 2ζ(ω′),

ãäå ω è ω′ � ïîëóïåðèîäû �óíêöèè ℘(u).
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Èíòåãðèðóåì êîí�îðìíîå óðàâíåíèå Ôðèäìàíà (3.60) è ïîëó÷àåì ñî-

îòíîøåíèå êîí�îðìíûé âîçðàñò � êðàñíîå ñìåùåíèå â ÿâíîì âèäå

η =
2c√

ΩMH0

(
ζ

[
℘−1

(
1

1 + z

)]
− ζ

[
℘−1(1)

])
. (3.63)

Âûïèñàííîå â èíòåãðàëüíîé �îðìå óðàâíåíèå èçâåñòíî â êîñìîëîãèè

êàê çàêîí Õàááëà. ßâíóþ �îðìóëó äëÿ âîçðàñòà Âñåëåííîé ìîæíî ïî-

ëó÷èòü

η0 =
2c√

ΩMH0

(
ζ
[
℘−1(0)

]
− ζ

[
℘−1(1)

])
. (3.64)

Èíòåðâàë êîîðäèíàòíîãî êîí�îðìíîãî ðàññòîÿíèÿ ðàâåí èíòåðâàëó êîí-

�îðìíîãî âðåìåíè dr = −dη, ïîýòîìó ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü (3.63) êàê

ñîîòíîøåíèå êîí�îðìíîå ðàññòîÿíèå � êðàñíîå ñìåùåíèå.

Îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå äëèíû âîëíû èçëó÷¼ííîãî �îòîíà ñîîòâåò-

ñòâóåò îòíîñèòåëüíîìó èçìåíåíèþ ìàñøòàáà

z =
λ0 − λ
λ

=
a0 − a
a

,

ãäå λ � äëèíà âîëíû èñïóùåííîãî �îòîíà, λ0 � äëèíà âîëíû ïîãëîù¼í-

íîãî �îòîíà. Òðàêòîâêà Âåéëÿ [120℄ ïðåäïîëàãàåò âîçìîæíîñòü ðàññìîò-

ðåíèÿ

1 + z =
m0a0

[a(η)m0]
, (3.65)

ãäå m0 � ïåðâîíà÷àëüíàÿ ìàññà àòîìà. Ìàññû ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö, ñî-

ãëàñíî êîí�îðìíîé êîñìîëîãèè (3.65), ñòàíîâÿòñÿ áåãóùèìè

m(η) = m0a(η).

Óìåñòíî âñïîìíèòü êîððåêòíîå çàìå÷àíèå Íîáåëåâñêîãî ëàóðåàòà ïî

�èçèêå Ñòèâåíà Âàéíáåðãà [1℄ îá èíòåðïðåòàöèè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàí-

íûõ ïî êðàñíîìó ñìåùåíèþ.
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�ß íå õî÷ó ñîçäàòü îùóùåíèÿ âñåîáùåãî ñîãëàñèÿ èíòåðïðåòàöèè êðàñ-

íîãî ñìåùåíèÿ. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, íèêòî èç íàñ íå íàáëþäàë ðàçáåãà-

íèÿ ãàëàêòèê îò íàñ; âñ¼, â ÷¼ì ìû óâåðåíû, òàê òîëüêî â òîì, ÷òî ëèíèè

ñïåêòðîâ ñìåùåíû â êðàñíóþ ñòîðîíó, òî åñòü â íàïðàâëåíèè äëèííûõ

âîëí. Èìåþòñÿ óâàæàåìûå àñòðîíîìû, èìåþùèå ñîìíåíèÿ â òîì, ÷òî

êðàñíûå ñìåùåíèÿ íå ñâÿçàíû ñ ý��åêòîì Äîïëåðà è ñ ðàñøèðåíèåì

Âñåëåííîé�.

Ôîòîíû, èçëó÷¼ííûå àòîìàìè ñ äàë¼êèõ çâ¼çä ìèëëèàðäû ëåò íàçàä,

ïîìíÿò ðàçìåðû àòîìîâ. Àòîìû îïðåäåëÿþòñÿ èõ ìàññàìè. Àñòðîíîìû

â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñðàâíèâàþò ñïåêòðû ïîãëîùåíèÿ ñî ñïåêòðàìè òåõ

æå àòîìîâ íà Çåìëå, íî èçìåí¼ííûõ ñ òîãî äàâíåãî âðåìåíè. �åçóëüòà-

òîì ÿâëÿåòñÿ êðàñíîå ñìåùåíèå z ñïåêòðàëüíûõ ëèíèé Ôðàóíãî�åðà.

Â êîí�îðìíûõ êîîðäèíàòàõ ïîâåäåíèå �îòîíîâ â òî÷íîñòè êàê â ïðî-

ñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî. Èíòåðâàë âðåìåíè dt = −adr, èñïîëüçóåìûé â

ñòàíäàðòíîé êîñìîëîãèè, è èíòåðâàë âðåìåíè dη = −dr, èñïîëüçóåìûé

â êîí�îðìíîé êîñìîëîãèè, ðàçíûå. Êîí�îðìíîå �îòîìåòðè÷åñêîå ðàñ-

ñòîÿíèå dL(z)CC ñâÿçàíî ñî ñòàíäàðòíûì �îòîìåòðè÷åñêèì ðàññòîÿíèåì

dL(z)SC [37℄

dL(z)CC = (1 + z)dL(z)SC = (1 + z)2r(z),

ãäå r(z) � êîîðäèíàòíîå ðàññòîÿíèå. Äëÿ �îòîíîâ dr/dη = −1, ïîýòîìó

ìû ïîëó÷àåì ÿâíóþ çàâèñèìîñòü: ñîîòíîøåíèå �îòîìåòðè÷åñêîå ðàñ-

ñòîÿíèå � êðàñíîå ñìåùåíèå

dL(z)CC =
2c(1 + z)2√

ΩMH0

(
ζ

[
℘−1

(
1

1 + z

)]
− ζ

[
℘−1(1)

])
. (3.66)
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Ñîîòíîøåíèå ý��åêòèâíàÿ çâ¼çäíàÿ âåëè÷èíà � êðàñíîå ñìåùåíèå â

êîí�îðìíîé êîñìîëîãèè èìååò âèä

m(z)−M = 5lg[dL(z)CC ] +M. (3.67)

Ïîñêîëüêó ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ôðèäìàíà ïðèíàäëåæàò ê êëàññó äâî-

ÿêîïåðèîäè÷åñêèõ ìåðîìîð�íûõ �óíêöèé Âåéåðøòðàññà. Â êëàññè÷å-

ñêîé ìåõàíèêå ðåøåíèå çàäà÷è î ìàòåìàòè÷åñêîì ìàÿòíèêå âûðàæàåòñÿ

ñ ïîìîùüþ ýëëèïòè÷åñêîãî ñèíóñà. Îáà ïåðèîäà �óíêöèè êîìïëåêñíîãî

âðåìåíè, è âåùåñòâåííûé è ìíèìûé, èìåþò �èçè÷åñêèé ñìûñë [121℄. Ñî-

ãëàñíî èäåÿì êîí�îðìíîé öèêëè÷åñêîé êîñìîëîãèè, ñöåíàðèé Áîëüøîãî

âçðûâà ïðîëîíãèðóåòñÿ â îáà íàïðàâëåíèÿ: â ïðîøëîå è áóäóùåå [122,

123, 124℄, ïîýòîìó ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà âðåìåííûå öèêëû ðå-

øåíèé. Â êâàíòîâîé êîñìîëîãèè, ñ ïîìîùüþ âîëíîâîé �óíêöèè [125℄,

èññëåäóþòñÿ ïðîáëåìû àêòà ðîæäåíèÿ âñåëåííîé. Êâàíòîâîå òóííåëèðî-

âàíèå ñ èçìåíåíèåì ñèãíàòóðû ïðîñòðàíñòâà � âðåìåíè îïèñûâàþòñÿ ñ

èñïîëüçîâàíèåì ìíèìîãî âðåìåíè [126℄.

3.4 Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ìîäåëåé

Ñîãëàñíî êîí�îðìíîé êîñìîëîãè÷åñêîé ìîäåëè, íàáëþäàåìûìè �èçè÷å-

ñêèìè âåëè÷èíàìè ÿâëÿþòñÿ êîí�îðìíûå ïåðåìåííûå. Êðèòèðèé Ïèðñî-

íà χ2
áûë ïðèìåí¼í â ðàáîòå [37℄ äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ïîäãîíêè ðåçóëüòà-

òîâ àñòðîíîìè÷åñêèõ íàáëþäåíèé çà ñâåðõíîâûìè Ia. Âêëàä îò êîìïîíåí-

òû, ñîîòâåòñòâóþùåé æ¼ñòêîìó ñîñòîÿíèþ ìàòåðèè ρrigid â êîí�îðìíîé

ìîäåëè çàìåíèë âêëàä îò Λ-÷ëåíà â ñòàíäàðòíîé ìîäåëè. Â ðåçóëüòàòå

ïðîâåä¼ííîãî àíàëèçà áûë ñäåëàí âûâîä: ëó÷øèé �èòèíã êîí�îðìíîé
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�èñ. 3.4: Êðèâûå Õàááëà äëÿ äâóõ êîñìîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé: ý��åêòèâíàÿ çâ¼çäíàÿ

âåëè÷èíà � êðàñíîå ñìåùåíèå.

ìîäåëè íè÷åì íå óñòóïàåò ëó÷øåìó �èòèíãó ñòàíäàðòíîé ìîäåëè. Êðè-

âûå, ïîëó÷åííûå íà îñíîâå äâóõ ïîäõîäîâ (3.67) è (3.40), ïîêàçàíû íà

�èñ. 3.4. �àçíîñòü ìåæäó ïðåäñêàçàíèÿìè ìîäåëåé (3.67) è (3.40): ý�-

�åêòèâíàÿ çâ¼çäíàÿ âåëè÷èíà � êðàñíîå ñìåùåíèå

∆(m(z)−M) = 5lg[dL(z)CC ]− 5lg[dL(z)SC ] (3.68)

ïîêàçàíà íà �èñ. 3.5. �àçëè÷èå ìåæäó êðèâûìè ïðîÿâëÿåòñÿ íà ðàííåé

è ïîçäíåé ñòàäèÿõ ðàçâèòèÿ Âñåëåííîé.

Ôóíêöèÿ (3.68) èìååò äîâîëüíî ñëîæíûé âèä, íî å¼ ìîæíî èíòåðïîëè-

ðîâàòü ñ äîñòàòî÷íîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè ïîëèíîìàìè ×åáûø¼âà ïåðâîãî

ðîäà, íàèìåíåå îòêëîíÿþùèìèñÿ îò íóëÿ íà èíòåðâàëå [−1; 1]

∆(m−M) =
a0
2

+ a1T1(x) + a2T2(x) + a3T3(x) + a4T (x).

Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè ïåðåìåííóþ −1 ≤ x ≤ 1: x ≡ (20/17)z − 1,

à êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ èìåþò âèä: a0/2 = 0.0703, a1 = 0.0513,

a2 = 0.0513, a3 = −0.0123, a4 = 0.0015. Ïîëèíîìû ×åáûø¼âà

T0 = 1, T1(x) = x, T2(x) = 2x2 − 1,
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�èñ. 3.5: �àçíîñòü ìåæäó êðèâûìè Õàááëà äâóõ êîñìîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé: ý��åê-

òèâíàÿ çâ¼çäíàÿ âåëè÷èíà � êðàñíîå ñìåùåíèå.

T3(x) = 4x3 − 3x, T4(x) = 8x4 − 8x2 + 1.

Â ñòàíäàðòíîé êîñìîëîãèè îïðåäåëåíû ïàðàìåòðû Õàááëà, çàìåäëå-

íèÿ è òîë÷êà [112℄

H(t) ≡ +

(
ȧ

a

)
= H0

√
ΩM

a3
+ ΩΛ, (3.69)

q(t) ≡ −
(
ä

a

)(
ȧ

a

)−2
=

ΩM/2− ΩΛa
3

ΩM + ΩΛa3
, (3.70)

j(t) ≡ +

(
˙̈a

a

)(
ȧ

a

)−3
= 1. (3.71)

Êàê ìû âèäèì, ïàðàìåòð çàìåäëåíèÿ q ìåíÿåò ñâîé çíàê â òå÷åíèå ýâî-

ëþöèè Âñåëåííîé â òî÷êå ïåðåãèáà

a∗ = 3

√
ΩM

2ΩΛ
,

j-ïàðàìåòð îñòà¼òñÿ ïîñòîÿííûì.

Ìû ìîæåì îïðåäåëèòü àíàëîãè÷íûå ïàðàìåòðû è äëÿ êîí�îðìíîé
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êîñìîëîãèè

H(η) ≡ +

(
a′

a

)
, (3.72)

q(η) ≡ −
(
a′′

a

)(
a′

a

)−2
, (3.73)

j(η) ≡ +

(
a′′′

a

)(
a′

a

)−3
. (3.74)

Âû÷èñëèì êîí�îðìíûå ïàðàìåòðû, èñïîëüçóÿ êîí�îðìíîå óðàâíåíèå

Ôðèäìàíà (3.59). Ïàðàìåòð Õàááëà

H(η) =
H0

a2

√
Ωrigid + ΩMa3 > 0;

ïàðàìåòð çàìåäëåíèÿ

q(η) =

(
Ωrigid − (ΩM/2)a3

Ωrigid + ΩMa3

)
> 0,

ñëåäîâàòåëüíî, ìàñøòàáíûé �àêòîð ðàñò¼ò ñ çàìåäëåíèåì; ïàðàìåòð òîë÷-

êà

j(η) =
3Ωrigid

Ωrigid + ΩMa3
> 0

èçìåíÿåòñÿ îò 3 äî 3Ωrigid. Áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû q(η) è j(η) îñòàþòñÿ

ïîëîæèòåëüíûìè â òå÷åíèå ýâîëþöèè. Âñåëåííàÿ íå èñïûòûâàåò òîë÷êà.

3.5 Ýêñòðàïîëÿöèÿ äèàãðàììû Õàááëà

Â ñòàíäàðòíîé êîñìîëîãèè, èíòåãðàë (3.15), âõîäÿùèé â �îðìóëó äëÿ

ðàññ÷¼òà ðàññòîÿíèÿ äî ñâåòÿùåãîñÿ îáúåêòà

I =

∫
dx√

x4 + 4a3x
, (3.75)
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ìîæíî âûðàçèòü ñ ïîìîùüþ ýëëèïòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ [127℄. Äëÿ ýòî-

ãî ïðåäñòàâèì ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ïîëèíîìîâ

âòîðîãî ïîðÿäêà

x4 + 4a3x = (x2 − 2px+ 4p2)(x2 + 2px),

ãäå 4a3 ≡ 8p3. Äàëåå ïðèìåíèì äðîáíî-ëèíåéíóþ ïîäñòàíîâêó x 7→ t:

x =
(1 +

√
3)t+ (1−

√
3)

t+ 1
p.

Äè��åðåíöèàë çàìåíèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

dx = − 2
√

3p

(t+ 1)2
dt,

à èíòåãðàë (3.75) ïðèìåò âèä

I = − 1√
(2
√

3− 3)p

∫
dt√

(1 + t2)(b2t2 − 1)
, (3.76)

ãäå b ≡ (2 +
√

3). Òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ïîäñòàíîâêîé t 7→ ϕ:

bt = secϕ ≡ 1

cosϕ

ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ïðèâîäèì ê ñòàíäàðòíîìó âèäó

dt√
(1 + t2)(b2t2 − 1)

=
√

1− k2 dϕ√
1− k2 sin2 ϕ

,

ãäå k2 ≡ b2/(1+b2). Â ðåçóëüòàòå, èñêîìûé îïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë (3.15)

âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà

F (ϕ, k) :=

ϕ∫

0

dφ√
1− k2 sin2 φ
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ïî Ëåæàíäðó:

I(z) =
1

4
√

3p
[F (ϕ(z), k)− F (ϕ(0), k)] . (3.77)

Çäåñü k2 � ìîäóëü ýëëèïòè÷åñêîãî èíòåãðàëà, à óãîë ϕ(z) îïðåäåëÿåòñÿ

�îðìóëîé:

ϕ(z) := arccos

(
(
√

3 + 1)p(1 + z)− 1

(2 +
√

3)[(
√

3− 1)p(1 + z) + 1]

)
.

Â êîí�îðìíîé êîñìîëîãèè, â �îðìóëó äëÿ ðàñ÷¼òà ðàññòîÿíèÿ äî

ñâåòÿùåãîñÿ îáúåêòà âõîäèò èíòåãðàë îò ðàöèîíàëüíîé �óíêöèè (3.61)

I =

∫
xdx√
P (x)

, (3.78)

ãäå ïîëèíîì P (x) ïðåäñòàâèì â �àêòîðèçîâàííîé �îðìå:

P (x) = x3 + β3 ≡ (x+ β)(x2 − βx+ β2), β ≡ 3

√
Ωrigid

ΩM
.

Ïîêàæåì, êàê åãî ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû. Âîñ-

ïîëüçóåìñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ïîäñòàíîâêîé x 7→ ϕ:

x = −β +
√

3β tg2 ϕ

2
.

Ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííîé ïîëó÷àåì

P (ϕ) =
3
√

3β3 tg2(ϕ/2)

cos4(ϕ/2)
[1− k2 sin2 ϕ], k2 ≡ 2 +

√
3

4
.

Äè��åðåíöèàë ïðåîáðàçóåòñÿ ïî �îðìóëå:

dx =
√

3β
tg(ϕ/2)

cos2(ϕ/2)
dϕ.

Â ðåçóëüòàòå çàìåíû ïåðåìåííîé èíòåãðàë (3.78) ïðèìåò âèä:

I = −
√

β√
3

∫
dϕ√

1− k2 sin2 ϕ
+

√√
3β

∫
tg2(ϕ/2) dϕ√
1− k2 sin2 ϕ

(3.79)
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Ïðåîáðàçóåì âòîðîé èíòåãðàë â (3.79), âîñïîëüçîâàâøèñü ðàâåíñòâîì

∫
tg2(ϕ/2) dϕ√
1− k2 sin2 ϕ

= 2 tg(ϕ/2)

√
1− k2 sin2 ϕ

−2

∫ √
1− k2 sin2 ϕ dϕ+

∫
dϕ√

1− k2 sin2 ϕ
.

Òîãäà èíòåãðàë (3.79) ïðèìåò âèä

I = 2

√√
3β tg(ϕ/2)

√
1− k2 sin2 ϕ

− 2

√√
3β

∫ √
1− k2 sin2 ϕ+ (

√
3− 1)

√
β√
3

∫
dϕ√

1− k2 sin2 ϕ
.

Ïîäñòàâëÿÿ ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ, íàõîäèì èñêîìûé îïðåäåë¼ííûé

èíòåãðàë

I(z) = 2

√
(1 + β)(1− k2 sin2 ϕ(0))

− 2

√
1 + β(1 + z)

(1 + z)
(1− k2 sin2 ϕ(z))

+ (
√

3− 1)

√
β√
3

[F (k, ϕ(0))− F (k, ϕ(z))]

− 2

√√
3β [E(k, ϕ(0))− E(k, ϕ(z))] . (3.80)

Çäåñü

E(k, ϕ) :=

ϕ∫

0

√
1− k2 sin2 φ dφ, k2 ≡ 2 +

√
3

4

� ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà ïî Ëåæàíäðó ñ ìîäóëåì k2, óãîë

ϕ îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå

ϕ(z) := 2 arctg

√
1 + β(1 + z)√

3β(1 + z)
.
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�èñ. 3.6: Ýêñòðàïîëÿöèÿ ñîâðåìåííûõ êðèâûõ Õàááëà äâóõ êîñìîëîãè÷åñêèõ ìîäå-

ëåé. Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ z, êðèâàÿ êîí�îðìíîé ìîäåëè ïîäíèìàåòñÿ çíà÷èòåëü-

íî âûøå êðèâîé ñòàíäàðòíîé ìîäåëè. Îòêëîíåíèå ïðåâîñõîäèò ïîãðåøíîñòè àñòðî-

íîìè÷åñêèõ íàáëþäåíèé. Áóäóùèå óòî÷í¼ííûå àñòðîíîìè÷åñêèå íàáëþäåíèÿ ìîãóò

ïîäñêàçàòü, êàêîé ìîäåëè ñëåäóåò îòäàòü ïðåäïî÷òåíèå.

Ïîëó÷åííûå àíàëèòè÷åñêèå �îðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ (3.77),

(3.80) ïðèìåíèì äëÿ ýêñòðàïîëÿöèè äèàãðàììû Õàááëà äëÿ êðàñíûõ ñìå-

ùåíèé, ïðåâûøàþùèõ ñîâðåìåííûå íàáëþäàòåëüíûå äàííûå ïî ñâåðõíî-

âûì. Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèé z, êðèâàÿ êîí�îðìíîé ìîäåëè ïîäíèìàåòñÿ

çíà÷èòåëüíî âûøå êðèâîé ñòàíäàðòíîé ìîäåëè (ñì. �èñ. 3.6). Îòêëîíåíèå

ïðåâîñõîäèò ïîãðåøíîñòè àñòðîíîìè÷åñêèõ íàáëþäåíèé. Áóäóùèå óòî÷-

í¼ííûå àñòðîíîìè÷åñêèå íàáëþäåíèÿ ïîäñêàæóò, êàêîé ìîäåëè ñëåäóåò

îòäàòü ïðåäïî÷òåíèå.

Ìîæíî ðàññìîòðåòü ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå â óðàâíåíèè Ôðèäìàíà

â âèäå îáùåãî ïîëèíîìà ÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêà, âêëþ÷àÿ òåì ñàìûì âêëàä

äîìåííûõ ñòåíîê âî Âñåëåííîé. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ òàêæå âêëþ÷àþòñÿ â êëàññ �óíêöèé Âåéåðøòðàññà [128℄.
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Ôóíêöèè Âåéåðøòðàññà è ßêîáè, òðàäèöèîííî ïðèìåíÿåìûå â êëàññè÷å-

ñêîé ìåõàíèêå [129℄ è àñòðîíîìèè [130℄, íàõîäÿò ñâî¼ åñòåñòâåííîå ïðè-

ëîæåíèå è â òåîðåòè÷åñêîé êîñìîëîãèè. Ñîîòíîøåíèÿ: êîí�îðìíûé âîç-

ðàñò � êðàñíîå ñìåùåíèå, è ý��åêòèâíàÿ çâ¼çäíàÿ âåëè÷èíà � êðàñíîå

ñìåùåíèå, ÿâëÿþùèåñÿ áàçèñíûìè �îðìóëàìè â íàáëþäàòåëüíîé êîñìî-

ëîãèè, âûðàæàþòñÿ ÿâíî ÷åðåç ìåðîìîð�íûå �óíêöèè.

Âìåñòî ÷èñëåííîãî àíàëèçà, òðàäèöèîííî èñïîëüçóåìîãî â êîñìîëî-

ãèè, ìû ïðèìåíÿåì àíàëèòè÷åñêèå �îðìóëû, âûðàæàþùèåñÿ ñ ïîìîùüþ

âûñøèõ òðàíñöåíäåíòíûõ �óíêöèé. Îíè óäîáíû â èñïîëüçîâàíèè, ïî-

ñêîëüêó âñòðîåíû â êîìïüþòåðíûé ïàêåò MATHEMATICA. Èìååòñÿ êà-

òàëîã òî÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà, â êîòîðîì ñèñòåìàòèçèðî-

âàíû íàèáîëåå çíà÷èìûå �èçè÷åñêèå ðåøåíèÿ [131℄. Íàèáîëåå èçâåñòíûå

èç íèõ: ÷¼ðíûå äûðû, ïëîñêèå ãðàâèòàöèîííûå âîëíû, êîñìîëîãè÷åñêèå

ðåøåíèÿ � ïîìîãëè ïîíÿòü ñîäåðæàíèå òåîðèè ãðàâèòàöèè, äè��åðåí-

öèàëüíûå óðàâíåíèÿ êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ íåëèíåéíûìè. Äëÿ ðàçðàáîòêè

ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëåçíî îïèðàòüñÿ

íà èçâåñòíûå òî÷íûå ðåøåíèÿ. Â íàñòîÿùåé �ëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðå-

øåíèÿ â ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî âðåìåíè.

Àñòðîíîìè÷åñêèå êîëëàáîðàöèè The Supernova Cosmology Projet è

High-z Supernova Searh Team ïðåäñòàâèëè äàííûå ïî áîëüøèì êðàñíûì

ñìåùåíèÿì. Ïîäõîäû êëàññè÷åñêîé è êîí�îðìíîé êîñìîëîãèé äåìîí-

ñòðèðóþò �èòèðîâàíèå äèàãðàììû Õàááëà ñ îäèíàêîâîé òî÷íîñòüþ. Ñî-

ãëàñíî êîíöåïöèè êîí�îðìíîé ãðàâèòàöèè, êîí�îðìíûå âåëè÷èíû ÎÒÎ

ÿâëÿþòñÿ �èçè÷åñêèìè íàáëþäàåìûìè. Èíòåðïðåòàöèÿ ñ ïîçèöèé êîí-
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�îðìíîé êîñìîëîãèè ïðåäïî÷òèòåëüíåé, ïîñêîëüêó îáúÿñíÿåò ýêñïåðè-

ìåíòàëüíûå äàííûå áåç Λ-÷ëåíà. Âñåëåííàÿ ñòàòè÷íà â êîí�îðìíîé êîñ-

ìîëîãèè, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ êîíöåïöèåé Ýéíøòåéíà [132℄. Â êëàññè÷åñêîé

êîñìîëîãèè ïðèõîäèòñÿ èñêóññòâåííî ââîäèòü â óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà

Λ-÷ëåí [7℄.

�åøåíèÿ äëÿ êðèâûõ Õàááëà ðàññìîòðåííûõ ìîäåëåé àíàëèòè÷åñêè

âûðàæàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ýëëèïòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ ïåðâîãî è âòîðîãî ðî-

äîâ ïî Ëåæàíäðó. Ýêñòðàïîëÿöèÿ êðèâûõ Õàááëà äëÿ áîëüøèõ êðàñíûõ

ñìåùåíèé ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ z êðèâàÿ êîí�îðìíîé

ìîäåëè ïîäíèìàåòñÿ çíà÷èòåëüíî âûøå êðèâîé ñòàíäàðòíîé ìîäåëè. Îò-

êëîíåíèå ïðåâîñõîäèò ïîãðåøíîñòè àñòðîíîìè÷åñêèõ íàáëþäåíèé. Áóäó-

ùèå óòî÷í¼ííûå àñòðîíîìè÷åñêèå íàáëþäåíèÿ ïîäñêàæóò, êàêîé ìîäåëè

ñëåäóåò îòäàòü ïðåäïî÷òåíèå.



�ëàâà 4

Ñêðûòûå ñèììåòðèè

ìèêñìàñòåðíîé ìîäåëè

Èíòåðåñ ê ïðîáëåìå íà÷àëüíîé ñèíãóëÿðíîñòè â êîñìîëîãèè íå óãàñàåò äî

ñèõ ïîð [133, 134, 135℄. Õàîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå êîñìîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé

âáëèçè ñèíãóëÿðíîñòè èññëåäîâàëîñü ðàçíîîáðàçíûìè ìåòîäàìè (ñì, íà-

ïðèìåð, [136℄ � [138℄). Ìèêñìàñòåðíàÿ êîñìîëîãè÷åñêàÿ ìîäåëü Ìèçíåðà

[90℄ ïðèíàäëåæèò ê êëàññó ïñåâäîåâêëèäîâûõ îáîáù¼ííûõ öåïî÷åê Òî-

äû [139, 140℄. Î.È. Áîãîÿâëåíñêèé ââ¼ë îáîáù¼ííûå öåïî÷êè Òîäû [141℄.

Êàæäîé ïðîñòîé àëãåáðå Ëè îòâå÷àåò âïîëíå èíòåãðèðóåìàÿ îáîáù¼ííàÿ

åâêëèäîâà öåïî÷êà Òîäû. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèö êàæäîé öåïî÷êè

óäîâëåòâîðÿþò ïðåäñòàâëåíèÿì ñ ïîìîùüþ L−A ïàðû. Ñóùåñòâóåò èí-

âîëþòèâíàÿ ñèñòåìà èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ trL̂k
, (k = 1, . . . , n). Îáû÷-

íîé öåïî÷êå Òîäû ñîîòâåòñòâóåò ïðîñòàÿ àëãåáðà sl(n,R). Íåïåðèîäè÷å-

ñêèå öåïî÷êè âåäóò ñåáÿ àñèìïòîòè÷åñêè ñâîáîäíî [142℄. Óðàâíåíèÿ äâè-

æåíèÿ ÷àñòèö ïåðèîäè÷åñêèõ öåïî÷åê èíòåãðèðóþòñÿ â òåòà��óíêöèÿõ

[143, 144℄.

118
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Àäëåð è âàí Ì¼ðáåêå ïîëó÷èëè êðèòåðèé èíòåãðèðóåìîñòè îáîáù¼í-

íûõ öåïî÷åê Òîäû â êâàäðàòóðàõ [145℄. Òàêèì îáðàçîì îíè äîïîëíèëè

êëàññ ðåøåíèé, ïîëó÷åííûé Áîãîÿâëåíñêèì, ðåøåíèÿìè, ñîîòâåòñòâóþ-

ùèì àëãåáðàì Êàöà � Ìóäè. �è÷àðä Áîðõåðäñ ðàñøèðèë êëàññ àëãåáð

Êàöà � Ìóäè, èñïîëüçîâàâ áèëèíåéíûå ïî÷òè ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼í-

íûå �îðìû [146℄. Åãî àëãåáðû îáîáùàþò àëãåáðû Êàöà � Ìóäè, ê âåùå-

ñòâåííûì êîðíÿì êîòîðûõ äîáàâëÿþòñÿ ìíèìûå êîðíè.

Âûøåïðèâåä¼ííûå ñëó÷àè ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ ïîíèìàíèÿ ïîâåäåíèÿ

Òîäà-ïîäîáíûõ ñèñòåì íåîáõîäèìî âñêðûòü îòâå÷àþùèå èì àëãåáðû. Â

ðàáîòå [147℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â áèëüÿðäíîé àñèìïòîòè÷åñêîé àïïðîêñè-

ìàöèè ìèêñìàñòåðíîé ìîäåëè, òàêîé àëãåáðîé ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêàÿ

àëãåáðà Êàöà � Ìóäè. Áèëüÿðäíàÿ ìîäåëü õàðàêòåðèçóåòñÿ õàîòè÷åñêèì

ïîâåäåíèåì. Â íàñòîÿùåé �ëàâå ìû íàéä¼ì àëãåáðó, àññîöèèðîâàííóþ ñ

îðèãèíàëüíîé ìèêñìàñòåðíîé ìîäåëüþ Ìèçíåðà. Â äàëüíåéøèõ èññëåäî-

âàíèÿõ, ýòî ïîìîæåò ïîíÿòü ïîâåäåíèå ìîäåëè, ïîëó÷èâ êëàññ �óíêöèé,

â êîòîðûõ îíà åñòåñòâåííî îïèñûâàåòñÿ.

4.1 Ïîêàçàòåëè Êîâàëåâñêîé ìèêñìàñòåðíîé

ìîäåëè

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìíîãèõ èíòåðåñíûõ çàäà÷ äèíàìèêè èìåþò êâàçè-

îäíîðîäíóþ �îðìó. Íàïîìíèì íåêîòîðûå íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî

èçëîæåíèÿ îïðåäåëåíèÿ è òåîðåìû. Ñèñòåìà àâòîíîìíûõ äè��åðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé

żi = vi(z1, . . . , zn), 1 ≤ i ≤ n (4.1)
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íàçûâàåòñÿ êâàçèîäíîðîäíîé [148℄ ñ ïîêàçàòåëÿìè êâàçèîäíîðîäíîñòè

λ1, . . . , λn 6= 0,

åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå òîæäåñòâà

vi(α
λ1z1, . . . , α

λnzn) = αλi+1vi(z1, . . . , zn) (4.2)

ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ z è α > 0. Çíà÷èò, äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

(4.1) èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïîäñòàíîâîê zi 7→ αλizi, t → t/α. Ïðî-

äè��åðåíöèðóåì òåïåðü ïîëó÷åííûå òîæäåñòâà ïî α è ïîëîæèì α = 1:

n∑

j=1

λjzj
∂vi
∂zj

= (λi + 1)vi. (4.3)

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ �îðìóëà Ýéëåðà.

Óðàâíåíèÿ (4.2) èìåþò ÷àñòíûå ðåøåíèÿ:

zi = Cit
−λi, 1 ≤ i ≤ n (4.4)

ñ êîý��èöèåíòàìè Ci, óäîâëåòâîðÿþùèìè àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå óðàâ-

íåíèé

vi(C1, . . . , Cn) = −λiCi, 1 ≤ i ≤ n. (4.5)

Óðàâíåíèÿ äëÿ âàðèàöèè δzi ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ (4.4) èìåþò âèä:

d

dt
δzi =

n∑

j=1

∂vi
∂zj

(C1t
−λ1, . . . , Cnt

−λn)δzj. (4.6)

Äè��åðåíöèðóÿ òîæäåñòâî (4.2) ïî zj, ìû ïîëó÷àåì

∂vi
∂zj

vi(α
λ1z1, . . . , α

λnzn) = αλi−λj+1∂vi
∂zj

(z1, . . . , zn). (4.7)
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Ïîäñòàâëÿÿ α = 1/t â òîæäåñòâà (4.7), ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü ñèñòåìó

äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (4.6) â ñëåäóþùåì âèäå

d

dt
δzi =

n∑

j=1

∂vi
∂zj

(C1, C2, . . . , Cn)tλj−λi−1δzj .

Ïîëó÷åííàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò ÷àñòíûå ðåøåíèÿ

δz1 = ϕ1t
ρ−λ1, . . . , δzn = ϕnt

ρ−λn,

ïîäñòàâëÿÿ êîòîðûå â (4.6), ïîëó÷àåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

n∑

j=1

(Kij − ρδij)ϕj = 0, i = 1, 2, . . . , n.

Òàêèì îáðàçîì, ρ åñòü ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, à (ϕ1, . . . , ϕn) � ñîáñòâåííûé

âåêòîð ìàòðèöû ñ êîìïîíåíòàìè

Kij =
∂vi
∂zj

(C1, . . . , Cn) + δijλi. (4.8)

Ìàòðèöà K̂ íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé Êîâàëåâñêîé, à å¼ ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ � ïîêàçàòåëÿìè Êîâàëåâñêîé. Ýòè ïîíÿòèÿ áûëè ââåäåíû Õà-

ðóî Èîøèäîé, êîòîðûé ïîä÷åðêíóë âûäàþùèéñÿ âêëàä íàøåé ñîîòå÷å-

ñòâåííèöû â ðåøåíèå âàæíîé äèíàìè÷åñêîé ïðîáëåìû. Ñîãëàñíî òåîðåìå

Èîøèäû, åñëè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (4.1) ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìåðîìîð�-

íûìè �óíêöèÿìè â ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîãî âðåìåíè, òîãäà ïîêàçàòå-

ëè Êîâàëåâñêîé ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè. Êîâàëåâñêàÿ ïîêàçàëà, ÷òî

àëãåáðàè÷åñêèìè âïîëíå èíòåãðèðóåìûìè ñèñòåìàìè â çàäà÷å î ñ�åðè-

÷åñêîì âðàùåíèè òâ¼ðäîãî òåëà ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àè Ýéëåðà, Ëàãðàíæà è

å¼ ñîáñòâåííûé [149℄. Ïðèìåíèì å¼ ý��åêòèâíûé ìåòîä ê èññëåäîâàíèþ

êîñìîëîãè÷åñêîé çàäà÷è.
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Íàïîìíèì, ÷òî f(z) íàçûâàåòñÿ êâàçèîäíîðîäíîé �óíêöèåé ñòåïåíè

m ñ ïîêàçàòåëÿìè êâàçèîäíîðîäíîñòè (λ1, . . . , λn), åñëè

f(αλ1z1, . . . , α
λnzn) = αmf(z1, . . . , zn). (4.9)

Â ðàáîòå [148℄ äîêàçàíà òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè àëãåáðàè÷åñêîãî èíòå-

ãðàëà. Ïóñòü f � êâàçèîäíîðîäíûé èíòåãðàë ñòåïåíè m ñèñòåìû óðàâíå-

íèé (4.1) è

df(C1, . . . , Cn) 6= 0,

òîãäà ρ = m � ïîêàçàòåëü Êîâàëåâñêîé. Ýòîò âàæíûé ðåçóëüòàò óñòà-

íàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó ñâîéñòâîì ìåðîìîð�íîñòè îáùåãî ðåøåíèÿ è íà-

ëè÷èåì èíòåãðàëîâ. Åñëè ñèñòåìà óðàâíåíèé (4.1) èìååò åù¼ îäèí êâà-

çèîäíîðîäíûé èíòåãðàë g òîé æå ñòåïåíè m, è äè��åðåíöèàëû df è dg

ëèíåéíî íåçàâèñèìû â òî÷êå (C1, . . . , Cn), òî ρ = m � ïîêàçàòåëü Êîâà-

ëåâñêîé êðàòíîñòè, áîëüøåé äâóõ.

Âàæíûì äëÿ �èçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé ïðèìåðîì îäíîðîäíûõ äè�-

�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà � Ïóàíêàðå íà

àëãåáðàõ Ëè [150℄:

K̇i =

n∑

j,k=1

cjikKjω
k, Ki =

n∑

j=1

Iijω
j, (4.10)

ãäå 1 ≤ i ≤ n, ω � âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè ñèñòåìû, K � âåêòîð êè-

íåòè÷åñêîãî ìîìåíòà, ckij � ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû íåêîòîðîé n-ìåðíîé

àëãåáðû Ëè, Iij � òåíçîð èíåðöèè. Îíè ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì èçâåñòíûõ

äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ýéëåðà, îïèñûâàþùèõ äâèæåíèå òâ¼ðäîãî òå-

ëà ñ îäíîé çàêðåïë¼ííîé òî÷êîé. Àëãåáðà Ëè âîë÷êà so(3). Óðàâíåíèÿ
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(4.10) âñåãäà èìåþò èíòåãðàë ýíåðãèè

T =
1

2

n∑

i,j=1

Iijω
iωj. (4.11)

Äëÿ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé çàäà÷à îá îäíîçíà÷íîñòè îáùåãî ðåøåíèÿ

ìîæåò áûòü ïðàêòè÷åñêè äîâåäåíà äî êîíöà [148℄.

Ïîêàæåì, ÷òî ìèêñìàñòåðíàÿ êîñìîëîãè÷åñêàÿ ìîäåëü òàêæå ïðèíàä-

ëåæèò ê äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì Ýéëåðà � Ïóàíêàðå íà íåêîòîðîé ðàçðå-

øèìîé àëãåáðå Ëè [151℄. Ýòî ñðàçó äà¼ò âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü äëÿ

àíàëèçà ïîäõîä Èîøèäû. Ìåòðèêà ïðîñòðàíñòâà � âðåìåíè êîñìîëîãè÷å-

ñêîé ìîäåëè ïðåäñòàâëÿåòñÿ â êîîðäèíàòàõ Ìèçíåðà

ds2 = −N2(t)dt2 + e2α
(
e2β
)
ij
σiσj ,

ãäå N � �óíêöèÿ õîäà. Áåññëåäîâàÿ ìàòðèöà ïàðàìåòðèçîâàíà ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì

β11 = β+ +
√

3β−,

β22 = β+ −
√

3β−,

β33 = −2β+.

Äè��åðåíöèàëüíûå �îðìû σi

σ1 = cosψdθ + sinψ sin θdϕ,

σ2 = sinψdθ − cosψ sin θdϕ,

σ3 = dψ + cos θdϕ

äóàëüíû áàçèñíûì âåêòîðàì ãðóïïû SO(3), òî åñòü

dσi =
1

2
ǫijkσ

j ∧ σk,
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ãäå (ψ, θ, ϕ) � óãëû Ýéëåðà. Ïåðåìåííûå èìåþò ñëåäóþùèé �èçè÷åñêèé

ñìûñë: �àêòîð α îïðåäåëÿåò îáú¼ì ïðîñòðàíñòâà, ïîñêîëüêó
√
γ = exp(3α),

à β+, β− � ïàðàìåòðû àíèçîòðîïèè ïðîñòðàíñòâà.

Äåéñòâèå �èëüáåðòà:

S =

∫ (
pαdα+ p+dβ+ + p−dβ− +Ne−3αHdt

)
. (4.12)

Ñóïåðãàìèëüòîíèàí H⊥ ìèêñìàñòåðíîé ìîäåëè èìååò âèä:

H⊥ =
1

2
(−p2α + p2+ + p2−) +

1

3
exp(4α)V (β+, β−), (4.13)

à ïîòåíöèàëüíàÿ �óíêöèÿ V (β+, β−) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó øåñòè

ýêñïîíåíöèàëüíûõ �óíêöèé:

V (β+, β−) =

= exp(−8β+) + exp(4β+ + 4
√

3β−) + exp(4β+ − 4
√

3β−)

− 2 exp(4β+)− 2 exp(−2β+ + 2
√

3β−)− 2 exp(−2β+ − 2
√

3β−).

Ïåðåìåííûå èìåþò ñëåäóþùèé �èçè÷åñêèé ñìûñë: α � ìàñøòàáíûé �àê-

òîð, β+, β− � ïàðàìåòðû àíèçîòðîïèè êîñìîëîãè÷åñêîé ìîäåëè. Ïîòåíöè-

àë V (β) ñ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûìè ñòåíêàìè èìååò òðèàíãóëÿðíóþ

ñèììåòðèþ â ïëîñêîñòè β+β− (ñì. �èñ.4.1). Ñòåíêè ïîòåíöèàëà

V (β) ∼ e−8β+, β+ → −∞,

V (β) ∼ β2
−e

4β+, β+ → +∞, |β−| << 1

â áèëüÿðäíîì ïðèáëèæåíèè çàìåíÿþòñÿ áåñêîíå÷íî âûñîêèìè, äâèæó-

ùèìèñÿ âî âðåìåíè [90℄. Âáëèçè ñèíãóëÿðíîñòè α→ −∞ óìåñòíî ïåðåé-
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b

b

+

-

�èñ. 4.1: Ëèíèè óðîâíÿ ïîòåíöèàëüíîé �óíêöèè V (β+, β−). Èìååòñÿ òðèàíãóëÿðíàÿ

ñèììåòðèÿ è òðè ëóçû.

òè ê ïåðåìåííûì ×èòðå (t′, ζ, φ) [152℄

−α = et
′

ch ζ,

β+ = et
′

sh ζ cosφ,

β− = et
′

sh ζ sinφ.

Çäåñü t′ � ðàäèàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, à ζ, φ � óãëîâûå ïåðåìåííûå. Êàíîíè-

÷åñêè ñîïðÿæ¼ííûå èìïóëüñû:

pt′ = et
′

(−pα ch ζ + p+ sh ζ cosφ+ p− sh ζ sinφ) ,

pζ = et
′

(−pα sh ζ + p+ ch ζ cosφ+ p− ch ζ sinφ) ,

pφ = et
′

(−p+ sh ζ sinφ+ p− sh ζ cosφ) .

Ñóïåðãàìèëüòîíèàí ïðèíèìàåò âèä

H⊥ =
1

2
e−2t

′

(
−p2t′ + p2ζ +

p2φ

sh2 ζ

)
+ e4αV̄ . (4.14)

Ïðè t′ → ∞ (α → −∞), íîâûé ïîòåíöèàë V̄ ðàâåí íóëþ âíóòðè ïîòåí-

öèàëüíûõ ñòåíîê è ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè ïðèáëèæåíèè ê íèì.
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Àñèìïòîòè÷åñêèå ïîòåíöèàëüíûå ñòåíêè çàäàþòñÿ, ê ïðèìåðó, â ñåêòîðå

|φ− π| < π/3 ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè

th ζ +
1

2
sec φ = 0.

Òðè óãëà ïîòåíöèàëà (ñì. �èñ. 4.1) ìîæíî íàçâàòü áèëüÿðäíûìè ëóçàìè.

Ïîñëå ìàñøòàáíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñóïåðãàìèëüòîíèàíà (4.14) H⊥e2t
′

=

H̄⊥, ìû ïîëó÷àåì ïðîñòðàíñòâåííóþ ìåòðèêó èç êèíåòè÷åñêîé ÷àñòè ãà-

ìèëüòîíèàíà

dl2 = dζ2 + sh2 ζdφ2.

Ìåòðèêà îòâå÷àåò ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî, ïîýòîìó óìåñòíà çàìåíà sh ζ =

2r/(1− r2), è ìåòðèêà áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ èç èíòåðâàëà

dl2 = 4
dr2 + r2dφ2

(1− r2)2 .

Äàëåå, ñîãëàñíî ãèïåðáîëè÷åñêîé ãåîìåòðèè, ìîæíî ïåðåéòè ê êîìïëåêñ-

íûì ïåðåìåííûì z = x + ıy, è ïîëó÷èòü êîìïëåêñè�èöèðîâàííûé èí-

òåðâàë

dl2 =
4dzdz̄

(1− |z|2)2 .

�àìèëüòîíîâû óðàâíåíèÿ ñâÿçûâàþò èíòåðâàë êîîðäèíàòíîãî âðåìå-

íè dt è èíòåðâàë âðåìåíè Ìèçíåðà dα â ìèíèñóïåðïðîñòðàíñòâå

dα

dt
= −N

2
e−3αpα.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ êîñìîëîãè÷åñêîé ñèíãóëÿðíîñòè (α → −∞) ñëåäóåò

çàäàòü ñâÿçü ìåæäó âðåìåíàìè

α =
1

3
ln t, (4.15)
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÷òî îïðåäåëÿåò �óíêöèþ õîäà

N = − 2

3pα
,

ãäå pα � ðåøåíèå ãàìèëüòîíîâîé ñâÿçè (4.13) H = 0.

Ïåðåéä¼ì îò êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàò Ìèçíåðà

(α, β+, β−; pα, p+, p−)

ê íåêàíîíè÷åñêèì ïåðåìåííûì (X, Y, Z; px, py, pz) [153℄:

X =
1

12
exp(2(α+ β+ +

√
3β−)), Y =

1

12
exp(2(α+ β+ −

√
3β−)),

Z =
1

12
exp(2(α− 2β+)),

px =
1

12
(2pα + p+ +

√
3p−), py =

1

12
(2pα + p+ −

√
3p−),

pz =
1

6
(2pα − p+). (4.16)

Òåïåðü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ êàê óðàâíåíèÿ �àìèëüòîíà

íà ïðÿìîé ñóììå äâóìåðíûõ ðàçðåøèìûõ àëãåáð Ëè

g(6) = g(2)⊕ g(2)⊕ g(2) :

{X, px} = X, {Y, py} = Y, {Z, pz} = Z (4.17)

ñ ñóïåðãàìèëüòîíèàíîì

H⊥ = −1

2
(p2x + p2y + p2z) +

1

4
(px + py + pz)

2

− 2(X2 + Y 2 + Z2) + (X + Y + Z)2. (4.18)

Ñóïåðãàìèëüòîíèàí ìîäåëè (4.18) èìååò âèä êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè âîë÷-

êà (4.11):

H⊥ =
1

2

6∑

i,j=1

Iijx
ixj, (4.19)
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ãäå �àçîâûå ïåðåìåííûå ïåðåíóìåðîâàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x1 = X, x2 = Y, x3 = Z, x4 = px, x5 = py, x6 = pz,

à òåíçîð èíåðöèè Iij èìååò áëî÷íûé âèä

Î =




−2 2 2 0 0 0

2 −2 2 0 0 0

2 2 −2 0 0 0

0 0 0 −1/2 1/2 1/2

0 0 0 1/2 −1/2 1/2

0 0 0 1/2 1/2 −1/2




. (4.20)

Äëÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû Ýéëåðà � Ïóàíêàðå âûáèðàåì ÷àñòíîå ðå-

øåíèå xi = Ci/t ñ ïîêàçàòåëÿìè îäíîðîäíîñòè λi = 1, (i = 1, . . . , 6) (4.4).

Êîìïîíåíòû ìàòðèöû Êîâàëåâñêîé âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñòðóêòóðíûå êîí-

ñòàíòû àëãåáðû (4.17)

Kij = (cijkIkl + cljkIki)C
l + δij, (4.21)

à Ci åñòü ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû

Ci + ckijIjlCkCl = 0. (4.22)

Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò [154℄, ÷òî ñïåêòð ìàòðèöû (4.21) öåëî÷èñ-

ëåííûé: ρ ∈ −1, 1, 1, 2, 2, 2, ÷òî óêàçûâàåò íà ðåãóëÿðíûé õàðàêòåð ïîâå-

äåíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå ρ = −1 åñòü ñëåä-

ñòâèå àâòîíîìíîñòè èçó÷àåìîé ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

×àñòíûå ñëó÷àè ðåøåíèé óðàâíåíèé Ýéëåðà � Ïóàíêàðå íà ðàçðåøèìûõ

àëãåáðàõ, âåòâÿùèåñÿ ïðè ëþáîì âûáîðå òåíçîðà èíåðöèè, ðàññìîòðåíû

â [155℄. Íàøà ìîäåëü ê íèì íå ïðèíàäëåæèò.
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Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî âñå ïðèìåíÿâøèåñÿ ìåòîäû ðàçðàáîòàíû äëÿ

ïîèñêà ïîëíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà ðåøåíèé. Äèíàìè÷åñêèå ñèñòå-

ìû, ïðåäñòàâëÿþùèå �èçè÷åñêèé èíòåðåñ, èíòåãðèðóåìû ïî Áèðêãî�ó,

íà íóëåâîì óðîâíå �ýíåðãèè�. �àçðàáîòàííûå ìåòîäû ïðèãîäíû äëÿ èñ-

ñëåäîâàíèÿ èíòåãðèðóåìîñòè îäíîðîäíûõ ìîäåëåé Áüÿíêè. Ìíîæèòåëè

gi ïåðåä ýêñïîíåíòàìè â ñóïåðãàìèëüòîíèàíå ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðàìè â

ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíòàõ àëãåáð Ëè. Èçìåíÿÿ èõ, ìîæíî ïîëó÷èòü ðàç-

íûå ìîäåëè Áüÿíêè. �ðàâèòàöèîííûå ðèìàíîâû ìåòðèêè ñ ñàìîäóàëüíîé

êðèâèçíîé äëÿ åâêëèäîâîé ìèêñìàñòåðíîé ìîäåëè ðàññìîòðåíû â [156℄.

Ñàìîäóàëüíûå ïîëÿ ßíãà � Ìèëëñà ñ ñèíãóëÿðíîñòÿìè íà S3
ïîëó÷åíû

â [157℄. Âñå ðåãóëÿðíûå ðåøåíèÿ, àñèìïòîòè÷åñêè íååâêëèäîâû êëàññè-

�èöèðîâàíû â [158℄. Ýòè ðåøåíèÿ áûëè èñïîëüçîâàíû â [159℄ äëÿ äî-

êàçàòåëüñòâà íåèíòåãðèðóåìîñòè ìèêñìàñòåðíîé ìîäåëè ñ ïîìîùüþ ïåð-

òóðáàòèâíîãî òåñòà Ïåíëåâå. Åâêëèäîâà ìèêñìàñòåðíàÿ ìîäåëü ïîëó÷èò-

ñÿ çàìåíîé ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé â (4.39), çàäàííûõ â ïðîñòðàíñòâå

Ìèíêîâñêîãî ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå

Â′′ :=
2(ai, aj)

(aj, aj)
=




2 −2/5 −2/5

−2/5 2 −2/5

−2/5 −2/5 2


 .

Â ðåçóëüòàòå âèêîâñêîãî ïîâîðîòà ïîëó÷èëè êà÷åñòâåííî èíóþ ñèòóàöèþ:

ìàòðèöà íå êàðòàíîâñêàÿ, ïîñêîëüêó å¼ íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû äðîá-

íûå.
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4.2 Ïñåâäîåâêëèäîâû îáîáù¼ííûå öåïî÷êè

Òîäû

Ìîäåëü ×àðëçà Ìèçíåðà ïðèíàäëåæèò ê êëàññó ïñåâäîåâêëèäîâûõ îáîá-

ù¼ííûõ öåïî÷åê Òîäû [141, 160℄. Ñóïåðãàìèëüòîíèàí H⊥ òàêèõ ñòðóêòóð
èìååò âèä:

H⊥ =
1

2
〈p,p〉+

N∑

i=1

gie
(ai,q), (4.23)

ãäå ââåäåíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 〈·, ·〉 â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî

R
1,n−1

, gi � íåêîòîðûå âåùåñòâåííûå êîý��èöèåíòû, (·, ·) � ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R
n
, ai � âåùåñòâåííûå �êîð-

íåâûå� âåêòîðû. �àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà N ≥ n. Âî âñåõ èçâåñòíûõ

èíòåãðèðóåìûõ ñëó÷àÿõ èìïóëüñû p è ýêñïîíåíòû vi ÿâëÿþòñÿ ìåðî-

ìîð�íûìè �óíêöèÿìè êîìïëåêñíîãî âðåìåíè t [142℄, ïîýòîìó ìû òàêæå

áóäåì àíàëèçèðîâàòü èíòåãðèðóåìîñòü ìîäåëè ïî Áèðêãî�ó. Çàäàäèì

äâà ãîìåîìîð�èçìà: R
1,n−1 → R

1,N−1
, R

n → R
N
ââåäåíèåì N èçáûòî÷-

íûõ ïåðåìåííûõ, îáîáù¼ííûì îòîáðàæåíèåì Ôëàøêè (p,q) → (v,u)

[161℄:

vi := exp(ai,q), ui = 〈ai,p〉, 1 ≤ i ≤ N.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

q̇i = η̄ipi, ṗi = −
N∑

j=1

gja
i
je

2(aj ,q), 1 ≤ i ≤ n, (4.24)

ãäå âåêòîð η̄i(−1, . . . , 1), â íîâûõ ïåðåìåííûõ

v̇i = uivi, u̇i = −
N∑

j=1

〈ai, aj〉gjvj, 1 ≤ i ≤ N. (4.25)
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Ñèñòåìà óðàâíåíèé (4.25) ÿâëÿåòñÿ êâàçèîäíîðîäíîé. Ñêîáêà Ïóàñ-

ñîíà ïåðåìåííûõ vi, uj:

{ui, vj} = 〈ai, aj〉vi (4.26)

â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííîé. Åñëè èìåþòñÿ ëèíåéíûå ñîîòíî-

øåíèÿ ìåæäó �êîðíåâûìè� âåêòîðàìè

N∑

j=1

αjaj = 0, α ∈ R,

òîãäà

F =
N∑

i=1

αiui, Φ =
N∏

i=1

vαi

i

ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè Êàçèìèðà.

�àññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò ÷àñòíûå ìåðîìîð�íûå ðå-

øåíèÿ:

ui =
Ui

t
, vi =

Vi
t2
, 1 ≤ i ≤ N, (4.27)

êîý��èöèåíòû êîòîðûõ Ui, Vi ïîä÷èíÿþòñÿ ñèñòåìå àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-

íåíèé

Vi(2 + Ui) = 0, Ui −
N∑

j=1

〈ai, aj〉gjVj = 0, i = 1, . . . , N.

Óðàâíåíèÿ â âàðèàöèÿõ â îêðåñòíîñòè ðåøåíèé (4.27)

d

dt
δui = −

N∑

j=1

〈ai, aj〉gjδvj, (4.28)

d

dt
δvi =

Ui

t
δvi +

Vi
t2
δui, 1 ≤ i ≤ N. (4.29)

�åøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.28), (4.29) èùåì â âèäå:

δui = ξit
ρ−1, δvi = ηit

ρ−2, 1 ≤ i ≤ N.
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Òîãäà äëÿ îòûñêàíèÿ êîý��èöèåíòîâ ξi, ηi ïîëó÷àåì ëèíåéíóþ îäíîðîä-

íóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ñî ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì ρ

(ρ− 1)ξi = −
N∑

j=1

〈ai, aj〉gjηj,

(ρ− 2− Ui)ηi = Viξi, 1 ≤ i ≤ N.

Â èòîãå, ïîëó÷àåì �îðìóëó äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîêàçàòåëåé Êîâàëåâ-

ñêîé ρ [154℄:

ρ = 2− 2
〈ai, aj〉
〈aj, aj〉

, i 6= j, 〈aj , aj〉 6= 0. (4.30)

Îíà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì �îðìóëû Àäëåðà � âàí Ì¼ðáåêå [145℄, ïîëó÷åí-

íîé äëÿ åâêëèäîâûõ öåïî÷åê. Ìàòðèöà Êàðòàíà àëãåáðû Êàöà � Ìóäè

Â ≡ (Aij) =
2(ai, aj)

(aj, aj)

ñòðîèòñÿ íà êîðíåâûõ âåêòîðàõ, çàäàííûõ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå

[145℄. Äëÿ àëãåáðàè÷åñêîé èíòåãðèðóåìîñòè çàäà÷è ïîêàçàòåëè (4.30) äîëæ-

íû áûòü öåëûìè. Ïðèìåíåíèå ýòîãî êðèòåðèÿ â åâêëèäîâîì ñëó÷àå ïðè-

âîäèò ê ëèíåàðèçàöèè ãàìèëüòîíîâûõ óðàâíåíèé íà àáåëåâûõ ìíîãîîá-

ðàçèÿõ.

Ïðèìåíèì ðàçðàáîòàííûé ìåòîä ê àíàëèçó èíòåãðèðóåìîñòè ìèêñìà-

ñòåðíîé ìîäåëè, �êîðíåâûå� âåêòîðû êîòîðîé èìåþò âèä:

a1(4,−8, 0), a2(4, 4, 4
√

3), a3(4, 4,−4
√

3),

a4(4, 4, 0), a5(4,−2, 2
√

3), a6(4,−2,−2
√

3).

Ìàòðèöà �ðàìà Ĝ, ñîñòàâëåííàÿ èç ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé âåêòîðîâ â
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ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî, áóäåò èìåòü âèä:

Ĝ ≡ 〈ai, aj〉 = 24




2 −2 −2 −2 0 0

−2 2 −2 0 0 −2

−2 −2 2 0 −2 0

−2 0 0 0 −1 −1

0 0 −2 −1 0 −1

0 −2 0 −1 −1 0




. (4.31)

Ïîëó÷èëè, ÷òî òðè �êîðíåâûõ� âåêòîðà ðàñïîëàãàþòñÿ âíå ñâåòîâîãî êî-

íóñà (a1, a2, a3) (ïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíûå), îñòàëüíûå òðè (a4, a5, a6) �

èçîòðîïíûå, òî åñòü ëåæàò íà ñâåòîâîì êîíóñå [162℄.

Èñïîëüçóÿ îáîáù¼ííóþ �îðìóëó Àäëåðà � âàí Ì¼ðáåêå (4.30), ñ ó÷¼-

òîì íóëåâîé íîðìû òð¼õ âåêòîðîâ, ïîëó÷àåì òð¼õêðàòíî âûðîæäåííîå

ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ρ = 4. Êëàññè�èêàöèÿ ïîëóïðîñòûõ àëãåáð äëÿ

ñëó÷àÿ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà êîðíåé áûëà ïðîâåäåíà Ýëè Êàðòàíîì

[142℄. Îäíàêî, íàøà ìàòðèöà íå ïðèíàäëåæèò ê ýòèì õîðîøî èçó÷åííûì

ïðèìåðàì.

4.3 Àëãåáðû Êàöà � Ìóäè

Ñîãëàñíî òåîðåìå Æ.-Ï. Ñåððà, ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëóïðîñòûõ àëãåáð Ëè

ìîæíî ðàñøèðèòü, ñêîíñòðóèðîâàâ íîâîå ñåìåéñòâî àëãåáð Ëè [163℄. Ìàò-

ðèöà Êàðòàíà, ïîñòðîåííàÿ ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé ñèñòåìû êîðíåâûõ âåê-

òîðîâ, ìîæåò çàäàòü íåêîòîðóþ íîâóþ êîìïëåêñíóþ àëãåáðó Ëè. Ñòðóê-

òóðà àëãåáðû îïðåäåëåíà ìàòðèöåé Êàðòàíà. Ïî îïðåäåëåíèþ [163℄, íåâû-

ðîæäåííàÿ ìàòðèöà Êàðòàíà åñòü ìàòðèöà r × r òàêàÿ, ÷òî Aii = 2,
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Aij ≤ 0 äëÿ i 6= j, è åñëè Aij = 0, òî ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî Aji = 0.

Ìàòðèöà Êàðòàíà Â îïðåäåëÿåò àëãåáðó Êàöà � Ìóäè g(Â). �åíåðàòîðû

hi, ei, fi (i = 1, . . . , r) çàäàþò ñîîòíîøåíèÿ Øåâàëëå

[hi, hj] = 0, [ei, fj] = δijhj , (4.32)

[hi, ej] = Aijej , [hi, fj] = −Aijfj, (4.33)

ãäå δij åñòü ñèìâîë Êðîíåêåðà. Ìàòðèöà Â ñèììåòðèçóåìàÿ, òî åñòü ñó-

ùåñòâóåò òàêàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà D̂ ñ ïîëîæèòåëüíûìè ýëåìåíòàìè

è ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà Ŝ, ÷òî Â = D̂Ŝ.

Òðèàíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå àëãåáðû g(Â) èìååò âèä ïðÿìîé ñóììû

âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ

g(Â) = n− ⊕ h⊕ n+.

Çäåñü h � ïîäàëãåáðà Êàðòàíà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ïîäàëãåáðîé,

ïîñòðîåííîé íà ýëåìåíòàõ hi. Å¼ ðàçìåðíîñòü r íàçûâàåòñÿ ðàíãîì àë-

ãåáðû. Ïîäïðîñòðàíñòâà n−, n+ ñâîáîäíî ãåíåðèðóþòñÿ. Ïîäàëãåáðà n+

âêëþ÷àåò ñëåäóþùèå êîììóòàòîðû

[ei1, [ei2, · · · , [eik−1
, eik] · · · ], (4.34)

à ïîäàëãåáðà n−:

[fi1, [fi2, · · · , [fik−1, fik] · · · ]. (4.35)

Â îáùåì ñëó÷àå, ÷èñëî ìóëüòèêîììóòàòîðîâ (4.34), (4.35) áåñêîíå÷íî.

Óñëîâèÿ Ñåððà íàêëàäûâàþò îãðàíè÷åíèÿ, êîòîðûå ìîãóò îáðåçàòü

öåïî÷êó êîììóòàòîðîâ, âêëþ÷àþùèõ ei è fi (i 6= j):

(adei)
1−Aijej ≡ [ei, [ei, · · · , [ei, ej]] · · · ] = 0, (4.36)

(adfi)
1−Aijfj ≡ [fi, [fi, · · · , [fi, fj]] · · · ] = 0. (4.37)
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Åñëè Â ïîëîæèòåëüíà, àëãåáðà g(Â) êîíå÷íîìåðíà è ïîïàäàåò ïîä êëàñ-

ñè�èêàöèþ Êàðòàíà, òî åñòü, îíà ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ïðîñòûõ êîíå÷íûõ

àëãåáð An, Bn, Cn, Dn, G2, F4, E6, E7, E8.

Åñëè Â ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåíà, òî åñòü, det Â = 0 ñ îäíèì íó-

ëåâûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì, àëãåáðà áåñêîíå÷íîìåðíàÿ è íàçûâàåòñÿ

àëãåáðîé Êàöà � Ìóäè. Âñå à��èííûå àëãåáðû ïðîêëàññè�èöèðîâàíû â

[163℄. Àëãåáðà Êàöà � Ìóäè, â ñëó÷àå, êîãäà ìàòðèöà Â èìååò îäíî îòðè-

öàòåëüíîå è îñòàëüíûå ïîëîæèòåëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, íàçûâàåò-

ñÿ ëîðåíöåâîé [164℄. Èìååòñÿ ïîäêëàññ ëîðåíöåâûõ àëãåáð, íàçûâàåìûõ

ãèïåðáîëè÷åñêèìè. Àëãåáðà Êàöà � Ìóäè íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé,

åñëè â äîïîëíåíèå ê òîìó, ÷òî îíà ëîðåíöåâà, å¼ äèàãðàììà Äûíêèíà

òàêîâà, ÷òî åñëè óáðàòü îäèí å¼ óçåë, äèàãðàììà Äûíêèíà áóäåò îòíî-

ñèòüñÿ ê à��èííîé èëè êîíå÷íîìåðíîé àëãåáðå Êàöà � Ìóäè. Ëîðåíöå-

âû àëãåáðû ðàññìàòðèâàþòñÿ â [165℄. Êëàññè�èêàöèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ

êîðíåâûõ ñèñòåì ïðåäñòàâëåíà â ðàáîòå [166℄.

Áîðõåðäñ ââ¼ë íîâûé êëàññ àëãåáð Êàöà � Ìóäè g(Â) ñëåäóþùèì

îáîáùåíèåì ìàòðèö Êàðòàíà [146℄. Ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà Êàðòàíà

çàäà¼òñÿ ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè êîðíåé ai: (ai, aj). Ìàòðèöà Â ìî-

æåò èìåòü íåïîëîæèòåëüíûå âåùåñòâåííûå ýëåìåíòû Aij ≤ 0 íà äèà-

ãîíàëè è âíå äèàãîíàëè, íî âñå Aij ∈ Z, åñëè äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò

Aii = 2. Àëãåáðà Áîðõåðäñà g(Â), àññîöèèðîâàííàÿ ñ îáîáù¼ííîé ìàò-

ðèöåé Êàðòàíà Â, �îðìèðóåòñÿ 3r ãåíåðàòîðàìè hi, ei, fi (i = 1, . . . , r).

Êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ Øåâàëëå àëãåáðû Áîðõåðäñà, îòâå÷àþ-

ùèå îáîáù¼ííîé ìàòðèöå Êàðòàíà Â, àíàëîãè÷íû (4.32), (4.33). Ñëåäóåò
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çàìåíèòü óñëîâèÿ Ñåððà (4.36), (4.37) íà

(adei)
1−2Aij/Aiiej = (adfi)

1−2Aij/Aiifj = 0

äëÿ äèàãîíàëüíîãî ýëåìåíòà Aii. Åñëè æå Aij = 0, òîãäà

[ei, ej] = [fi, fj] = 0.

Áîðõåðäñ äîêàçàë, ÷òî åãî àëãåáðà àíàëîãè÷íà àëãåáðå Êàöà � Ìóäè. Îí

îïðåäåëèë êîðåíü a ∈ ∆ êàê âåùåñòâåííûé, åñëè (a, a) > 0; à èíà÷å, åñëè

(a, a) ≤ 0, êàê ìíèìûé.

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé Øåâàëëå (4.33), ïðèñîåäèí¼ííîå äåéñòâèå ýëå-

ìåíòîâ hi ∈ h íà ei ∈ n+, fi ∈ n− äèàãîíàëüíîå

adhi
(ej) = [hi, ej] = aj(hi)ej = Aijej ,

adhi
(fj) = [hi, fj] = aj(hi)fj = −Aijfj.

Çäåñü aj(hi) ëèíåéíàÿ �îðìà íà h. Îäíàêî, ðàññìàòðèâàåìàÿ êîñìîëî-

ãè÷åñêàÿ ìîäåëü ñîäåðæèò ñêðûòûå ñèììåòðèè è, êàê ìû íèæå äîêà-

æåì, àëãåáðà îòíîñèòñÿ ê ãèïåðáîëè÷åñêîìó òèïó. Ìàòðèöà �ðàìà (4.31)

âûðîæäåíà è èìååò ðàíã rank = 3. Çàìåòèì, ÷òî êîðíè ðàçáèâàþòñÿ

íà òðîéêè (a4, a2, a3), (a5, a1, a2), (a6, a1, a3). Âåêòîðû â êàæäîé òðîéêå

ëåæàò â ñîîòâåòñòâóþùåé ïëîñêîñòè. Èçîòðîïíûå âåêòîðû îáðàçóþòñÿ

ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíûõ âåêòîðîâ:

a4 =
1

2
(a2 + a3), a5 =

1

2
(a1 + a2), a6 =

1

2
(a1 + a3).

Âèä ñâåðõó íà ñèñòåìó øåñòè êîðíåé íà �èñ. 4.2 äåìîíñòðèðóåò ñèììåò-

ðèþ îòíîñèòåëüíî âðàùåíèé íà óãëû, êðàòíûå 2π/3 â ïëîñêîñòè (β+, β−).

Êîðíè a4, a5, a6 ëåæàò íà ñâåòîâîì êîíóñå.
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�èñ. 4.2: Âèä ñâåðõó íà ñèñòåìó øåñòè êîðíåé â ïðîñòðàíñòâå (α, β+, β−). Ñèñòåìà

ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ïîâîðîòîâ òðåóãîëüíèêà íà óãëû, êðàòíûå 2π/3 â (β+, β−)

ïëîñêîñòè.

�àññìîòðèì ñèñòåìó òð¼õ âåêòîðîâ a1, a2, a3. Îíè îáðàçóþò ñèñòåìó

ïðîñòûõ êîðíåé

Π(a1, a2, a3) ∈ ∆0. (4.38)

Ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïîíåíòû ýòèõ âåêòîðîâ íàïðàâëåíû âäîëü ãðà-

äèåíòîâ ñòåíîê ïîòåíöèàëà. Ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïîíåíòû èçîòðîïíûõ

âåêòîðîâ íàïðàâëåíû â ëóçû ïîòåíöèàëà íà �èñ. 4.1. Îíè íå ïðèíàäëå-

æàò ðåø¼òêå êîðíåâûõ âåêòîðîâ ñèñòåìû ïðîñòûõ êîðíåé (4.38).

Ìàòðèöó Êàðòàíà Â′ ìû ñòðîèì íà ñèñòåìå ïðîñòûõ êîðíåé (4.38)

Â′ ≡ 2〈ai, aj〉
〈aj , aj〉

=




2 −2 −2

−2 2 −2

−2 −2 2


 . (4.39)

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèàãðàììà Äûíêèíà ïîêàçàíà íà ðèñ.4.3. Àññîöèèðî-

âàííàÿ àëãåáðà Êàöà � Ìóäè ïîä ïîðÿäêîâûì íîìåðîì 7 ñîäåðæèòñÿ â

êëàññè�èêàöèîííîì ñïèñêå â [166℄.
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�èñ. 4.3: Äèàãðàììà Äûíêèíà, îòâå÷àþùàÿ ìèêñìàñòåðíîé ìîäåëè. Èìåþòñÿ òðè

óçëà è ñîåäèíÿþùèå èõ, ñîãëàñíî ïðàâèëàì ïîñòðîåíèÿ, ëèíèè.

4.4 Ìèêñìàñòåðíàÿ ìîäåëü Ëóè Âèòòåíà

�ðàâèòàöèîííûå òåîðèè ñ îñöèëëÿòîðíûì ïîâåäåíèåì âáëèçè ñèíãóëÿð-

íîñòè ðàçìåðíîñòè d < 10 àññîöèèðóþòñÿ ñ ãèïåðáîëè÷åñêèìè àëãåáðàìè

Êàöà � Ìóäè, òî åñòü ãèïåðáîëè÷íîñòü ïîäðàçóìåâàåò õàîñ [164℄. Ñóùå-

ñòâóþò ìíîãîìåðíûå âàêóóìíûå êîñìîëîãè÷åñêèå ìîäåëè, ïðåäñòàâëÿþ-

ùèå ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ìíîãîîáðàçèé R1×M1×. . .×Mn, îïèñûâàþùèå

êàçíåðîâñêîå ïîâåäåíèå â îêðåñòíîñòè ñèíãóëÿðíîñòè.

Ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíàÿ âàêóóìíàÿ ìîäåëü âñåëåííîé ñ ãåîìåò-

ðèåé R1×S3×S3×S3
áûëà ââåäåíà è èññëåäîâàíà ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè

â [167℄, àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìè â [160℄. Íàøà öåëü ñîñòîèò â èññëå-

äîâàíèè ìîäåëè â ñîâðåìåííîì àëãåáðàè÷åñêîì ïîäõîäå [168℄. Ìåòðèêà

ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè îïðåäåëÿåòñÿ èíòåðâàëîì

ds2 = −N2dt2 + e2α
9∑

i=1

e2βijσiσj , (4.40)

ãäå äè��åðåíöèàëüíûå �îðìû óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

dσ1 = σ2 ∧ σ3, dσ4 = σ5 ∧ σ6, dσ7 = σ8 ∧ σ9

ñ öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêîé. �åíåðàòîðû ïðîñòðàíñòâåííîé ñèììåòðèè

ìîäåëè �îðìèðóþò àëãåáðó Ëè, ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé ïðÿìóþ ñóììó
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ïîëóïðîñòûõ àëãåáð

so(3)⊕ so(3)⊕ so(3).

Ñåìåéñòâî òð¼õìåðíûõ ñ�åð � îðáèòû ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðóïï ñèììåò-

ðèè. Çäåñü, N,α è βij � �óíêöèè òîëüêî êîîðäèíàòíîãî âðåìåíè t. Äèà-

ãîíàëüíàÿ ìàòðèöà (β)ij ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ

β11 =
2θ√

3
+ β+ +

√
3β−,

β22 =
2θ√

3
+ β+ −

√
3β−,

β33 =
2θ√

3
− 2β+;

β44 = − θ√
3
− η + ψ+ +

√
3ψ−,

β55 = − θ√
3
− η + ψ+ −

√
3ψ−,

β66 = − θ√
3
− η − 2ψ+;

β77 = − θ√
3

+ η + ϕ+ +
√

3ϕ−,

β88 = − θ√
3

+ η + ϕ+ −
√

3ϕ−,

β99 = − θ√
3

+ η − 2ϕ+.

Ñóïåðãàìèëüòîíèàí îïðåäåëÿåòñÿ â êîîðäèíàòàõ Ìèçíåðà

q(α, β±, θ, ψ±, η, ϕ±)

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

H⊥ = −p
2
α

24
+

8∑

j=1

p2j
2

+
e16α

2

[
e−4θ/

√
3g(β) + e2θ/

√
3
(
e2ηg(ψ) + e−2ηg(ϕ)

)]
,

(4.41)
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ãäå g(x) åñòü �óíêöèÿ

g(x) ≡ e4x++4
√
3x− + e4x+−4

√
3x− + e−8x+

− 2e4x+ − 2e2x++2
√
3x− − 2e2x+−2

√
3x−. (4.42)

Ïîòåíöèàë ñóïåðãàìèëüòîíèàíà (4.41) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû òð¼õ

÷ëåíîâ

U =
1

2
e16α−4θ/

√
3g(β) +

1

2
e16α+2θ/

√
3+2ηg(ψ) +

1

2
e16α+2θ/

√
3−2ηg(ϕ). (4.43)

Ëèíèè óðîâíÿ �óíêöèè g(x+, x−) ïîêàçàíû íà �èñ. 4.1. Àñèìïòîòè÷åñêîå

ïîâåäåíèå çàäà¼òñÿ ëèäèðóþùèìè ÷ëåíàìè â (4.42)

g(x) ∼ e−8x+, x+ → −∞,

g(x) ∼ x2−e
4x+, x+ → +∞,

êîòîðûå îïðåäåëÿþò ïîòåíöèàëüíûå ñòåíêè. Áëàãîäàðÿ òðèàíãóëÿðíîé

ñèììåòðèè �óíêöèè g(x) ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå äâå ýêñïîíåíöèàëüíûå

ñòåíêè.

Ïðîáëåìà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê îáîáù¼ííàÿ ïñåâäîåâêëèäî-

âà öåïî÷êà Òîäû ýêñïîíåíöèàëüíî âçàèìîäåéñòâóþùèõ òî÷åê. Å¼ ïîòåí-

öèàëüíàÿ ýíåðãèÿ êîìáèíèðóåòñÿ èç 18 ýêñïîíåíöèàëüíûõ ÷ëåíîâ

U(q) =
18∑

j=1

cj exp (aj,q).

Êîðíåâûå âåêòîðû 9-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Óèëåðà�ÄåÂèòòà

q(α, β±, θ, ψ±, η, ϕ±)

ñ ìåòðèêîé ëîðåíöåâîé ñèãíàòóðû

(G)µν = diag (−1/12, 1 . . . , 1) (4.44)
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èìåþò âèä:

a1(16, 4, 4
√

3,−4/
√

3, 0, 0, 0, 0, 0),

a2(16, 4,−4
√

3,−4/
√

3, 0, 0, 0, 0, 0),

a3(16,−8, 0,−4/
√

3, 0, 0, 0, 0, 0),

a4(16, 4, 0,−4/
√

3, 0, 0, 0, 0, 0),

a5(16, 2, 2
√

3,−4/
√

3, 0, 0, 0, 0, 0),

a6(16, 2,−2
√

3,−4/
√

3, 0, 0, 0, 0, 0),

a7(16, 0, 0, 2/
√

3, 4, 4
√

3,−2, 0, 0),

a8(16, 0, 0, 2/
√

3, 4,−4
√

3,−2, 0, 0),

a9(16, 0, 0, 2/
√

3,−8, 0,−2, 0, 0),

a10(16, 0, 0, 2/
√

3, 4, 0,−2, 0, 0),

a11(16, 0, 0, 2/
√

3, 2, 2
√

3,−2, 0, 0),

a12(16, 0, 0, 2/
√

3, 2,−2
√

3,−2, 0, 0),

a13(16, 0, 0, 2/
√

3, 0, 0, 2, 4, 4
√

3),

a14(16, 0, 0, 2/
√

3, 0, 0, 2, 4,−4
√

3),

a15(16, 0, 0, 2/
√

3, 0, 0, 2,−8, 0),

a16(16, 0, 0, 2/
√

3, 0, 0, 2, 4, 0),

a17(16, 0, 0, 2/
√

3, 0, 0, 2, 2, 2
√

3),

a18(16, 0, 0, 2/
√

3, 0, 0, 2, 2,−2
√

3).

Ñëåäóþùèå 9 âåêòîðîâ íàáîðà

(a1, a2, a3; a7, a8, a9; a13, a14, a15) (4.45)
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ïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíûå, à îñòàëüíûå � èçîòðîïíûå. Èçîòðîïíûå âåê-

òîðû íàïðàâëåíû â ëóçû ïîòåíöèàëà U(q) (ñì. �èñ. 4.1). Êîìïàêòè�è-

êàöèîííûå ñõåìû èç íà÷àëüíûõ êàçíåðîâñêèõ ñîñòîÿíèé â �èíàëüíûå,

�èãóðàòèâíî âûðàæàÿñü, �çàáèâàíèå áèëüÿðäíûõ øàðîâ â ëóçû�, èññëå-

äîâàëèñü ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè â [167℄. Äàëåå, äëÿ âûÿñíåíèÿ êà÷åñòâåí-

íûõ îñîáåííîñòåé ïîâåäåíèÿ ìîäåëè, ñêîíöåíòðèðóåì ñâî¼ âíèìàíèå íà

ïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíûõ âåêòîðàõ (4.45). Èçîòðîïíûå âåêòîðû ëèíåé-

íî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç íèõ

a4 =
1

2
(a1 + a2), a5 =

1

6
(4a1 + a2 + a3), a6 =

1

6
(a1 + 4a2 + a3);

a10 =
1

2
(a7 + a8), a11 =

1

6
(4a7 + a8 + a9), a12 =

1

6
(a7 + 4a8 + a9);

a16 =
1

2
(a13 +a14), a17 =

1

6
(4a13 +a14 +a15), a18 =

1

6
(a13 + 4a14 +a15).

Èçîòðîïíûå âåêòîðû íå ïðèíàäëåæàò êîðíåâîé ðåø¼òêå ïðîñòðàíñòâåí-

íî-ïîäîáíûõ âåêòîðîâ.

Ñêîíñòðóèðóåì 9-ìåðíóþ áëî÷íîãî òèïà ìàòðèöó �ðàìà ñêàëÿðíûõ

ïðîèçâåäåíèé ïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíûõ âåêòîðîâ ai (4.45) ñ ìåòðèêîé

Óèëåðà � ÄåÂèòòà (4.44)

〈ai, aj〉 ≡ Gµνa
µ
i a

ν
j = 24




A1 −I −I
−I A1 −I
−I −I A1


 . (4.46)

Ìàòðèöà �ðàìà (4.46) ñîñòîèò èç áëîêîâ Â1 è âûðîæäåííûõ ìàòðèö Î

Â1 :=




2 −2 −2

−2 2 −2

−2 −2 2


 , Î :=




1 1 1

1 1 1

1 1 1


 . (4.47)
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Ìàòðèöà Â1 ñîîòâåòñòâóåò êàðòàíîâñêîé ìàòðèöå ìèêñìàñòåðíîé êîñìî-

ëîãè÷åñêîé ìîäåëè [154, 156℄. Ìàòðèöà Êàðòàíà Â ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê

ïðîèçâåäåíèå áëî÷íîé äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû íà ñèììåòðè÷åñêóþ ìàò-

ðèöó

2〈ai, aj〉
〈aj , aj〉

=




A1 −I −I
−I A1 −I
−I −I A1


 =




A1 0 0

0 A1 0

0 0 A1







E I/2 I/2

I/2 E I/2

I/2 I/2 E


 ,

(4.48)

ãäå Ê � åäèíè÷íàÿ òð¼õìåðíàÿ ìàòðèöà. Äåòåðìèíàíò ìàòðèöû Â îòðè-

öàòåëüíûé

det(Â) =
(

detÂ1

)3
= (−32)3.

Îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå äåòåðìèíàíòîâ áëî÷íûõ ìàòðèö è

åäèíè÷íîé. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû Â ñëåäóþùèå:

(−8, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 1, 1).

Òàêèì îáðàçîì, áëàãîäàðÿ ñóùåñòâîâàíèþ îäíîãî îòðèöàòåëüíîãî çíà÷å-

íèÿ, ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà Êàðòàíà Â ëîðåíöåâà. Â òî æå âðåìÿ, îíà íå

ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé, ïîñêîëüêó ìèíîðû å¼ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåí-

òîâ íå ðàâíû íóëþ:Mii = −12288. Ìèíîðû äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ s-ãî

ïîðÿäêà (s = 2, . . . , 7) ðàâíû íóëþ èëè îòðèöàòåëüíûå: M
(2)
ii = (0, 3),

M
(3)
ii = (−32,−8, 0), M

(4)
ii = (−112,−64,−48), M

(5)
ii = (−384,−256),

M
(6)
ii = (−1280,−1024), M

(7)
ii = (−4096). Ñëåäîâàòåëüíî, ìû äîêàçàëè,

÷òî ìèêñìàñòåðíîãî òèïà âñåëåííàÿ àññîöèèðîâàíà ñ ëîðåíöåâîé àëãåá-

ðîé Êàöà � Ìóäè.

Ïîêàçàòåëè Êîâàëåâñêîé ðàññìîòðåííîé ìîäåëè áûëè âû÷èñëåíû â

[154℄. Â äîïîëíåíèè ê öåëûì çíà÷åíèÿì, èìåþòñÿ äðîáíûå ïîêàçàòåëè,
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óêàçûâàþùèå íà íåðåãóëÿðíîå ïîâåäåíèå ìîäåëè. Òðèâèàëüíûé âûðîæ-

äåííûé ñëóàé θ = η = 0; β+ = ψ+ = ϕ+; β− = ψ− = ϕ− ñâîäèòñÿ ê ìèêñ-

ìàñòåðíîé ìîäåëè Ìèçíåðà. Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà �ðàìà (4.47) ýêâè-

âàëåíòíà ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöå Êàðòàíà ãèïåðáîëè÷åñêîé àëãåáðû

Êàöà � Ìóäè, àññîöèèðîâàííîé ñ ìîäåëüþ Ìèçíåðà. Áèëüÿðäíûé ñòîë

èäåíòè÷åí êàìåðå Âåéëÿ àëãåáðû Êàöà � Ìóäè, ÷üÿ äèàãðàììà Äûí-

êèíà ïîêàçàíà íà �èñ. 4.3. Ëîðåíöåâû àëãåáðû Êàöà � Ìóäè ïîêà íå

êëàññè�èöèðîâàíû, òîãäà êàê ãèïåðáîëè÷åñêèå àëãåáðû êëàññè�èöèðî-

âàíû â ðàáîòàõ [166, 169℄, ãäå ïîêàçàíî, ÷òî íå ñóùåñòâóåò àëãåáð ðàíãà

âûøå 10. Äèàãðàììà Äûíêèíà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ 9-ìåðíîé ìàòðèöå Êàð-

òàíà Â (4.48) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç äèàãðàììû ìîäåëè Ìèçíåðà (ñì.

�èñ. 4.3) ñ êàðòàíîâñêîé ìàòðèöåé Â1 (4.47) ïóò¼ì ñîåäèíåíèÿ ëèíèÿìè

âñåõ óçëîâ äèàãðàììû.

Ïðèâåä¼ì ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó áèëüÿðäíîé ñèñòåìîé è ãðóïïîé îòðà-

æåíèé Âåéëÿ W (Â) íåêîòîðîé àëãåáðû Ëè [164℄.

•Îòðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ãèïåðïëîñêîñòåé, îðòîãîíàëüíûõ ïðîñòûì
êîðíÿì îñòàâëÿþò êîðíåâóþ ñèñòåìó èíâàðèàíòíîé. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ

êîíå÷íîìåðíàÿ ãðóïïà íàçûâàåòñÿ âåéëåâñêîé. �ðóïïà Âåéëÿ òðàíñ�îð-

ìèðóåò îäíó êàìåðó Âåéëÿ â äðóãóþ.

• Áèëüÿðäû, îïèñûâàþùèå ýâîëþöèþ âñåëåííîé âáëèçè ñèíãóëÿðíî-

ñòè îòâå÷àþò àëãåáðàì Êàöà � Ìóäè. Êàçíåðîâñêèå ïîêàçàòåëè, îïèñû-

âàþùèå ñâîáîäíîå äâèæåíèå âñåëåííîé ìåæäó îòðàæåíèÿìè îò ñòåíîê,

ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòàì ïîäàëãåáðû Êàðòàíà.

• Ïîòåíöèàëüíûå ñòåíêè, îòâå÷àþùèå ïåðåõîäàì èç îäíîé ýðû Êàç-

íåðà â äðóãóþ, ñîîòâåòñòâóþò ïðîñòûì êîðíÿì àëãåáðû Êàöà � Ìóäè.

• �ðóïïà îòðàæåíèé êîñìîëîãè÷åñêèõ áèëüÿðäîâ åñòü ãðóïïà Âåéëÿ
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àëãåáðû. Áèëüÿðäíûé ñòîë èäåíòè÷åí êàìåðå Âåéëÿ.

• Åñëè áèëüÿðäíûé ñòîë ãðàâèòàöèîííîé ñèñòåìû ìîæíî èäåíòè�è-

öèðîâàòü ñ �óíäàìåíòàëüíîé êàìåðîé Âåéëÿ íåêîòîðîé ãèïåðáîëè÷åñêîé

àëãåáðû Êàöà � Ìóäè, äèíàìèêà ñèñòåìû õàîòè÷íà.

Âåéëåâñêèå îòðàæåíèÿ äåéñòâóþò íà ïðîñòûå êîðíè ïî ïðàâèëó

ŵi(aj) = aj −
2〈ai, aj〉
〈ai, ai〉

ai.

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ êàìåðà Âåéëÿ CW ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êëèí, îïèñàí-

íûé îêîëî íà÷àëà êîðíåâîãî ïðîñòðàíñòâà, îãðàíè÷åíèåì îòðàæåíèÿìè

îòíîñèòåëüíî ãèïåðïëîñêîñòåé. Áèëüÿðäíàÿ êàìåðà èäåíòè�èöèðóåòñÿ ñ

êàìåðîé Âåéëÿ àëãåáðû. Ôóíäàìåíòàëüíûå âåñà {Λi} ïðåäñòàâëÿþò ñî-
áîé âåêòîðû äóàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà h∗ ïîäàëãåáðû Êàðòàíà, îïðåäåëÿ-

åìûå ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè [170℄

〈Λi, aj〉 =
1

2
〈ai, aj〉δij = 24δij.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì 9 âåêòîðîâ

Λ1(−2, 1,
√

3,−4/
√

3, 0, 0, 0, 0, 0),

Λ2(−2, 1,−
√

3,−4/
√

3, 0, 0, 0, 0, 0),

Λ3(−2,−2, 0,−4/
√

3, 0, 0, 0, 0, 0),

Λ4(−2, 0, 0, 2/
√

3, 1,
√

3,−2, 0, 0),

Λ5(−2, 0, 0, 2/
√

3, 1,−
√

3,−2, 0, 0),

Λ6(−2, 0, 0, 2/
√

3,−2, 0,−2, 0, 0),

Λ7(−2, 0, 0, 2/
√

3, 0, 0, 2, 1,
√

3),
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Λ8(−2, 0, 0, 2/
√

3, 0, 0, 2, 1,−
√

3),

Λ9(−2, 0, 0, 2/
√

3, 0, 0, 2,−2, 0).

Âåêòîð Âåéëÿ ρ îïðåäåëÿåòñÿ ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè [170℄ ñ

êàæäûì ïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíûì êîðíåâûì âåêòîðîì ai (4.45):

〈ρ, ai〉 =
1

2
〈ai, ai〉 = 24. (4.49)

Ïðåäñòàâèì âû÷èñëåíèÿ â êîìïîíåíòíîé �îðìå

〈ρ, ai〉 ≡ Gµνρ
µaνi =

1

2
Gµνa

µ
i a

ν
i = 24.

Âåêòîð Âåéëÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ñóììèðîâàíèåì âñåõ �óíäàìåíòàëü-

íûõ âåñîâ [170℄

ρ =
9∑

i=1

Λi = (−18, 0, . . . , 0). (4.50)

Îí èìååò òîëüêî âðåìåíè-ïîäîáíóþ êîìïîíåíòó. Åãî ñêàëÿðíûé êâàäðàò

îòðèöàòåëüíûé:

〈ρ,ρ〉 ≡ Gµνρ
µρν = −27 < 0.

Ñîãëàñíî êëàññè�èêàöèè [165℄, ìû èìååì äåëî ñ ýëëèïòè÷åñêèì ñëó÷à-

åì. Îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå ñêàëÿðíîãî êâàäðàòà âåêòîðà Âåéëÿ îçíà-

÷àåò, ÷òî �óíäàìåíòàëüíûé ïîëèýäð (êàìåðà Âåéëÿ) èìååò ïî÷òè êîíå÷-

íûé îáú¼ì. Ñìûñë âåêòîðà Âåéëÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: ρ óêàçûâà-

åò íà öåíòð, âîêðóã êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ ïîëèýäð C. Ïðîñòðàíñòâåííî-

ïîäîáíûå êîðíè (4.45) èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó 〈a, a〉 = 24 è ëåæàò íà

ãèïåðáîëîèäå, îñü êîòîðîãî óêàçûâàåò âðåìåíè-ïîäîáíîå íàïðàâëåíèå.

Äëÿ ðàññìîòðåííîãî âûøå ñëó÷àÿ ëîðåíöåâîé àëãåáðû Êàöà � Ìóäè, êà-

ìåðà Âåéëÿ èìååò ïî÷òè êîíå÷íûé îáú¼ì è ãðóïïà Âåéëÿ áåñêîíå÷íî-

ìåðíà.
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4.5 Âûâîäû

Ìèêñìàñòåðíàÿ êîñìîëîãè÷åñêàÿ ìîäåëü Ìèçíåðà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê

ïñåâäîåâêëèäîâà îáîáù¼ííàÿ öåïî÷êà Òîäû. Ïîêàçàíî, ÷òî ìèêñìàñòåð-

íàÿ êîñìîëîãè÷åñêàÿ ìîäåëü òàêæå ïðèíàäëåæèò ê äèíàìè÷åñêèì ñèñòå-

ìàì Ýéëåðà�Ïóàíêàðå íà íåêîòîðîé ðàçðåøèìîé àëãåáðå Ëè. Ýòî ñðàçó

äà¼ò âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü äëÿ àíàëèçà ïîäõîä Èîøèäû. Ïîëó÷åíà

îáîáù¼ííàÿ �îðìóëà Àäëåðà � âàí Ì¼ðáåêå äëÿ ïñåâäîåâêëèäîâûõ öåïî-

÷åê. Âû÷èñëåíû ïîêàçàòåëè Êîâàëåâñêîé ðàññìàòðèâàåìîé êîñìîëîãè÷å-

ñêîé ìîäåëè. Äîêàçàíî, ÷òî ìîäåëü àññîöèèðóåòñÿ ñ àëãåáðîé Áîðõåðäñà.

Ïîñëå îòáðàñûâàíèÿ òð¼õ êîðíåé ñòðîèòñÿ äèàãðàììà Äûíêèíà, îòâå÷à-

þùàÿ ñèñòåìå ïðîñòûõ êîðíåé ìàòðèöû Êàðòàíà ðàíãà òðè. Ñîîòâåòñòâó-

þùàÿ àëãåáðà àññîöèèðîâàíà ñ ãèïåðáîëè÷åñêîé àëãåáðîé Êàöà � Ìóäè,

÷òî ãîâîðèò î õàîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè ìîäåëè âáëèçè ñèíãóëÿðíîñòè.

�àññìîòðåíà ìíîãîìåðíàÿ êîñìîëîãè÷åñêàÿ ìîäåëü ìèêñìàñòåðíîãî

òèïà Ëóè Âèòòåíà. Äèàãðàììà Äûíêèíà ñîîòâåòñòâóåò 9-ìåðíîé ìàòðè-

öå Êàðòàíà. Äîêàçàíî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ àëãåáðà àññîöèèðîâàíà ñ

ëîðåíöåâîé àëãåáðîé Êàöà � Ìóäè, ÷òî ãîâîðèò î å¼ ðåãóëÿðíîì ïîâåäå-

íèè.



�ëàâà 5

Êâàíòîâûå ïîëÿ â

êîí�îðìíîé êîñìîëîãèè

5.1 Ïîòåíöèàë Õèããñà

Õîòÿ ñîâñåì íåäàâíî áûëî ñîâåðøåíî ýêñïåðèìåíòàëüíîå îòêðûòèå áîçî-

íà Õèããñà íà Áîëüøîì Àäðîííîì Êîëëàéäåðå, îñòàëèñü äî êîíöà íåïðî-

ÿñí¼ííûìè òåîðåòè÷åñêèå âîïðîñû î �óíäàìåíòàëüíîì ïðîèñõîæäåíèè

ýëåêòðîñëàáîé ýíåðãåòè÷åñêîé øêàëû. Àíàëîãè÷íûé âîïðîñ îñòà¼òñÿ î

øêàëå ýíåðãèè â êâàíòîâîé õðîìîäèíàìèêå (ÊÕÄ). Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷-

íûå òðàêòîâêè ýòèõ øêàë âíóòðè Ñòàíäàðíîé ìîäåëè (ÑÌ) [171, 172,

173℄. Ýëåêòðîñëàáàÿ øêàëà (∼ 100) �ýÂ îáåñïå÷èâàåòñÿ çíà÷åíèåì ïàðà-

ìåòðà òàõèîííîé ìàññû â èñõîäíîì ëàãðàíæèàíå ÑÌ, òîãäà êàê øêàëà

ÊÕÄ âîîáùå íå çàäà¼òñÿ êàêèì-ëèáî ïàðàìåòðîì ëàãðàíæèàíà. Ïðåäïî-

ëàãàåòñÿ, ÷òî â ÊÕÄ ìàñøòàá âîçíèêàåò áëàãîäàðÿ ìåõàíèçìó ðàçìåðíîé

òðàíñìóòàöèè âñëåäñòâèå êîí�îðìíîé àíîìàëèè. Â íàñòîÿùåì �àçäåëå

ìû ïîêàæåì ïðîñòóþ ðåäóêöèþ ëàãðàíæèàíà ýëåêòðîñëàáîé ÑÌ ê åãî

148
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< >ɸ
o

ɸ

V( )ɸ

�èñ. 5.1: Ïîòåíöèàë Õèããñà V (φ).

êîí�îðìíî � èíâàðèàíòíîé âåðñèè è ìåõàíèçì ðàçìåðíîé òðàíñìóòàöèè,

ïðèâîäÿùèé ê êîíäåíñàòàì è ìàññàì ñêàëÿðíîãî áîçîíà Õèããñà è �åð-

ìèîííûõ òîï � êâàðêîâûõ ïîëåé. Ñîãëàñíî ïðåäñòàâëåíèÿì Ñòàíäàðòíîé

ìîäåëè, ýëåìåíòàðíûå ÷àñòèöû ïðèîáðåòàþò ñâîè ìàññû èç-çà ñâÿçè ñî

ñðåäíèì çíà÷åíèåì ïî âàêóóìó ïîëåì Õèããñà. Ýòî ñðåäíåå çíà÷åíèå âîç-

íèêàåò â ñèëó ñïîíòàííîãî íàðóøåíèÿ ãëîáàëüíîé ñèììåòðèè ñåêòîðà

Õèããñà [174, 175℄. Â Ñòàíäàðòíîé ìîäåëè ìû èìååì äåëî ñ ïîòåíöèàëîì

(ñì. �èñ. 5.1)

VHiggs(φ) =
λ2

2

(
φ†φ
)2

+ µ2φ†φ, (5.1)

ãäå îäíà êîìïîíåíòà êîìïëåêñíîãî ñêàëÿðíîãî äóáëåòíîãî ïîëÿ îáëàäà-

åò íåíóëåâûì ñðåäíèì ïî âàêóóìó çíà÷åíèåì 〈φ0〉 = v/
√

2, åñëè µ2 < 0,

è óñëîâèå ñòàáèëüíîñòè λ2 > 0 ïðåäïîëàãàåòñÿ. Ïðèñóòñòâèå â ïîòåíöè-

àëå ÷ëåíà ñ òàõèîííîé ìàññîé ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì äëÿ äàííîé êîí-

ñòðóêöèè. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ñïîíòàííîìó íàðóøåíèþ êîí�îðìíîé

ñèììåòðèè, çäåñü êîí�îðìíàÿ ñèììåòðèÿ íàðóøàåòñÿ ÿâíî â ñèëó ñóùå-

ñòâîâàíèÿ îäíîãî �óíäàìåíòàëüíîãî ðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà. Íàïîìíèì,
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÷òî ÿâíîå íàðóøåíèå êîí�îðìíîé ñèììåòðèè â ñåêòîðå Õèããñà ïðèâî-

äèò ê ñåðü¼çíîé ïðîáëåìå �àéíòþíèíãà ïðè ðåíîðìèðîâêå ìàññû áîçîíà

Õèããñà.

Â êëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè, óñëîâèå ïîòåíöèàëüíîãî ìèíèìóìà äà-

¼ò ñîîòíîøåíèå ìåæäó âàêóóìíûì ñðåäíèì è ïåðâè÷íûìè ïàðàìåòðàìè

λ è µ â âèäå v =
√
−2µ2/λ. Â Ñòàíäàðòíîé ìîäåëè çíà÷åíèå v áëèç-

êî ê êîíñòàíòå âçàèìîäåéñòâèÿ Ôåðìè, íàéäåííîå èç ýêñïåðèìåíòîâ ïî

ñðåäíåìó âðåìåíè æèçíè ìþîíà v =
(√

2GFermi

)−1/2 ≈ 246.22 �ýÂ.

Êàê áûëî ïîêàçàíî â ðàáîòàõ [176, 177, 178℄, èçìåðåííîå çíà÷åíèå

ìàññû áîçîíà Õèããñà äåëàåò ÑÌ ñàìîñîãëàñîâàííîé äî âûñîêèõ ýíåðãèé,

âïëîòü äî ìàñøòàáà ïëàíêîâñêîé ìàññû. Ïðÿìûå è íåïðÿìûå ýêñïåðè-

ìåíòàëüíûå ïîèñêè âîçìîæíî ïðèâåäóò ê íîâûì �èçè÷åñêèì ÿâëåíèÿì.

Â ýòîé ñèòóàöèè âîïðîñ î òîì, ïî÷åìó ìàññà òîï � êâàðêà, ìàññà áîçî-

íà Õèããñà è ýëåêòðîñëàáîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû v ÿâëÿþòñÿ âåëè÷èíàìè

îäíîãî ïîðÿäêà, ñòàíîâèòñÿ èíòðèãóþùèì.

Èäåÿ î äèíàìè÷åñêîì íàðóøåíèè ýëåêòðîñëàáîé êàëèáðîâî÷íîé ñèì-

ìåòðèè ñ ïîìîùüþ êîíäåíñàòà òîï � êâàðêà îáñóæäàëàñü åù¼ â ïèîíåð-

ñêèõ ðàáîòàõ [179℄ � [182℄. Êàê îòìå÷àëîñü åù¼ ñàìèì Ïèòåðîì Õèãã-

ñîì [183℄, ñêàëÿðíîå ïîëå, íàðóøàþùåå êîí�îðìíóþ ñèììåòðèþ, ìîæåò

áûòü îïèñàíî íåýëåìåíòàðíîé áèëèíåéíîé êîìáèíàöèåé �åðìè � ïîëåé.

Íî òàêîé ïîäõîä òðåáóåò ââåäåíèÿ íîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, âûõîäÿùåãî

çà ðàìêè Ñòàíäàðòíîé ìîäåëè, ïîäîáíî ìîäåëè Íàìáó � Èîíî�Ëàçèíèî.

Îäíàêî, ìíîãî÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, ïðîâîäèìûå â �èçèêå âûñîêèõ

ýíåðãèé, íå äåìîíñòðèðóþò óñïåõà â ýòîì íàïðàâëåíèè.
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5.2 �àäèàöèîííîå íàðóøåíèå êîí�îðìíîé ñèì-

ìåòðèè

Ìåõàíèçì ðàäèàöèîííîãî íàðóøåíèÿ ìàñøòàáíîé èíâàðèàíòíîñòè áûë

ââåä¼í Ñòåíëè Êîóëìåíîì è Ýðèêîì Âàéíáåðãîì [184℄. Îíè ïîêàçàëè,

÷òî ðåíîðìèðîâêà íåêîòîðûõ êëàññè÷åñêèõ ìàñøòàáíî � èíâàðèàíòíûõ

ëàãðàíæèàíîâ ïðèâîäèò ê ñïîíòàííîìó íàðóøåíèþ ìàñøòàáíîé èíâàðè-

àíòíîñòè. Ïðè÷èíîé ÿâëÿåòñÿ íåñòàáèëüíîñòü ïî îòíîøåíèþ ê èí�ðà-

êðàñíûì ñèíãóëÿðíîñòÿì íà êâàíòîâîì óðîâíå [185℄. Â ÷àñòíîñòè, â ðàñ-

ñìîòðåííîé áåçìàññîâîé φ4 ìîäåëè ñòàáèëüíûé ìèíèìóì ý��åêòèâíîãî

ïîòåíöèàëà ëåæèò âíå îáëàñòè îäíîïåòëåâîé àïïðîêñèìàöèè.

Êàê áûëî ïîêàçàíî, òàêîé ìåõàíèçì ðàáîòàåò äëÿ ñêàëÿðíûõ è âåê-

òîðíûõ ïîëåé ñ àáåëåâûì èëè íåàáåëåâûì âçàèìîäåéñòâèÿìè. Â äàííîì

�àçäåëå ìû ðàñøèðèì �îðìàëèçì Êîóëìåíà � Âàéíáåðãà äëÿ ñèñòåì ñêà-

ëÿðíûõ è �åðìèîííûõ ïîëåé ñ þêàâñêèì âçàèìîäåéñòâèåì. Íà÷í¼ì íà

êëàññè÷åñêîì óðîâíå ñ êîí�îðìíî-èíâàðèàíòíîãî ëàãðàíæèàíà, îïèñû-

âàþùåãî ñêàëÿðíîå è �åðìèîííîå ïîëÿ

Lcl =
1

2
(∂µφc)

2 − λ2

2
φ4c + ıΨ̄cγµ∂µΨc − yφcΨ̄cΨc, (5.2)

ãäå φc è Ψc êëàññè÷åñêèå áåçìàññîâûå ïîëÿ. Ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ ïåðåíîð-

ìèðóåìîé. Íà êâàíòîâîì óðîâíå ìû äîëæíû äîáàâèòü êîíòð÷ëåíû âñåõ

âîçìîæíûõ òèïîâ

Lc.t. =
1

2
A (∂µφ)2 − 1

2
Bφ2 − 1

2
Cφ4 + ıDΨ̄γµ∂µΨ

− EΨ̄Ψ +GφΨ̄Ψ + Fφ. (5.3)

Ìàñøòàáíàÿ èíâàðèàíòíîñòü íà êëàññè÷åñêîì óðîâíå òðåáóåò ðàâåíñòâà
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íóëþ êîíòð÷ëåíîâ B è E: îíè ñîêðàòÿòñÿ íà óðîâíå ïåòëåâûõ äèàãðàìì.

Â îäíîïåòëåâîé àïïðîêñèìàöèè ÷ëåí Fφ îòâå÷àåò �åðìèîííîé ïåòëåâîé

äèàãðàììå òèïà ãîëîâàñòèêà, òî åñòü φ〈Ψ̄Ψ〉. Îíà ïðîïîðöèîíàëüíà èí-
òåãðàëó

∫
d4k

ıπ2
Tr(kµγµ +mf)

k2 −m2
f + ıǫ

, (5.4)

êîòîðûé ðàâåí íóëþ äëÿ áåçìàññîâîãî �åðìèîíà (mf = 0). Îäíàêî, ñî-

ãëàñíî [184℄, íåâîçìîæíî ñîõðàíèòü êëàññè÷åñêóþ ìàñøòàáíóþ èíâàðè-

àíòíîñòü äëÿ øèðîêîãî êëàññà ñèñòåì íà êâàíòîâîì óðîâíå â ñèëó èí-

�ðàêðàñíûõ ðàñõîäèìîñòåé ïðè ïåòëåâûõ ïîïðàâêàõ.

Ïîýòîìó òî÷êà ðåíîðìèðîâêè äîëæíà áûòü ñäâèíóòà îò φ = 0. �àäèà-

öèîííî èíäóöèðîâàííîå íàðóøåíèå ñèììåòðèè èìååò ìåñòî â ñèñòåìå, ïî-

òîìó ÷òî ý��åêòèâíûé ïîòåíöèàë ñêàëÿðíîãî ïîëÿ èìååò èí�ðàêðàñíóþ

ðàñõîäèìîñòü ïðè φ = 0. Ïðèìåíèì ýòó èäåþ ê ìîäåëè (5.2), êîòîðàÿ íà

êâàíòîâîì óðîâíå äîëæíà áûòü ðåíîðìèðîâàíà ïðè φ = M 6= 0, ãäå M �

øêàëà ýíåðãèè. Èíûìè ñëîâàìè, êëàññè÷åñêàÿ êîí�îðìíî-èíâàðèàíòíàÿ

òåîðèÿ îáëàäàåò êâàíòîâîé íåñòàáèëüíîñòüþ, íàçûâàåìîé êîí�îðìíîé

àíîìàëèåé. Òåì íå ìåíåå, íàðóøåíèå ñèììåòðèè äèíàìè÷åñêîå, èëè ñïîí-

òàííîå, ñîãëàñíî êëàññè�èêàöèè Íàìáó [186℄.

Â ðåçóëüòàòå ðàçìåðíîé òðàíñìóòàöèè, áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð êëàñ-

ñè÷åñêîãî ëàãðàíæèàíà ñòàíîâèòñÿ ðàçìåðíûì ïàðàìåòðîì. Ïîñëå ñäâè-

ãà òî÷êè ðåíîðìèðîâêè ñëåäóåò âûïîëíèòü ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

1) íàéòè ìèíèìóì ý��åêòèâíîãî ïîòåíöèàëà;

2) ïðîâåñòè àíàëèç ìàññ ïîëåé â ýòîé òî÷êå;

3) ïðîâåðèòü ñòàáèëüíîñòü ñèñòåìû ñ ïîëó÷åííûì ïîòåíöèàëîì. Ïî-

ñëåäíåå óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíûì ïðè êîíñòðóèðîâàíèè �èçè-
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÷åñêîé ìîäåëè.

Êàê áûëî ïîêàçàíî Êîóëìåíîì è Âàéíáåðãîì [184℄, äàæå ñêàëÿðíîå

ïîëå ñ φ4 ñàìîäåéñòâèåì èìååò ðàäèàöèîííîå íàðóøåíèå êîí�îðìíîé

ñèììåòðèè. Îäíàêî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ñòàáèëüíîå ðåøåíèå äëÿ ìèíèìóìà

ý��åêòèâíîãî ïîòåíöèàëà, ñëåäóåò äîáàâèòü âçàèìîäåéñòâèå ñ êàëèáðî-

âî÷íûì ïîëåì. Â íàøåé êîíñòðóêöèè ìû äîáàâëÿåì þêàâñêîå âçàèìî-

äåéñòâèå ñî ñêàëÿðíûì ïîëåì. Ýòî ïîëå äà¼ò äîïîëíèòåëüíûé âêëàä â

ý��åêòèâíûé ïîòåíöèàë è ïîçâîëÿåò ý��åêòèâíî äîñòè÷ü ñòàáèëüíûé

ìèíèìóì â ïåðòóðáàòèâíîé îáëàñòè çíà÷åíèé êîíñòàíò ñâÿçè.

�àññìîòðèì �åðìèîííûé êîíäåíñàò 〈Ψ̄Ψ〉, çíà÷åíèå êîòîðîãî ïðîïîð-
öèîíàëüíî èíòåãðàëó (5.4). Îí íåñòàáèëåí ïî îòíîøåíèþ ê ïîÿâëåíèþ

ìàññû �åðìèîíà. Ïðÿìîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî äàæå ïîÿâëåíèå

íåáîëüøîé ìàññû ïðèâîäèò ê êâàäðàòè÷íîé ðàñõîäèìîñòè èíòåãðàëà

〈Ψ̄Ψ〉 ∼ mfΛ2,

ãäå Λ � óëüòðà�èàëåòîâîå îáðåçàíèå. �àñõîäèìîñòü ñëåäóåò ðåíîðìèðî-

âàòü ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþùåãî êîíòð÷ëåíà. Êëàññè÷åñêàÿ êîí�îðì-

íàÿ ñèììåòðèÿ òðåáóåò ñîêðàùåíèÿ ýòîé ïåòëåâîé ïîïðàâêè ñ ïîìîùüþ

ñîîòâåòñòâóþùåãî êîíòð÷ëåíà EΨ̄Ψ. Ñëåäóÿ ïîäõîäó [184℄, ìû ñäâèíåì

òî÷êó ðåíîðìèðîâêè íà íåêîòîðîå íåíóëåâîå çíà÷åíèå.

Ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðàçóìíûì ïðåäëîæèòü ñëåäóþùóþ ñõåìó [42℄:

1) åñëè, áëàãîäàðÿ êâàíòîâûì ý��åêòàì, íåíóëåâîå çíà÷åíèå äëÿ êîí-

äåíñàòà ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ïîÿâèëîñü, ýòî äà¼ò ìàññó �åðìèîíó;

2) �åðìèîííîå ïîëå ñîçäà¼ò íåíóëåâîé (äàæå ðàñõîäÿùèéñÿ êîíäåí-

ñàò);

3) êîíäåíñàò ïîçâîëÿåò ñêàëÿðíîìó ïîëþ èìåòü íåíóëåâîå âàêóóìíîå
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hv

V(h)

�èñ. 5.2: Ïîòåíöèàë V (h) ñ ìèíèìóìîì.

ñðåäíåå çíà÷åíèå.

�àññìîòðèì êîí�îðìíî-èíâàðèàíòíûé ëàãðàíæèàí âçàèìîäåéñ- òâèÿ

õèããñîâñêîãî ïîëÿ

Lint = −λ
2

2

(
Φ†Φ

)2 − ytΦt̄t, (5.5)

ãäå îñòàâëåíû òîëüêî íàèáîëåå èíòåíñèâíûå ÷ëåíû âçàèìîäåéñòâèÿ: ñà-

ìîäåéñòâèå è þêàâñêîå âçàèìîäåéñòâèå ñ òîï � êâàðêîì. Çàìåòèì, ÷òî ìû

îïóñòèëè ÷ëåí ñ òàõèîííîé ìàññîé èç Ñòàíäàðòíîé ìîäåëè [43℄. Â äàëü-

íåéøåì áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ãðóïïà O(4) ñèììåòðèè ñïîíòàííî íàðóøåíà

äî O(3). Âàêóóìíîå ñðåäíåå ñ ïîñëåäóþùåé ðåíîðìèðîâêîé �åðìèîííûõ

îïåðàòîðîâ â (5.5) âåä¼ò ê ïîòåíöèàëó (ñì. �èñ. 5.2)

V (h) =
λ2

8
h4 +

yt√
2
〈t̄t〉h. (5.6)

Óñëîâèå ýêñòðåìóìà ïîòåíöèàëà

dV (h)

dh

∣∣∣
h=v

= 0

äà¼ò ñîîòíîøåíèå

v3
λ2

2
= − yt√

2
〈t̄t〉. (5.7)

Íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå óñëîâèÿ ìèíèìóìà ïðèâîäèò ê ñòàíäàðòíîìó
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ðàçëîæåíèþ h = v + H, ãäå H îïèñûâàåò âîçìóùåíèÿ (íåíóëåâûå ãàð-

ìîíèêè) ñ óñëîâèåì

∫
d3xH = 0. Þêàâñêàÿ êîíñòàíòà ñâÿçè äëÿ òîï �

êâàðêà yt ≈ 0.99 èçâåñòíà èç ýêñïåðèìåíòàëüíîãî çíà÷åíèÿ ìàññû êâàðêà

mt = vyt/
√

2 ≃ 173.2 �ýÂ [187℄. Òàêèì îáðàçîì, ñïîíòàííîå íàðóøåíèå

ñèììåòðèè ïðèâîäèò ê ìèíèìóìó ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, ÷òî åñòü ñëåä-

ñòâèå íåíóëåâîãî âàêóóìíîãî ñðåäíåãî v è ìàññû áîçîíà Õèããñà. Ïîäñòà-

íîâêà h = v +H â ïîòåíöèàë (5.6) äà¼ò

Vcond(h) = Vcond(v) +
m2

H

2
H2 +

λ2v

2
H3 +

λ2

8
H4, (5.8)

÷òî îïðåäåëÿåò ìàññó ñêàëÿðíîé ÷àñòèöû

m2
H ≡

3λ2

2
v2. (5.9)

Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî ïîëó÷åííàÿ �îðìóëà (5.9) îòëè÷àåòñÿ îò (mH = λv)

Ñòàíäàðòíîé ìîäåëè ñ ïîòåíöèàëîì Õèããñà (5.1).

Èç óðàâíåíèé (5.7) è (5.9) ìîæíî âûðàçèòü êâàäðàò ìàññû ñêàëÿðíîé

÷àñòèöû ÷åðåç êîíäåíñàò òîï � êâàðêà

m2
H = −3yt〈t̄t〉

v
√

2
. (5.10)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ mH = 125 �ýÂ òðåáóåòñÿ, ÷òîáû

〈t̄t〉 ≈ − (122GeV)3 . (5.11)

Òàêîå çíà÷åíèå êîíäåíñàòà òîï � êâàðêà íå ïðîòèâîðå÷èò íèçêîýíåðãåòè-

÷åñêîé ÊÕÄ �åíîìåíîëîãèè. Â èòîãå, õîòÿ èçíà÷àëüíî, â êëàññè÷åñêîì

ëàãðàíæèàíå íå áûëî ÷ëåíà ñ ìàññîé ñêàëÿðíîãî ïîëÿ, îí ïîÿâèëñÿ ïîñëå

ïðîâåäåíèÿ ïðîöåäóð êâàíòîâàíèÿ è ðåíîðìèðîâêè.
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Â äàííîé Ñåêöèè áûë ïðåäëîæåí ìåõàíèçì ðàäèàöèîííîãî íàðóøå-

íèÿ êîí�îðìíîé ñèììåòðèè â Ñòàíäàðòíîé ìîäåëè ýëåìåíòàðíûõ ÷à-

ñòèö. Â òàêîé êîíñòðóêöèè êîíäåíñàò òîï � êâàðêà çàìåíèë òàõèîí-

íûé ìàññîâûé ÷ëåí â ïîòåíöèàëå Õèããñà. Ìåõàíèçì ïîçâîëÿåò óñòàíî-

âèòü ñîîòíîøåíèå ìåæäó êîíäåíñàòàìè è ìàññàìè, âêëþ÷àÿ ìàññó áî-

çîíà Õèããñà. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðåäëîæèëè ïðîñòîé áóòñòðàï ìåæäó

ïîëåì Õèããñà è ïîëåì òîï � êâàðêà. Çàìåòèì, ÷òî áîçîí Õèããñà ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ êàê ýëåìåíòàðíàÿ ÷àñòèöà, áåç ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ

âçàèìîäåéñòâèé çà ðàìêàìè ÑÌ. Ïîñëå ñïîíòàííîãî íàðóøåíèÿ ñèììåò-

ðèè, íà äðåâåñíîì óðîâíå ëàãðàíæèàíà îòëè÷èå îò ïîòåíöèàëà Õèããñà

ÑÌ ïðîÿâëÿåòñÿ òîëüêî â çíà÷åíèè êîíñòàíòû ñàìîäåéñòâèÿ. Ýòè òîí-

êèå ðàçëè÷èÿ ìîæíî âûÿâèòü òîëüêî ñ ïîìîùüþ íîâûõ äàííûõ, êîòîðûå

ìîæíî èçâëå÷ü íà Ñóïåðêîëëàéäåðå ïîñëå ïðîâåäåíèÿ ðàáîò ïî åãî îá-

íîâëåíèþ.

5.3 Êàçèìèðîâñêèé êîíäåíñàò ñêàëÿðíîãî ïî-

ëÿ

Êâàíòîâûé êîíäåíñàòíûé ìåõàíèçì ïðîèñõîæäåíèÿ ìàññû áîçîíà Õèããñà

áåç ÿâíîãî íàðóøåíèÿ êîí�îðìíîé ñèììåòðèè áû ïðåäëîæåí â ðàáî-

òå [42℄. Íî äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû êîíäåíñàòà êîí�îðìíîãî ïîëÿ

òðåáóåòñÿ íàëîæåíèå äîïîëíèòåëüíûõ �èçè÷åñêèõ óñëîâèé. Îäíà èç âîç-

ìîæíîñòåé ïîëó÷åíèÿ êîíå÷íûõ çíà÷åíèé êîíäåíñàòà ñîñòîèò â òðåáîâà-

íèè âûïîëíåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé êàê â ý��åêòå Êàçèìèðà. Â íàñòîÿ-

ùåé �ëàâå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîëÿ â çàìêíóòîì ìíîãîîáðàçèè, ÷òî
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ïðèâåä¼ò ê ïîÿâëåíèþ òîïîëîãè÷åñêîãî ý��åêòà Êàçèìèðà. Íåòðèâèàëü-

íàÿ òîïîëîãèÿ ïðîñòðàíñòâà ïðèâîäèò ê óñëîâèÿì ðåíîðìèðîâêè â ðàñ÷¼-

òàõ. Â ïðîòèâîâåñ ñòàíäàðòíîìó ý��åêòó Êàçèìèðà, íå òðåáóåòñÿ íàëî-

æåíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ý��åêò Êàçèìèðà èãðàåò ñóùåñòâåííóþ ðîëü

â êîñìîëîãè÷åñêèõ ìîäåëÿõ è �èçèêå ÷àñòèö [188℄. Ïîìèìî âû÷èñëåíèÿ

êàçèìèðîâñêîé ýíåðãèè, êàçèìèðîâñêèå êîíäåíñàòû òàêæå çàñëóæèâàþò

èññëåäîâàíèÿ, îñîáåííî ïðè ðàññìîòðåíèè ðàííåé ñòàäèè ðàçâèòèÿ Âñå-

ëåííîé. Êàçèìèðîâñêèé êîíäåíñàò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàíòîâîå ñðåäíåå

ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ îïåðàòîðîâ â îäíîé òî÷êå ìíîãîîáðàçèÿ. Îí ñîîòâåò-

ñòâåò �åéíìàíîâñêîé äèàãðàììå â âèäå âàêóóìíîãî ïóçûðüêà. Âàêóóì

çàïîëíåí êîíäåíñàòîì êâàðêîâûõ [189℄ è ãëþîííûõ [190℄ ïîëåé. Åãî ó÷¼ò

âíîñèò âêëàä â âàêóóìíóþ ýíåðãèþ Âñåëåííîé è äðóãèå êîñìîëîãè÷åñêèå

ïðèëîæåíèÿ [191℄.

Â êîí�îðìíî-ñòàòè÷íîé Âñåëåííîé ðàñ÷¼òû ïëîòíîñòè ýíåðãèè, äàâ-

ëåíèÿ è ÷èñëà ðîæä¼ííûõ ÷àñòèö áîçîííûõ ïàð, ðîæä¼ííûõ â ðàííåé

Âñåëåííîé, èçó÷àëèñü â [192℄. Îäíàêî, êàçèìèðîâñêèé òåíçîð ýíåðãèè

- èìïóëüñà áîçîííîãî ïîëÿ èìååò ñèíãóëÿðíîñòü ïðè íóëåâîì çíà÷åíèè

ìàñøòàáíîãî �àêòîðà a = 0, îòâå÷àþùåãî íà÷àëüíîìó ìîìåíòó ýâîëþ-

öèè Âñåëåííîé. Äëÿ òîãî, ÷òîáû èçáåæàòü ñèíãóëÿðíîñòè, ìîæíî êîí-

�îðìíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ïðèâåñòè ìîäåëü ê ñ�åðå ñîâðåìåííîãî ðà-

äèóñà a0. Îäíîâðåìåííî ñëåäóåò ïðîâåñòè êîí�îðìíîå ïðåîáðàçîâàíèå

ïîëåé. Ïðè âû÷èñëåíèè êàçèìèðîâñêîãî êîíäåíñàòà òàêæå ñëåäóåò ðàáî-

òàòü â êîí�îðìíûõ ïåðåìåííûõ.

Ñóùåñòâóþò ðàçíîîáðàçíûå ý��åêòèâíûå ìåòîäû ðåãóëÿðèçàöèè è

ðåíîðìèðîâêè óëüòðà�èîëåòîâûõ ðàñõîäèìîñòåé [193℄ � [197℄. Â ÷àñò-

íîñòè, äëÿ ñëó÷àÿ òîïîëîãè÷åñêîãî ý��åêòà Êàçèìèðà, âûäåëåíèå êî-
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íå÷íîé âåëè÷èíû áîçîííîãî êîíäåíñàòà ìîæíî ïîëó÷èòü âû÷èòàíèåì èç

ðàñõîäÿùåéñÿ ñóììû, îïðåäåë¼ííîé âî Âñåëåííîé Ôðèäìàíà, ñîîòâåò-

ñòâóþùåãî ðàñõîäÿùåãîñÿ èíòåãðàëà, îïðåäåë¼ííîãî â êàñàòåëüíîì ïðî-

ñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî. Äëÿ ýòîãî ïðèìåíÿåòñÿ �îðìóëà Àáåëÿ � Ïëà-

íà èç òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé [192℄. �àññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî

êîí�îðìíûõ ìåòðèê âî Âñåëåííîé ÔðèäìàíàM = R
1 × S3

. Ïëîòíîñòü

�óíêöèè Ëàãðàíæà ìàññèâíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ϕ(x), âçàèìîäåéñòâóþ-

ùåãî ñ ãðàâèòàöèåé [198, 199℄

L = −1

2

√
−g(x)

(
gµν(x)∇µϕ(x)∇νϕ(x) +m2ϕ2(x) +

1

6
R(x)ϕ2(x)

)
.

(5.12)

Çäåñü, g � äåòåðìèíàíò ìåòðèêè ïðîñòðàíñòâà - âðåìåíè; gµν � êîìïîíåí-

òû îáðàòíîãî ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà; ∇µ � êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ; m

� çàòðàâî÷íàÿ ìàññà ïîëÿ.

Ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè

R(η) =
6

a3
(a′′ + a), (5.13)

ãäå øòðèõîì îáîçíà÷åíà ïðîèçâîäíàÿ ïî η. Óðàâíåíèå Êëåéíà � Ôîêà �

�îðäîíà (
−gµν∇µ∇ν +m2 +

1

6
R

)
ϕ(x) = 0 (5.14)

ïðèíèìàåò âèä

ϕ′′ + 2
a′

a
ϕ′ −△ϕ+

(
m2a2 +

a′′

a
+ 1

)
ϕ = 0, (5.15)

ãäå △ � óãëîâàÿ ÷àñòü îïåðàòîðà Ëàïëàñà 3-ñ�åðû åäèíè÷íîãî ðàäèóñà.

Âûïîëíèì ïåðåõîä ê êîí�îðìíîé ìåòðèêå g̃µν(x) è êîí�îðìíîìó ïî-



5.3. Êàçèìèðîâñêèé êîíäåíñàò ñêàëÿðíîãî ïîëÿ 159

ëþ ϕ̃(x) ñîãëàñíî èõ êîí�îðìíûì âåñàì

gµν(x) =

(
a(η)

a0

)2

g̃µν(x), ϕ(x) =

(
a0
a(η)

)
ϕ̃(x). (5.16)

Èíòåðâàë ñòàòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ñîîòâåòñòâóåò ñîâðåìåí-

íîé Âñåëåííîé ðàäèóñà a0

ds̃2 = a20(−dη2 + dχ2 + sin2 χ(dθ2 + sin2 θdφ2)) (5.17)

ñ êðèâèçíîé R̃ = 6/a20. Ïðåîáðàçîâàíèå (5.16) ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ

Êëåéíà � Ôîêà � �îðäîíà äëÿ êîí�îðìíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ϕ̃(x) ñ ïå-

ðåìåííîé ìàññîé m(η) = m · a(η)

ϕ̃′′ −△ϕ̃ + (m2a2 + 1)ϕ̃ = 0. (5.18)

Ïåðåõîä ê êîí�îðìíûì ïåðåìåííûì ïðèâîäèò ê íàáëþäàåìûì âåëè÷è-

íàì ñ ðåãóëÿðíûì ïîâåäåíèåì ïðè a = 0. Â ñîîòâåòñòâóþùåé êâàíòîâîé

òåîðèè ïîëó÷àþòñÿ êîíå÷íûå �èçè÷åñêèå ðåçóëüòàòû [192℄. Ñîáñòâåííûå

�óíêöèè (5.18) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â �àêòîðèçîâàííîé �îðìå

ϕ̃J(x) = gλ(η)YJ(x). (5.19)

Ñîáñòâåííûå �óíêöèè YJ(χ, θ, φ) îïåðàòîðà Ëàïëàñà � Áåëüòðàìè [188℄

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñ�åðè÷åñêèå �óíêöèè

(△+ k2J)YJ = 0, (5.20)

�îðìèðóþùèå îðòîãîíàëüíûé áàçèñ óíèòàðíûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû

èçîìåòðèè ñ�åðû S3

YJ(χ, θ, φ) =
1√

sinχ

√
λ(λ+ l)!

(λ− l + 1)!
P
−l−1/2
λ−1/2 (cosχ)YlM(θ, φ),
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ãäå êîìáèíèðîâàííûé èíäåêñ J ≡ {λ, l,M} ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ

λ = 1, 2, 3, . . . ; l = 0, 1, 2, . . . , λ− 1; −l ≤M ≤ l; k2J = λ2 − 1.

Óðàâíåíèå îñöèëëÿòîðíîãî òèïà äëÿ gλ(η) ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå ïîäñòàíîâ-

êè (5.19) â óðàâíåíèå Êëåéíà � Ôîêà � �îðäîíà (5.18)

d2

dη2
gλ(η) + ω2(η)gλ(η) = 0, ω2(η) ≡ λ2 +m2a2(η). (5.21)

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íåîáõîäèìî çàäàòü îïðåäåë¼ííûé ýâîëþöèîííûé

çàêîí äëÿ ìàñøòàáíîãî �àêòîðà a(η) [192℄. Ôóíêöèè

ϕ̃
(+)
J (x) =

1√
2
gλ(η)Y ∗J (x), ϕ̃

(−)
J (x) =

1√
2
g∗λ(η)YJ(x) (5.22)

îáðàçóþò ïîëíûé áàçèñ êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (5.18), åñëè

âðîíñêèàí ðàâåí

gλg
∗
λ
′ − gλ′g∗λ = −2ı.

Êâàíòîâîå âàêóóìíîå ñîñòîÿíèå çàäà¼òñÿ óñëîâèåì a
(−)
J |0〉 = 0. Îïå-

ðàòîðíûå êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ:

[a
(−)
J , a

(+)
J ′ ] = δJJ ′, [a

(+)
J , a

(+)
J ′ ] = [a

(−)
J , a

(−)
J ′ ] = 0. (5.23)

Êâàíòîâûé ïîëåâîé îïåðàòîð êîìáèíèðóåòñÿ êàê ñóììà

ϕ̃(x) =
∑

J

(
ϕ̃
(−)
J (x)a

(−)
J + ϕ̃

(+)
J (x)a

(+)
J

)
. (5.24)

Óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè

(ϕ̃
(±)
J , ϕ̃

(±)
J ′ ) = ∓δJJ ′, (ϕ̃

(±)
J , ϕ̃

(∓)
J ′ ) = 0,

ãäå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå �óíêöèé îïðåäåëÿåòñÿ â êîíå÷íîì îáú¼ìå

V êàê

(f, g) ≡
∫

V

d3x
√
γ

(
f ∗
∂

∂t
g − g∗ ∂

∂t
f

)
.
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Îïðåäåëèì êâàíòîâûé êàçèìèðîâñêèé êîíäåíñàò êàê âàêóóìíîå ñðåä-

íåå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ îïåðàòîðîâ â îäíîé òî÷êå [200℄:

〈0|ϕ̃(x)ϕ̃(x)|0〉 =
∑

J,J ′

ϕ̃
(−)
J (x)ϕ̃

(+)
J ′ (x)〈0|a(−)J a

(+)
J ′ |0〉

=
1

2

∑

J

|gλ(η)|2|YJ(x)|2. (5.25)

Ïðèìåíÿÿ �îðìóëó ñóììèðîâàíèÿ ïî êâàíòîâûì ÷èñëàì (l,M)

∑

l,M

|YJ(x)|2 =
λ2

2π2
,

ïîëó÷àåì

〈0|ϕ̃(x)ϕ̃(x)|0〉 =
1

4π2

∞∑

λ=1

λ2|gλ(η)|2. (5.26)

Â íàñòîÿùåé �ëàâå ý��åêòû âàêóóìíîé ïîëÿðèçàöèè è ðîæäåíèÿ ÷à-

ñòèö ìû íå áóäåì ðàññìàòðèâàòü. Îãðàíè÷èì íàøå âíèìàíèå íà ÷èñòî

ñòàòè÷åñêîì êàçèìèðîâñêîì âêëàäå â êâàíòîâûé êîíäåíñàò. Ïðè óñëîâèè

(a′ = 0) [188℄, ðåøåíèå îñöèëëÿòîðíîãî óðàâíåíèÿ (5.21) ïðèíèìàåò âèä

gλ(η) =
eıωλη

√
ωλ
.

Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷àåì ðàñõîäÿùèéñÿ ðÿä

〈0|ϕ̃(x)ϕ̃(x)|0〉 =
1

4π2

∞∑

λ=1

λ2√
λ2 +m2a2

. (5.27)

Òåïåðü ïðîáëåìà �îðìóëèðóåòñÿ äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñ áåãóùåé ìàññîé

(ma) â ñòàòè÷åñêîé âñåëåííîé Ýéíøòåéíà R1×S3
, ãäå S3

� ñ�åðà ðàäèóñà

a0. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ý��åêòèâíûì ìåòîäîì ðåíîðìèðîâêè

ðÿäà ñëóæèò �îðìóëà Àáåëÿ � Ïëàíà [188℄

ren

∞∑

λ=0

F (λ) ≡
∞∑

λ=0

F (λ)−
∞∫

0

dt F (t) =
F (0)

2
+ ı

∞∫

0

dt
F (ıt)− F (−ıt)
exp(2πt)− 1

,

(5.28)
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ãäå F (λ) � àíàëèòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ. Ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ìû

ïîëó÷àåì ðàçíîñòü ìåæäó ðàñõîäÿùåéñÿ ñóììîé F (λ), îïðåäåë¼ííîé â

ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè Ôðèäìàíà, è ñîîòâåòñòâóþùèì èíòåãðàëîì îò �óíê-

öèè F (t), îïðåäåë¼ííîé â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî. Â ðå-

çóëüòàòå âû÷èòàíèÿ, ïîëó÷àåì êîíå÷íûé ðåçóëüòàò â âèäå ñõîäÿùåãîñÿ

ðÿäà:

c̃ := 〈0|ϕ̃(x)ϕ̃(x)|0〉ren = − 1

2π2

∞∫

ma

λ2dλ√
λ2 −m2a2(exp(2πλ)− 1)

. (5.29)

Ïðè âûâîäå ýòîé �îðìóëû ìû ïðèíÿëè âî âíèìàíèå, ÷òî ïîäûíòåãðàëü-

íàÿ �óíêöèÿ F (λ) = λ2/
√
λ2 +m2a2 èìååò òî÷êè âåòâëåíèÿ â êîìïëåêñ-

íîé ïëîñêîñòè: λ = ±ıma, ïîýòîìó

F (ıλ) = F (−ıλ) = − λ2√
m2a2 − λ2

, λ < ma,

F (ıλ) = −F (−ıλ) = ı
λ2√

λ2 −m2a2
, λ > ma.

Èíòåãðàë (5.29) îãðàíè÷åí ñíèçó ïåðåìåííîé çàòðàâî÷íîé ìàññîé ýëå-

ìåíòàðíîé ÷àñòèöû. Â ñëó÷àå áåçìàññîâûõ âèðòóàëüíûõ ÷àñòèö ðåãóëÿ-

ðèçóþùàÿ �óíêöèÿ â (5.29) ñîâïàäàåò ñ �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ

áîçîíîâ ñ ý��åêòèâíîé òåìïåðàòóðîé Teff = ~c/(2πkB), ãäå kB � ïîñòî-

ÿííàÿ Áîëüöìàíà. Äëÿ áåçìàññîâîãî ñëó÷àÿ (m = 0), èíòåãðàë (5.29)

íàõîäèòñÿ òî÷íî

c̃0 = − 1

2π2

∞∫

0

λdλ

exp(2πλ)− 1
=

1

4π2
ren

∞∑

λ=1

λ = − 1

48π2
. (5.30)

Äëÿ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö ñ ma & 0.5, óñëîâèå ýíåðãîäîìèíàíòíîñòè

ǫ ≥ |p| íàðóøàåòñÿ, ÷òî äèñêóòèðóåòñÿ â ðàáîòå [201℄. Ýòî ìîæåò ïðèâå-
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0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
c ̃ /c ̃ 0

ma

�èñ. 5.3: Êàçèìèðîâñêèé êîíäåíñàò êîí�îðìíîãî ìàññèâíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ êàê

�óíêöèÿ áåãóùåé ìàññû ma.

ñòè ê ðîæäåíèþ ÷àñòèö ãðàâèòàöèîííûì ïîëåì. Çàâèñèìîñòü áåçðàçìåð-

íîãî îòíîøåíèÿ êîí�îðìíûõ êîíäåíñàòîâ (5.29) è (5.30) êàê �óíêöèÿ

áåãóùåé ìàññû c̃/c̃0 = c̃/c̃0(ma) ðåãóëÿðíà è ïîêàçàíà íà �èñ. 5.3.

5.4 Êàçèìèðîâñêèé êîíäåíñàò áèñïèíîðíîãî

ïîëÿ

Âû÷èñëèì êâàíòîâûé êîíäåíñàò ìàññèâíîãî áèñïèíîðíîãî ïîëÿ âî Âñå-

ëåííîé Ôðèäìàíà. Ìåòðèêà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè â òåòðàäíîé �îðìå

ds2 = ηab

(
e(a)µ dxµ

)(
e(b)ν dxν

)
, (5.31)

ãäå òåòðàäíûå âåêòîðû

e(0)0 = −a(η); e(1)1 = a(η); e(2)2 = a(η) sinχ;

e(3)3 = a(η) sinχ sin θ

êàñàþòñÿ ëèíèé êîîðäèíàò [202℄. Ìàòðèöû Äèðàêà óäîâëåòâîðÿþò àí-

òèêîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì

[γa, γb]+ = −2ηab,
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ãäå (ηab) = (−1, 1, 1, 1) � ìåòðèêà Ìèíêîâñêîãî.

Â ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ïîñòîÿííûå ìàòðèöû Äèðàêà γa

çàìåíÿþòñÿ ìàòðè÷íûìè �óíêöèÿìè γµ(x)

γµ(x) = eµ(a)γ
a

ñ àíòèêîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè

[γµ(x), γν(x)]+ = [γa, γb]+e
µ
(a)e

ν
(b) = −2ηabeµ(a)e

ν
(b) = −2gµν(x).

Â êîí�îðìíîé ìåòðèêå Ôðèäìàíà îíè èìåþò âèä

γ0(x) =
1

a
γ0, γ1(x) =

1

a
γ1, γ2(x) =

1

a sinχ
γ2,

γ3(x) =
1

a sinχ sin θ
γ3. (5.32)

Óðàâíåíèå Äèðàêà äëÿ ìàññèâíîãî áèñïèíîðíîãî ïîëÿ ψ(x) â ïðîñòðàí-

ñòâå - âðåìåíè Ôðèäìàíà ïðèíèìàåò âèä

(ıγµ(x)Dµ −m)ψ(x) = 0, (5.33)

ãäå êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå Dµ áèñïèíîðà îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ

ñïèíîâîé ñâÿçíîñòè

Dµψ :=

(
∂µ −

1

4
∆(a)(b)(c)e

(c)
µ γ

bγa
)
ψ

ñ êîý��èöèåíòàìè �è÷÷è, àíòèñèììåòðè÷íûìè ïî ïåðâûì èíäåêñàì

∆(a)(b)(c) ≡
(
∇µe

ν
(a)

)
e(b)νe

µ
(c) = ∇µ

(
eν(a)e(b)ν

)
eµ(c) −

(
∇µe(b)ν

)
eν(a)e

µ
(c)

= −∆(b)(a)(c).
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Òåòðàäíûå êîý��èöèåíòû â êîí�îðìíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè Ôðèä-

ìàíà:

e0(0) =
1

a(η)
, e1(1) =

1

a(η)
, e2(2) =

1

a(η) sinχ
,

e3(3) =
1

a(η) sinχ sin θ
. (5.34)

Êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå òåòðàä íàõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ êîý��èöèåí-

òîâ Êðèñòî��åëÿ Γν
µǫ

∇µe
ν
(a) =

∂

∂xµ
eν(a) + Γν

µǫe
ǫ
(a).

Âû÷èñëèì òåïåðü êîý��èöèåíòû �è÷÷è

∆(0)(1)(1) =
(
∇1e

1
(0)

)
e(1)1e

1
(1)

= −∆(1)(0)(1) = −
(
∇1e

0
(1)

)
e(0)0e

1
(1) =

a′

a2
,

∆(0)(2)(2) =
(
∇2e

2
(0)

)
e(2)2e

2
(2)

= −∆(2)(0)(2) = −
(
∇2e

0
(2)

)
e(0)0e

2
(2) =

a′

a2
,

∆(1)(2)(2) =
(
∇2e

2
(1)

)
e(2)2e

2
(2)

= −∆(2)(1)(2) = −
(
∇2e

1
(2)

)
e(1)1e

2
(2) =

1

a
ctgχ,

∆(0)(3)(3) =
(
∇3e

3
(0)

)
e(3)3e

3
(3)

= −∆(3)(0)(3) = −
(
∇3e

0
(3)

)
e(0)0e

3
(3) =

a′

a2
,

∆(1)(3)(3) =
(
∇3e

3
(1)

)
e(3)3e

3
(3)

= −∆(3)(1)(3) = −
(
∇3e

1
(3)

)
e(1)1e

3
(3) =

1

a
ctgχ,



5. Êâàíòîâûå ïîëÿ â êîí�îðìíîé êîñìîëîãèè 166

∆(2)(3)(3) =
(
∇3e

3
(2)

)
e(3)3e

3
(3)

= −∆(3)(2)(3) = −
(
∇3e

2
(3)

)
e(2)2e

3
(3) =

1

a

ctg θ

sinχ
.

Â âûøåïðèâåä¼ííûõ �îðìóëàõ øòðèõîì îáîçíà÷åíà ïðîèçâîäíàÿ ïî êîí-

�îðìíîìó âðåìåíè η.

Óðàâíåíèå Äèðàêà ïîëÿ ψ(x) ïðèíèìàåò âèä [188℄:

γ0
(
∂

∂η
+

3a′

2a

)
ψ(x) + γ1

(
∂

∂χ
+ ctgχ

)
ψ(x)

+ γ2
1

sinχ

(
∂

∂θ
+

1

2
ctg θ

)
ψ(x) + γ3

1

sinχ sin θ

∂

∂φ
ψ(x)

+ ıamψ(x) = 0. (5.35)

Âûïîëíèì ïåðåõîä ê êîí�îðìíîé ìåòðèêå g̃µν(x) è êîí�îðìíîìó áèñïè-

íîðíîìó ïîëþ ψ̃(x) ñîãëàñíî èõ êîí�îðìíûì âåñàì:

gµν(x) =

(
a(η)

a0

)2

g̃µν(x), ψ(x) =

(
a0
a(η)

)3/2

ψ̃(x). (5.36)

Òåïåðü ïðîáëåìà áèñïèíîðíîãî ïîëÿ ñ ìàññîé (ma) �îðìóëèðóåòñÿ â ñòà-

òè÷åñêîé âñåëåííîé Ýéíøòåéíà ñ êîí�îðìíûì èíòåðâàëîì (5.17). Äëÿ

ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ âîçüì¼ì ñëåäóþùèé àíçàö [202℄

ψ̃J(x) =


 fλ+(η)E 0

0 fλ−(η)E


NJ(χ, θ, φ), (5.37)

ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà (2 × 2), NJ(χ, θ, φ) = (N1, N2, N3, N4)
T
-

íåêîòîðûé áèñïèíîð ñ êîìáèíèðîâàííûì èíäåêñîì J ≡ {λ, j, l,M}:

λ = 3/2, 5/2, . . . ; j = 1/2, 3/2, . . . , λ− 1; l = j ± 1/2; −j ≤M ≤ j.

Ïåðåìåííûå fλ+, fλ− êàê �óíêöèè êîí�îðìíîãî âðåìåíè óäîâëåòâîðÿþò

îñöèëëÿòîðíûì óðàâíåíèÿì âòîðîãî ïîðÿäêà

f ′′λ± +
(
ω2
λ(η)± ıma′(η)

)
fλ± = 0, ω2(η) ≡ λ2 +m2a2(η). (5.38)
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Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (5.37), óðàâíåíèå Äèðàêà (5.35) ïðèîáðåòàåò âèä

−ıλ



 E 0

0 −E



NJ +



 0 σ1

−σ1 0




(
∂

∂χ
+ ctgχ

)
NJ

+
1

sinχ


 0 σ2

−σ2 0



(
∂

∂θ
+

1

2
ctg θ

)
NJ

+
1

sinχ sin θ


 0 σ3

−σ3 0


 ∂NJ

∂φ
= 0, (5.39)

ãäå áûëè èñïîëüçîâàíû ìàòðèöû Ïàóëè.

Ïðåäñòàâèì áèñïèíîð NJ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

NJ(χ, θ, φ) = M(χ)S(θ, φ)Z(θ, φ), (5.40)

ãäå ìàòðèöû M(χ) è S(θ, φ) èìåþò âèä ñóïåðìàòðèö

M(χ) =



 M1(χ)E 0

0 M2(χ)E



 , S(θ, φ) =



 G(θ, φ) 0

0 G(θ, φ)



 ,

(5.41)

ãäå G � óíèòàðíàÿ ìàòðèöà (2× 2)

G =
1√
2


 exp[ı(θ + φ)/2] −ı exp[ı(θ − φ)/2]

exp[−ı(θ − φ)/2] ı exp[−ı(θ + φ)/2]


 , (5.42)

à Z(θ, φ) � áèñïèíîð.

Âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé �óíêöèåé îïåðàòîðîâ

J2 = (L + S)2, Jz = Lz + Sz,

ãäå L è S � îïåðàòîðû óãëîâîãî è ñïèíîâîãî ìîìåíòîâ ýëåêòîðîíà, ñîîò-

âåòñòâåííî. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà ïðîåêöèè óãëîâîãî ìîìåíòà
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Lz ðàâíû ~m, ãäå m ïðîáåãàåò öåëûå çíà÷åíèÿ: m = 0,±1,±2, . . . . Ñîá-

ñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Jz åñòü ~M . Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ñïèí íà-

ïðàâëåí ââåðõ, òîãäàM = m+1/2, åñëè æå âíèç, òîãäàM = m−1/2. Ñîá-

ñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà J2
ðàâíû ~

2j(j + 1). Áèñïèíîð ZjlM(θ, φ)

êîìáèíèðóåòñÿ èç ñ�åðè÷åñêèõ ñïèíîðîâ ΩjlM(θ, φ)

ZjlM(θ, φ) ≡



 u1

u2





=
1√
2


 ıl−l

′+1ΩjlM(θ, φ)

Ωjl′M(θ, φ)


 =

1√
2


 (∓)ΩjlM(θ, φ)

Ωjl′M(θ, φ)


 , (5.43)

ãäå l = j ± 1/2, l′ = j ∓ 1/2, òàê ÷òî l + l′ = 2j. Ñ�åðè÷åñêèå ñïèíîðû

âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîý��èöèåíòû Êëåáøà � �îðäàíà. Äëÿ (l = j + 1/2):

ΩjlM(θ, φ) =


 −

√
l−M+1/2

2l+1 Yl,M−1/2(θ, φ)√
l+M+1/2

2l+1 Yl,M+1/2(θ, φ)


 ;

è äëÿ (l = j − 1/2):

ΩjlM(θ, φ) =



√

l+M+1/2
2l+1 Yl,M−1/2(θ, φ)√

l−M+1/2
2l+1 Yl,M+1/2(θ, φ)


 .

Ñ�åðè÷åñêèå ñïèíîðû ΩjlM(θ, φ) îáëàäàþò ñâîéñòâàìè

j∑

M=−j
Ω+

jlMΩjlM =
1

2π

(
j +

1

2

)
. (5.44)

Óìíîæèì óðàâíåíèå (5.39) ñëåâà íà óíèòàðíî ñîïðÿæ¼ííóþ ìàòðèöó
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S+
è ïîëó÷èì

−ıλ


 M1E 0

0 −M2E




 u1

u2




+


 0 R (∂/∂χ+ ctgχ)M2

−R (∂/∂χ+ ctgχ)M1 0




 u1

u2




+
1

sinχ


 0 M2(D −R)

−M1(D −R) 0




 u1

u2


 . (5.45)

Âûøå áûëè èñïîëüçîâàíû óñëîâèÿ óíèòàðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè ìàòðèö

[202℄

G+σ1G = R, G+σ2G =
∂R

∂θ
=

∂

∂θ
(σ · n),

G+σ3G =
1

sin θ

∂R

∂φ
=

1

sin θ

∂

∂φ
(σ · n),

ãäå n � åäèíè÷íûé ðàäèóñ-âåêòîð,

(σ · n) = R =


 cos θ e−ıφ sin θ

eıφ sin θ − cos θ


 , R2 = E, R+ = R.

Äàëåå,

G+σ2
∂G

∂θ
= −1

2
R, G+σ3

∂G

∂θ
= −1

2
K, (5.46)

ãäå

K ≡


 0 e−ıφ

eıφ 0


 . (5.47)

Äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð D:

D ≡ ∂R

∂θ

∂

∂θ
+

1

sin2 θ

∂R

∂φ

∂

∂φ
,

è

RΩjlM = −Ωjl′M , RΩjl′M = −ΩjlM ; (5.48)
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(D − R)ΩjlM = (∓)(j + 1/2)Ωjl′M , (D − R)Ωjl′M = (±)(j + 1/2)ΩjlM.

(5.49)

Óðàâíåíèÿ Äèðàêà (5.45) ïðèíèìàþò âèä

−ıλM1u1 +

(
d

dχ
+ ctgχ

)
M2(Ru2) +

1

sinχ
M2(D −R)u2 = 0, (5.50)

ıλM2u2 −
(

d

dχ
+ ctgχ

)
M1(Ru1)−

1

sinχ
M1(D − R)u1 = 0. (5.51)

Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ (5.48), (5.49), ñ�åðè÷åñêèå ñïèíîðû ðàñùåïëÿþòñÿ è

ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà äâóõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

±ıλM1 −
(

d

dχ
+ ctgχ

)
M2 ±

j + 1/2

sinχ
M2 = 0, (5.52)

ıλM2 ∓
(

d

dχ
+ ctgχ

)
M1 −

j + 1/2

sinχ
M1 = 0. (5.53)

Ìû îáîçíà÷èëè M1 ≡ q±λj(χ), M2 ≡ ±q∓λj(χ), è ïðåäñòàâëÿåì îêîí-

÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò ñ ïîìîùüþ ïðèñîåäèí¼ííûõ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà

[202℄

q+λj(χ) =
1

2 cos(χ/2)
√

sinχ

√
(λ+ j)!

(λ− j − 1)!

×
[
(λ+ j + 1)P−j−1λ (cosχ) + (λ− j − 1)P−j−1λ−1 (cosχ)

]
,

q−λj(χ) =
−ı

2 cos(χ/2)
√

sinχ

√
(λ+ j)!

(λ− j − 1)!

[
P−jλ (cosχ) + P−jλ−1(cosχ)

]
.

Ïîëíàÿ ñèñòåìà áàçèñíûõ �óíêöèé ψ
(±)
J óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì îðòî-

ãîíàëüíîñòè

(ψ
(±)
J , ψ

(±)
J ′ ) ≡

∫

V

d3x
√
γψ

(±)
J

+
(x)ψ

(±)
J (x) = δJJ ′, (ψ

(±)
J , ψ

(∓)
J ′ ) = 0.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âàêóóìíûõ ñðåäíèõ çíà÷åíèé �åðìèîííîãî êîíäåí-

ñàòà, ðàçëîæèì ïîëåâîé îïåðàòîð ïî ïîëíîìó áàçèñó ïîëîæèòåëüíî- è
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îòðèöàòåëüíî- ÷àñòîòíûõ áèñïèíîðîâ. Êâàíòîâûé ïîëåâîé îïåðàòîð êîì-

áèíèðóåòñÿ êàê ñëåäóþùàÿ ñóììà

ψ̃(x) =
∑

J

(
ψ̃
(+)
J (x)âJ + ψ̃

(−)
J (x)b̂+J

)
. (5.54)

Çäåñü âJ � îïåðàòîð àííèãèëÿöèè ÷àñòèö, è b̂+J � îïåðàòîð ðîæäåíèÿ

àíòè÷àñòèö. Îïðåäåëèì êâàíòîâûé êàçèìèðîâñêèé êîíäåíñàò êàê âàêó-

óìíîå ñðåäíåå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ îïåðàòîðîâ â îäíîé òî÷êå. Ïîñëå èñ-

ïîëüçîâàíèÿ ñòàíäàðòíûõ àíòèêîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé, ïîëó÷àåì

ñóììèðîâàíèå ïî ìîäàì

〈0| ¯̃ψ(x)ψ̃(x)|0〉 =
∑

J

¯̃ψ
(−)
J (x)ψ̃

(−)
J (x) =

∑

J

ψ
(−)
J

+
(x)γ0ψ

(−)
J (x), (5.55)

ãäå ψ̄ ≡ ψ+γ0. Ñîãëàñíî (5.55) çàêëþ÷àåì, ÷òî êàçèìèðîâñêèé êîíäåíñàò

�îðìèðóåòñÿ èç âèðòóàëüíûõ àíòè÷àñòèö. Ïðåäñòàâèì ñóììó (5.55) â

ìàòðè÷íîì âèäå

∑

J

N+
J


 f

(−)
λ+ (η)E 0

0 f
(−)
λ− (η)E


 γ0


 f

(−)
λ+ (η)E 0

0 f
(−)
λ− (η)E


NJ .

Îãðàíè÷èì íàøå âíèìàíèå íà ÷èñòî ñòàòè÷åñêîì êàçèìèðîâñêîì âêëàäå

â êâàíòîâûé êîíäåíñàò, ïðèíèìàÿ óñëîâèå ñòàòè÷íîñòè (a′ = 0) [188℄.

Ïîëîæèòåëüíî- è îòðèöàòåëüíî- ÷àñòîòíûå ðåøåíèÿ:

f
(+)
λ± (η) = ±

√
ω ∓ma

ω
eıωη, f

(−)
λ± (η) =

√
ω ±ma

ω
e−ıωη. (5.56)

Îòðèöàòåëüíî- ÷àñòîòíûå ðåøåíèÿ (5.56) óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó

|f (−)
λ+ |2 − |f

(−)
λ− |2 = 2ma/ω.
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Äàëåå, äëÿ âû÷èñëåíèÿ êâàíòîâîãî êîíäåíñàòà èñïîëüçóåòñÿ �îðìóëà

ñóììèðîâàíèÿ ïî êâàíòîâûì ÷èñëàì

∑

j,l,M

ψ
(±)
J

+
(x)ψ

(±)
J (x) =

1

π2a3

(
λ2 − 1

4

)
. (5.57)

Â èòîãå ïîëó÷àåì ðàñõîäÿùèéñÿ ðÿä

〈0| ¯̃ψ(x)ψ̃(x)|0〉 =
ma

π2

∞∑

λ=3/2,5/2,...

λ2 − 1/4√
λ2 +m2a2

. (5.58)

Äëÿ ðåíîðìèðîâêè âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé Àáåëÿ � Ïëàíà èç òåîðèè

àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé [188℄

ren
∞∑

λ=0

F (λ+ 1/2) ≡

≡
∞∑

λ=0

F (λ+ 1/2)−
∞∫

0

dt F (t) = −ı
∞∫

0

dt
F (ıt)− F (−ıt)
exp(2πt) + 1

äëÿ ñóììèðîâàíèÿ ïî ïîëóöåëûì ÷èñëàì. Òð¼õìåðíîå åâêëèäîâî ïðî-

ñòðàíñòâî, êàñàòåëüíîå ê òð¼õìåðíîé ñ�åðå S3
èñïîëüçóåòñÿ êàê �îíî-

âîå ïðîñòðàíñòâî. Â ðåçóëüòàòå ïðîâåä¼ííîé ïðîöåäóðû ïåðåíîðìèðîâêè

ïîëó÷àåì ñõîäÿùèéñÿ èíòåãðàë [203℄

c̃ := 〈0| ¯̃ψ(x)ψ̃(x)|0〉ren = 2
ma

π2

∞∫

ma

dλ (λ2 + 1/4)√
λ2 −m2a2(exp(2πλ) + 1)

. (5.59)

Èíòåãðàë (5.59) îãðàíè÷åí ñíèçó ïåðåìåííîé ìàññîé ýëåìåíòàðíîé ÷àñòè-

öû. Çàâèñèìîñòü êîí�îðìíîãî êàçèìèðîâñêîãî êîíäåíñàòà êàê �óíêöèè

ïåðåìåííîé ìàññû c̃ = c̃(ma) ïîêàçàíà íà �èñ. 5.4.
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ma

c̃

�èñ. 5.4: Êàçèìèðîâñêèé êîíäåíñàò êîí�îðìíîãî ìàññèâíîãî �åðìèîííîãî ïîëÿ

êàê �óíêöèÿ áåãóùåé ìàññû ma.

5.5 Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ êàçèìèðîâñêîãî âà-

êóóìà

Ôîðìàëüíî ðàñõîäÿùàÿñÿ âàêóóìíàÿ ïëîòíîñòü ýíåðãèè ìàññèâíîãî áî-

çîííîãî ïîëÿ ïîëîæèòåëüíàÿ, òîãäà êàê äëÿ ìàññèâíîãî �åðìèîííîãî

ïîëÿ îòðèöàòåëüíàÿ [191℄. Ýòî äà¼ò íàäåæäó íà ðåøåíèå êîñìîëîãè-

÷åñêîé ïðîáëåìû [204, 205℄. Òåîðåòè÷åñêèå ïðåäñêàçàíèÿ äëÿ çíà÷åíèÿ

Λ-÷ëåíà ïðåâûøàþò íàáëþäàòåëüíûå äàííûå áîëåå ÷åì íà 10 ïîðÿäêîâ.

Ìû ðàññìàòðèâàåì ïðîÿâëåíèå ý��åêòà Êàçèìèðà â íåòðèâèàëüíûõ ïðî-

ñòðàíñòâàõ, ÷òî îñîáåííî àêòóàëüíî â êîñìîëîãèè ðàíííåé âñåëåííîé.

Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ìàòåðèè p = wǫ ñâÿçûâàåò äàâëåíèå p è ïëîò-

íîñòü ýíåðãèè ǫ, ãäå w - êîý��èöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè. Ïðèíèìàÿ w

ïîñòîÿííûì, ïðèíÿòî ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àè: äëÿ ìåæãàëàêòè÷åñêîé ïû-

ëè p = 0; äëÿ ðàäèàöèè p = ǫ/3; äëÿ âêëàäà îò Λ-÷ëåíà p = −ǫ; äëÿ ñâåðõ-
æ¼ñòêîãî ñîñòîÿíèÿ ìàòåðèè p = ǫ. Äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ

ñ íåïîñòîÿííûì êîý��èöèåíòîì ïðîïîðöèîíàëüíîñòè w(z) = w0 + w1z,

ëèíåàðèçîâàííîå âáëèçè íàøåé ýïîõè ïî êðàñíîìó ñìåùåíèþ z, áûëî
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ïðåäëîæåíî â ðàáîòå [206℄.

Â íàñòîÿùåé �ëàâå ìû èçó÷àåì ÷èñòî êàçèìèðîâñêèé âêëàä â òåí-

çîð ýíåðãèè � èìïóëüñà, ðàññìàòðèâàÿ êâàçèñòàòè÷åñêèé ñëó÷àé [207℄.

Â òå÷åíèå ýâîëþöèè Âñåëåííîé ìàññû ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö ðàñòóò, ÷òî

ïðîÿâëÿåòñÿ â õàðàêòåðèñòèêàõ êâàíòîâîãî âàêóóìà. Êâàíòîâûé âàêó-

óì îáëàäàåò íåîáû÷íûìè ñâîéñòâàìè, ÷òî ìîæåò îáîñíîâàòü íåîæèäàí-

íûå ñâîéñòâà äèàãðàììû Õàááëà. Ïîýòîìó îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò

èçó÷åíèå óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ âàêóóìà. Èñïîëüçîâàíèå �îðìóëû Àáåëÿ

� Ïëàíà èç òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé îêàçûâàåòñÿ ý��åêòèâíûì

ìåòîäîì ðåíîðìèðîâêè ðàñõîäÿùèõñÿ õàðàêòåðèñòèê â êâàíòîâîé òåî-

ðèè ïîëÿ. Êâàíòîâîå ñðåäíåå çíà÷åíèå �00�-êîìïîíåíòû òåíçîðà ýíåðãèè

� èìïóëüñà ìàññèâíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ [188℄

〈0|T00|0〉 =
1

4π2a2

∞∑

λ=1

λ2
√
λ2 +m2a2. (5.60)

Êâàíòîâîå ñðåäíåå ïðîñòðàíñòâåííûõ êîìïîíåíò òåíçîðà ýíåðãèè � èì-

ïóëüñà ìàññèâíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ [188℄

〈0|Tij|0〉 =
1

12π2a2

∞∑

λ=1

λ4√
λ2 +m2a2

γij, (5.61)

ãäå γij � ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà.

Ïåðåéä¼ì ê êîí�îðìíîé ìåòðèêå g̃µν(x). Ñîãëàñíî êîí�îðìíûì âå-

ñàì ïîëó÷èì êîí�îðìíóþ ïëîòíîñòü ýíåðãèè ǫ̃ è êîí�îðìíîå äàâëåíèå

p̃:

ǫ̃ =

(
a(η)

a0

)4

ǫ, p̃ =

(
a(η)

a0

)4

p.

Ïðèìåíèâ �îðìóëó Àáåëÿ � Ïëàíà, ïîëó÷èì ðåíîðìèðîâàííîå çíà÷åíèå
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ma

ɛ~

~p

0.00020

0.00015

0.00010

0.00005

С

�èñ. 5.5: Êîí�îðìíûå êàçèìèðîâñêèå ïëîòíîñòü ýíåðãèè è äàâëåíèå êàê �óíêöèè

áåãóùåé ìàññû ma. Çäåñü ìû ïîëîæèëè a0 = 1.

äëÿ ïëîòíîñòè ýíåðãèè

ǫ̃ =
1

2π2a40

∞∫

ma

dλ
λ2
√
λ2 −m2a2

exp(2πλ)− 1
, (5.62)

è ðåíîðìèðîâàííîå çíà÷åíèå äëÿ äàâëåíèÿ (ñì. �èñ. 5.5)

p̃ =
1

6π2a40

∞∫

ma

dλ
λ4√

λ2 −m2a2(exp(2πλ)− 1)
. (5.63)

Ñèñòåìó óðàâíåíèé ǫ̃ = ǫ̃(ma) (5.62), p̃ = p̃(ma) (5.63) ìîæíî ðàññìàò-

ðèâàòü êàê ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ âàêó-

óìà p = p(ǫ) (ñì. �èñ. 5.5). ßâíàÿ çàâèñèìîñòü p = p(ǫ) ïîêàçàíà íà

0.00005 0.00010 0.00015 0.00020

0.00002

0.00004

0.00006

0.00008

Ɛ

p

С
В А

�èñ. 5.6: Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ìàññèâíîãî ñêàëÿðíîãî âàêóóìíîãî ïîëÿ äëÿ êàæ-

äîãî çíà÷åíèÿ ma.
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�èñ. 5.6. Â áåçìàññîâîì ïðåäåëå (ma = 0) óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ñòàíî-

âèòñÿ óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèì (�èñ. 5.6, òî÷êà A)

ǫ = 3p =
1

480π2a4
.

Óñëîâèå ýíåðãîäîìèíàíòíîñòè (ǫ ≥ p) ðåàëèçóåòñÿ íà êðèâîé ABC

(�èñ. 5.6). Âàêóóì âèðòóàëüíûõ ÷àñòèö â ñëó÷àå p = ǫ (ma ≈ 0.59) îò-

âå÷àåò ñâåðõæ¼ñòêîìó ñîñòîÿíèþ ìàòåðèè (�èñ. 5.5, �èñ. 5.6, òî÷êà C).

Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ p = wǫ ñ 1/3 ≤ w ≤ 1

(�èñ. 5.6, êðèâàÿ ABC). Ñ äàëüíåéøèì ðîñòîì ìàññûma, óñëîâèå ýíåðãî-

äîìèíàíòíîñòè íàðóøàåòñÿ (îáëàñòü ïðàâåå òî÷êè C íà �èñ. 5.5, è ëåâåå

òî÷êè C íà �èñ. 5.6). Äëÿ êëàññè÷åñêîé ìàòåðèè âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

ýíåðãîäîìèíàíòíîñòè òðåáóåò, ÷òîáû ñêîðîñòü çâóêà íå ïðåâûøàëà ñêî-

ðîñòè ñâåòà. Â ñîîòâåòñòâóþùåé êâàíòîâîé òåîðèè ïðè íàðóøåíèè óñëî-

âèÿ áóäóò ðîæäàòüñÿ ÷àñòèöû. Â ïðåäåëå ma≫ 1 ïëîòíîñòü êàçèìèðîâ-

ñêîé ýíåðãèè òàê æå êàê è äàâëåíèå, ýêñïîíåíöèàëüíî óìåíüøàþòñÿ

ǫ ≈ (ma)5/2

8π3a4
e−2πma, p ≈ (ma)7/2

12π2a4
e−2πma.

Â îáëàñòè âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ ýíåðãîäîìèíàíòíîñòè �óíêöèþ w ≡ p/ǫ

ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü ïîëèíîìîì âòîðîãî ïîðÿäêà

w(ma) ≈ 1

3

(
1 + (ma) + 4(ma)2

)
. (5.64)

Êâàíòîâîå ñðåäíåå çíà÷åíèå �00�-êîìïîíåíòû òåíçîðà ýíåðãèè � èì-

ïóëüñà ìàññèâíîãî áèñïèíîðíîãî ïîëÿ [188℄

〈0|T00|0〉 = − 1

π2

∞∑

λ=3/2

(
λ2 − 1

4

)√
λ2 +m2a2. (5.65)
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�èñ. 5.7: Êîí�îðìíûå êàçèìèðîâñêèå ïëîòíîñòü ýíåðãèè è äàâëåíèå ìàññèâíîãî

áèñïèíîðíîãî ïîëÿ êàê �óíêöèè áåãóùåé ìàññû ma. Çäåñü ìû ïîëîæèëè a0 = 1.

Âàêóóìíîå ñðåäíåå çíà÷åíèå ïðîñòðàíñòâåííûõ êîìïîíåíò òåíçîðà ýíåð-

ãèè � èìïóëüñà [188℄:

〈0|Tij|0〉 = − 1

3π2a2

∞∑

λ=3/2

(
λ2 − 1

4

)
λ2√

λ2 +m2a2
γij. (5.66)

Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ �îðìóëû Àáåëÿ � Ïëàíà ïîëó÷èì ðåíîðìèðîâàííóþ

êîí�îðìíóþ êàçèìèðîâñêóþ ïëîòíîñòü ýíåðãèè áèñïèíîðíîãî ïîëÿ

ǫ̃ =
2

π2a40

∞∫

ma

dλ
(λ2 + 1/4)

√
λ2 −m2a2

exp(2πλ) + 1
(5.67)

è ðåíîðìèðîâàííîå çíà÷åíèå êàçèìèðîâñêîãî äàâëåíèÿ

p̃ =
2

3π2a40

∞∫

ma

dλ
(λ2 + 1/4)λ2√

λ2 −m2a2(exp(2πλ) + 1)
. (5.68)

Ñîîòâåòñòâóþùèå ãðà�èêè �óíêöèé ǫ̃ = ǫ̃(ma), p̃ = p̃(ma) ïîêàçàíû

íà �èñ. 5.7. ßâíàÿ çàâèñèìîñòü p = p(ǫ) äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ma êàê

óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ êàçèìèðîâñêîãî âàêóóìà ïîêàçàíà íà �èñ. 5.8. Â

áåçìàññîâîì ïðåäåëå (ma = 0) óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ óëüòðàðåëÿòèâèñò-
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ñêîå (�èñ. 5.8, òî÷êà A)

ǫ = 3p =
17

960π2a4
.

Â îáëàñòè ABC (�èñ. 5.8) óñëîâèå ýíåðãîäîìèíàíòíîñòè âûïîëíÿåòñÿ.

Âàêóóì âèðòóàëüíûõ �åðìèîíîâ â ñëó÷àå p = ǫ (ma ≈ 0.55) îòâå÷àåò

ñâåðõæ¼ñòêîìó óðàâíåíèþ ñîñòîÿíèÿ (�èñ. 5.7, �èñ. 5.8, òî÷êà C). Óðàâ-

íåíèå ñîñòîÿíèÿ p = wǫ ñ 1/3 ≤ w ≤ 1 ïðåäñòàâëåíî êðèâîé ABC íà

�èñ. 5.8. Ñ ðîñòîì ìàññû ma, óñëîâèå ýíåðãîäîìèíàíòíîñòè, âûïîëíÿþ-

ùååñÿ äëÿ ðåàëüíûõ ÷àñòèö, íàðóøàåòñÿ (ïðàâåå òî÷êè C íà �èñ. 5.7, è

ëåâåå òî÷êè C íà �èñ. 5.8). Â ýòîé îáëàñòè ïðîèñõîäèò ðîæäåíèå ÷àñòèö

èç âàêóóìà. Â ïðåäåëå ma ≫ 1 êàçèìèðîâñêèå ïëîòíîñòü ýíåðãèè òàê

æå êàê è äàâëåíèå ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëû. Â îáëàñòè âûïîëíåíèÿ óñëî-

âèÿ ýíåðãîäîìèíàíòíîñòè �óíêöèþ w ≡ p/ǫ ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü

ïîëèíîìîì âòîðîãî ïîðÿäêà

w(ma) ≈ 1

3

(
1 + 2(ma) + 3(ma)2

)
. (5.69)

Òàêèì îáðàçîì, ðåíîðìèðîâêà ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ âûïîëíåíà ý�-

�åêòèâíûì ìåòîäîì Àáåëÿ � Ïëàíà. Ïåðåõîä ê êîí�îðìíûì ïåðåìåí-

íûì ïîìîã èçáåæàòü íå�èçè÷åñêîé ñèíãóëÿðíîñòè. Êàçèìèðîâñêèå ïëîò-
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�èñ. 5.8: Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ìàññèâíîãî áèñïèíîðíîãî ïîëÿ âàêóóìà äëÿ êàæäîãî

çíà÷åíèÿ ma.
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íîñòü ýíåðãèè è äàâëåíèå äëÿ áîçîííîãî è �åðìèîííîãî ïîëåé îêàçàëèñü

ïîëîæèòåëüíûìè. Â ýòîì ïðîÿâèëàñü íåòðèâèàëüíîñòü òîïîëîãèè ïðî-

ñòðàíñòâà. Óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ p = wǫ êàçèìèðîâñêîãî âàêóóìà ïîëó-

÷èëèñü íåòðèâèàëüíûìè, ÷òî ìîæåò ïîìî÷ü â ïîíèìàíèè êîñìîëîãè÷å-

ñêèõ ïðîáëåì.

5.6 Âûâîäû

Â äàííîì ðàçäåëå áûë ïðåäëîæåí ìåõàíèçì ðàäèàöèîííîãî íàðóøåíèÿ

êîí�îðìíîé ñèììåòðèè â Ñòàíäàðòíîé ìîäåëè ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö. Â

òàêîé êîíñòðóêöèè êîíäåíñàò òîï � êâàðêà çàìåíèë òàõèîííûé ìàññîâûé

÷ëåí â ïîòåíöèàëå Õèããñà. Ìåõàíèçì ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü ñîîòíîøåíèå

ìåæäó êîíäåíñàòàìè è ìàññàìè, âêëþ÷àÿ ìàññó áîçîíà Õèããñà. Òàêèì

îáðàçîì ìû ïðåäëîæèëè ïðîñòîé áóòñòðàï ìåæäó ïîëåì Õèããñà è ïîëåì

òîï � êâàðêà. Çàìåòèì, ÷òî áîçîí Õèããñà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ýëåìåí-

òàðíàÿ ÷àñòèöà, áåç ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ âçàèìîäåéñòâèé çà ðàìêà-

ìè Ñòàíäàðòíîé ìîäåëè. Ïîñëå ñïîíòàííîãî íàðóøåíèÿ ñèììåòðèè, íà

äðåâåñíîì óðîâíå ëàãðàíæèàíà îòëè÷èå îò ïîòåíöèàëà Õèããñà Ñòàíäàðò-

íîé ìîäåëè ïðîÿâëÿåòñÿ òîëüêî â çíà÷åíèè êîíñòàíòû ñàìîäåéñòâèÿ. Ýòè

òîíêèå ðàçëè÷èÿ ìîæíî âûÿâèòü òîëüêî ñ ïîìîùüþ íîâûõ äàííûõ, êî-

òîðûå ìîæíî èçâëå÷ü íà Ñóïåðêîëëàéäåðå ïîñëå ïðîâåäåíèÿ ðàáîò ïî

åãî îáíîâëåíèþ.

Âû÷èñëåíû òîïîëîãè÷åñêèå êàçèìèðîâñêèå êâàíòîâûå êîíäåíñàòû áî-

çîííîãî è áèñïèíîðíîãî ìàññèâíûõ ïîëåé. Ïåðåõîä ê êîí�îðìíûì ïåðå-

ìåííûì ïîçâîëèë èçáåæàòü íå�èçè÷åñêóþ ñèíãóëÿðíîñòü, âîçíèêàþùóþ

ïðè a = 0. Ïåðåíîðìèðîâêè �îðìàëüíî ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ ñ ïîìîùüþ
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ïðèìåíåíèÿ �îðìóëû Àáåëÿ � Ïëàíà ïðèâîäÿò ê êîíå÷íûì �èçè÷åñêèì

ðåçóëüòàòàì. Äëÿ âñåëåííîé Ýéíøòåéíà �îíîâûì ïðîñòðàíñòâîì ÿâëÿ-

åòñÿ êàñàòåëüíîå ïëîñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ïîëó÷åíî óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ

êàçèìèðîâñêîãî âàêóóìà p = wǫ, ïðè÷¼ì êîý��èöèåíò ïðîïîðöèîíàëü-

íîñòè ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé ïåðåìåííîé ìàññû ÷àñòèöû w = w(ma). Â

îáëàñòè ýíåðãîäîìèíàíòíîñòè å¼ ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü ïîëèíîìîì

âòîðîãî ïîðÿäêà ïî áåãóùåé ìàññå.



Çàêëþ÷åíèå

Â äèññåðòàöèè èçó÷àåòñÿ ãàìèëüòîíîâà äèíàìèêà êîñìîëîãè÷åñêèõ ìî-

äåëåé. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìîäåëåé èñïîëüçóþòñÿ ñîâðåìåííûå ìàòåìàòè-

÷åñêèå ìåòîäû.

Íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëü-

òàòû:

• Èññëåäîâàíà äâóìåðíàÿ ãðàâèòàöèîííàÿ ìîäåëü ñ ïîìîùüþ ïîñòðî-

åíèÿ âàðèàöèîííîãî êîìïëåêñà Äå �àìà. Ïîêàçàíî, ÷òî îáîáù¼ííàÿ ãðóï-

ïà êîãîìîëîãèé Äå �àìà òðèâèàëüíà. Íà �èçè÷åñêîì ÿçûêå ýòî îçíà÷àåò,

òî �óíêöèîíàë äåéñòâèÿ íå çàäà¼ò äèíàìèêè.

• Ïðîâåäåíà ïðîöåäóðà ãàìèëüòîíîâîé ðåäóêöèè �àçîâîãî ïðîñòðàí-
ñòâà Òåéõìþëëåðà. Ââåäåíî ãëîáàëüíîå âíóòðåííåå âðåìÿ è ãàìèëüòîíè-

àí ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ.

• Ïîëó÷åíà íåëèíåéíàÿ ïóàññîíîâà ñòðóêòóðà �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà
ãðàâèòàöèè. Ïîñòðîåíû ãàìèëüòîíîâû óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ãðàâèòàöè-

îííîãî ïîëÿ âî âíóòðåííåì ãëîáàëüíîì âðåìåíè.

•Ïîñòðîåíû ãàìèëüòîíîâû óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ãðàâèòàöèîííîãî ïî-

ëÿ âî âíåøíåì ãëîáàëüíîì âðåìåíè. Ââåäåíî ãëîáàëüíîå âíåøíåå âðåìÿ

ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ è ñîîòâåòñòâóþùèé ãàìèëüòîíèàí.

• Ïîëó÷åíû òî÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ôðèäìàíà äëÿ êëàññè÷åñêîé

181
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êîñìîëîãèè è êîí�îðìíîé êîñìîëîãèè â êëàññå ìåðîìîð�íûõ �óíêöèé.

Âû÷èñëåíû õàðàêòåðèñòèêè êîñìîëîãè÷åñêîé äèíàìèêè. Ïðîâåä¼í ñðàâ-

íèòåëüíûé àíàëèç ïîäõîäîâ.

• Âû÷èñëåíû ïîêàçàòåëè Êîâàëåâñêîé ìèêñìàñòåðíîé êîñìîëîãè÷å-

ñêîé ìîäåëè Ìèçíåðà. Ïîëó÷åíà îáîáù¼ííàÿ �îðìóëà Àäëåðà � Âàí

Ì¼ðáåêå.

• Äîêàçàíî, ÷òî ìíîãîìåðíàÿ ìèêñìàñòåðíàÿ ìîäåëü îòâå÷àåò ëîðåí-
öåâîé àëãåáðå Êàöà � Ìóäè, ÷òî ãîâîðèò î å¼ ðåãóëÿðíîì ïîâåäåíèè.

Ïîñòðîåíû äèàãðàììû Äûíêèíà, îòâå÷àþùèå ìàòðèöàì Êàðòàíà.

• Ïðåäëîæåí ìåõàíèçì ñïîíòàííîãî íàðóøåíèÿ êîí�îðìíîé ñèììåò-

ðèè â Ñòàíäàðòíîé ìîäåëè ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö áåç ââåäåíèÿ �åíîìå-

íîëîãè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà Õèããñà. Â òàêîé êîíñòðóêöèè êîíäåíñàò òîï -

êâàðêà çàìåíèë òàõèîííûé ìàññîâûé ÷ëåí â ïîòåíöèàëå Õèããñà.

• Âû÷èñëåíû êàçèìèðîâñêèå êîí�îðìíûå êâàíòîâûå êîíäåíñàòû áî-

çîííîãî è �åðìèîííîãî ìàññèâíûõ ïîëåé â çàìêíóòîé âñåëåííîé Ôðèä-

ìàíà. Ïðåäëîæåííûé ïåðåõîä ê êîí�îðìíûì ïåðåìåííûì ïîçâîëèë èç-

áåæàòü íå�èçè÷åñêóþ ñèíãóëÿðíîñòü.

• Íàéäåíû óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ êàçèìèðîâñêîãî âàêóóìà áîçîííîãî

è �åðìèîííîãî ìàññèâíûõ ïîëåé â çàìêíóòîé âñåëåííîé Ôðèäìàíà. Ïå-

ðåíîðìèðîâêà �îðìàëüíî ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ âûïîëíåíà ïðèìåíåíèåì

�îðìóëû Àáåëÿ � Ïëàíà èç òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé.
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// Class. and Quantum. Grav. � 2005. � Vol. 22. � P. 1795 - 1802.

[102℄ Gomes, H. Einstein gravity as a 3D onformally invariant theory / H.

Gomes, S. Gryb, T. Koslowski // Class. and Quantum. Grav. � 2011.

� Vol. 28. � P. 045005-1 � 045005-24.

[103℄ Ôèøåð, À. Ïðîáëåìà íà÷àëüíûõ äàííûõ è äèíàìè÷åñêàÿ �îðìóëè-

ðîâêà Îáùåé Òåîðèè Îòíîñèòåëüíîñòè / À. Ôèøåð, Äæ. Ìàðñäåí.

Â ñá.: Îáùàÿ Òåîðèÿ Îòíîñèòåëüíîñòè. ß. À. Ñìîðîäèíñêèé, Â. Á.

Áðàãèíñêèé (ðåä.) Ì.: Ìèð, 1983. � Ñ. 87 - 162.

[104℄ Choquet-Bruhat, Y. The Cauhy problem / Y. Choquet-Bruhat, J. W.

York // In: �General Relativity and Gravitation�, ed. A. Held. New

York: Plenum, 1980. � P. 99 - 193.

[105℄ Øîêå�Áðþà, È. Ìàòåìàòè÷åñêèå âîïðîñû Îáùåé Òåîðèè Îòíîñè-

òåëüíîñòè / È. Øîêå�Áðþà // Óñï. Ìàò. Íàóê. � 1985. � Ò. 40. � Ñ.

3 - 39.

[106℄ Perlmutter, S. Constraining dark energy with type Ia supernovae and

large-sale struture / S. Perlmutter, M. S. Turner, M. White // Phys.

Rev. Lett. � 1999. � Vol. 83. � P. 670 - 673.

[107℄ Riess A. G. et al. [Supernova Searh Team Collaboration℄ The farthest

known supernova: support for an aelerating universe and a glimpse

of the epoh of deeleration / A. G. Riess et al. // The Astrophys. J.

� 2001. � Vol. 560. � P. 49 - 71.



Ñïèñîê ëèòåðàòóðû 197

[108℄ Áðîííèêîâ, Ê. À. Ëåêöèè ïî òåîðèè ãðàâèòàöèè è êîñìîëîãèè / Ê.

À. Áðîííèêîâ, Ñ. �. �óáèí. � Ì.: Èçä-âî ÌÈÔÈ, 2008. � 460 ñ.

[109℄ Saha, B. Isotropi and anisotropi dark energy models / B. Saha //

Ý×Àß. � 2014. � Vol. 45. � P. 583 - 669.

[110℄ Âàéíáåðã, Ñ. Êîñìîëîãèÿ / Ñ. Âàéíáåðã. � Ì.: Ó�ÑÑ, 2013. � 608 ñ.

[111℄ Ôèëü÷åíêîâ, Ì. Ë. �ðàâèòàöèÿ, àñòðî�èçèêà, êîñìîëîãèÿ / Ì. Ë.

Ôèëü÷åíêîâ, Ñ. Â. Êîïûëîâ, Â. Ñ. Åâäîêèìîâ. � Ì.: Ó�ÑÑ, 2017. �

104 ñ.

[112℄ Riess, A. G. Type Ia supernova disoveries at z > 1 from the Hubble

spae telesope: evidene for past deeleration and onstraints on dark

energy evolution / A. G. Riess et al. // The Astrophys. J. � 2004. �

Vol. 607. � P. 665 - 687.

[113℄ Pavlov, A. E. Two approahes to interpretation of Hubble diagram /

A. E. Pavlov // RUDN J. Math. Inform. S. Phys. � 2017. � Vol. 25. �

P. 390 - 400.

[114℄ Deser, S. Sale invariane and gravitational oupling / S. Deser //

Annals of Physis. � 1970. � Vol. 59. � P. 248 - 253.

[115℄ Jordan, P. Zum gegenwärtingen Stand der Dirashen kosmologishen

Hypothesen / P. Jordan // Zeitshrift für Physik. � 1959. � Vol. 157.

� P. 112 - 121.



Ñïèñîê ëèòåðàòóðû 198

[116℄ Gürsey, F. Reformulation of General Relativity in aordane with

Mah's priniple / F. Gürsey // Annals of Physis. � 1963. � Vol.

24. � P. 211 - 242.

[117℄ Brown, J. D. Conformal invariane and the onformal-traeless

deomposition of the gravitational �eld / J. D. Brown // Phys. Rev.

D. � 2005. � Vol. 71. � P. 104011-1 � 104011-12.

[118℄ Zel'dovih, Ya. B. The equation of state at ultrahigh densities and its

relativisti limitations / Ya. B. Zel'dovih // Soviet Physis JETP. �

1962. � Vol. 14. � P. 1143 - 1147.

[119℄ Íàðëèêàð, Äæ. Íåèñòîâàÿ Âñåëåííàÿ / Äæ. Íàðëèêàð. � Ì.: Ìèð,

1985. � 256 ñ.

[120℄ Âåéëü, �. �ðàâèòàöèÿ è ýëåêòðè÷åñòâî. Ñá. ñòàòåé: Àëüáåðò Ýéí-

øòåéí è òåîðèÿ ãðàâèòàöèè / �. Âåéëü. � Ì.: Ìèð, 1979. � Ñ. 513 -

527.

[121℄ Óèòòåêåð, Ý. Ò. Àíàëèòè÷åñêàÿ äèíàìèêà / Ý. Ò. Óèòòåêåð. �

Èæåâñê.: Èçä-âî Óäì. óí-òà, 1999. � 588 ñ.

[122℄ Ïåíðîóç, �. Â ñîñòîÿíèè ëè ìû óâèäåòü äðóãîé ìèð ñêâîçü Áîëü-

øîé âçðûâ? Ýëåìåíòàðíîå ââåäåíèå â êîí�îðìíóþ öèêëè÷åñêóþ

êîñìîëîãèþ / �. Ïåíðîóç. �èïåðêîìïëåêñíûå ÷èñëà â ãåîìåòðèè è

�èçèêå // 2013. � Ò. 10. � Ñ. 62 - 85.

[123℄ Ïåíðîóç, �. Öèêëû âðåìåíè. Íîâûé âçãëÿä íà ýâîëþöèþ Âñåëåííîé

/ �. Ïåíðîóç. � Ì.: ÁÈÍÎÌ, 2014. � 333 ñ.



Ñïèñîê ëèòåðàòóðû 199

[124℄ Gurzadyan, V. G. On CCC-predited onentri low-variane irles in

the CMB sky / V. G. Gurzadyan, R. Penrose //Eur. Phys. J. Plus. �

2013. � Vol. 128. � P. 22 - 39.

[125℄ Vilenkin, A. Interpretation of the wave funtion of the Universe / A.

Vilenkin // Phys. Rev. D. � 1989. � Vol. 39. � P. 1116 - 1122.

[126℄ Àëüòøóëåð, Á. Ë. Êâàíòîâàÿ êîñìîëîãèÿ è �èçèêà ïåðåõîäîâ ñ èç-

ìåíåíèåì ñèãíàòóðû ïðîñòðàíñòâà � âðåìåíè / Á. Ë. Àëüòøóëåð,

À. Î. Áàðâèíñêèé // Óñï. Ôèç. Íàóê. � 1996. � Ò. 166. � Ñ. 459 -

492.

[127℄ Pavlov, A. E. Exat solutions of osmologial equations in Legendre

ellipti integrals / A. E. Pavlov, S. M. Gaidar // Grav. and Cosmol. �

2022. � Vol. 28. � P. 403 - 408.

[128℄ Pavlov, A. E. Friedmann osmology in ellipti funtions / A. E. Pavlov

// Grav. and Cosmol. � 2021. � Vol. 27. � P. 403 - 408.

[129℄ �îëóáåâ, Â. Â. Ëåêöèè ïî èíòåãðèðîâàíèþ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ òÿ-

æ¼ëîãî òâ¼ðäîãî òåëà îêîëî íåïîäâèæíîé òî÷êè / Â. Â. �îëóáåâ. �

Ì.: ËÅÍÀÍÄ, 2001. � 288 ñ.

[130℄ �åðàñèìîâ È. À. Ôóíêöèè Âåéåðøòðàññà è èõ ïðèëîæåíèÿ â ìåõà-

íèêå è àñòðîíîìèè / È. À. �åðàñèìîâ. � Ì.: Èçä-âî Ì�Ó, 1990. �

150 ñ.

[131℄ Êðàìåð, Ä. Òî÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà. Ý. Øìóòöåð

(ðåä.) / Ä. Êðàìåð, Õ. Øòå�àíè, Ì. Ìàê-Êàëëóì, Ý. Õåðëüò. � Ì.:

Ýíåðãîèçäàò, 1982. � 416 ñ.



Ñïèñîê ëèòåðàòóðû 200

[132℄ Ýéíøòåéí, À. Âîïðîñû êîñìîëîãèè è Îáùàÿ Òåîðèÿ Îòíîñèòåëü-

íîñòè, ñá.: Àëüáåðò Ýéíøòåéí è òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè / À. Ýéí-

øòåéí. Ì.: Ìèð, 1979. � Ñ. 287 - 298.

[133℄ Ëè�øèö, Å. Ì. Ïðîáëåìû ðåëÿòèâèñòñêîé êîñìîëîãèè / Å. Ì.

Ëè�øèö, È. Ì. Õàëàòíèêîâ // Óñï. Ôèç. Íàóê. � 1963. � Ò. 80.

� Ñ. 391 - 438.

[134℄ Õàëàòíèêîâ, È. Ì. Ëåâ Ëàíäàó è ïðîáëåìà ñèíãóëÿðíîñòåé â êîñ-

ìîëîãèè / È. Ì. Õàëàòíèêîâ, À. Þ. Êàìåíùèê // Óñï. Ôèç. Íàóê.

� 2008. � Ò. 178. � Ñ. 639 - 647.

[135℄ Belinski, V. The osmologial singularity / V. Belinski, M. Henneaux.

� Cambridge: Cambridge University Press, 2018. � 263p.

[136℄ Ivashhuk, V. D. Stohasti properties of multidimensional

osmologial models near a singular point / V. D. Ivashhuk,

V. N. Mel'nikov, A. A. Kirillov // JETP Letters. � 1994. � Vol. 60. �

P. 235 - 239.

[137℄ Kirillov, A. A. Dynamis of inhomogeneities of the metri in the viinity

of a singularity in multidimensional osmology / A. A. Kirillov, V. N.

Melnikov // Phys. Rev. D. � 1995. � Vol. 52. � P. 723 - 729.

[138℄ Szyd lowski, M. Kovalevski exponents and integrability properties in

lass A homogeneous osmologial models / M. Szyd lowski, M. Biesiada

// J. Nonlinear Math. Phys. � 2002. � Vol. 9. � P. 1 - 10.

[139℄ Òîäà, Ì. Òåîðèÿ íåëèíåéíûõ ðåø¼òîê / Ì. Òîäà. � Ì.: Âûñøàÿ

øêîëà, 1984. � 260 ñ.



Ñïèñîê ëèòåðàòóðû 201

[140℄ Ivashhuk, V. Multidimensional gravity, �ux and blak brane solutions

governed by polynomials / V. D. Ivashhuk, V. N. Melnikov // Grav.

and Cosmol. � 2014. � Vol. 20. � P. 182 - 189.

[141℄ Bogoyavlensky, O. I. On perturbations of the periodi Toda lattie /

O. I.Bogoyavlensky // Commun. Math. Phys. � 1976. � Vol. 51. � P.

201 - 209.

[142℄ Ïåðåëîìîâ, À. Ì. Èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè

è àëãåáðû Ëè / À. Ì. Ïåðåëîìîâ. � Ì.: Íàóêà, 1990. � 238ñ.

[143℄ Adler, M. Completely integrable systems, Eulidean Lie algebras, and

urves / M. Adler, P. van Moerbeke // Adv. in Math. � 1980. � Vol.

38. � P. 267 - 317.

[144℄ Adler, M. Linearization of Hamiltonian systems, Jaobi varieties and

representation theory / M. Adler, P. van Moerbeke // Adv. in Math.

� 1980. � Vol. 38. � P. 318 - 379.

[145℄ Adler, M. Kowalewski's asymptoti method, Ka � Moody Lie algebras

and regularization / M. Adler, P. van Moerbeke // Commun. Math.

Phys. � 1982. � Vol. 83. � P. 83 - 106.

[146℄ Borherds, R. Generalized Ka � Moody algebras / R. Borherds // J.

of Algebra. � 1988. � Vol. 115. � P. 501 - 512.

[147℄ Buyl, S. de. Einstein billiards and spatially homogeneous osmologial

models / S. de Buyl, G. Pinardi, Ch. Shomblond // Class. and

Quantum Grav. � 2003. � Vol. 20. � P. 5141 - 5159.



Ñïèñîê ëèòåðàòóðû 202

[148℄ Yoshida, H. Neessary ondition for the existene of algebrai �rst

integrals / H. Yoshida // Celestial Mehanis. � 1983. � Vol. 31. �

P. 381 - 399.

[149℄ Êîâàëåâñêàÿ, Ñ. Â. Íàó÷íûå �àáîòû / Ñ. Â. Êîâàëåâñêàÿ. � Ì.:

Èçä-âî ÀÍ ÑÑÑ�. � 1948. � 368 ñ.

[150℄ Kozlov, V. V. Problemata nova, ad quorum solutionem mathematii

invitatur / V. V. Kozlov // Amer. Math. So. Transl. � 1995. � Vol.

168. � P. 141 - 172.

[151℄ Pavlov, A. E. Mixmaster model assoiated to a Borherds algebra /

A. E. Pavlov // Grav. and Cosmol. � 2017. � Vol. 27. � P. 20 - 27.

[152℄ Misner, C. W. The mixmaster osmologial metris. In: Determinisi

Chaos in General Relativity, ed. D. Hobill / C. W. Misner // Plenum

Pub. Co. � 1994. � P. 1 - 12.

[153℄ Christiansen, F. Non-integrability of the mixmaster universe / F.

Christiansen, H. H. Rugh, S. E. Rugh // Journal of Physis. A. �

1995. � Vol. 28. � P. 657 - 667.

[154℄ Pavlov, A. E. The mixmaster osmologial model as a pseudo-Eulidean

generalized Toda hain / A. E. Pavlov // Reg. Chaot. Dyn. � 1996. �

Vol. 1. � P. 111 - 120.

[155℄ Èçìàéëîâà, Î. Â. Àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèé Ýé-

ëåðà � Ïóàíêàðå íà ðàçðåøèìûõ àëãåáðàõ Ëè / Î. Â. Èçìàéëîâà,

Â. Â. Êîçëîâ // Âåñòí. Ìîñê. óí-òà, ñåð.1. � 1996. � P. 60 - 65.



Ñïèñîê ëèòåðàòóðû 203

[156℄ Belinskii, V. A. Asymptotially Eulidean Bianhi IX metris in

quantum gravity / V. A. Belinskii, G. W. Gibbons, D. N. Page, C. N.

Pope // Phys. Lett. B. � 1978. � Vol. 76. � P. 433 - 435.

[157℄ Pavlov, A. E. Selfdual Yang � Mills �elds in an Einstein Universe /

A. E. Pavlov // Int. J. Theor. Phys. � 1992. � Vol. 31. � P. 2061 - 2063.

[158℄ Gibbons, G. W. The positive ation onjeture and asymptotially

Eulidean metris in quantum gravity / G. W. Gibbons, C. N. Pope

// Commun. Math. Phys. � 1979. � Vol. 66. � P. 267 - 290.

[159℄ Lati�, A. The Bianhi IX (mixmaster) osmologial model is not

integrable / A. Lati�, M. Musette, R. Conte // Phys. Lett. A. � 1994.

� Vol. 194. � P. 83 - 92.

[160℄ Gavrilov, V. R. Multidimensional osmology with multiomponent

perfet �uid and Toda latrties. In: Abstrat of the reports at the

International shool-seminar / V. R. Gavrilov, V. D. Ivashhuk, V. N.

Melnikov: Yaroslavl, 1994. � P. 66.

[161℄ Flashka, H. The Toda lattie. II Existene of integrals / H. Flashka

// Phys. Rev. B. � 1974. � Vol. 9. � P. 1924 - 1925.

[162℄ Ivashhuk, I. D. Billiard representation for multidimensional osmology

with multiomponent perfet �uid near the singularity / I. D.

Ivashhuk, V. N. Melnikov // Class. and Quantum Grav. � 1995. �

Vol. 12. � P. 809 - 826.

[163℄ Ka, V. In�nite dimensional Lie algebras / V. Ka. � Cambridge:

Cambridge University Press, 1990. � 400 p.



Ñïèñîê ëèòåðàòóðû 204

[164℄ Henneaux, M. Spaelike singularities and hidden symmetries of gravity

/ M. Henneaux, D. Persson, Ph. Spindel // Living Rev. Relativity. �

2008. � Vol. 11. � P. 1 - 231.

[165℄ Nikulin, V. V. A theory of Lorentzian Ka � Moody algebras / V. V.

Nikulin // J. Math. Sienes. � 2001. � Vol. 106. � P. 3212 - 3221.
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