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Введение

Актуальность темы исследования. Активное управление очередями

(Active Queue Management — AQM), согласно рекомендации Инженерного

совета Интернета (Internet Engineering Task Force RFC 7567) [17] считается

передовой практикой предотвращения (уменьшения) и контроля сетевых

перегрузок в маршрутизаторах посредством некоторых правил (алгорит-

мов), которые, будучи реализованными в маршрутизаторах, контролируют

длину буферной очереди в целях эффективного управления перегрузками

системы. Основная цель AQM алгоритмов — это предотвращение возмож-

ной перегрузки или, если она уже возникла, уменьшение ее воздействие

на систему (маршрутизатор).

За последние тридцать лет было предложено множество различных AQM

алгоритмов [2; 3; 6—9; 45; 47; 49; 58; 72—74; 95; 103; 106; 126] для надлежащего

управления очередями для избежания таких нежелательных эффектов, как:

• переполнение буферной памяти маршрутизатора;

• избыточная или недостаточная загрузка канала передачи данных;

• сильные колебания задержки передачи данных и другие показатели.

Стоит заметить, что среди множества предложенных AQM алгоритмов

нет ни одного «идеального» алгоритма, превосходящего всех остальных по

ключевым параметрам качества функционирования (Quality of Service —
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QoS), что обусловлено изменчивостью сетевого трафика и сетей, поэтому у

каждого AQM алгоритма есть свои достоинства и недостатки.

Степень разработанности темы. Математические методы теории мас-

сового обслуживания (ТМО) и теории телетрафика позволяют как создавать

вероятностные модели для новых AQM алгоритмов, так и оценивать эф-

фективность функционирования уже существующих, обеспечивают возмож-

ность решения многочисленных задач по расчёту характеристик качества

обслуживания (Quality of Service, QoS) и функционирования различных

компонент сетей, включая оценку вероятностно-временных характеристик

узлов коммутации и маршрутизации, анализ производительности сетей,

управления потоками данных, расчёт потерь и загрузки цифровых линий

связи при передаче данных, голоса и видеоинформации [41; 104; 189].

Значительный вклад в разработку и анализ классических моделей

ТМО внесли А.К. Эрланг [42], А.Я. Хинчин [190], Б.В. Гнеденко [166],

А.А. Боровков [157; 158], Д. Кендалл [76], Д. Литтл, Д. Кокс [178], В. Смит

[178], Л. Клейнрок [80], Б.А. Севастьянов [188], Л. Такач [133], Ф. Поллачек,

М. Ньютс [101; 102].

Среди работ современных авторов следует выделить работы

Г.П. Башарина [153; 154; 156; 182], П.П. Бочарова [19; 20; 119; 159;

161], В.М. Вишневского [41; 165], А.Н. Дудина [11; 12; 40; 77; 81; 129],

В.А. Наумова [20; 97—99; 183; 184], А.В. Печинкина [10; 111; 119; 185—187],

К.Е. Самуйлова[5; 100; 112; 155; 184; 189], О.В. Семеновой [129], С.Н.

Степанова, Э. Геленбе [54; 55; 57] и другие [84].
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В представленной диссертации продолжено исследование моделей с об-

новлением и обобщенным обновлением, начатое в работах А.Я. Крейнина

[87; 88], П.П. Бочарова [160], А.В. Печинкина [169] и других авторов [82; 144;

170; 172; 173]. Ключевое отличие от рассмотренных ранее моделей состоит

в том, что введен однопороговый механизм управления вероятностным

сбросом, что позволяет создавать аналитические модели, применимые для

построения новых и анализа уже существующих механизмов активного

управления очередью (Active Queue Management, AQM), в которых реали-

зуется принцип числом заявок в системе путём их «случайного» удаления.

Наиболее распространены алгоритмы типа RED (Random Early Detection),

о которых на русском языке можно посмотреть в работах [179; 180] и кото-

рые более подробно рассматриваются в первой главе диссертации, a также

алгоритм Drop Тail, алгоритм Blue, CHOKE, GREEN, YELLOW, BLACK

и другие [6; 7; 44; 46].

Следует заметить, что изучение математических моделей, рассматри-

вающих потерю (по той или иной причине) принятых в систему заявок,

является актуальной задачей. Изначально потери заявок были связаны либо

с либо с поступлением заявок особого типа: это или «катастрофы» (когда

поступление особой заявки может привести к потере всех заявок либо в

накопителе, либо в системе) [12; 40; 89; 96; 129], или отрицательные заявки

(которые которые могут выбивать из накопителя одну (или несколько) обыч-

ных заявок, как правило, из числа последних пришедших) [15; 18; 23; 39; 55;

61; 78; 92—94; 110; 116; 117; 123; 141; 151; 159; 185; 186], либо и «катастрофы»

и отрицательные заявки одновременно [141; 142]. Первая работа, в которой
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была исследована система массового обслуживания с отрицательными за-

явками, принадлежит Е. Геленбе с соавторами [55], который в дальнейшем

продолжил работать над этой темой [52; 54; 56]. Системы массового обслу-

живания с отрицательными заявками тесно связаны с G-сетями [51; 53; 57;

60; 75; 159] и до сих пор являются предметом интенсивных исследований

[57; 123]. Также потеря данных в системе может быть связана с ненадежны-

ми приборами (снова используется понятие «катастрофы», приводящей к

потере всех данных в системе) [77; 81; 137; 138; 187].

Основные отличия моделей с обобщённым обновлением от моделей с от-

рицательными заявками и моделей с катастрофами можно сформулировать

следующим образом:

первое — в моделях с обобщенным обновлением сброс (потеря) по-

ступивших в систему заявок из накопителя осуществляется в момент

окончания обслуживания на приборе, а не в момент поступления в

рассматриваемую систему (СМО с отрицательными заявками и (или)

поступающим потоком катастроф);

второе — для моделей с обобщенным обновлением происходит веро-

ятностный сброс произвольного числа принятых в систему заявок,

что отличает от систем с отрицательными заявками (в которых, как

правило, выбивается одна заявка) и от систем с катастрофами (как

правило, теряются все заявки).
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Стоит также отметить, что системы массового обслуживания с вероятност-

ным сбросом заявок используются для анализа качества функционирования

различных AQM алгоритмов [13; 25; 27—30; 113].

Цель и задачи работы. Целью диссертационной работы является

разработка и анализ моделей для расчета показателей эффективности

функционирования систем с пороговым управлением входящим потоком

с помощью механизма обновления.

В рамках поставленной цели решаются следующие задачи:

1. проводится исследование эволюции алгоритмов активного управле-

ния на примере алгоритмов семейства RED, а также анализ уже

полученных результатов для систем с обновлением.

2. Построение в виде систем массового обслуживания 𝐺𝐼/𝑀/1/∞ с

полным или обобщенным обновлением моделей порогового управления

входящим потоком.

3. Вывод аналитических выражений для расчета таких показателей

функционирования систем как среднее время пребывания сообщения

в системе (задержка передачи сообщения), вероятность потери посту-

пившего и вероятность обслуживания принятого в систему пакета,

число потерянных пакетов с помощью систем массового обслужива-

ния 𝐺𝐼/𝑀/1/∞ с пороговым механизмом управления вероятностным

сбросом принятых в систему заявок.
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4. Построение в среде GPSS имитационных моделей, позволяющих чис-

ленно оценить и сравнить показатели функционирования систем с

различными вариантами дисциплин обслуживания и порогового меха-

низма обновления.

Краткое содержание работы. Диссертация состоит из трех глав. Пер-

вая часть Главы 1 диссертации посвящена развитию алгоритмов активного

управления очередями (active queue management (AQM) algorithms) с опи-

санием их основных характеристик. Вторая часть — это обзор основных

результатов, полученным по моделям с полным и обобщенным обновлением.

Глава 2 посвящена изучению моделей порогового управления трафиком

на базе системы массового обслуживания (СМО) 𝐺𝐼/𝑀/1/∞ с обновлением

(полным обновлением), когда заявка, находящаяся на приборе, в момент

непосредственно перед уходом из системы, может либо полностью опу-

стошить накопитель (с заданной вероятностью 𝑞), либо просто покидает

систему (с вероятностью 𝑝 = 1− 𝑞). В отличие от предыдущих работ по дан-

ной тематике [87; 145; 160; 172] введено пороговое управление механизмом

обновления.

В первом разделе главы рассмотрена однопороговая модель, в которой

пороговое значение 𝑄1 определяет момент включения механизма вероят-

ностного сброса поступивших в систему запросов (механизма обновления) —

превышение текущей длины очереди значение порога 𝑄1. Во втором раз-

деле изучена однопороговая модель, в которой пороговое значение 𝑄1 не

только определяет момент включения механизма вероятностного сброса
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поступивших в систему запросов (механизма обновления), но и определяет

границы области в накопителе, из которой находящиеся в ней заявки не

могут быть сброшены (безопасная зона).

Для каждой модели выведены аналитические выражения для расчета

основных вероятностно-временных характеристик.

В главе 3 продолжено изучение пороговых моделей управления входя-

щим трафиком на базе СМО 𝐺𝐼/𝑀/1/∞, но уже для случая обобщенного

обновления, когда заявка непосредственно перед уходом из системы либо

может с заданной вероятностью 𝑞(𝑖) или сбросить ровно 𝑖 заявок из накопи-

теля (если в нем было 𝑖 и более заявок), или опустошить накопитель (если

в нем было менее 𝑖 заявок), либо просто покидает систему (с вероятностью

𝑝 = 1 −
∞∑︀
𝑖=1

𝑞(𝑖)) [171; 177].

Рассмотрена однопороговая модель, в которой пороговое значение 𝑄1 не

только определяет момент включения механизма вероятностного сброса

поступивших в систему запросов (механизма обновления), но и определяет

границы области в накопителе, из которой находящиеся в ней заявки не мо-

гут быть сброшены (безопасная зона), для следующих вариантов дисциплин

обслуживания и обобщенного обновления: прямое обобщённое обновление

(заявки сбрасываются из накопителя начиная с первой пришедшей) при

обслуживании заявок в порядке поступления — FIFO/First и обратное обоб-

щённое обновление при инверсионном обслуживании заявок — LIFO/Last.

Для каждого варианта выведены уравнения в терминах преобразований

Лапласа-Стилтьеса (ПЛС) для функций распределения и средних значений

времён пребывания в накопителе и системе обслуженной, сброшенной и
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произвольной заявок, причём для прямого порядка обобщённого обновления

при дисциплине обслуживания в порядке поступления (𝐹𝐼𝐹𝑂) в явном виде.

В заключительном разделе диссертации сформулированы основные

результаты работы.

В Приложении А приведены результаты имитационного моделирования

для рассмотренных во второй главе моделей. Для различных начальных

значений таких параметров системы, как интенсивность обслуживания,

интенсивность входящего потока, значение порога 𝑄1 получены численные

значения следующих характеристик: вероятность сброса 𝑝(loss) и вероятность

обслуживания 𝑝(serv) принятой в систему заявок, среднее время 𝑤(loss) пре-

бывания в накопителе сброшенной заявки и среднее время 𝑤(serv) ожидания

начала обслуживания, среднее число сброшенных и среднее число обслу-

женных заявок. Проведено сравнение вышеупомянутых характеристик для

трех рассмотренных моделей.

В Приложении В представлены результаты имитационного моделиро-

вания для модели порогового управления входящим трафиком с безопасной

зоной, рассмотренной в третьей главе. Для различных начальных значений

таких параметров системы, как интенсивность обслуживания, интенсив-

ность входящего потока, значение порога 𝑄1 получены численные значения

следующих характеристик: вероятность сброса 𝑝(loss) и вероятность обслу-

живания 𝑝(serv) принятой в систему заявок, среднее время 𝑤(loss) пребывания

в накопителе сброшенной заявки и среднее время 𝑤(serv) ожидания начала

обслуживания, среднее число сброшенных и среднее число обслуженных

заявок.
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Научная новизна и основные результаты диссертации. Все основ-

ные результаты диссертации являются новыми. Отличие от предыдущих

работ по системам с (полным) обновлением и обобщенным обновлением —

введен пороговый механизм управления вероятностным сбросом, рассмотре-

ны однопороговые модели с безопасной зоной в накопителе как для систем с

полным обновлением, так и для систем с обобщенным обновлением. Также

изучена модель с полным обновлением на примере системы без безопасной

зоны в накопителе.

На защиту выносятся следующие результаты:

1. На основе СМО 𝐺/𝑀/1/∞ с пороговым механизмом полного обнов-

ления получены аналитические выражения и алгоритмы для расчета

таких вероятностно-временных характеристик как: стационарные

распределения числа заявок, вероятности сброса и обслуживания

принятых в систему заявок, функции распределения времён пребыва-

ния в накопителе (системе) сброшенной, обслуженной и произвольной

заявок для однопороговых и моделей.

2. На основе СМО 𝐺/𝑀/1/∞ с пороговым механизмом обобщенного

обновления и безопасной зоной в накопителе получены аналитические

выражения и алгоритмы для расчета таких вероятностно-временных

характеристик как: стационарные распределения числа заявок, веро-

ятности сброса и обслуживания принятых в систему заявок, функции
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распределения времён пребывания в накопителе (системе) сброшен-

ной, обслуженной и произвольной заявок для различных вариантов

дисциплин обслуживания и обобщенного обновления.

3. Показано, что, выбирая тот или иной вид порогового механизма

управления вероятностным сбросом заявок и меняя дисциплины об-

служивания и обновления (обобщенного обновления) при неизменных

начальных условиях, можно уменьшать (увеличивать) время пребы-

вания в накопителе (системе) обслуженной (либо сброшенной) заявки,

т.е. изменять значения задержки — одного из параметров AQM.

Методы исследования. В работе используются методы теории веро-

ятностей, теории случайных процессов, теории массового обслуживания

и математической теории телетрафика.

Теоретическая и практическая ценность. Разработанные матема-

тические модели и вычислительные алгоритмы, а также аналитические

выражения, представленные в диссертации, могут использоваться для раз-

работки новых алгоритмов активного управления очередями, а также для

анализа и расчёта характеристик функционирования данных алгоритмов

либо уже существующих. Полученные результаты и ориентированы на

применение в различных сетях и автоматизированных системах.

Реализация результатов работы. Результаты диссертации использо-

вались в научно-исследовательских работах, проводимых в рамках гранта

РФФИ № 19-07-00739 "Разработка аналитических методов расчета пока-

зателей качества функционирования узлов сетей последующих поколений,
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использующих механизмы активного управления очередями, основанными

на принципе обновления".

Достоверность и обоснованность. Обоснованность полученных ре-

зультатов следует из того, что на всех этапах построения аналитических

моделей, а также для аналитического и численного анализа полученных

решений использовались строгие и проверенные математические методы

теории вероятностей, теории случайных процессов и теории массового об-

служивания.

Достоверность теоретических результатов диссертации подтверждена

численными расчётами на основе программных модулей для анализа мо-

делей СМО 𝐺𝐼/𝑀/1/∞ с полным и обобщённым обновлением, а также

соответствием полученных результатов (при ряде упрощающих модели

предположений) уже известным результатам для систем с полным и обоб-

щенным обновлением.

Соответствие паспорту специальности. Диссертационное исследо-

вание соответствует следующим разделам паспорта специальности 1.2.3.

Теоретическая информатика, кибернетика, а именно: п.9 «Математическая

теория исследования операций», п. 12 «Модели информационных процессов

и структур»; п. 23 «Новые интернет - технологии, включая средства поиска,

анализа и фильтрации информации».

Апробация работы. Результаты, полученные в ходе выполнения рабо-

ты, были представлены на всероссийских конференциях с международным

участием «Информационно-телекоммуникационные технологии и мате-

матическое моделирование высокотехнологичных систем» (Российский
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университет дружбы народов (РУДН), 2019, 2021-2023 гг.), международных

конференциях «Распределенные компьютерные и телекоммуникационные се-

ти: управление, вычисление, связь. Distributed computer and communication

networks: control, computation, communications (DCCN)» (Российский универ-

ситет дружбы народов (РУДН), Институт проблем управления (ИПУ) РАН,

Москва 2019, 2021-2022) и международной конференции «13th International

Congress on Ultra Modern Telecommunications and Control Systems and

Workshops, ICUMT 2021».

Публикации. По теме диссертации опубликовано 13 работ [62—67; 135;

136; 152; 162—164; 174] (из них 11 — тезисы и расширенные тезисы докладов

на всероссийских и международных конференциях, 5 работ проиндексиро-

ваны в международной базе цитирования Scopus [62; 65; 66; 135; 136], 2 —

статьи, опубликованные в ведущих рецензируемых научных журналах и

изданиях, определённых Высшей аттестационной комиссией [164; 174]).

Личный вклад. В работах, опубликованных в соавторстве, личный

вклад соискателя состоит в проведении исследований, построении и анализе

математической модели. Имитационные модели построены лично автором,

также лично автором произведена интерпретация полученных результатов.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения,

трёх глав, разделённых на пункты, заключения, двух приложений и списка

литературы. Текст диссертации изложен на 151 страницах (из них основной

текст — 139 страниц), в приложении приведено 5 таблиц, также в тексте

диссертации 3 рисунка. Список литературы содержит 190 наименований.
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Глава 1. Алгоритмы управления очередями и

модели с обновлением

1.1. Алгоритмы управления очередями (на примере

алгоритмов семейства RED)

Активное управление очередями (Active Queue Management — AQM), со-

гласно рекомендации Инженерного совета Интернета (Internet Engineering

Task Force RFC 7567) [17] считается передовой практикой предотвращения

(уменьшения) и контроля сетевых перегрузок в маршрутизаторах посред-

ством некоторых правил (алгоритмов), которые, будучи реализованными в

маршрутизаторах, контролируют длину буферной очереди в целях эффек-

тивного управления перегрузками системы. Основная цель AQM алгоритмов

— это предотвращение возможной перегрузки или, если она уже возникла,

уменьшение ее воздействие на систему (маршрутизатор).

За последние тридцать лет было предложено множество различных AQM

алгоритмов [3; 6—9; 34; 45; 47; 49; 58; 72—74; 84; 95; 103; 106; 126] для

надлежащего управления очередями для избежания таких нежелательных

эффектов, как:

• переполнение буферной памяти маршрутизатора;

• избыточная или недостаточная загрузка канала передачи данных;

• сильные колебания задержки передачи данных;
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• и другие показатели.

Стоит заметить, что среди множества предложенных AQM алгоритмов

нет ни одного «идеального» алгоритма, превосходящего всех остальных по

ключевым параметрам качества функционирования (Quality of Service —

QoS), что обусловлено изменчивостью сетевого трафика и сетей, поэтому у

каждого AQM алгоритма есть свои достоинства и недостатки.

AQM алгоритмы (такие, например, как алгоритмы семейства RED

(Random Early Detection) [49], Explicit Congestion Notification (ECN) [121],

Controlled Delay (CoDel) [36; 105]) основаны на использовании механизма

«умного» вероятностного сброса пакетов, поступающих в систему, при пере-

полнении буферной очереди (или при приближении некоторой усредненной

длины очереди к заданному критическому значению).

Основное внимание будет уделено алгоритмам семейства RED, так как

они обладают способностью сглаживать кратковременные всплески сетевого

трафика и предупреждать длительные перегрузки сети за счет уведомления

источников трафика о необходимости снижения интенсивности передачи

информации [49; 86; 180]

Классический RED алгоритм [49] представляет из себя пороговый ме-

ханизм вероятностного сброса поступающих пактов с двумя заданными

пороговыми значениями (минимальное — 𝑄min и максимальное — 𝑄max),

функцией скользящей средней длины очереди �̂� [49; 69; 180]:

�̂�𝑘+1 = (1− 𝑤𝑞)�̂�𝑘 + 𝑤𝑞�̂�𝑘, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . ,



18

где 𝑤𝑞, 0 < 𝑤𝑞 < 1 некоторый весовой коэффициент, определяемый поль-

зователем, скользящей средней длины очереди. Согласно [49] алгоритм

RED отслеживает среднюю длину очереди и сбрасывает (или маркирует,

если совместно используется и ECN механизм) пакеты согласно функции

сброса 𝑝(�̂�) [49]:

𝑝(�̂�) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, 0 ≤ �̂� < 𝑄min,

�̂�−𝑄𝑚𝑖𝑛

𝑄max −𝑄min
𝑝max, 𝑄min ≤ �̂� < 𝑄max,

1, �̂� ≥ 𝑄max,

здесь 𝑝max — максимальная доля сбрасываемых (маркируемых) пакетов

при достижении верхнего порога 𝑄max.

К достоинствам классического алгоритма RED можно отнести то, что

сброс поступающих пакетов происходит не в случае переполнения очереди

(отличие от механизма Tail Drop), также алгоритм RED способен сглажи-

вать кратковременные «всплески» трафика, кроме того обеспечивается

снижение расходов при обработке трафика. Однако же, как показано в [73],

у классического алгоритма RED есть и ряд недостатков, например:

• способность обрабатывать лишь один поток трафика;

• необходимость периодической перенастройки;

• отсутствие достаточной информации относительно оптимальной на-

стройки ключевых параметров;
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• невозможность разделения по классам качества обслуживания (QoS).

Поэтому было предложено большое число модификаций алгоритма RED

[8; 14; 16; 33; 34; 47; 50; 59; 90; 103; 108; 120; 124—126], многие из которых

рассмотрены в обзорах [6; 7; 45; 180], а также представлены и в данной главе.

Наиболее простой вариант алгоритмов семейства RED — это EASY

RED [59], для которого вероятность сброса зависит не от средневзвешенной

длины очереди, а от текущей длины очереди. Основная задача алгоритма

— как можно скорее уведомить отправителя о переполнении очереди. Па-

раметры алгоритма: минимальное пороговое значение 𝑄min и вероятность

сброса 𝑝𝑑𝑟𝑜𝑝, равная некоторой константе (0 < 𝑝𝑑𝑟𝑜𝑝 < 1), если текущая

длина очереди превысила пороговое значение 𝑄min.

Семейство адаптивных RED алгоритмов. Классический адаптивный RED

(Adaptive RED или Active RED — ARED) [4; 50; 134; 180] алгоритм был

разработан для для того, поддерживать среднюю длину очереди в заранее

определенных границах, путем более/менее активного сброса пакетов. Если

экспоненциально взвешенная скользящая средняя длина очереди близка

или больше максимального порога 𝑄max, то поступающие пакеты будут

сбрасываться с большей вероятностью, или, если экспоненциально взвешен-

ная скользящая средняя длина очереди близка к минимальному порогу

𝑄min, то вероятность сброса пакета будет снижаться. Таким образом, ре-

ализованы механизмы, позволяющие динамически изменять вероятность

сброса (маркировки) входящих пакетов (с помощью двух вспомогатель-

ных параметров, отвечающих за увеличение (параметр 𝛼) и уменьшение
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(параметр 𝛽) вероятности сброса) в зависимости от характера поведения

трафика так, чтобы удерживать экспоненциально взвешенную скользящую

среднюю длину очереди �̂� между заданными минимальным и максималь-

ным порогами (𝑄min < �̂� ≤ 𝑄max). Итоговый вариант классической версии

сформулирован в [50]. Дальнейшие разновидности — это алгоритмы RED-

Worcester [7; 114] (поддерживается в заданных границах не только средняя

длина очереди, но среднее значение задержки передачи данных), Refined

ARED (RARED или RE-ARED) [79] (возможность изменения параметров

𝛼 и 𝛽 в зависимости от взвешенной средней длины очереди �̂� для быст-

рого возвращения системы в стационарный режим функционирования),

POWARED [115] (динамичное управление максимальной вероятностью (до-

лей) сброса 𝑝max путем разбиения интервала [𝑄min;𝑄max] на три части, для

каждой из которых задается свое значение 𝑝max с учетом понижающего

𝛿1 или повышающего 𝛿1 коэффициентов), осторожный адаптивный RED

(Cautious Adaptive Random Early Detection — CARED) [132] (динамичное

изменение параметра 𝑝max в зависимости от уровня загрузки системы без

введения дополнительных параметров), быстрый адаптивный RED (Fast

Adapting RED — FARED) [131] (модификация алгоритма RE-ARED, улучше-

но поведение алгоритма RE-ARED при средней и, что более важно, высокой

загрузке системы с помощью задания фиксированной нижней границы

коэффициента 𝛽 и зависящей от 𝑝max верхней границы коэффициента 𝛼).

В алгоритме QARED [140] вместо линейной функции сброса используется

квадратичная функция.
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В представленных далее алгоритмах для более плавного и менее агрес-

сивного сброса пакетов вводятся дополнительные пороговые значения.

В алгоритме Double Slope RED (DSRED) [148; 149; 180] в отличие от

классического RED помимо пороговых [𝑄min и 𝑄max вводится еще одно

пороговое значение 𝑄𝑚𝑖𝑑, причем 𝑄𝑚𝑖𝑑 = 𝑄max+𝑄min

2 , что позволяет дина-

мически изменять угол наклона кривой вероятности сброса, являющейся

функцией уровня загруженности буфера. Вид вероятности 𝑝(�̂�) опреде-

ляется формулой:

𝑝(�̂�) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, 0 ≤ �̂� < 𝑄min,

𝛼
(︁
�̂�−𝑄min

)︁
, 𝑄min ≥ �̂� < 𝑄𝑚𝑖𝑑,

1− 𝛾 + 𝛽
(︁
�̂�−𝑄𝑚𝑖𝑑

)︁
, 𝑄𝑚𝑖𝑑 ≥ �̂� < 𝑄max,

1, �̂� ≥ 𝑄max,

где

𝛼 =
2(1− 𝛾)

𝑄max −𝑄min
, 𝛽 =

2𝛾

𝑄max −𝑄min
,

а 𝛾 — параметр, отвечающий за выбор угла наклона кривой функции сброса,

�̂� определяется как и в случае классического RED (1.1).

В алгоритме Gentle RED (GRED) [7; 48; 124] добавлен еще один параметр

2𝑄max, что позволяет обеспечить более плавный рост значений функции
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сброса от 𝑝max до 1 за пороговым значением 𝑄max, то есть:

𝑝(�̂�) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, 0 ≤ �̂� < 𝑄min,

�̂�−𝑄min

𝑄max −𝑄min
𝑝max, 𝑄min ≥ �̂� < 𝑄max,

�̂�−𝑄max

𝑄max
(1− 𝑝max) + 𝑝max, 𝑄max ≥ �̂� < 2𝑄max,

1, �̂� ≥ 2𝑄𝑚𝑎𝑥.

Более современная модификация алгоритма Gentle RED (GRED) — это

IGRED [70] (уменьшено число параметров, определяющих значение функции

сброса).

Для того, чтобы алгоритм RED стал более устойчивым к изменениям

интенсивности трафика в работе [91] было предложено учитывать теку-

щую длину очереди, а также долю сброшенных пакетов к поступившим за

определенное число временных интервалов при определении вероятности

сброса — Loss Ratio Based RED.

Устойчивый RED алгоритм (Robust RED — RRED) [125] был разработан

для улучшения работы TCP протокола в случае DoS (Denial-of-Service) атак,

в частности LDoS (Low-rate Denial-of-Service) атак. Таким образом, в RRED

алгоритме реализована возможность обнаружения и фильтрации LDoS па-

кетов от остальных водящих пакетов данных до того, как они переполнят

систему. Если отправитель (источник) обнаружил потерю (получил сообще-

ние о сбросе) отправленного пакета данных, то устанавливается задержка
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в передаче сообщений от данного источника, и все поступающие в систе-

му пакеты (в течение короткого периода времени с момента обнаружения

источником факта потери отправленного пакета) будут рассматриваться

как LDoS пакеты.

Отличие алгоритма SDRED (State Dependent RED)[7; 127; 180] от класси-

ческого алгоритма RED состоит в том, что очередь делится на семь частей,

для каждой из которой устанавливается свой весовой коэффициент при

вычислении средней длины очереди:

�̂�𝑖+1 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(1− 𝑤)�̂�𝑖 + 𝑤𝑄𝑖, �̂�𝑖 < 𝑄max, 0, 9𝑅 ≤ �̂�𝑖 ≤ 𝑅,

(1− 𝑘𝑤)�̂�𝑖 + 𝑘𝑤𝑄𝑖, 𝑄max ≤ �̂� < 0, 7𝑅,

(1− 𝑘2𝑤)�̂�𝑖 + 𝑘2𝑤𝑄𝑖, , 0, 7𝑅 ≤ �̂� < 0, 8𝑅,

(1− 𝑘3𝑤)�̂�𝑖 + 𝑘3𝑤𝑄𝑖, 0, 8𝑅 ≤ �̂� < 0, 9𝑅,

1, 0, 9𝑅 ≤ �̂� ≤ 𝑅,

здесь 𝑘 — это константа, используемая для изменения параметра 𝑤 в за-

висимости от загруженности очереди.
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Функция (вероятность) сброса остается линейной в каждой из областей

и определяется по формуле:

𝑝(�̂�) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, 0 ≤ �̂� < 𝑄min,

�̂�−𝑄min

𝑄max −𝑄min
𝑝max, 𝑄min ≤ �̂� < 𝑄max,

�̂�−𝑄min

(𝑄max + 0, 1𝑅)−𝑄min
𝑝max, 𝑄max ≤ �̂� < 0, 7𝑅,

�̂�−𝑄min

(𝑄max + 0, 2𝑅)−𝑄min
𝑝max, 0, 7𝑅 ≤ �̂� < 0, 8𝑅,

�̂�−𝑄min

(𝑄max + 0, 3𝑅)−𝑄min
𝑝max, 0, 8𝑅 ≤ �̂� < 0, 9𝑅,

1, 0, 9𝑅 ≤ �̂� ≤ 𝑅,

где 𝑅 — максимальная длина очереди.

Отличие алгоритма Enhanced Random Early Detection (ERED) [7; 118;

180] от классического алгоритма заключается в совместном использовании

экспоненциально взвешенной скользящей средней длины очереди �̂� и теку-

щей длины очереди 𝑄, а также двух коэффициентов 𝛼 и 𝛽 (𝛼 > 1, 𝛽 > 1),

что позволяет управлять экспоненциально взвешенной скользящей средней

длиной очереди, уменьшая задержку реагирования на изменения текущей

длины очереди:

�̂�𝑖+1 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(1− 𝑤)

𝛼
�̂�𝑖 + 𝑤𝑄𝑖, 𝑄 < 𝑄min,

(1− 𝑤)�̂�𝑖 + 𝑤𝑄𝑖, 𝑄min ≤ 𝑄 < 𝑄max,

(1− 𝑤)�̂�𝑖 +
𝑤𝑄𝑖

𝛽
, 𝑄max ≤ 𝑄.
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Вид функции сброса остается таким же, как и в классическом RED ал-

горитме.

Совместное использование средней и текущей длин очереди реализовано

и в алгоритме DyRED [37], но для динамичного изменения верхнего порога

𝑄max для раннего предотвращения перегрузки системы:

𝑄max =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑄max, 𝑄 < 𝑄min,

�̂�

𝛼
, 𝑄min ≤ 𝑄 < 𝑄max,

𝑄*
max, 𝑄max ≤ 𝑄.

Если текущая длина очереди 𝑄 меньше минимального порога 𝑄min, то

используется предустановленное значение верхнего порога 𝑄max. При пре-

одолении текущей диной очереди минимального порога значение верхнего

порога постоянно переопределяется на основе средней длины очереди и

нормирующего параметра 𝛼 (задается таким образом, чтобы избежать вы-

соких значений задержки обслуживания). Если текущая длина очереди

становится больше 𝑄max, то значение верхнего порога задается максималь-

но большим (для оптимального функционирования системы). Динамичное

изменение верхнего порога позволяет уменьшить вероятность сброса и уве-

личить пропускную способность системы при допустимом уровне задержки

обслуживания.
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Алгоритм URED (Upper threshold RED)[109] аналогично алгоритму GRED

вводит дополнительный верхний порог для более плавного роста вероятно-

сти сброса пакетов, если превышен порог 𝑄max до максимального значения

1. При этом вероятность сброса остается линейной функцией.

В алгоритме Three-section RED (TRED) [35] область значений средней

длины очереди между минимальным 𝑄min и максимальным 𝑄max порогами

делится поровну на три части: (𝑄min;𝑄min +Δ), [𝑄min +Δ;𝑄min + 2Δ) и

[𝑄min + 2Δ;𝑄max), где Δ = 𝑄max−𝑄min

3 . Каждая из областей соответствует

случаю легкой, средней или высокой загрузки системы. Вероятность сброса

определяется следующим образом:

𝑝(�̂�) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, 0 ≤ �̂� < 𝑄min,

9

(︃
�̂�−𝑄min

𝑄max −𝑄min

)︃3

𝑝max, 𝑄min ≤ �̂� < 𝑄min +Δ,

�̂�−𝑄min

𝑄max −𝑄min
𝑝max, 𝑄min +Δ ≤ �̂� < 𝑄min + 2Δ,

9

(︃
�̂�−𝑄max

𝑄max −𝑄min

)︃3

𝑝max + 𝑝max, 𝑄min + 2Δ ≤ �̂� < 𝑄max,

1, 𝑄max𝑅 ≤ �̂�.

При этом функция сброса в двух из трех областей является нелинейной

функцией.

Примеры алгоритмов семейства RED, где функция сбросая является

нелинейной: PRED (parabola RED) [73], HRED (hyperbola RED) [68].
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Для поддержки загрузки системы в заданных границах (чтобы не было

излишнего сброса поступающих пакетов при кратковременном росте тра-

фика) были предложены две разновидности классического алгоритма RED.

Первый алгоритм — это динамический RED (Dynamic RED — DRED) [7; 16;

120], в котором функция (вероятность) сброса зависит от загрузки системы,

что позволяет поддерживать среднюю длину очереди в заданных границах.

Второй алгоритм — это SRED (Stabilized RED) [108; 180] в котором функция

сброса зависит от числа активных соединений и текущей длины очереди.

Для работы с различными типами трафика также были разработаны раз-

новидности алгоритма RED. Первая такая разновидность — это алгоритм

Weighted RED (WRED) [6; 7; 33; 45; 180], разработанный для обработки

трафика различных приоритетов. В данном алгоритме для каждого типа

трафика задаются свои наборы (совпадающие или не совпадающие) управ-

ляющих параметров (пороговые значения 𝑄min и 𝑄max, параметр 𝑝max)).

Дальнейшей модификацией WRED является алгоритм Distributed Weighted

RED (DWRED)[31]. Потоковый RED (Flow RED —FRED) [6; 7; 45; 90; 120]

основан на том, что для каждого типа трафика задается свои минимальные

и максимальные границы в общей очереди (сколько от общей очереди паке-

ты каждого вида могут занимать) и для каждого потока устанавливается

своя вероятность сброса ( зависимости от занятия буфера пакетами этого

потока). При этом для потоков, превышающих свою верхнюю границу,

предусмотрен более агрессивный (по сравнению с предыдущим алгорит-

мом) сброс. Сбалансированный (Balanced RED — BRED) RED [6; 7; 14;

45] отличается от FRED тем, что вероятность сброса для каждого типа
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трафика определяется не только числом пакетов этого типа трафика в

очереди, но и числом принятых пакетов данного типа трафика с момента

последнего сброса пакета данного трафика. Алгоритм SF-RED [6; 7; 139;

180] также предназначен для работы с различными типами трафика, но в

отличие от предыдущих алгоритмов помимо единой физической очереди

используются еще и виртуальные очереди, каждая из которых соответствует

определенному классу входящего трафика. Для каждой виртуальной оче-

реди задаются свои пороговые значения и определяется своя вероятность

сброса (как функция экспоненциально взвешенной скользящей средней

длины соответствующей виртуальной очереди). При этом минимальный

порог для каждой виртуальной очереди может изменяться (увеличивать-

ся или уменьшаться) на коэффициент 𝛼 в зависимости от соотношения

экспоненциально взвешенной скользящей средней длины соответствующей

виртуальной очереди и некоторой области для целевого значения экспо-

ненциально взвешенной скользящей длины соответствующей физической

очереди. В алгоритме Light-weight Flow information RED (LwFRED) [71],

предназначенном для обработки разных типов входящего трафика, реа-

лизована идея объединения нескольких потоков в группы с последующим

определением вероятности сброса для каждой группы.

Отличным от рассмотренных ранее можно считать алгоритм Rate-Based

n-RED [7; 38], использующий в качестве аргумента функции сброса не сред-

нюю длину очереди, а интенсивность поступления пакетов. Интенсивность

поступления сравнивается с интенсивностью обслуживания (пропускной
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способностью канала)и в случае превышения принимается решение о сбро-

се. Для динамичного изменения вероятности сброса введен коэффициент

занятости очереди.

К семейству алгоритмов RIO (RED with In|Out) относят первоначальный

алгоритм RIO [7; 32; 180] и его разновидности RIO-C (RED with In|Out and

Coupled Virtual Queues) [43], RIO-DC (RED with In|Out and Decoupled Virtual

Queues) [7; 43; 180], адаптивный RIO (ARIO)-[1; 7; 107] и Rate-based RIO (Rb-

RIO) [7; 26]. Идея алгоритма RIO состоит в том, что поступающие пакеты

делятся на типа: приоритетные (профильные) In-пакеты и неприоритетные

(непрофильные) — Out-паекты. Для пакетов каждого типа задается свой

набор RED-Параметров (пороговые значения 𝑄max и 𝑄min, максимальная

вероятность сброса 𝑝max). Разница состоит только в том, что: во, первых, для

Out-пакетов пороговые значения меньше, чем для In-пакетов, и, во-вторых,

решение о сбросе Out-пакетов основывается на значениях средней длины

общей очереди, а решение о сбросе In-пакетов — на значениях средней

длины виртуальной очереди, состоящей только из профильных пакетов.

В алгоритме RIO-C [7; 43; 180] увеличено число приоритетных классов

для поступающих пакетов. Для каждого 𝑖-го класса приоритета определя-

ются свои пороговые значения 𝑄max𝑖 и 𝑄min𝑖, максимальная вероятность

сброса 𝑝max𝑖 (снова пороговые значения для менее приоритетных классов

устанавливаются ниже, чем для более приоритетных классов), но отли-

чие от RIO состоит в том, что средняя длина очереди для пакета класса

𝑖 определяется числом пакетов данного класса, а также числом пакетов

более приоритетных классов. Тем самым, реализован механизм изменения



30

вероятности сброса пакета при росте интенсивности более приоритетных

пакетов. Для алгоритма RIO-DC [7; 43; 180] для пакетов 𝑖-го класса приори-

тета средняя длина очереди вычисляется только по числу пакетов данного

класса в очереди (отличие от алгоритма WRED [33].

Адаптивный RIO [1; 7; 107] берет за основу идеи алгоритма RIO-C [7; 43;

180] (работа с трафиком различных приоритетов), только для каждого типа

трафика вместо классического RED используется алгоритм ARED [7; 50],

позволяющий менять пороговые значения в зависимости от интенсивности

трафика.

Алгоритм Rb-RIO [7; 26] реализован для трафика трех приоритетов,

причем вероятность сброса как и в алгоритме Rate-Based n-RED [7; 38]: 1)

если суммарная интенсивность поступления трех классов трафика 𝜆 = 𝜆1 +

𝜆2+𝜆3 меньше интенсивности обслуживания 𝜇, то все пакеты принимаются в

систему; 2) если 𝜆 > 𝜇, но суммарная интенсивность поступления двух более

приоритетных классов меньше интенсивности обслуживания 𝜆2+𝜆3 < 𝜇, то

пакеты двух более приоритетных классов принимаются в систему, а менее

приоритетного сбрасываются с вероятностью 𝜆−𝜇
𝜆1

; 3) если 𝜆2 + 𝜆3 > 𝜇, но

𝜆3 < 𝜇, то пакеты пакеты с самым высоким приоритетом принимаются в

систему, менее приоритетные пакеты сбрасываются с вероятностью 𝜆2+𝜆3−𝜇
𝜆2

,

все неприоритетные (с самым низким приоритетом) пакеты сбрасываются из

системы; 4) если 𝜆3 > 𝜇, то пакеты наивысшего приоритета сбрасываются с

вероятностью 𝜆3−𝜇
𝜆3

, пакеты остальных классов сбрасываются с вероятностью

равной 1.
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В работе [2] предложена разновидность алгоритма RED — Average Queue

Length and Change Rate-RED (AC-RED), в которой в качестве параметров,

определяющих поведение функции сброса, используется не только средняя

длина очереди, но и интенсивность изменения средней длины очереди:

�̂�(𝑡+ 1) = (1− 𝑤𝑞)�̂�(𝑡) + 𝑤𝑞𝑄(𝑡+ 1),

𝑑�̂�(𝑡+ 1) = (1− 𝑤𝑞)𝑑�̂�(𝑡) + 𝑤𝑞(𝑄(𝑡+ 1)−𝑄(𝑡)).

Здесь 𝑤𝑞 — весовой параметр, �̂�(𝑡) — значение средней длины очереди

в момент времени 𝑡, 𝑄(𝑡) — значение текущей длины очереди в момент

времени 𝑡, 𝑑�̂�(𝑡) — интенсивность изменения средней длины очереди в

момент времени 𝑡. Помимо пороговых значений 𝑄min и 𝑄max вводится еще

одно пороговое значение 𝑄𝑚𝑖𝑑 (𝑄min < 𝑄𝑚𝑖𝑑 < 𝑄max) аналогично алгоритму

DSRED [148; 149; 180]. Но в отличие от [148; 149; 180] значение порога 𝑄𝑚𝑖𝑑

динамично изменяется:

𝑄𝑚𝑖𝑑 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑄𝑚𝑖𝑑 −

2

3
, 𝑑�̂�(𝑡) > 0.005,

𝑄𝑚𝑖𝑑, 0 ≤ 𝑑�̂�(𝑡) ≤ 0.005,

𝑄𝑚𝑖𝑑 +
3

2
, 𝑑�̂�(𝑡) < 0.
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В зависимости от области значений параметра 𝑑�̂�(𝑡) по разному опреде-

ляется вероятность сброса. Если 𝑑�̂�(𝑡) > 0.005, то

𝑝(�̂�) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, �̂� < 𝑄min,(︃
2(�̂�−𝑄min)

𝑄𝑚𝑖𝑑 −𝑄min

)︃2
2

3
𝑝max, 𝑄min ≤ �̂� < 𝑄1,(︃

2�̂�− (𝑄𝑚𝑖𝑑 +𝑄min)

𝑄max −𝑄min

)︃ 1
3

2𝑝max +
2

3
𝑝max, 𝑄1 ≤ �̂� ≤ 𝑄2,

1, �̂� > 𝑄2.

Если 0 ≤ 𝑑�̂�(𝑡) ≤ 0.005, то

𝑝(�̂�) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, �̂� < 𝑄min,(︃
�̂�−𝑄min

𝑄𝑚𝑖𝑑 −𝑄min

)︃3
1

2
𝑝max, 𝑄min ≤ �̂� < 𝑄𝑚𝑖𝑑,⎛⎝1 +

(︃
�̂�−𝑄𝑚𝑖𝑑

𝑄max −𝑄𝑚𝑖𝑑

)︃ 1
3

⎞⎠ 1

2
𝑝max, 𝑄𝑚𝑖𝑑 ≤ �̂� < 𝑄max,⎛⎝1 +

(︃
�̂�−𝑄𝐴𝐶

𝑄𝐴𝐶 −𝑄max

)︃ 3
2

⎞⎠ (1− 𝑝max), 𝑄max ≤ �̂� ≤ 𝑄𝐴𝐶 ,

1, �̂� > 𝑄𝐴𝐶 .
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Если 𝑑�̂�(𝑡) < 0, то

𝑝(�̂�) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, �̂� < 𝑄min,(︃
�̂�−𝑄min

𝑄𝑚𝑖𝑑 −𝑄min

)︃3
1

2
𝑝max, 𝑄min ≤ �̂� < 𝑄𝑚𝑖𝑑,⎛⎝1 +

(︃
�̂�−𝑄𝑚𝑖𝑑

𝑄max −𝑄𝑚𝑖𝑑

)︃ 1
2

⎞⎠ 1

2
𝑝max, 𝑄𝑚𝑖𝑑 ≤ �̂� < 𝑄max,

1, �̂� ≥ 𝑄max.

Здесь 𝑄1 = 𝑄𝑚𝑖𝑑+𝑄min

2 , 𝑄2 = 𝑄𝑚𝑖𝑑+𝑄max

2 , а 𝑄𝐴𝐶 — дополнительный верхний

порог, как и в алгоритме URED [109].

Один из недавно предложенных вариантов алгоритма RED — это Beta

RED [103] алгоритм, продолжающий заложенную в работах [2; 8; 35;

47; 122; 147; 150] идею использования нелинейной функции (вероятно-

сти) сброса поступающих в систему пакетов. Предложено использовать

плотность бета-распределения в качестве коэффициента, на который умно-

жается максимальная вероятность сброса 𝑝max. При этом параметры

бета-распределения зависят от предопределенного целевого значения длины

очереди. На основе алгоритма BetaRED созданы два алгоритма — Adaptive

Beta RED (ABetaRED [103], реализована возможность менять значения

параметра 𝑝max в зависимости от соотношения средней длины очереди и

целевого значения длины очереди) и Dynamic Beta RED (DBetaRED [103],



34

введение нового параметра — виртуальное целевое значение длины очере-

ди — с последующим его изменением в зависимости от значений средней

длины очереди).

Другой из недавно предложенных — это алгоритм Aggressive Random

Early Detection (AgRED) [74], разработанный для сетей 5G. Вероятность

сброса поступающих пакетов также как и в [2; 8; 35; 47; 103; 122; 147; 150]

является нелинейной и определяется по формуле (для 𝑄min ≤ �̂� ≤ 𝑄max):

𝑝(�̂�) =
1

1 + 𝑃𝑑
, 𝑃𝑑 =

𝑒−�̂� − 𝑒−𝑄min

𝑒−𝑄max − 𝑒−𝑄min
· 𝑒−𝑝max,

где �̂� — средняя длина очереди, 𝑄min и 𝑄max — пороговые значения, 𝑝max

— максимальная вероятность сброса.

Более подробно ознакомиться с вариантами AQM алгоритмов, их опи-

саниями, анализом производительности, сравнением можно ознакомиться

на сайте [128], а также в работах [6; 7; 44; 46].

1.2. Модели с полным и обобщенным обновлением

Впервые термин «обновление» был введен в работе [88] как своеобразный

вариант дисциплины обслуживания заявок, согласно которой заявка, на-

ходящаяся на приборе, в момент окончания своего обслуживания могла

либо сброситьт все другие заявки из накопителя с некоторой ненулевой

вероятностью 𝑞 (вероятность обновления) и уйти из системы, либо с допол-

нительной (обратной) вероятностью 𝑝 = 1− 𝑞 покинуть систему массового



35

обслуживания (СМО), не сбрасывая заявки из накопителя. В работе дока-

зано, что условием существования стационарного распределения в системах

с бесконечным объемом накопителя является отличие от нуля вероятностей

𝑝 и 𝑞, а также рассмотрены одноканальные системы массового обслужива-

ния с дисциплиной обслуживания FIFO (First In First Out), для которых

получен ряд результатов:

• Система с пуассоновским входящим потоком и накопителем ограни-

ченного размера 𝑀 |𝑀𝑅|1|𝑁 (в классификации Башарина-Кендалла и

обозначениях автора), для которой выведена система уравнений рав-

новесия, с помощью производящей функции получены аналитические

выражения для вероятности простоя системы (𝜋0 - в обозначениях

автора) и вероятности переполнения системы 𝜋𝑁 , а так же формула

для расчета стационарного распределения числа заявок в системе.

• Система с групповым пуассоновским входящим потоком и накопите-

лем бесконечной емкости 𝑀𝑋 |𝑀𝑅|1|∞. Выведена система уравнений

равновесия, построена производящая функция числа заявок в системе,

из которой найдена вероятность простоя системы.

• Система с рекуррентным входящим потоком и накопителем конечной

емкости 𝐺𝐼|𝑀𝑅|1|𝑁 . С помощью дополнительной переменной (время,

прошедшее с момента прихода последней заявки) строится марков-

ский процесс и получены выражения для расчета вероятностного

распределения по времени.
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• Система с рекуррентным входящим потоком и накопителем беско-

нечной емкости 𝐺𝐼|𝑀𝑅|1|∞. С помощью дополнительной переменной

(время, прошедшее с момента прихода последней заявки) строится мар-

ковский процесс и получены выражения для расчета вероятностного

распределения по времени.

По предложению П.П. Бочарова был рассмотрен вариант обновления с по-

вторным обслуживанием, когда заявка, опустошившая накопитель, остается

в системе. Система подобного типа была рассмотрена в работах [88; 160]. В

работе [160] исследовалась система массового обслуживания с 𝑛 приборами,

накопителем ограниченной емкости, пуассоновским входящим потоком и

экспоненциальным распределением времени обслуживания заявки на прибо-

ре. Для вывода стационарного распределения числа заявок в системе было

предложено использовать алгоритмы из работы [183], разработанные для

обобщенного процесса рождения и гибели (также подробно представлены в

[19; 119; 161]). Показано, что матричные алгоритмы из [19; 119; 161; 183])

применимы как для систем массового обслуживания с обновлением, так и

для систем массового обслуживания с обновлением и повторным обслужи-

ванием — получены в явном виде выражения для расчета стационарного

распределения (по времени) числа заявок в системе. В качестве частных

случаев рассмотрены марковские системы 𝑀 |𝑀𝑅|𝑛|𝑟 (𝑟 <∞) и 𝑀 |𝑀𝑅𝑅|𝑛|𝑟

(здесь верхний индекс R (renovation) обозначает обновление без повторного

обслуживания, а RR (renovation with reservice) — обновление с повторным
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обслуживанием). Для каждого из частных случаев представлены стацио-

нарные распределения (по времени) числа заявок в системе, формулы для

расчета среднего числа заявок в системе и накопителе.

Если в системе накопитель неограниченного размера, то предложенные в

[160] алгоритмы расчета стационарного распределения числа заявок для

марковских систем [19; 119; 161; 183]) могут быть переформулированы

как для полного обновления, так и для полного обновления с повторным

обслуживанием.

Профессором А.В. Печинкиным понятие обновления было развито — вве-

ден термин «обобщенное обновление»: заявка в момент окончания своего

обслуживания и ухода из системы может сбросить из накопителя не все

заявки, а некоторое произвольное число заявок 𝑘 с заданной вероятностью

𝑞(𝑘) (при этом, как правило, сбрасывается группа из 𝑘 последовательно

расположенных заявок), если в накопителе находится более 𝑘 заявок, либо

может полностью опустошить накопитель (если в нем было менее 𝑘 заявок),

либо сбросить все заявки из накопителя *вне зависимости от их числа), либо

просто покинуть систему, не сбрасывая ни одной заявки из накопителя, с ве-

роятностью 𝑝 = 1−𝑞−
∞∑︀
𝑖=0

𝑞(𝑖) (для системы с неограниченным накопителем)

или 𝑝 = 1 −
𝑟∑︀

𝑖=1

𝑞(𝑖) (для системы с ограниченным накопителем).

В работе [172] исследуется многолинейная система массового обслу-

живания с рекуррентным входящим потоком заявок, экспоненциальным

обслуживанием заявок на приборах, накопителем конечной емкости и обоб-

щенным обновлением 𝐺𝐼|𝑀 |𝑛|𝑟. По моментам поступления заявок в систему
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строится вложенная цепь Маркова, выведена система уравнений равновесия

и показано, как с помощью метода уменьшения числа состояний [19; 119;

161]) вычислять стационарное распределение вероятностей по построенной

вложенной цепи Маркова. Осуществлен переход от стационарного распре-

деления вероятностей по вложенной цепи Маркова к стационарному по

времени распределению вероятностей числа заявок в системе.

Так как потери заявок могут наступать не только из-за переполнения

системы, но и из-за механизма обобщенного обновления, то дополнительно

вычислены вероятность потери принятой в систему заявки, вероятность

сброса заявки из накопителя первой обслужившейся, а также общая ве-

роятность потери заявки (учитывающая как переполнение системы, так

и обобщенное обновление).

Особый интерес в подобных системах представляют временные харак-

теристики, а именно:

• стационарное распределение времени ожидания начала обслуживания

(только для несброшенных заявок)

• стационарное распределение времени пребывания в накопителе сбро-

шенной заявки (время ожидания сброса/потери);

• среднее время ожидания начала обслуживания;

• среднее время пребывания в накопителе до сброса.

Для моделей с обобщенным обновлением в зависимости от того, в каком

порядке поступившие в систему заявки обслуживаются и сбрасываются,
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рассматриваются несколько вариантов комбинаций обслуживания и сброса

(обобщенного обновления):

• Либо принятые в систему заявки обслуживаются начиная с первой

пришедшей (дисциплина обслуживания FIFO — First In First Out) и

сбрасываются группой (группа начинается с первой заявки в накопи-

теле) согласно порядку поступления (First) — вариант FIFO/First;

• Либо принятые в систему заявки обслуживаются согласно порядка

поступления (FIFO), но сбрасываются последлвательной группой, на-

чиная с последней пришедшей заявки (Last) — комбинация FIFO/Last;

• Либо поступившие в систему заявки обслуживаются начиная с по-

следней пришедшей (дисциплина обслуживания LIFO — Last In First

Out), но сбрасываются последовательной группой, начиная с первой

заявки в накопителе (First) — комбинация LIFO/First;

• Либо поступившие в систему как обслуживаются, так и сбрасывают-

ся (последовательной группой), начиная с последней пришедшей —

вариант LIFO/Last;

• Либо заявки обслуживаются согласно дисциплине FIFO, но сбрасыва-

ется группа заявок с любого места в накопителе (Random) — вариант

FIFO/Random;

• Либо зявки обслуживаются согласно дисциплине LIFO, а сброс осу-

ществляется с произвольного места в накопителе — LIFO/Random.
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Первый из представленных вариантов — FIFO/First, был рассмотрен

в работе [172] и для него было доказано, что как стационарная функция

распределения времени ожидания начала обслуживания, так и стационар-

ная функция распределения времени пребывания в накопителе сброшенной

заявки представляют взвешенные по вероятности суммы функций распре-

деления Эрланга, параметрами которого задаются числом обслуженных

заявок в системе и интенсивностью обслуживания.

Затем, в работе [173] были рассмотрены такие комбинации дисциплин

обслуживания и обобщенного обновления, как FIFO/Last, LIFO/First и

LIFO/Last. Для каждого из указанных вариантов были получены в тер-

минах преобразований Лапласа-Стилтьеса (ПЛС) стационарная функция

распределения времени ожидания начала обслуживания и стационарная

функция распределения времени пребывания в накопителе сброшенной

заявки. В работе [169] для комбинаций FIFO/Last, LIFO/First и LIFO/Last

дисциплин обслуживания и обобщенного обновления были получены сред-

ние характеристики.

Следующая система, результаты исследования которой представлены в

работах [143; 168; 171; 177], была система вида 𝐺𝐼|𝑀 |𝑛|∞, исследование

которой также проводилось с помощью вложенной по моментам непосред-

ственно перед поступлением новой заявки в систему цепи Маркова.

В работе [171] в явном виде было найдено стационарное по вложенной

цепи Маркова распределение числа заявок в системе, для которого было до-

казано, что данное распределения представимо в геометрическом виде, если

все приборы в системе заняты. Осуществлен переход к стационарному по
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времени распределению числа заявок в системе, представлены формулы для

расчета стационарного по времени распределения числа заявок в системе.

Также в работах [143; 171], как и в [172] введены и найдены вероятности то-

го, что поступающая в систему заявка либо в дальнейшем будет обслужена,

либо обслужена. Но в отличие от [172] вероятности получены в явном виде.

Особое внимание уделено временным характеристикам системы. Для

варианта обслуживания и обновления FIFO/First в работе [171] доказано,

что как время пребывания в накопителе сброшенной заявки, так и время

ожидания начала обслуживания имеют экспоненциальные распределения

(для обслуженной заявки — со скачком в момент времени ноль). Были

выведены формулы для расчета средних временных характеристик как

обслуженной, так и сброшенной заявок. В [143] представлены основные

результаты [181].

Для вариантов дисциплин обслуживания и обобщенного обновления

FIFO/Last, LIFO/First и LIFO/Last в работе [171] с помощью ПЛС и двой-

ной производящей функции выведены временные характеристики системы

𝐺𝐼|𝑀 |𝑛|∞ были получены аналитические выражения как для стационар-

ных функций распределения времен пребывания в накопителе сброшенной

и обслуженной заявок, так и для средних временных характеристик.

Варианты FIFO/Random и FIFO/Random были рассмотрены в работе

[146] и был представлен аналитический метод расчета среднего времени

ожидания начала обслуживания принятой и несброшенной заявки, а также

среднее время пребывания в системе принятой, но в дальнейшем сброшенной

заявки.
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В работах [168; 170] для вариантов FIFO/First, FIFO/Last, LIFO/First

и LIFO/Last дисциплин обслуживания и обобщенного обновления была

исследована зависимость временных характеристик (для обслуженной и

сброшенной заявок) системы 𝐺𝐼|𝑀 |𝑛|∞ от вероятностного распределения

обобщенного обновления. Это позволяет выбрать наиболее оптимальную

стратегию, минимизирующую время ожидания. В качестве распределения

вероятностей обобщенного обновления были выбраны геометрическое и

пуассоновское распределения. Для вариантов обслживания и обновления

FIFO/First, LIFO/First и LIFO/Last для различных случаев входящего

потока (пуассоновский, эрланговский, поступление подчиняется гамма-

распределению) было исследовано поведение средних времен пребывания в

накопителе обслуженной и сброшенной заявок относительно средних времен

для варианта FIFO/Last, выбранного в качетсве базового как наиболее ти-

пичного для алгоритмов семейства RED активного управления очередями.

В частности, было показано [168; 170], что для варианта FIFO/Last ха-

рактерна наибольшее среднее время пребывания в накопителе обслуженной

заявки в системе по сравнению с другими рассмотренными вариантами

обслуживания и обновления. Также в [168; 170] было показано, что если

вероятности обновления подчиняются геометрическому распределению, то:

• для вариантов FIFO/First и LIFO/Last обслуживания и обобщенного

обновления для обслуженной и сброшенной заявок средние временные

характеристики вне зависимости от загрузки системы;
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• для варианта (FIFO/Last) обслуживания и обобщенного обновления

среднее время пребывания в накопителе сброшенной («убитой» в

терминах работ [168; 170]) заявки принимает наименьшие значения, а

для варианта LIFO/First обслуживания и обобщенного обновления —

наибольшие значения;

• для обслуженной заявки среднее время ожидания начала обслужи-

вания принимает наименьшие значения при варианте LIFO/First

обслуживания и обобщенного обновления, а наибольшие —- для вари-

анта FIFO/Last.

Если вероятности обобщенного обновления подчиняются распределению

Пуассона, то:

• поведение средних времен зависит как от типа входящего потока, так

и от загрузки системы (особенно это видно в случае гамма распреде-

ления входящего потока);

• наибольшие значения среднее время пребывания в накопителе об-

служенной заявки принимает либо в случае комбинации FIFO/Last

обслуживания и обновления (эрланговский или пуассоновский входя-

щий поток), либо, если интервалы времени между последовательными

моментами поступления подчинены гамма распределению, для дисци-

плины LIFO/Last обслуживания и обновления, а наименьшие значения

(при любых рассмотренных вариантах входящего потока) — для дис-

циплины LIFO/First обслуживания и обновления.
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Работа [176] посвящена применению модели обобщенного обновления для

анализа RED-подобного алгоритма с помощью системы массового обслужи-

вания 𝐺|𝑀 |𝑛|∞. Для соответствия классическому алгоритму RED [49] в

накопителе определяются два пороговых значения 𝑞𝑚𝑖𝑛 и 𝑞𝑚𝑎𝑥, 𝑞𝑚𝑖𝑛 < 𝑞𝑚𝑎𝑥.

В зависимости от уровня заполнения накопителя поступающими в систем

пакетами в момент передачи из системы пакета принимается решение о сбро-

се принятых в накопитель пакетов, причем вероятность сброса (функция

сброса, согласно терминологии работы [176]) 𝑝𝑑(𝑞) определяется формулой:

𝑝𝑑(𝑞) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
0, 0 ≤ 𝑞 ≤ 𝑞𝑚𝑖𝑛,

𝑝(𝑞), 𝑞𝑚𝑖𝑛 < 𝑞 ≤ 𝑞𝑚𝑎𝑥,

1, 𝑞 > 𝑞𝑚𝑎𝑥.

Исследование рассматриваемой в работе [176] системы также (как и в

других работах по системам с обобщенным обновлением) проводилось с

помощью вложенной по моментам поступления в систему заявок цепи Мар-

кова, для которой было получено стационарное распределения числа заявок,

вероятности обслуживания или сброса поступающей заявки, временные

характеристики (в терминах ПЛС и средние значения) для обслуженной

заявки. Была проанализирована зависимость стационарного распределения

по вложенной цепи Маркова числа заявок в системе, а также вероятности

сброса принятой в систему заявки, среднего времени ожидания начала

обслуживания от интенсивности входящего потока.
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В дальнейшем, использование систем массового обслуживания с обнов-

лением или обобщенным обновлением для анализа характеристик систем

активного управления очередями типа Random Early Detection (RED) рас-

сматривалось в работах [82; 83; 85]. Для системы 𝑀/𝐷/1/𝑁 были получены

аналитические выражения для таких стационарных характеристик, как

распределение числа заявок в системе и вероятность потери поступившей

в систему заявки. В результате численного моделирования было доказа-

но, что при определенных начальных параметрах модели с обобщенным

обновлением, несмотря на коренное различие в механизмах вероятност-

ного сброса как алгоритма RED, а так же меняя значение вероятностей

обновления 𝑞(𝑖), можно обеспечить необходимый уровень эффективности

функционирования рассматриваемой модели и получить результаты, сопо-

ставимые с результатами модели алгоритма RED (с теми же исходными

параметрами). При этом отмечено, что основная проблема при реализации

моделей с обновлением (обобщенным обновлением) связана с определением

наиболее оптимальных значений вероятностей обновления. То есть, внед-

рение механизма обновления в качестве вероятностного механизма сброса

поступающих пакетов данных требует предварительной и (или) оперативной

настройки параметров обновления. авторы в работах [82; 83; 85] подчер-

кивают необходимость дальнейших исследований моделей с обновлением

для случаев нескольких входящих потоком (в том числе и с различными

приоритетами), а также построение моделей на основе реальных данных

сетевых узлов (маршрутизаторов).
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В работе [83] предложен новый вариант механизма обновления — обнов-

ление с задержкой, смысл которого заключается в том, сброс поступивших

заявок может произойти не в каждый момент окончания обслуживания

на приборе (приборах), а только после некоторого заданного числа окон-

чаний обслуживания. С помощью численного эксперимента показано, что

поведение исследуемой системы с новым алгоритмом обновления аналогич-

но поведению системы с классическим RED алгоритмом (при достаточно

долгом функционировании системы). Представлены выражения для расче-

та таких характеристик как вероятность потери поступающего в систему

пакета (заявки) и среднее число заявок в системе.

Исследование систем с обновлением для случая нескольких входящих

потоков различных приоритетов было предпринято в работах [144; 167; 175].

В работе [175] была осуществлена попытка исследования однолинейной

системы массового обслуживания с накопителем неограниченной емкости,

в которую поступают два пуассоновских потока различной интенсивности,

причем заявки одного потока (приоритетные заявки) в момент окончания

обслуживания на приборе с некоторой отличной от нуля вероятностью

𝑞 сбросить все заявки второго типа (неприоритетные) из накопителя и

покинуть систему, либо с дополнительной вероятностью 𝑝 = 1− 𝑞 просто

покинуть систему. Время обслуживания на приборе имеет экспоненциальное

распределение, параметр 𝜇 которого зависит от типа обслуживаемой заявки

(ее приоритета). Для исследования системы был построен трехмерный

марковский процесс, учитывающий не только число заявок каждого типа

в накопителе, но и тип обслуживаемой на приборе заявки. Доказано, что
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маргинальное распределение числа приоритетных заявок в накопителе, если

на приборе находится неприоритетная заявка, имеет геометрический вид

и зависит от вероятности того, что система пуста (вероятность простоя).

Вероятность простоя системы зависит от маргинальной вероятности 𝑝1,1,·

того, что в накопителе одна приоритетная заявка и на приборе также

находится приоритетная заявка. Также, в [175] приведены формулы для

расчета вероятности обслуживания неприоритетной заявки, вероятности ее

сброса из накопителя приоритетной заявкой, стационарного распределения

времени пребывания в накопителе приоритетных заявок. Но, так как не

найдено в явном виде совместное стационарное по времени распределение

числа заявок обоих типов, то вышеупомянутые вероятностно-временные

характеристики в окончательном виде получить авторам не удалось.

Исследование модели [175] было продолжено в работе [167]. Получено

стационарное распределение вероятностей системы, в терминах производя-

щей функции выведена формула для расчета вероятности обслуживания

неприоритетных заявок, а также формула для расчета среднего числа

неприоритетных заявок. Кроме того получена такая характеристика как

вероятность простоя системы.

В работе [144] была построена с помощью двумерного марковского про-

цесса упрощенная модель, в которой приоритетная заявка, заканчивая

обслуживание, сбрасывает из накопителя неприоритетную заявку с вероят-

ностью, равной единице. Для рассмотренной упрощенной системы в явном

виде были получены такие стационарные характеристики, как число при-

оритетных заявок в системе, вероятность простоя системы, вероятность
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обслуживания и вероятность потери неприоритетной заявки, стационарное

распределение (в терминах ПЛС) времени ожидания начала обслуживания

и среднее время ожидания начала обслуживания неприоритетной заявки.

Но даже для упрощенной модели авторам не удалось вывести в явном виде

выражения для таких характеристик, как стационарное распределение чис-

ла неприоритетных заявок в системе и стационарное распределение времени

ожидания начала обслуживания приоритетной заявки.

Исследование систем с обновлением и повторным обслуживанием (до-

обслуживанием), начатое в работе [160], было продолжено в работах [145;

181] на примере системы массового обслуживания 𝐺𝐼|𝑀𝑅𝑅|1|∞. Исследова-

ние снова проводилось с помощью вложенной по моментам поступления цепи

Маркова, и в рамках проводимого исследования авторами были получены

следующие результаты:

• стационарное по вложенной цепи Маркова распределение числа заявок

в системе, которое имеет геометрический вид [181];

• вероятность обслуживания поступившей заявки (в терминах статьи —

вероятность передачи поступивших в систему пакетов) [181],

• показано, что для несброшенной заявки время ожидания начала обслу-

живания имеет экспоненциальное распределение о скачком в нулевой

момент времени[181], в работе [145] представлено выражение для

среднего времени ожидания начала обслуживания;
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• показано, что время пребывания в накопителе сброшенной заявки

также подчинено экспоненциальному распределению. кроме того для

сброшенной заявки получено выражение для расчета среднего времени

пребывания в накопителе [145];

• стационарное распределение времени пребывания в накопителе

произвольной заявки и среднее время пребывания в накопителе про-

извольной заявки [145].

Исследование систем с обновлением и повторным обслуживанием было

продолжено в [24; 130], где были изучены модели с обобщенным обновлением,

для которых получены аналитические выражения для расчета стационар-

ного распределения числа заявок в системе, вероятности обслуживания

принятой в систему заявки, вероятности сброса принятой в систему заявки,

временные характеристики как для обслуженных, так и для сброшенных

заявок.

Также была рассмотрена система вида 𝑀 |𝐺|1|∞ с обновлением в работах

[21; 22], которая оказалась более сложной для исследования и для которой

были получены только производящая функция числа заявок в системе,

вероятность простоя системы, среднее число заявок в системе, вероятность

отсутствия потерь, распределение времени ожидания начала обслуживания

и среднее время ожидания обслуживания для несброшенных заявок.
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Глава 2. Анализ систем с пороговым

механизмом обновления

2.1. Система массового обслуживания 𝐺/𝑀/1/∞ с

одним порогом, безопасной зоной и обновлением.

В данной главе будут рассмотрены модели с полным обновлением [87; 88;

145; 160; 170] (когда заявка, закончившая обслуживание и покидающая

систему, либо полностью опустошает накопитель и покидает систему с

заданной вероятностью 𝑞, либо с дополнительной вероятностью 𝑝 = 1− 𝑞

покидает систему, не опустошая накопитель), в которые введен пороговый

механизм включения вероятностного сброса.

2.1.1. Описание системы, матрица переходных вероятностей вло-

женной цепи Маркова

Рассмотрим систему массового обслуживания (представлена на рис. 2.1),

состоящую из одного обслуживающего устройства (время обслуживания

на котором подчинено экспоненциальному распределению с параметром

𝜇) и накопителя неограниченной емкости, в котором определено пороговое

значение 𝑄1. В систему поступает рекуррентный поток заявок, функция

распределения времени между последовательными моментами поступления

— 𝐴(𝑥).
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Рис. 2.1.. Однопороговая система с безопасной зоной в накопителе

Определим механизм обновления следующим образом: если число заявок

в накопителе меньше или равно пороговому значению 𝑄1, то никакого

сброса заявок нет. Если же число заявок 𝑖 в накопителе становится больше

порогового значения 𝑄1, то либо с вероятностью 𝑝 заявка, находящаяся на

приборе, после окончания обслуживания просто покидает систему, либо с

вероятностью 𝑞 = 1− 𝑝 заявка в момент ухода из системы сбрасывает все

заявки из накопителя, начиная с𝑄1+1 от начала накопителя (таким образом,

первые 𝑄1 находящиеся в накопителе заявки не могут быть сброшены —

порог 𝑄1 определяет безопасную от сброса зону).

Исследование рассматриваемой системы будем проводить с помощью

вложенной по моментам поступления цепи Маркова, образованной числом

𝜈(𝜏𝑛 − 0) заявок в системе в моменты времени (𝜏𝑛 − 0), где 𝜏𝑛 — момент

поступления 𝑛-й заявки. Множество состояний построенной вложенной

цепи Маркова имеет вид 𝒳 = {0, 1, . . .}.

Для построения матрицы переходных вероятностей вложенной цепи Мар-

кова определим вспомогательные вероятности:

• 𝐴𝑘 — вероятность того, что с момента прихода предыдущей заявки и

до прихода следующей систему покинет ровно 𝑘 (𝑘 ≥ 0) заявок.
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• 𝐴0 — вероятность того, что за время между последовательными прихо-

дами заявок в систему, заявка на приборе не закончила обслуживание.

Тогда элементы 𝑝𝑖,𝑗 (вероятности того, что в момент прихода заявки в

системе 0𝑗 заявок (𝑗 = 0, 𝑖+ 1), если в момент прихода предыдущей заявки

было 𝑖 (𝑖 ≥ 0) заявок) матрицы переходных вероятностей вложенной цепи

Маркова определяются по приведенным далее формулам.

Если к приходу следующей заявки на приборе не закончилось обслужи-

вание (в момент прихода текущей заявки в системе было 𝑖 и стало 𝑖+ 1 к

моменту прихода следующей), то вероятность того, что систему не покинула

ни одна заявка, определяется по формуле (2.1).

𝑝𝑖,𝑖+1 = 𝐴0 =

∞∫︁
0

𝑒−𝜇𝑒𝑑𝐴(𝑥) = 𝛼(𝜇), (2.1)

где 𝛼(𝑠) — преобразование Лапласа-Стилтьеса (ПЛС) функции 𝐴(𝑥).

Вероятность того, что в момент прихода новой заявки в системе будет 0

заявок, если в момент прихода предыдущей заявки также было 0 заявок

определяется по формуле (2.2).

𝑝0,0 =

∞∫︁
0

(1− 𝑒−𝜇𝑒)𝑑𝐴(𝑥) = 1− 𝛼(𝜇). (2.2)

Пусть 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑄1 + 1, где 𝑖 — число заявок в системе, пороговое значение

в накопителе не превышено, механизм обновления не включен. Тогда можно
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записать следующие уравнения для переходных вероятностей (2.3) и (2.4):

𝑝𝑖,𝑖+1 = 𝐴0 = 𝛼(𝜇), (2.3)

𝑝𝑖,𝑗 = 𝐴𝑖+1−𝑗 =

∞∫︁
0

(𝜇𝑥)𝑖+1−𝑗

(𝑖+ 1− 𝑗)!
𝑒−𝜇𝑥𝑑𝐴(𝑥). (2.4)

Для перехода в нулевое состояние верна формула (2.5)

𝑝𝑖,0 = 1−
𝑖−1∑︁
𝑗=1

𝑝𝑖,𝑗, (2.5)

Пусть 𝑖 > 𝑄1 + 1 и 𝑗 ≥ 𝑄1 + 1 — порог 𝑄1 был преодолен к приходу

предыдущей заявки и остался превышенным к моменту поступления следу-

ющей. Тогда будем иметь следующие выражения (2.6) и (2.7)для расчета

вероятностей:

𝑝𝑖,𝑖+1 = 𝐴0 = 𝛼(𝜇), (2.6)

𝑝𝑖,𝑗 = 𝐴𝑖+1−𝑗 =

∞∫︁
0

(𝜇𝑥)𝑖+1−𝑗

(𝑖+ 1− 𝑗)!
𝑒−𝜇𝑥𝑝𝑖+1−𝑗𝑑𝐴(𝑥), (2.7)

где 𝑖+ 1− 𝑗 — это число заявок, которое должно покидать систему только

за счет обслуживания.

Рассмотрим случай, когда 𝑖 > 𝑄1 + 1, 𝑗 = 𝑄1. Определим вероятность

𝑝𝑖,𝑄1
= 𝑃{ либо 𝑖+1−𝑄1 обслужились и ушли}+𝑃{𝑘 заявок из 𝑖+1−𝑄1

обслужились и последняя 𝑘-ая заявка сбросила заявки из накопителя (из

расположенных после порога)}. Тогда справедливо выражение (2.8)
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𝑝𝑖,𝑄1
=

∞∫︁
0

(𝜇𝑥)𝑖+1−𝑄1𝑒−𝜇𝑥

(𝑖+ 1−𝑄1)!
𝑝𝑖+1−𝑄1𝑑𝐴(𝑥) +

𝑖+1−𝑄1∑︁
𝑘=1

∞∫︁
0

(𝜇𝑥)𝑘𝑒−𝜇𝑥

𝑘!
𝑝𝑘−1𝑞𝑑𝐴(𝑥).

(2.8)

Рассмотрим случай, когда 𝑖 > 𝑄1 + 1, а 0 < 𝑗 < 𝑄1 (в момент прихода

предыдущей заявки пороговое значение 𝑄1 в накопителе было преодолено и

работал механизм вероятностного сброса, но к приходу следующей заявки

механизм обновления отключился).

Вспомогательная вероятность 𝐴𝑖,𝑗(𝑥) того, что цепь Маркова перейдет за

время 𝑥 из состояния 𝑖 в состояние 𝑗 определяется формулой (2.9):

𝑝𝑖,𝑗 =

∞∫︁
0

𝑥∫︁
0

𝐴𝑖+1,𝑄1
(𝑦)𝑑𝑦𝐴*

𝑄1,𝑗
(𝑥− 𝑦)𝑑𝐴(𝑥), (2.9)

где 𝐴𝑖+1,𝑄1
(𝑦) — переход из состояния 𝑖 в 𝑗 за время 𝑦, 𝐴*

𝑄1,𝑗
(𝑥−𝑦) — переход

из состояния 𝑖 в 𝑗 за оставшееся время 𝑥 − 𝑦.

𝐴𝑖,𝑄−1(𝑦) =
(𝜇𝑦)𝑖+1−𝑄𝑖

(𝑖+ 1−𝑄𝑖)!
𝑒−𝜇𝑦𝑝𝑖+1−𝑄𝑖 +

𝑖+1−𝑄𝑖∑︁
𝑘=1

(𝜇𝑦)𝑘

𝑘!
𝑒−𝜇𝑦𝑝𝑘−1𝑞,

𝐴*
𝑄1,𝑗

(𝑥− 𝑦) =
(𝜇(𝑥− 𝑦))𝑄1−𝑗

(𝑄1 − 𝑗)!
𝑒−𝜇(𝑥−𝑦).
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2.1.2. Стационарное по вложенной цепи Маркова распределение

вероятностей числа заявок в системе

Для стационарных по вложенной цепи Маркова 𝜋𝑖 (𝑖 ≥ 0) вероятностей того,

что в системе ровно 𝑖 (𝑖 ≥ 0) заявок справедлива система уравнений (2.10):

𝜋0 =
∞∑︁
𝑖=0

𝜋𝑖𝑝𝑖,0, 𝜋𝑖 =
∞∑︁

𝑗=𝑖−1

𝜋𝑗𝑝𝑗,𝑖, 𝑖 ≥ 1, (2.10)

где вероятности 𝑝𝑖,𝑗 (𝑗 = 0, 𝑖+ 1), 𝑖 (𝑖 ≥ 0) определяются формулами (2.1),

(2.2), (2.3), (2.4), (2.5), (2.6), (2.7), (2.8), (2.9).

Утверждение 2.1. При 𝑖 ≥ 𝑄1 + 1 стационарные вероятности 𝜋𝑖 пред-

ставимы в следующем виде:

𝜋𝑖 = 𝜋𝑄1+1 · 𝑔𝑖−𝑄1−1, 𝑔 = 𝛼(𝜇(1− 𝑝𝑔)), 𝑔 ∈ (0, 1). (2.11)

Доказательство: Докажем, что как и в работах [87; 88; 145; 160; 170], при

𝑖 ≥ 𝑄1+1 для стационарных вероятностей 𝜋𝑖 верны формулы (2.11) и (2.12).

Согласно (2.10)

𝜋𝑄1+𝑖+1 =
∞∑︁

𝑗=𝑄1+𝑖

𝜋𝑗 · 𝑝𝑗,𝑄1+𝑖+1, 𝑖 ≥ 0

Подставим вместо переходной вероятности 𝑝𝑗,𝑄1+𝑖+1 ее выражение из фор-

мулы (2.7) и, предполагая, что формула (2.11) верна, упростим данное

выражение: :
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𝜋𝑄1+𝑖+1 =
∞∑︁

𝑗=𝑄1+𝑖

𝜋𝑗

∞∫︁
0

(𝜇𝑥)𝑖+1−𝑗

(𝑖+ 1− 𝑗)!
𝑒−𝜇𝑥𝑝𝑖+1−𝑗𝑑𝐴(𝑥) =

=
∞∑︁

𝑗=𝑄1+𝑖

𝜋𝑄1+1𝑔
𝑗−𝑄1−1

∞∫︁
0

(𝜇𝑥)𝑖+1−𝑗

(𝑖+ 1− 𝑗)!
𝑒−𝜇𝑥𝑝𝑖+1−𝑗𝑑𝐴(𝑥) =

= 𝜋𝑄1+1

∞∑︁
𝑗=0

𝑔𝑗−1+𝑖

∞∫︁
0

(𝜇𝑥)𝑗

(𝑗)!
𝑒−𝜇𝑥𝑝𝑗𝑑𝐴(𝑥) =

= 𝜋𝑄1+1𝑔
𝑖−1

∞∫︁
0

(︃ ∞∑︁
𝑗=0

(𝑝𝑔𝜇𝑥)𝑗

(𝑗)!

)︃
𝑒−𝜇𝑥𝑑𝐴(𝑥) = 𝜋𝑄1+1𝑔

𝑖−1

∞∫︁
0

𝑒𝜇𝑝𝑔𝑥𝑒−𝜇𝑥𝑑𝐴(𝑥) =

= 𝜋𝑄1+1𝑔
𝑖−1

∞∫︁
0

𝑒−𝜇(1−𝑝𝑔)𝑥𝑑𝐴(𝑥) = 𝜋𝑄1+1𝑔
𝑖−1𝛼(𝜇(1− 𝑝𝑔)).

Таким образом:

𝜋𝑄1+𝑖+1 = 𝜋𝑄1+1𝑔
𝑖−1𝛼(𝜇(1− 𝑝𝑔)),

и, исходя из (2.11), получаем, что параметр 𝑔 является решением уравнения

𝑔 = 𝛼(𝜇(1− 𝑝𝑔)), 𝑔 ∈ (0, 1). (2.12)

Доказательство завершено.

Для стационарных вероятностей по вложенной цепи Маркова верно:

1 =
∞∑︁
𝑖=0

𝜋𝑖 =

𝑄1∑︁
𝑖=0

𝜋𝑖 +
∞∑︁

𝑖=𝑄1+1

𝜋𝑖. (2.13)
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Используя формулу (2.11) получаем, что (2.13) представима в виде (2.14):

1 =

𝑄1∑︁
𝑖=0

𝜋𝑖 +
∞∑︁

𝑖=𝑄1+1

𝜋𝑄1+1𝑔
𝑖−𝑄1−1 =

𝑄1∑︁
𝑖=0

𝜋𝑖 + 𝜋𝑄1+1
1

1− 𝑔
. (2.14)

Таким образом, вероятность того, что механизм обновления не включен,

определяется по формуле:

𝑄1∑︁
𝑖=0

𝜋𝑖 = 1− 𝜋𝑄1+1

1− 𝑔
. (2.15)

2.1.3. Вероятность обслуживания и вероятность потери посту-

пающей в систему заявки

Обозначим через 𝑝(𝑠𝑒𝑟𝑣) вероятность того, что поступившая в систему заявка

будет обслужена, а через 𝑝(𝑙𝑜𝑠𝑠) — вероятность того, что поступившая в

систему заявка будет сброшена из накопителя (не будет обслужена).

Утверждение 2.2. Вероятности 𝑝(𝑠𝑒𝑟𝑣) и 𝑝(𝑙𝑜𝑠𝑠) определяются по фор-

мулам:

𝑝(𝑠𝑒𝑟𝑣) = 1− 𝜋𝑄1+1 ·
𝑞

(1− 𝑔)(1− 𝑝𝑔)
, 𝑝(𝑙𝑜𝑠𝑠) = 𝜋𝑄1+1

𝑞

(1− 𝑔)(1− 𝑔𝑝)
.

Доказательство: Введем вспомогательную вероятность 𝑝(𝑠𝑒𝑟𝑣)𝑖 — услов-

ная вероятность того, что заявка поступившая в систему и заставшая в ней

𝑖 других заявок перейдет на обслуживание.

Если 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑄1 (порог в накопителе не достигнут), 𝑝(𝑠𝑒𝑟𝑣)𝑖 = 1 (заявка

не будет сброшена).
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Если 𝑖 ≥ 𝑄1 + 1 (порог в накопителе (с учетом поступившей заявки)

преодолен), то заявки, за счет которых в накопителе было преодолено

пороговое значение 𝑄1, должны обслуживаться и с вероятностью 𝑝 просто

уйти. Тогда

𝑝
(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖 = 𝑝𝑖−𝑄1.

Используя формулы (2.11) и (2.15), получим

𝑝(𝑠𝑒𝑟𝑣) =

𝑄1∑︁
𝑖=0

𝜋𝑖 +
∞∑︁

𝑖=𝑄1+1

𝜋𝑖𝑝
𝑖−𝑄1 = 1− 𝜋𝑄1+1 ·

𝑞

(1− 𝑔)(1− 𝑝𝑔)
,

где 𝑞 — вероятность сброса всех заявок из накопителя.

Используя следующее условие

𝑝(𝑙𝑜𝑠𝑠) + 𝑝(𝑠𝑒𝑟𝑣) = 1,⇒ 𝑝(𝑙𝑜𝑠𝑠) = 1− 𝑝(𝑠𝑒𝑟𝑣),

получим, что

𝑝(𝑙𝑜𝑠𝑠) = 𝜋𝑄1+1
𝑞

(1− 𝑔)(1− 𝑔𝑝)
.

Доказательство завершено.
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2.1.4. Временные характеристики системы

Предположим, что поступающие в систему заявки обслуживаются согласно

порядку поступления — дисциплина обслуживания FCFS (First Come First

Served) или FIFO (First In First Out).

Обозначим через 𝑊 (𝑠𝑒𝑟𝑣)(𝑥) стационарную функцию распределения време-

ни ожидания начала обслуживания поступившей в систему заявки, а через

𝑊 (𝑙𝑜𝑠𝑠)(𝑥) стационарную функцию распределения времени пребывания в

накопителе сброшенной заявки.

Обозначим через 𝑤(𝑠𝑒𝑟𝑣)(𝑥) и 𝑤(𝑙𝑜𝑠𝑠)(𝑥) — плотности распределения, а

через 𝜔(𝑠𝑒𝑟𝑣)(𝑥) и 𝜔(𝑙𝑜𝑠𝑠)(𝑥) преобразования Лапласа-Стилтьеса функций

𝑊 (𝑠𝑒𝑟𝑣)(𝑥) и 𝑊 (𝑙𝑜𝑠𝑠)(𝑥).

Введем следующие условные вероятности:

• 𝑊
(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖 (𝑥) — условная вероятность того, что за время меньше 𝑥 заявка,

поступившая в систему и заставшая в ней 𝑖 других заявок, перейдет

на прибор.

• 𝑊
(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖 (𝑥) — условная вероятность того, что за время меньше 𝑥 заявка,

поступившая в систему и заставшая в ней 𝑖 других заявок, будет

сброшена,

и обозначим через 𝑤(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖 (𝑥) и 𝑤

(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖 (𝑥) соответствующие условные плот-

ности.
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Тогда

𝑊 (𝑠𝑒𝑟𝑣)(𝑥) =
1

𝑝(𝑠𝑒𝑟𝑣)

∞∑︁
𝑖=0

𝑊
(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖 (𝑥)𝜋𝑖, 𝑤(𝑠𝑒𝑟𝑣)(𝑥) =

1

𝑝(𝑠𝑒𝑟𝑣)

∞∑︁
𝑖=0

𝑤
(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖 (𝑥)𝜋𝑖,

𝑊 (𝑙𝑜𝑠𝑠)(𝑥) =
1

𝑝(𝑙𝑜𝑠𝑠)

∞∑︁
𝑖=0

𝑊
(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖 (𝑥)𝜋𝑖, 𝑤(𝑙𝑜𝑠𝑠)(𝑥) =

1

𝑝(𝑙𝑜𝑠𝑠)

∞∑︁
𝑖=0

𝑤
(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖 (𝑥)𝜋𝑖.

Временные характеристики для обслуженной заявки

Рассмотрим сначала обслуженную заявку (то есть ту заявку, которая, по-

ступив в систему, перешла на обслуживание).

Утверждение 2.3. Преобразование Лапласа-Стилтьеса функции рас-

пределения времени ожидания начала обслуживания имеет вид (2.16)

𝜔(𝑠𝑒𝑟𝑣)(𝑠) =
1

𝑝(𝑠𝑒𝑟𝑣)

(︃
𝑄1∑︁
𝑖=0

(︂
𝜇

𝜇+ 𝑠

)︂𝑖

𝜋𝑖 + 𝑝

(︂
𝜇

𝜇+ 𝑠

)︂𝑄1+1

𝜋𝑄1+1
𝜇+ 𝑠

𝜇+ 𝑠− 𝑝𝜇𝑔

)︃
.

(2.16)

Доказательство: Если 𝑖 = 0 (система пустая), то 𝑊 (𝑠𝑒𝑟𝑣)
0 (𝑥) = 1.

Используя введенные плотности 𝑤(𝑠𝑒𝑟𝑣)(𝑥) и условные плотности 𝑤(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖 (𝑥),

можно записать, что

𝑤(𝑠𝑒𝑟𝑣)(𝑥) =
1

𝑝(𝑠𝑒𝑟𝑣)

⎛⎝ 𝑄1∑︁
𝑖=0

𝑤
(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖 (𝑥)𝜋𝑖 +

∞∑︁
𝑖=𝑄1+1

𝑤
(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖 (𝑥)𝜋𝑖

⎞⎠ ,

где

𝑤
(𝑠𝑒𝑟𝑣)
0 (𝑥) = 0, 𝑤

(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖 (𝑥) =

𝜇𝑖𝑥𝑖−1

(𝑖− 1)!
𝑒−𝜇𝑥, 𝑖 = 1, 𝑄1,
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𝑤
(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖 (𝑥) = 𝑝𝑖

𝜇𝑖𝑥𝑖−1

(𝑖− 1)!
𝑒−𝜇𝑥, 𝑖 ≥ 𝑄1 + 1.

И тогда

𝑤(𝑠𝑒𝑟𝑣)(𝑥) =
1

𝑝(𝑠𝑒𝑟𝑣)

⎛⎝ 𝑄1∑︁
𝑖=1

𝜇𝑖𝑥𝑖−1

(𝑖− 1)!
𝑒−𝜇𝑥𝜋𝑖 +

∞∑︁
𝑖=𝑄1+1

𝑝𝑖−𝑄1
𝜇𝑖𝑥𝑖−1

(𝑖− 1)!
𝑒−𝜇𝑥𝜋𝑖

⎞⎠ .

Переходя к преобразованиям Лапласа-Стилтьеса функций 𝑊 (𝑠𝑒𝑟𝑣)(𝑥) и

𝑊
(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖 (𝑥) (𝑖 ≥ 0), получим:

𝜔
(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖 (𝑠) =

(︂
𝜇

𝜇+ 𝑠

)︂𝑖

, 𝑖 = 0, 𝑄1, 𝜔
(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖 (𝑠) = 𝑝𝑖−𝑄𝑖

(︂
𝜇

𝜇+ 𝑠

)︂𝑖

, 𝑖 > 𝑄1,

Суммируя, окончательно получим:

𝜔(𝑠𝑒𝑟𝑣)(𝑠) =
1

𝑝(𝑠𝑒𝑟𝑣)

∞∑︁
𝑖=0

𝜔
(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖 (𝑠)𝜋𝑖 =

1

𝑝(𝑠𝑒𝑟𝑣)

(︃
𝑄1∑︁
𝑖=0

(︂
𝜇

𝜇+ 𝑠

)︂𝑖

𝜋𝑖 + 𝑝

(︂
𝜇

𝜇+ 𝑠

)︂𝑄1+1

𝜋𝑄1+1
𝜇+ 𝑠

𝜇+ 𝑠− 𝑝𝜇𝑔

)︃
.

Доказательство завершено.

Временные характеристики для сброшенной заявки

Перейдем теперь к сброшенной (заявке, принятой в систему и в дальнейшем

сброшенной из накопителя) или «убитой» заявке (в терминах [87; 88; 160;

168; 170; 171]).

Утверждение 2.4. Преобразование Лапласа-Стилтьеса функции рас-

пределения времени пребывания в накопителе сброшенной заявки имеет
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вид (2.17)

𝜔(𝑙𝑜𝑠𝑠)(𝑠) =
1

𝑝(𝑙𝑜𝑠𝑠)
· 𝑞𝜋𝑄1+1

1− 𝑔
· 𝜇

𝜇+ 𝑠− 𝜇𝑝𝑔
. (2.17)

Доказательство: Стоит отметить, что если поступающая в систему

заявка застает в ней 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑄1 других заявок, то она не может быть

сброшена, так как будет находиться в безопасной зоне.

𝑤(𝑙𝑜𝑠𝑠)(𝑥) =
1

𝑝(𝑙𝑜𝑠𝑠)

∞∑︁
𝑖=𝑄1+1

𝑤
(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖 (𝑥)𝜋𝑖 =

1

𝑝(𝑙𝑜𝑠𝑠)

∞∑︁
𝑖=1

𝑤
(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑄1+𝑖 (𝑥)𝜋𝑄1+𝑖,

где

𝑤
(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖 (𝑥) =

𝑖∑︁
𝑗=1

𝑞𝑝𝑗−1 𝜇
𝑗𝑥𝑗−1

(𝑗 − 1)!
𝑒−𝜇𝑥, 𝑖 ≥ 𝑄1 + 1.

В терминах ПЛС:

𝜔
(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑄1+𝑖 (𝑠) =

𝑖∑︁
𝑗=1

𝑞𝑝𝑗−1

(︂
𝜇

𝜇+ 𝑠

)︂𝑗

, 𝑖 ≥ 𝑄1 + 1.

И тогда

𝜔(𝑙𝑜𝑠𝑠)(𝑠) =
1

𝑝(𝑙𝑜𝑠𝑠)

∞∑︁
𝑖=0

𝜔
(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖 (𝑠)𝜋𝑖 =

1

𝑝(𝑙𝑜𝑠𝑠)
· 𝑞𝜋𝑄1+1

1− 𝑔
· 𝜇

𝜇+ 𝑠− 𝜇𝑝𝑔
.

Доказательство завершено.
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Обозначим через 𝑤(𝑙𝑜𝑠𝑠) — среднее время пребывания в накопителе для

сброшенной заявки.

𝑤(𝑙𝑜𝑠𝑠) = −
(︁
𝜔(𝑙𝑜𝑠𝑠)(𝑠)

)︁′

𝑠=0
= −

(︂
1

𝑝(𝑙𝑜𝑠𝑠)
· 𝑞𝜋𝑄1+1

1− 𝑔
· 𝜇

𝜇+ 𝑠− 𝜇𝑝𝑔

)︂′

𝑠=0

=

=
1

𝑝(𝑙𝑜𝑠𝑠)
· 𝑞𝜋𝑄1+1

1− 𝑔
· 1

𝜇(1− 𝑝𝑔)
.

2.1.5. Временные характеристики для случая инверсионного об-

служивания заявок

Воспользуемся введенными ранее обозначениями.

Если система в момент поступления рассматриваемой заявки пуста (𝑖 = 0,

то заявка сразу переходит на обслуживание.

Если же в момент поступления заявки прибор занят, но имеется хотя бы

одно свободное место в безопасной зоне (0 < 𝑖 ≤ 𝑄1), то, так как обслужи-

вание в инверсионном порядке, приходится учитывать заявки, поступившие

в систему после рассматриваемой. Первый вариант, если с учетом вновь

пришедших заявок порог 𝑄1 не преодолен (0 < 𝑖 + 𝑗 ≤ 𝑄1) (заявки не

могут быть сброшены):

w(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖,𝑗 (𝑥) =

𝜇𝑗+1𝑥𝑗

𝑗!
𝑒−𝜇𝑥𝐴(𝑥) +

𝑥∫︁
0

𝑗∑︁
𝑘=0

(𝜇𝑦)𝑘

𝑘!
𝑒−𝜇𝑦w(𝑠𝑒𝑟𝑣)

𝑖,𝑗−𝑘+1(𝑥− 𝑦).

Второй вариант, когда за счет вновь поступивших в систему заявок пре-

вышено в накопителе пороговое значение ( 𝑖+ 𝑗 > 𝑄1) (рассматриваемая

заявка не может быть сброшена, так как находится в безопасной зоне,
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но время ожидания начала обслуживания может быть сокращено за счет

сброса пришедших после заявок):

w(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖,𝑗 (𝑥) =

𝑖+𝑗−𝑄1∑︁
𝑘=1

𝑝𝑘−1𝑞
𝜇𝑄1−𝑖+𝑘𝑥𝑄1−𝑖+𝑘−1

(𝑄1 − 𝑖+ 𝑘 − 1)!
𝑒−𝜇𝑥𝐴𝑥+

+

𝑥∫︁
0

𝑖+𝑗−𝑄1∑︁
𝑘=0

𝑝𝑘
(𝜇𝑦)𝑘

𝑘!
𝑒−𝜇𝑦𝑑𝐴(𝑦)w(𝑠𝑒𝑟𝑣)

𝑖,𝑗−𝑘+1(𝑥− 𝑦)+

+

𝑥∫︁
0

𝑖+𝑗−𝑄1∑︁
𝑘=1

𝑝𝑘−1𝑞
(𝜇𝑦)𝑘

𝑘!
𝑒−𝜇𝑦𝑑𝐴(𝑦)w(𝑠𝑒𝑟𝑣)

𝑖,𝑄1−𝑖(𝑥− 𝑦)+

+

𝑥∫︁
0

𝑦∫︁
0

𝑖+𝑗−𝑄1∑︁
𝑘=1

𝑝𝑘−1𝑞
(𝜇𝑧)𝑘

𝑘!
𝑒−𝜇𝑧𝑑𝑧

𝑄1−𝑖−1∑︁
𝑘=0

(𝜇𝑦)𝑘

𝑘!
𝑒−𝜇𝑦𝑑𝐴(𝑦) · w(𝑠𝑒𝑟𝑣)

𝑖,𝑄1−𝑖−𝑘+𝑖(𝑥).

Если же в момент поступления заявки в накопителе было 𝑖 других за-

явок, причем 𝑖 ≥ 𝑄1, то превышается значение порогового механизма и

включается вероятностный сброс заявок:

w(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖,𝑗 (𝑥) = 𝑝𝑗+1 · 𝜇

𝑗+𝑖𝑥𝑗

𝑗!
· 𝑒−𝜇𝑥𝐴(𝑥)+

+

𝑥∫︁
0

𝑗∑︁
𝑘=0

𝑝𝑘 · (𝜇𝑦)
𝑘

𝑘!
𝑒−𝜇𝑦𝑑𝐴(𝑦) · w(𝑠𝑒𝑟𝑣)

𝑖,𝑗−𝑘+1(𝑥− 𝑦).

Утверждение 2.5. Преобразование Лапласа-Стилтьеса функции рас-

пределения времени пребывания в накопителе сброшенной заявки имеет

вид (2.18)

𝜔(𝑙𝑜𝑠𝑠)(𝑠) =
𝜋𝑄1+1

𝑝(𝑙𝑜𝑠𝑠)
· 𝑞𝜇𝛼(𝜇+ 𝑠− 𝜇𝑝𝑢(𝑠))

(1− 𝑔)(1− 𝑢(𝑠))
. (2.18)
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Доказательство: Если в момент поступления заявки в накопителе 𝑖 ≥ 𝑄1

других заявок, то из-за включившегося механизма обновления поступающая

в систему заявка может быть сброшена (либо до прихода следующей заявки,

либо после прихода в систему других заявок):

w(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖,𝑗 (𝑥) =

𝑗+1∑︁
𝑘=1

𝑝𝑘−1𝑞 · 𝜇
𝑘𝑥𝑘−1

(𝑘 − 1)!
· 𝑒−𝜇𝑥𝐴(𝑥)+

+

𝑥∫︁
0

𝑗∑︁
𝑘=0

𝑝𝑘 · (𝜇𝑦)
𝑘

𝑘!
𝑒−𝜇𝑦𝑑𝐴(𝑦)w(𝑙𝑜𝑠𝑠)

𝑖,𝑗−𝑘+1(𝑥− 𝑦).

Рассмотрим ПЛС для сброшенной заявки при 𝑖 ≥ 𝑄1:

𝜔
(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖,𝑗 (𝑠) =

𝑗+1∑︁
𝑘=1

𝑝𝑘−1𝑞 · (−1)𝑘−1𝜇𝑘

(𝑘 − 1)!
· 𝛼(𝐾−1)(𝜇+ 𝑠)+

+

𝑗∑︁
𝑘=0

𝑝𝑘 · (−𝜇)
𝑘

𝑘!
𝛼(𝑘)(𝜇+ 𝑠) · 𝜔(𝑙𝑜𝑠𝑠)

𝑖,𝑗−𝑘+1(𝑠).

Тогда верно, что:

w(𝑙𝑜𝑠𝑠)(𝑥) =
1

𝑝(𝑙𝑜𝑠𝑠)

∞∑︁
𝑖=𝑄1+1

w(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖,0 (𝑥)𝜋𝑖, 𝜔(𝑙𝑜𝑠𝑠)(𝑠) =

1

𝑝(𝑙𝑜𝑠𝑠)

∞∑︁
𝑖=𝑄1+1

𝜔
(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖,0 (𝑠)𝜋𝑖.

Как и в [170; 177] рассмотрим производящую функцию:

𝜔
(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖 (𝑠, 𝑢) =

∞∑︁
𝑗=0

𝜔
(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖,𝑗 (𝑠)·𝑢𝑗 =

∞∑︁
𝑗=0

𝑢𝑗

(︃
𝑗+1∑︁
𝑘=1

𝑝𝑘−1𝑞
(−1)𝑘−1𝜇𝑘

(𝑘 − 1)!
𝛼(𝑘−1)(𝜇+ 𝑠)+

+

𝑗∑︁
𝑘=0

𝑝𝑘
(−𝜇)𝑘

𝑘!
𝛼(𝑘)(𝜇+ 𝑠) · 𝜔(𝑙𝑜𝑠𝑠)

𝑖,𝑗−𝑘+1(𝑠)

)︃
=
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=
𝑞 · 𝜇
1− 𝑢

𝛼(𝜇+ 𝑠− 𝜇𝑝𝑢) +
1

𝑢
𝛼(𝜇+ 𝑠− 𝜇𝑝𝑢)

(︁
𝜔
(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖 (𝑢, 𝑠)− 𝜔

(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖,0 (𝑠)

)︁
,

и выразим 𝜔
(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖 (𝑢, 𝑠).

𝜔
(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖 (𝑠, 𝑢) =

𝑢𝑞𝜇𝛼(𝜇+ 𝑠− 𝜇𝑝𝑢)− (1− 𝑢)𝛼(𝜇+ 𝑠− 𝜇𝑝𝑢) · 𝜔(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖,0 (𝑠)

(1− 𝑢)(𝑢− 𝛼(𝜇+ 𝑠− 𝜇𝑝𝑢))
.

(2.19)

Обозначим знаменатель выражения (2.19) через 𝑓(𝑢) = 𝑓(𝑢, 𝑠), то есть

𝑓(𝑢) = 𝑓(𝑢, 𝑠) = 𝑢− 𝛼(𝑠+ 𝜇− 𝑝𝜇𝑢) и рассмотрим уравнение 𝑓(𝑢) = 0.

Аналогично [168; 177], поскольку при всех 𝑠 ≥ 0 выполнены неравенства

𝑓(0) = −𝛼(𝑠+𝜇) < 0, 𝑓(1) = 1−𝛼(𝑠+𝜇(1−𝑝)) ≥ 0, и, кроме того, при всех

0 < 𝑢 < 1 и 𝑠 ≥ 0 справедливо неравенство 𝑓 ′′(𝑢) = −(𝜇𝑝)2𝛼′′(𝑠+𝜇−𝑝𝜇𝑢) ≤

0, то функция 𝑓(𝑢) является на интервале (0, 1) при всех 𝑠 ≥ 0 выпуклой

(вверх) функцией и уравнение 𝑓(𝑢) = 0 имеет единственное решение 𝑢(𝑠).

Используя свойство непрерывности функции 𝜔(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖 (𝑠, 𝑢) и учитывая ра-

венство нулю знаменателя правой части формулы (2.19) в точке 𝑢(𝑠), делаем

вывод, что в этой точке равен нулю и числитель правой части этой формулы

𝑢𝑞𝜇𝛼(𝜇+ 𝑠− 𝜇𝑝𝑢)− (1− 𝑢) · 𝑢 · 𝜔(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖,0 (𝑠) = 0,

что приводит к равенству

𝜔
(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖,0 (𝑠) =

𝑞𝜇 · 𝛼(𝜇+ 𝑠− 𝜇𝑝𝑢)

1− 𝑢
.
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Таким образом, стационарное распределение времени пребывания в си-

стеме сброшенной заявки имеет ПЛС:

𝜔(𝑙𝑜𝑠𝑠)(𝑠) =
𝜋𝑄1+1

𝑝(𝑙𝑜𝑠𝑠)
· 𝑞𝜇𝛼(𝜇+ 𝑠− 𝜇𝑝𝑢(𝑠))

(1− 𝑔)(1− 𝑢(𝑠))
.

Доказательство завершено.

2.1.6. Среднее число обслуженных и сброшенных заявок

Пусть случайная величина 𝜉(𝑙𝑜𝑠𝑠) — число сброшенных из поступивших

в систему заявок, а случайная величина 𝜉(𝑠𝑒𝑟𝑣) — число обслуженных из

поступивших в систему заявок.

Пусть 𝜋
(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖 = 𝑃{𝜉(𝑙𝑜𝑠𝑠) = 𝑖} — вероятность того, что будет сброшено

ровно 𝑖 заявок из поступивших, 𝑖 ≥ 0.

Вероятности 𝜋
(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖 определяются по следующей формуле:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝜋
(𝑙𝑜𝑠𝑠)
0 =

𝑄1+1∑︁
𝑖=0

𝜋𝑖 +
∞∑︁

𝑖=𝑄1+2

𝜋𝑖𝑝
𝑖−𝑄1−1,

𝜋
(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑘 =

∞∑︁
𝑖=𝑄1+1+𝑘

𝜋𝑖𝑞𝑝
𝑖−𝑄1−𝑘. 𝑘 ≥ 1.

Среднее число сброшенных заявок 𝑁 (𝑙𝑜𝑠𝑠) определяется по формуле (2.20)

𝑁 (𝑙𝑜𝑠𝑠) =
∞∑︁
𝑖=0

𝑖𝜋
(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖 =

𝑞 · 𝜋𝑄1+1

(1− 𝑝𝑔)(1− 𝑔)2
. (2.20)
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Пусть 𝜋(𝑠𝑒𝑟𝑣)𝑖 = 𝑃{𝜉(𝑠𝑒𝑟𝑣) = 𝑖} — вероятность того, что будет обслужено

ровно 𝑖 заявок из поступивших, 𝑖 > 0.

Вероятности 𝜋
(𝑙𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖 определяются по следующей формуле:

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜋
(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖 = 𝜋𝑖−1 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑄1

𝜋
(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑄1+𝑖 = 𝜋𝑄1+𝑖−1𝑝

𝑖−1 +
∞∑︁

𝑘=𝑄1+𝑖

𝜋𝑘𝑞𝑝
𝑘−1, 𝑖 ≥ 1

Среднее число обслуженных заявок определяется по формуле (2.21)

𝑁 (𝑠𝑒𝑟𝑣) =
∞∑︁
𝑖=1

𝑖 · 𝜋(𝑠𝑒𝑟𝑣)𝑖 =

𝑄1+1∑︁
𝑖=1

𝑖𝜋𝑄1−1 + 𝜋𝑄1+1 ·
𝑝+ (𝑄1 + 1)(1− 𝑝𝑔)

(1− 𝑔)(1− 𝑝𝑔)
, (2.21)

где
𝑄1+1∑︀
𝑖=1

𝑖𝜋𝑄1−1 — среднее число обслуженных заявок из безопасной зоны,

а 𝜋𝑄1+1 ·
𝑝+ (𝑄1 + 1)(1− 𝑝𝑔)

(1− 𝑔)(1− 𝑝𝑔)
— среднее число обслуженных заявок из тех,

что были в накопителе вне безопасной зоны.

2.2. Система массового обслуживание 𝐺/𝑀/1/∞ с

одним порогом, обновлением и без безопасной зоны

2.2.1. Описание системы, матрица переходных вероятностей вло-

женной цепи Маркова

В данном разделе рассмотрим систему массового обслуживания 𝐺/𝑀/1/∞,

аналогичную рассмотренной в предыдущем разделе, только без безопасной

зоны.
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𝜇𝜆

𝑄1

Queue Service
device

Рис. 2.2.. Однопороговая система без безопасной зоны в накопителе

Механизм обновления аналогичен предыдущей модели, за исключением

того, что отсутствует безопасная зона.

Аналогично предыдущей модели исследование будем проводить с помо-

щью вложенной по моментам поступления цепи Маркова 𝜐(𝑡𝑖 − 0) = 𝜐𝑖,

где 𝑡𝑖 — момент поступления в систему 𝑖-й заявки. Множество состояний

цепи Маркова: 𝑋 = {0, 1, 2, ...}.

Введем вероятности 𝐴𝑖 — вероятность того, что систему покидает ровно

𝑖 заявок между последовательными моментами поступления в систему.

Обозначим через 𝑝𝑖,𝑗 переходную для вложенной цепи Маркова вероят-

ность того, что к моменту поступления новой заявки в системе будет ровно

𝑗 заявок, если непосредственно перед приходом предыдущей в системе было

𝑖 заявок, 𝑖 ≥ 0, 𝑗 = 0, 𝑖+ 1.

Распишем вероятности 𝑝𝑖,𝑗 (𝑖 ≥ 0, 𝑗 = 0, 𝑖+ 1) и определим их связи с

вероятностями 𝐴𝑖 как 𝑝𝑖,𝑗 = 𝐴𝑖−𝑗+1, где 𝑝𝑖,𝑖+1 = 𝐴0 — вероятность того, что

систему не покинет ни одна заявка. Это возможно только в том случае,

если на приборе не закончилось обслуживание.

𝑝𝑖,𝑖+1 = 𝐴0 =

∞∫︁
0

𝑒−𝜇𝑥𝑑𝐴(𝑥) = 𝛼(𝜇).
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Пусть с учетом пришедшей и заставшей в системе 𝑖 заявок в накопителе

не преодолен порог 𝑄1 (1 < 𝑖 ≤ 𝑄1), то есть, заявки из накопителя не

сбрасываются. В этом случае заявки могут уходить из системы только за

счет окончания обслуживания.

Тогда вероятность того, что в системе обслужится ровно 𝑖+ 1− 𝑗 заявок

определяется по формуле (2.22):

𝑝𝑖,𝑗 = 𝐴𝑖+1−𝑗 =

∞∫︁
0

(𝜇𝑥)𝑖+1−𝑗

(𝑖+ 1− 𝑗)!
𝑒−𝜇𝑥𝑑𝐴(𝑥), 𝑖 ≥ 0, 𝑗 = 0, 𝑖, (2.22)

где 𝛼(𝑘)(𝜇) — производная порядка 𝑘 преобразования Лапласа-Стилтьеса

𝛼(𝜇).

Вероятность того, что систему покинут все заявки определяется по фор-

муле (2.23):

𝑝𝑖,0 = 1−
𝑖+1∑︁
𝑗=1

𝑃𝑖𝑗 = 𝐴*
𝑖+1 = 1−

𝑖+1∑︁
𝑗=0

𝐴𝑗, 𝑖 ≥ 0. (2.23)

Рассмотрим случай, когда 𝑖 ≥ 𝑄1 + 1 (то есть, в момент поступления

новой заявки пороговое значение в накопителе достигнуто) и возможен

сброс заявок из накопителя.

Если 0 < 𝑗 ≤ 𝑄1 (система не станет пустой после ухода обслужившейся

заявки и механизм обновления отключится), то переходная вероятность

𝑝𝑖,𝑗 = 𝐴𝑖+1−𝑗 — это вероятность того, что ровно 𝑖+1−𝑗 заявок обслужилось

и покинуло систему (сброса из накопителя не было) и определяется по
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формуле (2.24).

𝑝𝑖,𝑗 = 𝐴𝑖+1−𝑗 =

∞∫︁
0

𝑝𝑖−𝑄1
(𝜇𝑥)𝑖+1−𝑗

(𝑖+ 1− 𝑗)!
𝑒−𝜇𝑥𝑑𝐴(𝑥), 0 < 𝑗 ≤ 𝑄1. (2.24)

Если 𝑄1 < 𝑗 ≤ 𝑖 (порог остался преодоленным и механизм вероятностного

сброса функционирует) , то вероятность перехода из состояния 𝑖 в состояние

𝑗 определяется по формуле (2.25):

𝑝𝑖,𝑗 = 𝐴𝑖+1−𝑗 =

∞∫︁
0

(𝑝𝜇𝑥)𝑖+1−𝑗

(𝑖+ 1− 𝑗)!
𝑒−𝜇𝑥𝑑𝐴(𝑥). (2.25)

2.2.2. Стационарное по вложенной цепи Маркова распределение

числа заявок в системе

Пусть 𝜋𝑖 — стационарная вероятность (по вложенной цепи Маркова того),

что поступающая в систему заявка застанет в ней ровно 𝑖 других заявок.

𝜋0 =
∞∑︁
𝑖=0

𝜋𝑖𝑝𝑖,0, 𝜋𝑖 =
∞∑︁

𝑘=𝑖−1

𝜋𝑘𝑝𝑘,𝑖, 𝑖 ≥ 1. (2.26)

Утверждение 2.6. При 𝑖 ≥ 𝑄1+1 для вероятностей из (2.26) справедлива

формула (2.27):

𝜋𝑖 = 𝜋𝑄1+1 · 𝑔𝑖−𝑄1−1, 𝑖 ≥ 𝑄1 + 1, (2.27)
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где параметр 𝑔 есть решение уравнения (2.29):

𝑔 = 𝛼(𝜇(1− 𝑝𝑔)), 𝑞𝑢𝑎𝑑𝑔 ∈ (0, 1). (2.28)

Доказательство:. Докажем, что как и в работах [87; 160; 170] и как в

предыдущей модели при 𝑖 ≥ 𝑄1 + 1 для вероятностей из (2.26) справедлива

формула (2.27).

𝜋𝑖 =
∞∑︁

𝑗=𝑖−1

𝜋𝑗𝐴𝑗−𝑖+1 =
∞∑︁

𝑗=𝑖−1

𝜋𝑄1+1 · 𝑔𝑗−𝑄1−1

∞∫︁
0

(𝑝𝜇𝑥)𝑗−𝑖+1

(𝑗 − 𝑖+ 1)!
𝑒−𝜇𝑥𝑑𝐴(𝑥) =

∞∫︁
0

𝑒−𝜇𝑥

(︃ ∞∑︁
𝑗=𝑖−1

𝜋𝑄1+1 · 𝑔𝑗−𝑄1−1 · (𝑝𝜇𝑥)
𝑗−𝑖+1

(𝑗 − 𝑖+ 1)!

)︃
𝑑𝐴(𝑥) =

= 𝜋𝑄1+1

∞∫︁
0

𝑒−𝜇𝑥

(︃ ∞∑︁
𝑘=0

𝑔𝑘+𝑖−1−𝑄1−1 · (𝑝𝜇𝑥)
𝑘

𝑘!

)︃
𝑑𝐴(𝑥) =

= 𝜋𝑄1+1𝑔
𝑖−𝑄1−2

∞∫︁
0

𝑒−𝜇𝑥

(︃ ∞∑︁
𝑘=0

(𝑝𝑔𝜇𝑥)𝑘

𝑘!

)︃
𝑑𝐴(𝑥) =

= 𝜋𝑄1+1

⎛⎝ ∞∫︁
0

𝑒−𝜇𝑥𝑒𝑝𝑔𝜇𝑥𝑑𝐴(𝑥)

⎞⎠ 𝑔𝑖−𝑄1−2 = 𝜋𝑄1+1𝑔
𝑖−𝑄1−2

∞∫︁
0

𝑒−𝜇𝑥(1−𝑝𝑔)𝑑𝐴(𝑥) =

= 𝜋𝑄1+1 · 𝑔𝑖−𝑄1−2 · 𝛼(𝜇(1− 𝑝𝑔)).

Из нашего предположения (2.27) получаем

𝜋𝑄1+1 · 𝑔𝑖−𝑄1−1 = 𝜋𝑖 = 𝜋𝑄1+1 · 𝑔𝑖−𝑄1−2 · 𝛼(𝜇(1− 𝑝𝑔)),
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то есть параметр 𝑔 есть решение уравнения

𝑔 = 𝛼(𝜇(1− 𝑝𝑔)), 𝑞𝑢𝑎𝑑𝑔 ∈ (0, 1). (2.29)

Доказательство завершено.

2.2.3. Вероятность обслуживания и вероятность потери заявки

Обозначим через 𝑝(𝑠𝑒𝑟𝑣) вероятность обслуживания поступившей в систему

заявки, а через 𝑝(𝑙𝑜𝑠𝑠) — вероятность потери принятой в систему заявки.

Введем вспомогательную вероятность 𝑝(𝑠𝑒𝑟𝑣)𝑖 (𝑥) — вероятность того, что

заявка, заставшая в системе 𝑖 других заявок (𝑖 ≥ 0), в дальнейшем за время

𝑥 перейдет на прибор (не будет сброшена).

𝑝
(𝑠𝑒𝑟𝑣)
0 = 1.

Пусть 𝑝(𝑠𝑒𝑟𝑣)𝑖,𝑗 (𝑥) — вероятность того, что за время меньше чем 𝑥, заявка, пе-

ред которой в накопителе (прибор занят) ровно 𝑖, а за которой в накопителе

- ровно 𝑗 заявок, перейдет на обслуживание. Тогда справедлива формула

𝑝
(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖,𝑗 (𝑥) =

(𝜇𝑥)𝑖+1

(𝑖+ 1)!
𝑒−𝜇𝑦𝐴(𝑥)+

+

𝑦∫︁
0

𝑖∑︁
𝑘=0

(𝜇𝑦)𝑘

𝑘!
𝑒−𝜇𝑦𝑑𝐴(𝑦)𝑝

(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖−𝑘,𝑗+1(𝑥, 𝑦), 𝑖+ 𝑗 + 1 ≤ 𝑄1,
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где
(𝜇𝑥)𝑖+1

(𝑖+ 1)!
𝑒(−𝜇𝑥) — обслуживание всех 𝑖+ 1 заявок, 𝐴(𝑥) — новая заявка

не пришла,
(𝜇𝑦)𝑘

𝑘!
𝑒−𝜇𝑦 — обслуживание ровно 𝑘 из 𝑖+ 1 заявок и 𝑑𝐴(𝑦) —

в момент 𝑦 поступление новой заявки.

Для случая, когда 𝑖+ 𝑗+1 > 𝑄1+1 — (суммарное число заявок в системе

больше порога), получаем выражение:

𝑝
(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖,𝑗 (𝑥) = 𝐴(𝑥) · (𝜇𝑥)

𝑖+1

(𝑖+ 1)!
𝑒−𝜇𝑥 · 𝑝𝑚𝑖𝑛(𝑖+1,𝑖+𝑗+1−𝑄1)+

𝑥∫︁
0

𝑖∑︁
𝑘=0

(𝜇𝑦)𝑘

𝑘!
𝑒−𝜇𝑦 · 𝑝(𝑠𝑒𝑟𝑣)𝑘,𝑗 𝑑𝐴(𝑦)𝑝

(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖−𝑘,𝑗+1(𝑥− 𝑦),

где

𝑝
(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖+1,𝑗 = 𝑝𝑚𝑖𝑛(𝑖+1,𝑖+𝑗+1−𝑄1) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑝𝑖+1, 𝑖+ 1 < 𝑖+ 𝑗 + 1−𝑄1,

𝑝𝑖+𝑗+1−𝑄1, 𝑖+ 1 ≥ 𝑖+ 1 + 𝑗 −𝑄1.

Тогда

𝑝(𝑠𝑒𝑟𝑣) =
∞∑︁
𝑖=0

𝑝
(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖 𝜋𝑖, 𝑝

(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖+1 =

∞∫︁
0

𝑝
(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖,0 (𝑥)𝑑𝑥, 𝑖 ≥ 0,

и как результат

𝑝(𝑠𝑒𝑟𝑣) = 𝜋0 +
∞∑︁
𝑖=0

𝜋𝑖+1

∞∫︁
0

𝑝
(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖,0 (𝑥)𝑑𝑥.

Пусть 𝑝(𝑙𝑜𝑠𝑠) — вероятность того, что поступившая в систему заявка

будет сброшена, 𝑝(𝑙𝑜𝑠𝑠)𝑖 — вероятность того, что поступившая заявка будет



75

сброшена, если в момент поступления она застала в системе ровно 𝑖 других

заявок. Тогда

𝑝
(𝑙𝑜𝑠𝑠)
0 = 0.

𝑝
(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖,𝑗 (𝑥) — вероятность того, что за время 𝑥 заявка, перед которой в

накопителе ровно 𝑖 заявок, за которой в накопителе ровно 𝑗 заявок и

прибор занят, будет сброшена.

𝑝
(𝑙𝑜𝑠𝑠)
0,0 (𝑥) =

𝑥∫︁
0

𝑒−𝜇𝑦𝑑𝐴(𝑦)𝑝
(𝑙𝑜𝑠𝑠)
0,1 (𝑥− 𝑦),

𝑝
(𝑙𝑜𝑠𝑠)
0,𝑗 (𝑥) =

𝑥∫︁
0

𝑒−𝜇𝑦𝑑𝐴(𝑦)𝑝
(𝑙𝑜𝑠𝑠)
0,𝑗+1(𝑥− 𝑦), 0 < 𝑗 ≤ 𝑄1 − 1,

𝑝
(𝑙𝑜𝑠𝑠)
0,𝑗 (𝑥) = 𝑞

𝜇𝑥

1!
𝑒−𝜇𝑥𝐴(𝑥) +

∞∫︁
0

𝑒−𝜇𝑦𝑑𝐴(𝑦)𝑃
(𝑙𝑜𝑠𝑠)
0,𝑗+1 (𝑥− 𝑦), 𝑗 ≥ 𝑄1,

𝑝
(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖,𝑗 (𝑥) =

𝑥∫︁
0

𝑖∑︁
𝑘=0

(𝜇𝑦)𝑘

𝑘!
𝑒−𝜇𝑦𝑑𝐴(𝑦)𝑝

(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖−𝑘,𝑗+1(𝑥− 𝑦), 𝑖+ 𝑗 + 1 ≤ 𝑄1,

𝑝
(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖,𝑗 (𝑥) =

𝑖+1+𝑗−𝑄1∑︁
𝑘=1

𝑞𝑝𝑘−1 (−𝜇𝑥)𝑘

𝑘!
𝑒𝜇𝑥𝐴(𝑥)+

∞∫︁
0

𝑖∑︁
𝑘=0

(𝜇𝑦)𝑘

𝑘!
𝑒−𝜇𝑦 · 𝑝(𝑠𝑒𝑟𝑣)𝑘,𝑗 𝑑𝐴(𝑦)𝑝

(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖−𝑘,𝑗+1(𝑥), 𝑖+ 1 + 𝑗 > 𝑄1,
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В результате

𝑝(𝑙𝑜𝑠𝑠) =
∞∑︁
𝑖=1

𝑝
(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖 · 𝜋𝑖 =

∞∑︁
𝑖=1

𝜋𝑖

∞∫︁
0

𝑝
(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖−1,0 (𝑥)𝑑𝑥.

2.2.4. Временные характеристики обслуженной заявки

Будем предполагать, что заявки в системе обслуживаются в порядке по-

ступления, начиная с первой пришедшей.

Обозначим через 𝑊 (𝑠𝑒𝑟𝑣)(𝑥) стационарную функции распределения вре-

мени ожидания начала обслуживания для несброшенной заявки.

𝑊 (𝑠𝑒𝑟𝑣)(𝑥) =
1

𝑝(𝑠𝑒𝑟𝑣)

∞∑︁
𝑖=0

𝑊
(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖 (𝑥)𝜋𝑖,

где 𝑝(𝑠𝑒𝑟𝑣) — вероятность обслуживания поступившей в систему заявки,𝜋𝑖

(𝑖 ≥ 0) — стационарная по вложенной цепи Маркова вероятность того,

что в момент прихода заявки в системе ровно 𝑖 других заявок, а 𝑊 (𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖 (𝑥)

(𝑖 ≥ 0) вспомогательная вероятность того, что поступившая в систему заявка

перейдет на обслуживание за время меньше 𝑥, если в момент поступления в

системе было 𝑖 других заявок (если система пуста, то заявка сразу переходит

на обслуживание).

Обозначим через 𝑊 (𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖,𝑗 (𝑥) (𝑖 ≥ 0, 𝑗 ≥ 0) вспомогательную вероятность

того, что заявка, перед которой в накопителе находится ровно 𝑖 заявок, а за

которой в накопитель пришло еще ровно 𝑗 заявок, перейдет на обслуживание

за время меньше чем 𝑥 (прибор занят). Тогда 𝑊 (𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖 (𝑥) = 𝑊

(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖−1,0 (𝑥).
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Введем 𝑤
(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖,𝑗 (𝑥) — плотность функции 𝑊

(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖,𝑗 (𝑥)

Рассмотрим случай, когда 𝑖+𝑗+1 ≤ 𝑄1 (порог в накопителе не преодолен).

𝑤
(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖,𝑗 (𝑥) = 𝐴(𝑥) · 𝜇

𝑖+1𝑥𝑖

𝑖!
𝑒−𝜇𝑥 +

𝑥∫︁
0

𝑖∑︁
𝑘=0

(𝜇𝑦)𝑘

𝑘!
𝑒−𝜇𝑦𝑑𝐴(𝑦) · 𝑤(𝑠𝑒𝑟𝑣)

𝑖−𝑘,𝑗+1(𝑥− 𝑦).

Перейдем к случаю, когда 𝑖+ 𝑗 + 1 > 𝑄1 (порог в накопителе преодолен).

𝑤
(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖,𝑗 (𝑥) = 𝐴(𝑥) · 𝜇

𝑖+1𝑥𝑖

𝑖!
𝑒−𝜇𝑥𝑝

(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖+1,𝑗 +

𝑥∫︁
0

𝑖∑︁
𝑘=0

(𝜇𝑦)𝑘

𝑘!
𝑒−𝜇𝑦𝑝

(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑘,𝑗 𝑑𝐴(𝑦) · 𝑤(𝑠𝑒𝑟𝑣)

𝑖−𝑘,𝑗+1(𝑥− 𝑦).

Пусть 𝑝(𝑠𝑒𝑟𝑣)𝑖+1,𝑗 — вероятность того, что заявки, заканчивающие обслужива-

ние на приборе, не будут опустошать накопитель (то есть, просто покидают

систему с вероятностью 𝑝), пока пороговое значение в накопителе превы-

шено:

𝑝
(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖+1,𝑗 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑝𝑖+1, 𝑖+ 𝑗 + 1−𝑄1 ≥ 𝑖+ 1 (𝑗 ≥ 𝑄1),

𝑝𝑖+𝑗+1−𝑄1, 𝑖+ 𝑗 + 1−𝑄1 < 𝑖+ 1 (𝑗 < 𝑄1).

Первый вариант соответствует случаю, когда число заявок, на которое

превышено пороговое значение, больше числа заявок, находящихся в системе

(в накопителе и на приборе) перед "выделенной". Второй вариант — число

заявок, на которое превышено пороговое значение, меньше числа заявок в

системе перед выделенной (в накопителе и на приборе).
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Перейдем к преобразованию Лапласа-Стилтьеса функции 𝑊 (𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖,𝑗 (𝑥).

Если 𝑖 + 𝑗 + 1 ≤ 𝑄1, то

𝑤
(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖,𝑗 (𝑠) =

(−1)𝑖𝜇𝑖+1𝛼(𝑖)(𝑠+ 𝜇)

𝑖!
+

𝑖∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝜇𝑘𝛼𝑘(𝑠+ 𝜇)

𝑘!
· 𝑤(𝑠𝑒𝑟𝑣)

𝑖−𝑘,𝑗+1(𝑠).

Здесь 𝛼(𝑠) — ПЛС функции 𝐴(𝑥), 𝛼(𝑠) — преобразование Лапласа (ПЛ)

функции 𝐴(𝑥).

Если 𝑖 + 𝑗 + 1 > 𝑄1, то

𝑤
(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖,𝑗 (𝑠) =

(−1)𝑖𝜇𝑖+1𝛼(𝑖)(𝑠+ 𝜇)

𝑖!
𝑝
(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖+1,𝑗 +

+
𝑖∑︁

𝑘=0

(−1)𝑘𝜇𝑘𝛼𝑘(𝑠+ 𝜇)

𝑘!
𝑝
(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑘,𝑗 · 𝑤(𝑠𝑒𝑟𝑣)

𝑖−𝑘,𝑗+1(𝑠).

2.2.5. Временные характеристики для сброшенной из накопителя

заявки

Будем считать, что заявки обслуживаются в порядке поступления. Обо-

значим через 𝑊 (𝑙𝑜𝑠𝑠)(𝑥) — вероятность того, что заявка будет сброшена

за время, меньшее 𝑥, а через 𝑊 (𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖 (𝑥) — условную вероятность того, что

заявка будет сброшена из накопителя за время меньше 𝑥, если в момент

ее поступления в системе ровно 𝑖 (𝑖 ≥ 0) других заявок, а 𝑊
(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖,𝑗 (𝑥) —

условная вероятность того, что заявка, перед которой в накопителе ровно 𝑖

(𝑖 ≥ 0) заявок и за которой ровно 𝑗 (𝑗 ≥ 0) других заявок, будет сброшена

из накопителя за время меньше 𝑥 (прибор занят). Тогда
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𝑊
(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖 (𝑥) = 𝑊

(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖−1,0 (𝑥), 𝑖 ≥ 1,

𝑊 (𝑙𝑜𝑠𝑠)(𝑥) =
1

𝑝(𝑙𝑜𝑠𝑠)

∞∑︁
𝑖=0

𝑊
(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖 (𝑥)𝜋𝑖 =

1

𝑝(𝑙𝑜𝑠𝑠)

∞∑︁
𝑖=1

𝑊
(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖,0 (𝑥).

Обозначим через 𝑤(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖,𝑗 (𝑥) и 𝜔(𝑙𝑜𝑠𝑠)

𝑖,𝑗 (𝑠) (𝑖 ≥ 0, 𝑗 ≥ 0) плотности и преоб-

разования Лапласа-Стилтьеса функций 𝑊
(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖 (𝑥).

Рассмотрим следующие варианты.

Если 𝑖 + 𝑗 + 1 ≤ 𝑄1, порог не преодолен, то верно выражение

𝑤
(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖,𝑗 (𝑥) =

𝑥∫︁
0

𝑖∑︁
𝑘=0

(𝜇𝑦)𝑘

𝑘!
𝑒−𝜇𝑦𝑑𝐴(𝑦)𝑤

(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖−𝑘,𝑗+1(𝑥− 𝑦).

Если порог преодолен — 𝑖+ 𝑗+1 ≥ 𝑄1 — (порог преодолен), то возможны

два варианта. Первый, когда 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑄1−1 — выделенная заявка находится

в накопителе до порога либо на приборе. Тогда нужно учесть, на сколько

𝑖 + 𝑗 + 1 − 𝑄1 заявок в накопителе преодолен порог, и:

𝑤
(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖,𝑗 (𝑥) =

𝑚𝑖𝑛(𝑖,𝑖+1+𝑗−𝑄1)∑︁
𝑘=1

(𝜇)𝑘𝑥𝑘−1

(𝑘 − 1)!
𝑒−𝜇𝑥 · 𝑝𝑘−1 · 𝑞 · 𝐴(𝑥)+

+

𝑥∫︁
0

𝑖∑︁
𝑘=0

(𝜇𝑦)𝑘

𝑘!
𝑒−𝜇𝑦 · 𝑝𝑚𝑖𝑛(𝑘,𝑖+𝑗+1−𝑄1)𝑑𝐴(𝑦)𝑤

(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖−𝑘,𝑗+1(𝑥− 𝑦),

где 𝑝𝑚𝑖𝑛(𝑘,𝑖+𝑗+1−𝑄1) — вероятность того, что выделенная заявка будет сбро-

шена. Если 𝑖 > 𝑖+ 𝑗 + 1−𝑄1, то обслуживание 𝑖+ 𝑗 + 1−𝑄1 заявки из 𝑖

приведет к сбросу выделенной. Если 𝑖 ≤ 𝑖+ 𝑗 + 1−𝑄1, то обслуживание 𝑖

заявок может привести к сбросу выделенной заявки.
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Второй вариант, если 𝑖 ≥ 𝑄1 — рассматриваемая заявка находится по-

сле порогового значения. Сброс заявок из накопителя происходит за счет

преодоления порога на 𝑖 + 𝑗 + 1 − 𝑄1 заявку, но обслужиться могут не

более 𝑖 заявок. Тогда

𝑤
(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖,𝑗 (𝑥) =

𝑚𝑖𝑛(𝑖,𝑖+1+𝑗−𝑄1)∑︁
𝑘=1

(𝜇)𝑘𝑥𝑘−1

(𝑘 − 1)!
𝑒−𝜇𝑥 · 𝑝𝑘−1 · 𝑞 · 𝐴(𝑥)+

+

𝑥∫︁
0

𝑖∑︁
𝑘=0

(𝜇𝑦)𝑘

𝑘!
𝑒−𝜇𝑦 · 𝑝𝑚𝑖𝑛(𝑘,𝑖+𝑗+1−𝑄1)𝑑𝐴(𝑦)𝑤

(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖−𝑘,𝑗+1(𝑥− 𝑦)

.

Запишем выражения для плотностей в терминах преобразований Лапласа-

Стилтьеса.

Для случая, когда 𝑖 + 1 + 𝑗 ≤ 𝑄1:

𝜔
(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖,𝑗 (𝑠) =

𝑖∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝜇𝑘

𝑘!
𝛼(𝑘)(𝜇+ 𝑠) · 𝜔(𝑙𝑜𝑠𝑠)

𝑖−𝑘,𝑗+1(𝑠).

Для случая, когда 𝑖 + 1 + 𝑗 > 𝑄1:

𝜔
(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖,𝑗 (𝑠) =

𝑚𝑖𝑛(𝑖,𝑖+1+𝑗−𝑄1)∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1𝜇𝑘

(𝑘 − 1)!
𝛼(𝑘−1)(𝜇+ 𝑠) · 𝑝𝑘−1 · 𝑞+

+
𝑖∑︁

𝑘=0

(−1)𝑘𝜇𝑘

𝑘!
𝑝𝑚𝑖𝑛(𝑘,𝑖+𝑗+1−𝑄1)𝛼(𝑘)(𝜇+ 𝑠) · 𝜔(𝑙𝑜𝑠𝑠)

𝑖−𝑘,𝑗+1(𝑠)

Тогда

𝜔(𝑙𝑜𝑠𝑠)(𝑠) =
1

𝑝(𝑙𝑜𝑠𝑠)

∞∑︁
𝑖=1

𝜋𝑖 · 𝜔(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖−1,0 (𝑠).
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Глава 3. Однопороговая система массового

обслуживания с обобщенным обновлением и

безопасной зоной в накопителе

3.1. Описание системы, матрица переходных

вероятностей вложенной цепи Маркова

𝜇𝜆

𝑄1

Queue Service
device

Рис. 3.1.. Система массового обслуживания 𝐺/𝑀/1/∞.

Механизм обновления:

• если число 𝑖 заявок в накопителе меньше порогового значения 𝑄1, то

сброс заявок не происходит (механизм обновления не включен);

• если пороговое значение преодолено, то есть 𝑖 > 𝑄1, то включается

механизм обобщенного обновления [168; 170; 171], когда в момент

окончания своего обслуживания на приборе заявка может либо сбро-

сить с вероятностью 𝑞(𝑘) (𝑞 ≥ 1) ровно 𝑘 (𝑘 ≥ 1) заявок из тех, что

находятся в накопителе вне безопасной зоны (начиная с 𝑄1+1 заявки

в накопителе), либо с вероятностью 𝑝 = 𝑞(0) просто покинуть систему

(
∞∑︀
𝑘=0

𝑞(𝑘) = 1).
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Исследование рассматриваемой системы (как и в предыдущей главе)

будем проводить с помощью вложенной по моментам поступления цепи

Маркова, образованной числом 𝜈(𝜏𝑛−0) заявок в системе в моменты времени

(𝜏𝑛 − 0), где 𝜏𝑛 — момент поступления 𝑛-й заявки. Множество состояний

вложенной цепи Маркова имеет вид 𝒳 = {0, 1, . . .}.

Вероятность 𝑝𝑖,𝑗 — это переходная вероятность вложенной по моментам

поступления цепи Маркова того, что в момент поступления заявка застанет

в системе 𝑗 заявок, если предыдущая поступившая заявка застала в системе

𝑖 заявок (𝑖 ≥ 0, 𝑗 ≥ 0).

Введем вспомогательные вероятности 𝐴𝑖+𝑗+1 — вероятность того, что

между последовательными поступлениями заявок в систему из системы

уйдут (обслужатся и/или будут сброшены) 𝑖+ 𝑗 + 1 заявок (𝑖 ≥ 0, 𝑗 ≥ 0).

Тогда верно, что

𝑝𝑖,𝑗 = 𝐴𝑖+1−𝑗, 𝑝𝑖,𝑖+1 = 𝐴0 =

∞∫︁
0

𝑒−𝜇𝑥𝑑𝐴(𝑥) = 𝛼(𝜇), 𝑖 ≥ 0, 𝑗 = 0, 𝑖+ 1

Если в момент поступления заявки механизм обновления не был включен

(0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑄1), то уход из системы возможно только за счет обслуживания

и, следовательно,

𝑝𝑖,𝑗 = 𝐴
(1)
𝑖+1−𝑗 =

∞∫︁
0

(𝜇𝑥)𝑖+1−𝑗

(𝑖+ 1− 𝑗)!
𝑒−𝜇𝑥𝑑𝐴(𝑥). (3.1)
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Вероятность того, в системе останется 0 заявок к приходу следующей

заявки определяется по формуле:

𝑝𝑖,0 = 1−
𝑖+1∑︁
𝑗=1

𝑝𝑖,𝑗 = 1−
𝑖+1∑︁
𝑗=1

𝐴
(1)
𝑖+1−𝑗. (3.2)

Для вывода дальнейших выражений воспользуемся вспомогательными

вероятностями 𝜋𝑚(𝑘) — вероятностями того, что в результате обслуживания

ровно 𝑚 заявок систему покинет ровно 𝑘 заявок:

𝜋0(0) = 1, 𝜋0(𝑘) = 0, 𝑘 > 0, 𝜋1(𝑘) = 𝑞(𝑘 − 1), 𝑘 ≥ 1, (3.3)

𝜋𝑚(𝑘) =
𝑘−1∑︁

𝑙=𝑚−1

𝜋𝑚−𝑙(𝑙)𝜋1(𝑘−𝑙) =
𝑘−𝑚+1∑︁
𝑙=1

𝜋𝑚−1(𝑙)𝜋1(𝑘−𝑙),𝑚 ≥ 2, 𝑘 ≥ 𝑚 (3.4)

Если к моменту прихода заявки механизм обновления был включен

(𝑖 > 𝑄1) и к моменту прихода новой заявки останется включенным (𝑗 >

𝑄1 + 1), то

𝑝𝑖,𝑗 = 𝐴
(2)
𝑖+1−𝑗 =

∞∫︁
0

𝑖+1−𝑗∑︁
𝑘=1

𝜋𝑘(𝑖+ 1− 𝑗 − 𝑘)
(𝜇𝑥)𝑘

𝑘!
𝑒−𝜇𝑥𝑑𝐴(𝑥),

𝑗 ̸= 𝑖+ 1, 𝑄1 + 1 < 𝑗 < 𝑖+ 1, (3.5)

Случай, когда к моменту прихода новой заявки механизм обновления

отключен 𝑗 = 𝑄1, но изначально был включен.
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𝑝𝑖,𝑄1
= 𝐴

(3)
𝑖+1−𝑄1

=

∞∫︁
0

𝑖−𝑄1∑︁
𝑘=1

𝜋𝑘(𝑖−𝑄1 − 𝑘) · (𝜇𝑥)
𝑘+1

(𝑘 + 1)!
𝑒−𝜇𝑥𝑑𝐴(𝑥)+

∞∫︁
0

𝑖−𝑄1∑︁
𝑘=1

̃︀𝜋𝑘(𝑖−𝑄1 − 𝑘) · (𝜇𝑥)
𝑘

𝑘!
𝑑𝐴(𝑥), 𝑗 ̸= 𝑖+ 1, (3.6)

где вспомогательная вероятность ̃︀𝜋𝑘(𝑖) — это вероятность того, что 𝑘 об-

служившихся заявок сбросят из накопителя не менее 𝑖 заявок, которая

определяется по формулам (3.7) и (3.8):

̃︀𝜋1(𝑖) = ∞∑︁
𝑘=𝑖

𝑞(𝑘), ̃︀𝜋1(0) = ∞∑︁
𝑘=𝑖

𝑞(𝑘) = 1; (3.7)

̃︀𝜋𝑘(𝑖) = 𝑖−1∑︁
𝑙=0

𝜋1(𝑙)̃︀𝜋𝑘−1(𝑙 − 1) =
𝑖−1∑︁
𝑙=0

𝑞(𝑙)̃︀𝜋𝑘−1(𝑙 − 1). (3.8)

Далее, если изначально механизм обновления был включен, но к приходу

следующей заявки в системе останется ровно 0 < 𝑗 < 𝑄1 заявок:

𝑝𝑖,𝑗 = 𝐴
(4)
𝑖+1−𝑗 =

∞∫︁
0

𝑥∫︁
0

𝐴
(3)
𝑖−1−𝑄1

(𝑦)𝑑𝑦𝐴
(1)
𝑄1−𝑗(𝑥− 𝑦)𝑑𝐴(𝑥), (3.9)

где

𝐴
(3)
𝑖−1−𝑄1

(𝑦) =

𝑖−𝑄1∑︁
𝑘=1

𝜋𝑘(𝑖−𝑄1−𝑘)·
(𝜇𝑦)𝑘−1

(𝑘 − 1)!
𝑒−𝜇𝑦+

𝑖−𝑄−1∑︁
𝑘=1

̃︀𝜋𝑘(𝑖−𝑄1−𝑘)·
(𝜇𝑦)𝑘

𝑘!
𝑒−𝜇𝑦,

𝐴
(1)
𝑄1−𝑗(𝑥− 𝑦) =

(𝜇(𝑥− 𝑦))𝑄1−𝑗

(𝑄1 − 𝑗)!
𝑒𝜇(𝑥−𝑦).
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Вероятности перехода в нулевое состояние:

𝑝𝑖,0 = 1−
𝑖+1∑︁
𝑗=1

𝑝𝑖,𝑗 = 1−

⎛⎝𝑄1−1∑︁
𝑗=1

𝐴
(4)
𝑖+1−𝑗 + 𝐴

(3)
𝑖+1−𝑄1

𝑖+1∑︁
𝑗=𝑄1+1

𝐴
(2)
𝑖−𝑄1

⎞⎠ .

3.2. Стационарное распределение по вложенной цепи

Маркова числа заявок в системе

Пусть 𝜋𝑖 — стационарная по вложенной цепи Маркова вероятность того,

что поступившая в систему заявка застанет в ней ровно 𝑖 (𝑖 ≥ 0) других

заявок. Тогда система уравнений для вероятностей 𝜋𝑖 имеет вид:

𝜋0 =
∞∑︁
𝑖=0

𝑝𝑖,0 · 𝜋𝑖, 𝜋𝑘 =
∞∑︁
𝑖=0

𝑝𝑖,𝑘 · 𝜋𝑖, 𝑖 ≥ 1. (3.10)

В сделанных обозначениях (3.1), (3.2), (3.5), (3.6) и (3.9) система уравнений

(3.10) представима в виде (3.11):

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜋0 =
∞∑︁
𝑖=0

𝐴
(5)
𝑖 · 𝜋𝑖,

𝜋𝑘 =

𝑄1−1∑︁
𝑖=𝑘−1

𝜋𝑖𝐴
(1)
𝑖+1−𝑘 +

∞∑︁
𝑖=𝑄1

𝜋𝑖𝐴
(3)
𝑖+1−𝑄1

, 0 < 𝑘 < 𝑄1,

𝜋𝑄1
= 𝜋𝑄1−1𝐴0 +

∞∑︁
𝑖=𝑄1

𝜋𝑖𝐴
(3)
𝑖+1−𝑄1

,

𝜋𝑘 =
∞∑︁

𝑖=𝑘−1

𝜋𝑖 · 𝐴(2)
𝑖+1−𝑘, 𝑘 > 𝑄1.

(3.11)
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Утверждение 3.1. При 𝑖 ≥ 𝑄1 + 1 стационарная вероятность 𝜋𝑖 пред-

ставима в виде (3.12):

𝜋𝑖 = 𝜋𝑄1+1 · 𝑔𝑖−𝑄1−1, 𝑖 ≥ 𝑄1 + 1 или 𝜋𝑄1+1+𝑖 = 𝜋𝑄1+1𝑔
𝑖, 𝑖 ≥ 0, (3.12)

где параметр 𝑔 является решением уравнения

𝑔 = 𝛼
(︀
𝜇(1− 𝑔̂︀𝜋(𝑔)))︀, 0 < 𝑔 < 1. (3.13)

Доказательство: Докажем верность сделанного предположения и вы-

ведем формулу для расчета константы 𝑔.

Подставим в формулу

𝜋𝑘 =
∞∑︁

𝑖=𝑘−1

𝜋𝑖 · 𝐴(2)
𝑖+1−𝑘, 𝑘 > 𝑄1.

выражение для переходных вероятностей из (3.5):

𝜋𝑄1+1+𝑗 =
∞∑︁
𝑖=𝑗

𝜋𝑄1+1 · 𝐴(2)
𝑄1+𝑖+1 =

∞∑︁
𝑖=𝑗

𝜋𝑄1+1 · 𝑔𝑖−1 · 𝐴(2)
𝑖−𝑗 =

= 𝜋𝑄1+1

∞∑︁
𝑘=0

𝑔𝑘+𝑗−1𝐴
(2)
𝑘 = 𝜋𝑄1+1𝑔

𝑗−1
∞∑︁
𝑘=0

𝑔𝑘
∞∫︁
0

𝑘∑︁
𝑖=1

𝜋𝑖(𝑘− 𝑖) ·
(𝜇𝑥)𝑖

𝑖!
𝑒−𝜇𝑥𝑑𝐴(𝑥) =

= 𝜋𝑄1+1𝑔
𝑗−1

⎛⎝ ∞∫︁
0

𝑒−𝜇𝑥𝑑𝐴(𝑥) +

∫︁ ∞

0

∞∑︁
𝑘=1

𝑔𝑘𝜋𝑘(𝑘 − 1) · (𝜇𝑥)
𝑖

𝑖!
𝑒−𝜇𝑥𝑑𝐴(𝑥)

⎞⎠ =

= 𝜋𝑄1+1𝑔
𝑗−1

⎛⎝ ∞∫︁
0

∞∑︁
𝑘=0

𝑔𝑘

(︃
𝑘∑︁

𝑖=0

𝜋𝑖(𝑘 − 1)
(𝜇𝑥)𝑖

𝑖!

)︃
𝑒−𝜇𝑥𝑑𝐴(𝑥)

⎞⎠ =
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= 𝜋𝑄1+1𝑔
𝑗−1

⎛⎝ ∞∫︁
0

𝑒−𝜇𝑥𝑑𝐴(𝑥) +

∞∫︁
0

∞∑︁
𝑘=1

𝑔𝑘
𝑘∑︁

𝑖=1

𝜋𝑖(𝑘 − 1)
(𝜇𝑥)𝑖

𝑖!
𝑒−𝜇𝑥𝑑𝐴(𝑥)

⎞⎠ =

= 𝜋𝑄1+1𝑔
𝑗−1

∞∫︁
0

𝑒−𝜇𝑥
∞∑︁
𝑖=0

(︀
𝑔̂︀𝜋(𝑔) · 𝜇𝑥)︀𝑖

𝑖!
𝑑𝐴(𝑥) =

= 𝜋𝑄1+1𝑔
𝑗−1

∞∫︁
0

𝑒−𝜇𝑥 · 𝑒𝑔·̂︀𝜋(𝑔)·𝜇𝑥𝑑𝐴(𝑥) =

= 𝜋𝑄1+1𝑔
𝑗−1

∞∫︁
0

𝑒−𝜇(1−𝑔̂︀𝜋(𝑔))𝑥𝑑𝐴(𝑥) = 𝜋𝑄1+1𝑔
𝑗−1𝛼(𝜇(1− 𝑔̂︀𝜋(𝑔))).

Здесь ̂︀𝜋(𝑔) =
∞∑︀
𝑘=0

𝑔𝑘 · 𝑞(𝑘) = ̂︀𝜋(𝑔) =
∞∑︀
𝑘=0

𝑔𝑘 · 𝜋1(1 + 𝑘) — производящая

функция для вероятностей обновления, а
∞∑︀
𝑛=0

𝜋𝑚(𝑚+ 𝑛)𝑔𝑛 = (̂︀𝜋(𝑔))𝑛 — это

производящая функция вспомогательных вероятностей 𝜋𝑚(𝑚+ 𝑛), 𝑛 ≥ 0.

В итоге получили, что

𝜋𝑄1+1+𝑗 = 𝜋𝑄1+1𝑔
𝑗−1𝛼(𝜇(1− 𝑔̂︀𝜋(𝑔))),

и таким образом, параметр 𝑔 определяется из уравнения (3.13).

Доказательство завершено.

3.3. Вероятностные характеристики системы

Обозначим через 𝑝save вероятность того, что поступающая в систему заявка

попадет в безопасную зону или сразу на обслуживание. Тогда справедлива

формула (3.14):
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𝑝save =

𝑄1∑︁
𝑖=0

𝜋𝑖 = 1−
∞∑︁

𝑖=𝑄1+1

𝜋𝑖 = 1−
∞∑︁

𝑖=𝑄1+1

𝑔𝑖−𝑄1−1 ·𝜋𝑄1+1 = 1− 𝜋𝑄1+1

1− 𝑔
. (3.14)

Пусть, как и в предыдущих моделях, 𝑝(𝑠𝑒𝑟𝑣) — это вероятность того, что

поступившая в систему заявка будет обслужена, а 𝑝(𝑙𝑜𝑠𝑠) — вероятность того,

что поступившая в систему заявка будет сброшена.

𝑝(𝑠𝑒𝑟𝑣) + 𝑝(𝑙𝑜𝑠𝑠) = 1

Утверждение 3.2. Вероятность обслуживания поступившей в систему

заявки 𝑝(𝑠𝑒𝑟𝑣) вычисляется по формуле (3.15):

𝑝(𝑠𝑒𝑟𝑣) =
∞∑︁
𝑖=0

𝑝
(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖 𝜋𝑖 = 1− 𝜋𝑄1+1 ·

1− ̂︀𝜋(𝑔)
(1− 𝑔)(1− 𝑔̂︀𝜋(𝑔)) . (3.15)

Вероятность потери поступившей в систему заявки 𝑝(𝑙𝑜𝑠𝑠) вычисляется по

формуле (3.16):

𝑝(𝑙𝑜𝑠𝑠) =
∞∑︁
𝑖=0

𝑝
(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖 𝜋𝑖 = 𝜋𝑄1+1 ·

1− ̂︀𝜋(𝑔)
(1− 𝑔)(1− 𝑔̂︀𝜋(𝑔)) . (3.16)

Доказательство: Введем вспомогательные вероятности того, что заявка,

заставшая в системе в момент поступления 𝑖, (𝑖 ≥ 0) других заявок, либо
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будет обслужена — 𝑝
(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖 , либо будет сброшена — 𝑝

(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖 . Тогда:

𝑝(𝑠𝑒𝑟𝑣) =
∞∑︁
𝑖=0

𝑝
(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖 𝜋𝑖, 𝑝(𝑙𝑜𝑠𝑠) =

∞∑︁
𝑖=0

𝑝
(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖 𝜋𝑖, (3.17)

где 𝜋𝑖 — стационарные по вложенной цепи Маркова вероятности, опреде-

ляемые из системы (3.11) и уравнения (3.12).

Снова воспользуемся вспомогательными вероятностями 𝜋𝑚(𝑘), определен-

ными формулами (3.3) и (3.4), а также вероятностями ̃︀𝜋𝑘(𝑖) (𝑘 ≥ 1, 𝑖 ≥ 0)

того, что 𝑘 обслужившихся заявок сбросят из накопителя не менее 𝑖 заявок,

определяемыми по формулам (3.7) и (3.8).

Обозначим через 𝑄(𝑔) =
∞∑︀
𝑙=0

̃︀𝜋1(𝑙) · 𝑔𝑙 производящую функцию для ве-

роятностей ̃︀𝜋1(𝑙), а через 𝑄𝑘(𝑔) =
∞∑︀
𝑙=0

̃︀𝜋𝑘(𝑙) · 𝑔𝑙 производящую функцию

вероятностей ̃︀𝜋𝑘(𝑙):
𝑄(𝑔) =

∞∑︁
𝑙=0

̃︀𝜋1(𝑙) · 𝑔𝑙 = 1− 𝑔̂︀𝜋(𝑔)
1− 𝑔

, (3.18)

где ̂︀𝜋(𝑔) — производящая функция для вероятностей 𝜋1(𝑘), 𝑘 ≥ 1.

𝑄𝑘(𝑔) =
∞∑︁
𝑙=0

̃︀𝜋𝑘(𝑙) · 𝑔𝑙 = (̃︀𝜋(𝑔))𝑘−1 ·𝑄(𝑔). (3.19)

Будем предполагать, что поступившие в систему заявки обслуживаются

и сбрасываются согласно порядку прихода в систему.

Если в момент поступления рассматриваемой заявки пороговое значение

𝑄1 не было преодолено (т. е. механизм обновления не был включен), то
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заявка либо переходит на обслуживание (𝑖 = 0), либо в в безопасную зону

(0 < 𝑖 ≤ 𝑄1):

𝑝
(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖 = 1, 𝑝

(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖 = 0.

Если 𝑖 ≥ 𝑄1 + 1, то в момент поступления заявки безопасная зона запол-

нена полностью и пришедшая заявка в дальнейшем может быть сброшена,

так как включен механизм обновления. И тогда

𝑝
(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖 =

𝑖−𝑄1∑︁
𝑘=1

𝜋𝑘(𝑖−𝑄1 − 𝑘), (3.20)

𝑝
(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖 = ̃︀𝜋1(𝑖−𝑄1) +

𝑖−𝑄1−1∑︁
𝑙=1

̃︀𝜋1(𝑙) · 𝑖−𝑄1−𝑙∑︁
𝑘=1

𝜋𝑘(𝑖−𝑄1 − 𝑙 − 𝑘),

В результате получаем, что вероятность обслуживания поступившей в

систему заявки 𝑝(𝑠𝑒𝑟𝑣) (3.17) и вероятность потери поступившей в систему

заявки 𝑝(𝑙𝑜𝑠𝑠) (3.17) (с учетом формул (3.3), (3.4), (3.7), (3.8), (3.18), (3.19)

и (3.20)) представимы в виде (3.15) и (3.16):

𝑝(𝑠𝑒𝑟𝑣) =
∞∑︁
𝑖=0

𝑝
(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖 𝜋𝑖 = 1− 𝜋𝑄1+1 ·

1− ̂︀𝜋(𝑔)
(1− 𝑔)(1− 𝑔̂︀𝜋(𝑔)) .

𝑝(𝑙𝑜𝑠𝑠) =
∞∑︁
𝑖=0

𝑝
(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖 𝜋𝑖 = 𝜋𝑄1+1 ·

1− ̂︀𝜋(𝑔)
(1− 𝑔)(1− 𝑔̂︀𝜋(𝑔)) .

Доказательство завершено.
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3.4. Временные характеристики системы

Пусть как и ранее, 𝑊 (𝑠𝑒𝑟𝑣)(𝑥) — стационарная функция распределения

времени ожидания начала обслуживания несброшенной заявки, а 𝑊 (𝑙𝑜𝑠𝑠)(𝑥)

— стационарная функция распределения времени пребывания в накопителе

сброшенной заявки, а 𝑊 (𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖 (𝑥) и 𝑊 (𝑙𝑜𝑠𝑠)

𝑖 (𝑥) — вспомогательные условные

вероятности того, что за время 𝑥 с момента прихода в систему, заявка,

заставшая в системе ровно 𝑖 (𝑖 ≥ 0) других заявок, будет обслужена или,

соответственно, сброшена.

𝑊
(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖,𝑗 (𝑥) и 𝑊

(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖,𝑗 (𝑥) - — вспомогательные вероятности того, что за

время 𝑥 заявка, перед которой 𝑖 заявок и за которой в накопите 𝑗 других

заявок, будет либо обслужена, либо сброшена.

Выше определенные функции распределения имеют вид (3.21) и (3.22)

соответственно.

𝑊 (𝑠𝑒𝑟𝑣)(𝑥) =
1

𝑝(𝑠𝑒𝑟𝑣)
·

∞∑︁
𝑖=0

𝑊
(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖 (𝑥) · 𝜋𝑖 =

1

𝑝(𝑠𝑒𝑟𝑣)
·

∞∑︁
𝑖=0

𝑊
(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖,0 (𝑥) · 𝜋𝑖, (3.21)

𝑊 (𝑙𝑜𝑠𝑠)(𝑥) =
1

𝑝(𝑙𝑜𝑠𝑠)
·

∞∑︁
𝑖=0

𝑊
(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖 (𝑥) · 𝜋𝑖 =

1

𝑝(𝑙𝑜𝑠𝑠)
·

∞∑︁
𝑖=0

𝑊
(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖,0 (𝑥) · 𝜋𝑖. (3.22)

Далее будем использовать плотности w(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖,𝑗 (𝑥), w(𝑙𝑜𝑠𝑠)

𝑖,𝑗 (𝑥) и преобразова-

ния Лапласа-Стилтьеса 𝜔(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖,𝑗 (𝑠) и 𝜔

(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖,𝑗 (𝑠) введенных вспомогательных

функций 𝑊
(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖,𝑗 (𝑥) и 𝑊

(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖,𝑗 (𝑥) (𝑖 ≥ 0, 𝑗 ≥ 0).

Рассмотрим несколько вариантов обслуживания и вероятностного сброса

(обобщенного обновления) поступивших в систему заявок.
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3.4.1. Обслуживание и сброс заявок в порядке поступления

Утверждение 3.3. Преобразование Лапласа-Стилтьеса функции распре-

деления времени ожидания начала обслуживания несброшенной заявки

имеет вид (3.23):

𝜔(𝑠𝑒𝑟𝑣)(𝑠) =
1

𝑝(𝑠𝑒𝑟𝑣)

(︃
𝑄1∑︁
𝑖=0

(︂
𝜇

𝜇+ 𝑠

)︂𝑖

𝜋𝑖 +

+𝜋𝑄1+1

(︂
𝜇

𝜇+ 𝑠

)︂𝑄1+1 ̂︀𝜋(𝑔)(𝜇+ 𝑠)

𝜇+ 𝑠− 𝜇𝑔̂︀𝜋(𝑔)
)︃
, (3.23)

а ПЛС функции распределения времени пребывания в накопителе сбро-

шенной заявки имеет вид (3.24):

𝜔(𝑙𝑜𝑠𝑠)(𝑠) =
𝜋𝑄1+1

𝑝(𝑙𝑜𝑠𝑠)
· 1− ̂︀𝜋(𝑔)

1− 𝑔
· 𝜇

𝜇+ 𝑠− 𝜇𝑔̂︀𝜋(𝑔) . (3.24)

Доказательство: Если в момент поступления рассматриваемой заявки

система пуста (𝑖 = 0), то:

W(𝑠𝑒𝑟𝑣)
0 (𝑥) = 1, 𝑥 ≥ 0, W(𝑙𝑜𝑠𝑠)

0 (𝑥) = 0, 𝑥 ≥ 0.

Если в момент поступления рассматриваемой заявки система не пуста,

но есть хотя бы одно свободное место в безопасной зоне (0 < 𝑖 ≤ 𝑄1), то

механизм обновления не включен и время ожидания обслуживания для

несброшенной заявки подчиняется распределению Эрланга с параметрами
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𝜇 и 𝑖 (0 < 𝑖 ≤ 𝑄1):

W(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖 (𝑥) = 𝐻𝑖(𝑥) =

𝑥∫︁
0

𝜇𝑖𝑥𝑖−1

(𝑖− 1)!
𝑒−𝜇𝑥𝑑𝑥,

а для сброшенной заявки верно, что W(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖 (𝑥) = 0 (0 < 𝑖 ≤ 𝑄1).

Если же в момент поступления рассматриваемой заявки безопасная зона

заполнена полностью (𝑖 ≥ 𝑄1 + 1), то механизм обновления уже включен.

И тогда

W(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑄1+𝑖 (𝑥) =

𝑖∑︁
𝑗=0

𝐻𝑄1+𝑗(𝑥) · 𝜋𝑗(𝑖− 𝑗),

W(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑄1+𝑖 (𝑥) = ̃︀𝜋1(𝑖) ·𝐻1(𝑥)

𝑖∑︁
𝑘=2

𝐻𝑘(𝑥)
𝑖−𝑘∑︁
𝑗=0

𝜋𝑘−1(𝑗)̃︀𝜋1(𝑖+ 1− 𝑘 − 𝑗),

Переходя к преобразованиям Лапласа-Стилтьеса

𝜔(𝑠𝑒𝑟𝑣)(𝑠) =

∞∫︁
0

𝑒−𝑠𝑥𝑑W(𝑠𝑒𝑟𝑣)(𝑥), 𝜔(𝑙𝑜𝑠𝑠)(𝑠) =

∞∫︁
0

𝑒−𝑠𝑥𝑑W(𝑙𝑜𝑠𝑠)(𝑥),

𝜔
(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖 (𝑠) =

∞∫︁
0

𝑒−𝑠𝑥𝑑W(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖 (𝑥), 𝜔

(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖 (𝑠) =

∞∫︁
0

𝑒−𝑠𝑥𝑑W(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖 (𝑥),

𝜔
(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖 (𝑠) =

𝑖−𝑄1∑︁
𝑗=1

(︂
𝜇

𝜇+ 𝑠

)︂𝑄1+1

· 𝜋𝑗(𝑖−𝑄𝑗 − 𝑗), 𝑖 ≥ 𝑄1 + 1, (3.25)

и используя выражения (3.12), (3.18), (3.19) и (3.25), получим, что
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𝜔(𝑠𝑒𝑟𝑣)(𝑠) =
1

𝑝(𝑠𝑒𝑟𝑣)

∞∑︁
𝑖=0

𝜔
(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖 (𝑠) · 𝜋𝑖 =

=
1

𝑝(𝑠𝑒𝑟𝑣)

⎛⎝𝜋0 + 𝑄1∑︁
𝑖=1

𝜔
(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖 (𝑠) · 𝜋𝑖 +

∞∑︁
𝑄1+1

𝜔
(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖 (𝑠) · 𝜋𝑖

⎞⎠ =

=
1

𝑝(𝑠𝑒𝑟𝑣)

(︃
𝜋0 +

𝑄1∑︁
𝑖=1

(︂
𝜇

𝜇+ 𝑠

)︂𝑖

· 𝜋𝑖 +

+
∞∑︁

𝑖=𝑄1+1

𝑖−𝑄1∑︁
𝑗=1

(︂
𝜇

𝜇+ 𝑠

)︂𝑄1+𝑗

· 𝜋𝑗(𝑖−𝑄1 − 𝑗) · 𝜋𝑖

⎞⎠ =

=
1

𝑝(𝑠𝑒𝑟𝑣)

(︃
𝑄1∑︁
𝑖=0

(︂
𝜇

𝜇+ 𝑠

)︂𝑖

𝜋𝑖 + 𝜋𝑄1+1

(︂
𝜇

𝜇+ 𝑠

)︂𝑄1+1 ̂︀𝜋(𝑔)(𝜇+ 𝑠)

𝜇+ 𝑠− 𝜇𝑔̂︀𝜋(𝑔)
)︃
.

Для сброшенной заявки при 𝑖 ≥ 𝑄1+1 в терминах ПЛС верно выражение

(3.26)

𝜔
(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖 (𝑠) = ̃︀𝜋1(𝑖−𝑄1) ·

𝜇

𝜇+ 𝑠
+

𝑖−𝑄1∑︁
𝑘=2

(︂
𝜇

𝜇+ 𝑠

)︂𝑘 𝑖−𝑄1−𝑘∑︁
𝑗=0

𝜋𝑘−1(𝑗) · ̃︀𝜋1(𝑖−𝑄1 + 1− 𝑘 − 𝑗), 𝑖 > 𝑄1 + 1, (3.26)

И тогда, учитывая выражения (3.3), (3.4), (3.7), (3.8), (3.12), (3.18), (3.19)

и (3.26), запишем итоговое выражение для 𝜔(𝑙𝑜𝑠𝑠)(𝑠)

𝜔(𝑙𝑜𝑠𝑠)(𝑠) =
1

𝑝(𝑙𝑜𝑠𝑠)
·

∞∑︁
𝑖=0

𝜔
(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖 (𝑠)·𝜋𝑖 =

1

𝑝(𝑙𝑜𝑠𝑠)

∞∑︁
𝑖=𝑄1+1

𝜔
(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖 (𝑠)·𝜋𝑄1+1 ·𝑔𝑖−𝑄1−1 =

=
𝜋𝑄1+1

𝑝(𝑙𝑜𝑠𝑠)

∞∑︁
𝑖=𝑄1+1

𝑔𝑖−𝑄1−1 · 𝜔(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖 (𝑠) =

=
𝜋𝑄1+1

𝑝(𝑙𝑜𝑠𝑠)

⎛⎝̃︀𝜋1(1) · 𝜇

𝜇+ 𝑠
+

∞∑︁
𝑖=𝑄−1+2

𝑔𝑖−𝑄1−1

(︂̃︀𝜋1(𝑖−𝑄1) ·
𝜇

𝜇+ 𝑠
+
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+

𝑖−𝑄1∑︁
𝑘=2

(︂
𝜇

𝜇+ 𝑠

)︂𝑘 𝑖−𝑄1−𝑘∑︁
𝑗=0

𝜋𝑘−1(𝑗) · ̃︀𝜋1(𝑖−𝑄1 + 1− 𝑘 − 𝑗)

)︃)︃
=

=
𝜋𝑄1+1

𝑝(𝑙𝑜𝑠𝑠)

(︂
𝜇

𝜇+ 𝑠
· 1− ̂︀𝜋(𝑔)

1− 𝑔
+

𝜇

𝜇+ 𝑠
· 𝑔(1− ̂︀𝜋(𝑔))

1− 𝑔
· 𝜇̂︀𝜋(𝑔)
𝜇+ 𝑠− 𝜇𝑔̂︀𝜋(𝑔)

)︂
.

Итоговое выражение для 𝜔(𝑙𝑜𝑠𝑠)(𝑠) представимо в виде (3.24):

𝜔(𝑙𝑜𝑠𝑠)(𝑠) =
𝜋𝑄1+1

𝑝(𝑙𝑜𝑠𝑠)
· 1− ̂︀𝜋(𝑔)

1− 𝑔
· 𝜇

𝜇+ 𝑠− 𝜇𝑔̂︀𝜋(𝑔)
Доказательство завершено.

Среднее время ожидания начала обслуживания и среднее время

до сброса

Перейдем к средним числовым характеристикам.

Среднее время ожидания начала обслуживания определяется по формуле

w(𝑠𝑒𝑟𝑣) = −
(︁
𝜔(𝑠𝑒𝑟𝑣)(𝑠)

)︁′

𝑠=0
.

Производная преобразования Лапласа-Стилтьеса (3.23):

(︁
𝜔(𝑠𝑒𝑟𝑣)(𝑠)

)︁′

𝑠=0
=

1

𝑝(𝑠𝑒𝑟𝑣)

(︃
𝑄1∑︁
𝑖=1

𝜋𝑖 ·
𝑖𝜇𝑖

(𝜇+ 𝑠)𝑖+1
+

+ 𝜋𝑄1+1 · ̂︀𝜋(𝑔) · (︂−(𝑄1 + 1) · 𝜇𝑄1+1

(𝜇+ 𝑠)𝑄1+2
· 𝜇+ 𝑠

𝜇+ 𝑠− 𝜇𝑔̂︀𝜋(𝑔) +
+

(︂
𝜇

𝜇+ 𝑠

)︂𝑄1+1

· (𝜇+ 𝑠)− 𝜇𝑔̂︀𝜋(𝑔)− (𝜇+ 𝑠)

(𝜇+ 𝑠− 𝜇𝑔̂︀𝜋(𝑔))2
)︃)︃

𝑠=0

=
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=
1

𝑝(𝑠𝑒𝑟𝑣)

(︃
−

𝑄1∑︁
𝑖=1

𝑖𝜋𝑖
𝜇

+ 𝜋𝑄1+1 · ̂︀𝜋(𝑔)(︂− 𝑄1 + 1

𝜇− 𝜇𝑔̂︀𝜋(𝑔) − 𝜇𝑔̂︀𝜋(𝑔)
(𝜇− 𝜇𝑔̂︀𝜋(𝑔))2

)︂)︃
=

− 1

𝑝(𝑠𝑒𝑟𝑣)

(︃
1

𝜇

𝑄1∑︁
𝑖=1

𝑖𝜋𝑖 + 𝜋𝑄1+1 · ̂︀𝜋(𝑔) · 𝜇(𝑄1 + 1−𝑄1𝑔̂︀𝜋(𝑔))
𝜇2(1− 𝑔̂︀𝜋(𝑔))2

)︃
.

Следовательно, среднее время ожидания начала обслуживания имеет вид

(3.27):

w(𝑠𝑒𝑟𝑣) =
1

𝑝(𝑠𝑒𝑟𝑣)

(︃
1

𝜇

𝑄1∑︁
𝑖=1

𝑖𝜋𝑖 +
𝜋𝑄1+1 · ̂︀𝜋(𝑔) · (𝑄1 + 1−𝑄1𝑔̂︀𝜋(𝑔))

𝜇(1− 𝑔̂︀𝜋(𝑔))2
)︃

(3.27)

Для среднего времени пребывания в накопителе сброшенной заявки спра-

ведлива формула:

w(𝑙𝑜𝑠𝑠) = −
(︁
𝜔(𝑙𝑜𝑠𝑠)(𝑠)

)︁′

𝑠=0
.

Производная преобразования Лапласа-Стилтьеса (3.24):

(︁
𝜔(𝑙𝑜𝑠𝑠)(𝑠)

)︁′

𝑠=0
=

(︂
1

𝑝(𝑙𝑜𝑠𝑠)
· 𝜋𝑄1+1 ·

1− ̂︀𝜋(𝑔)
1− 𝑔

· 𝜇

𝜇+ 𝑠− 𝜇𝑔̂︀𝜋(𝑔)
)︂′

𝑠=0

=

=
𝜋𝑄1+1

𝑝(𝑙𝑜𝑠𝑠)
· 1− ̂︀𝜋(𝑔)

1− 𝑔

(︂
𝜇

𝜇+ 𝑠− 𝜇𝑔̂︀𝜋(𝑔)
)︂′

𝑠=0

= −𝜋𝑄1+1

𝑝(𝑙𝑜𝑠𝑠)
· 1− ̂︀𝜋(𝑔)
𝜇(1− 𝑔)(1− 𝑔̂︀𝜋(𝑔))2 .

Следовательно, среднее время пребывания в накопителе до сброса опре-

деляется по формуле (3.28)

w(𝑙𝑜𝑠𝑠) =
𝜋𝑄1+1

𝑝(𝑙𝑜𝑠𝑠)
· 1− ̂︀𝜋(𝑔)
𝜇(1− 𝑔)(1− 𝑔̂︀𝜋(𝑔))2 . (3.28)
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Временные характеристики для произвольной заявки

Время пребывания в накопителе произвольной заявки в терминах ПЛС

определяется по формуле:

𝜔(𝑠) = 𝑝(𝑠𝑒𝑟𝑣) · 𝜔(𝑠𝑒𝑟𝑣)(𝑠) + 𝑝(𝑙𝑜𝑠𝑠) · 𝜔(𝑙𝑜𝑠𝑠)(𝑠) =

𝑝(𝑠𝑒𝑟𝑣) · 1

𝑝(𝑠𝑒𝑟𝑣)

(︃
𝑄1∑︁
𝑖=0

𝜋𝑖

(︂
𝜇

𝜇+ 𝑠

)︂𝑖

+ 𝜋𝑄1+1

(︂
𝜇

𝜇+ 𝑠

)︂𝑄1+1

· ̂︀𝜋(𝑔)(𝜇+ 𝑠)

𝜇+ 𝑠− 𝜇𝑔̂︀𝜋(𝑔)
)︃
+

+ 𝑝(𝑙𝑜𝑠𝑠)
1

𝑝(𝑙𝑜𝑠𝑠)
· 𝜋𝑄1+1 ·

1− ̂︀𝜋(𝑔)
1− 𝑔

· 𝜇

𝜇+ 𝑠− 𝜇𝑔̂︀𝜋(𝑔) =
=

𝑄1∑︁
𝑖=0

𝜋𝑖

(︂
𝜇

𝜇+ 𝑠

)︂𝑖

+ 𝜋𝑄1+1 ·
𝜇+ 𝑠

𝜇+ 𝑠− 𝜇𝑔̂︀𝜋(𝑔)(︃(︂
𝜇

𝜇+ 𝑠

)︂𝑄1+1 ̂︀𝜋(𝑔) + 𝜇

𝜇+ 𝑠
· 1− ̂︀𝜋(𝑔)

1− 𝑔

)︃
.

Пусть 𝑤 — среднее время пребывания в накопителе произвольной заявки.

w = 𝑝(𝑠𝑒𝑟𝑣) · w(𝑠𝑒𝑟𝑣) + 𝑝(𝑙𝑜𝑠𝑠) · w(𝑙𝑜𝑠𝑠) =

= 𝑝(𝑠𝑒𝑟𝑣) · 1

𝑝(𝑠𝑒𝑟𝑣)

(︃
1

𝜇

𝑄1∑︁
𝑖=1

𝑖𝜋𝑖 + 𝜋𝑄1+1
̂︀𝜋(𝑔)(𝑄1 + 1−𝑄1𝑔̂︀𝜋(𝑔))

𝜇(1− 𝑔̂︀𝜋(𝑔))2
)︃
+

+ 𝑝(𝑙𝑜𝑠𝑠) · 1

𝑝(𝑙𝑜𝑠𝑠)
· 𝜋𝑄1+1 ·

1− ̂︀𝜋(𝑔)
1− 𝑔

· 1

𝜇(1− 𝑔̂︀𝜋(𝑔))2 =

=
1

𝜇

𝑄1∑︁
𝑖=1

𝑖𝜋𝑖 +
1

𝜇
𝜋𝑄1+1 ·

1 +𝑄1̂︀𝜋(𝑔)(1− 𝑔)

(1− 𝑔)(1− 𝑔̂︀𝜋(𝑔)) .
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3.4.2. Обслуживание и обновление в инверсионном порядке

Рассмотрим вариант, когда поступающие в систему заявки обслуживаются

и сбрасываются в порядке, обратном порядку поступления.

Воспользуемся принятыми ранее обозначениями.

Утверждение 3.4. Преобразование Лапласа-Стилтьеса функции рас-

пределения ожидания начала обслуживания имеет вид (3.29):

𝜔(𝑠𝑒𝑟𝑣)(𝑠) =
1

𝑝(𝑠𝑒𝑟𝑣)

∞∑︁
𝑖=0

𝜔
(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖,0 (𝑠)𝜋𝑖 =

=
1

𝑝(𝑠𝑒𝑟𝑣)

⎛⎝𝜋0 + 𝑄1∑︁
𝑖=1

𝜔
(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖,0 (𝑠)𝜋𝑖 + 𝜋𝑄1+1 ·

∞∑︁
𝑖=𝑄1+1

𝜔
(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖,0 (𝑠)𝑔𝑖−𝑄1−1

⎞⎠ . (3.29)

Доказательство: Если в момент поступления заявка застает систему

пустой, то она сразу переходит на обслуживание.

Если в момент поступления заявки пороговое значение в накопителе не

был достигнуто (в системе было 𝑖 других заявок (0 < 𝑖 < 𝑄1 + 1)), то

механизм обновления(сброса) не был включен и поступившая в систему

заявка будет находиться в безопасной зоне. следовательно, не может быть

сброшена:

w(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖,0 (𝑥) = 𝜇𝑒−𝜇𝑥𝐴(𝑥) +

𝑥∫︁
0

𝑒−𝜇𝑦𝑑𝐴(𝑦) · w(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖,1 (𝑥− 𝑦),

но, так как обслуживание в инверсионном порядке, следует учитывать заяв-

ки, пришедшие в систему после рассматриваемой. Возможны два варианта.
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Первый вариант — даже с учетом 𝑗 (𝑗 ≥ 1) пришедших после рассматри-

ваемой заявки пороговое значение в накопителе не преодолено и механизм

обновления не включен (𝑖 + 𝑗 ≤ 𝑄1):

w(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖,𝑗 (𝑥) =

𝜇𝑗+1𝑥𝑗

𝑗!
𝑒−𝜇𝑥 · 𝐴(𝑥) +

𝑥∫︁
0

𝑗∑︁
𝑘=0

(𝜇𝑦)𝑘

𝑘!
𝑒−𝜇𝑦𝑑𝐴(𝑦) · w(𝑠𝑒𝑟𝑣)

𝑖,𝑗−𝑘+1(𝑥− 𝑦).

И второй вариант, когда с учетом 𝑗 (𝑗 ≥ 1) пришедших после рассмат-

риваемой заявки пороговое значение в накопителе преодолено и механизм

обновления включен (𝑖 + 𝑗 > 𝑄1):

w(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖,𝑗 (𝑥) =

𝑗+𝑖−𝑄1∑︁
𝑘=1

𝜇𝑘+𝑄1−𝑖 · 𝑥𝑘+𝑄1−𝑖

(𝑘 +𝑄1 − 𝑖)!
𝑒−𝜇𝑥�̃�𝑘(𝑖+ 𝑗 −𝑄1 − 𝑘)𝐴(𝑥)+

+

𝑥∫︁
0

𝑖+𝑗−𝑄1∑︁
𝑘=0

(𝜇𝑦)𝑘

𝑘!
𝑒−𝜇𝑦

𝑖+𝑗−𝑄1−𝑘∑︁
𝑙=0

𝜋𝑘(𝑙)𝑑𝐴(𝑦) · w(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖,𝑗−𝑘−𝑙+1(𝑥− 𝑦)+

+

𝑥∫︁
0

𝑖+𝑗−𝑄1∑︁
𝑘=1

�̃�𝑘(𝑖 = 𝑗 −𝑄− 1− 𝑘)

𝑄1−𝑖∑︁
𝑙=0

(𝜇𝑦)𝑘+𝑙

(𝑘 + 𝑙)!
𝑒−𝜇𝑦𝑑𝐴(𝑦) ·w(𝑠𝑒𝑟𝑣)

𝑖,𝑄1−𝑖−𝑙+1(𝑥− 𝑦).

Наконец, случай когда в момент своего поступления в систему заявка

застает безопасную зону полностью занятой и механизм обновления (сброса)

включен (𝑖 > 𝑄1) — рассматриваемая заявка может перейти за время 𝑥

на обслуживание:

w(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖,0 (𝑥) = 𝜇𝑒−𝜇𝑥𝑝 · 𝐴(𝑥) +

𝑥∫︁
0

𝑒−𝜇𝑦𝑑𝐴(𝑦) · w(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖,1 (𝑥− 𝑦),
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w(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖,𝑗 (𝑥) =

𝑗+1∑︁
𝑘=1

𝜇𝑘𝑥𝑘−1

(𝑘 − 1)!
𝜋𝑘(𝑗 − 𝑘 + 1)𝐴(𝑥)+

+

𝑥∫︁
0

𝑗∑︁
𝑘=0

(𝜇𝑦)𝑘

𝑘!
𝑒−𝜇𝑦

𝑗∑︁
𝑙=0

𝜋𝑘(𝑙)𝑑𝐴(𝑦) · w(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖,𝑗−𝑘−𝑙+1(𝑥).

В терминах преобразований Лапласа-Стилтьеса выражения для плотно-

стей, представленные выше, будут иметь следующий вид. Если 𝑖+𝑘 ≤ 𝑄1, то:

𝜔
(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖,𝑗 (𝑠) =

(−1)𝑗𝜇𝑗+1

𝑗!
𝐴

(𝑗)
(𝜇 + 𝑠) +

𝑗∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝜇𝑘

𝑘!
𝛼(𝑘)(𝜇 + 𝑠) · 𝜔(𝑠𝑒𝑟𝑣)

𝑖,𝑗−𝑘+1(𝑠)

Если 𝑖 + 𝑗 > 𝑄1, то:

𝜔
(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖,𝑗 (𝑠) =

𝑖+𝑗−𝑄1∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘+𝑄1−𝑖 · 𝜇𝑘+𝑄−1−𝑖+1

(𝑘 +𝑄1 − 𝑖)!
�̃�𝑘(𝑖+𝑗−𝑄1−𝑘)·𝛼(𝑘+𝑄1−𝑖)(𝜇+𝑠)+

+

𝑖+𝑗−𝑄1∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘 · 𝜇𝑘

𝑘!

𝑖+𝑗−𝑄1−𝑘∑︁
𝑙=0

𝜋𝑘(𝑙) · 𝛼(𝑘)(𝜇+ 𝑠) · 𝜔(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖,𝑗−𝑘−𝑙+1(𝑠)+

+

𝑖+𝑖−𝑄−1∑︁
𝑘=1

�̃�𝑘(𝑖+ 𝑗−𝑄1− 𝑘) ·
𝑄1−𝑖∑︁
𝑙=0

(−1)𝑘+𝑙 · 𝜇𝑘+𝑙

(𝑘 + 𝑙)!
𝛼(𝑘+𝑙)(𝜇+ 𝑠) ·𝜔(𝑠𝑒𝑟𝑣)

𝑖,𝑄1−𝑖−𝑙+1(𝑠).

Если 𝑖 > 𝑄1, то

𝜔
(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖,𝑗 (𝑠) =

𝑗+1∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1𝜇𝑘

(𝑘 − 1)!
𝜋𝑘(𝑗 − 𝑘 + 1) · 𝛼(𝑘−1)(𝜇+ 𝑠)+

+

𝑗∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝜇𝑘

𝑘!

𝑗−𝑘∑︁
𝑙=0

𝜋𝑘(𝑙)𝛼
(𝑘)(𝜇+ 𝑠) · 𝜔(𝑠𝑒𝑟𝑣)

𝑖,𝑗−𝑘−𝑙+1(𝑠).
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Тогда ПЛС 𝜔(𝑠𝑒𝑟𝑣)(𝑠) для W(𝑠𝑒𝑟𝑣)(𝑠) имеет вид:

𝜔(𝑠𝑒𝑟𝑣)(𝑠) =
1

𝑝(𝑠𝑒𝑟𝑣)

∞∑︁
𝑖=0

𝜔
(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖,0 (𝑠)𝜋𝑖 =

=
1

𝑝(𝑠𝑒𝑟𝑣)

⎛⎝𝜋0 + 𝑄1∑︁
𝑖=1

𝜔
(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖,0 (𝑠)𝜋𝑖 + 𝜋𝑄1+1 ·

∞∑︁
𝑖=𝑄1+1

𝜔
(𝑠𝑒𝑟𝑣)
𝑖,0 (𝑠)𝑔𝑖−𝑄1−1

⎞⎠ .

Доказательство завершено.

Утверждение 3.5. Преобразование Лапласа-Стилтьеса функции рас-

пределения времени пребывания в накопителе сброшенной заявки имеет

вид (3.30):

𝜔(𝑙𝑜𝑠𝑠)(𝑠) =
𝜋𝑄1+1

𝑝(𝑙𝑜𝑠𝑠)
· 1

1− 𝑔
· 𝜇(1− ̂︀𝜋(𝑧(𝑠)))
𝜇+ 𝑠𝜇 · 𝑧(𝑠) · ̂︀𝜋(𝑧(𝑠)) , (3.30)

а среднее время пребывания сброшенной заявки в накопителе w(𝑙𝑜𝑠𝑠) опре-

деляется по формуле (3.31):

w(𝑙𝑜𝑠𝑠) =
𝜋𝑄1+1

(1− 𝑔)𝑝(𝑙𝑜𝑠𝑠)

(︂̂︀𝜋′
(𝑔) · 𝛼′

(𝜇− 𝜇𝑔̂︀𝜋(𝑔)) · (1− 𝑔)

(1− 𝑔̂︀𝜋(𝑔))2 +

+
(1− ̂︀𝜋(𝑔))(1− 𝜇̂︀𝜋(𝑔)𝛼′

(𝜇− 𝜇𝑔̂︀𝜋(𝑔)))
𝜇(1− 𝑔̂︀𝜋(𝑔))2

)︂
. (3.31)

Доказательство: Поступающая в систему заявка может быть сброшена

только тогда, когда в момент своего поступления в систему она застает без-

опасную зону полностью занятой и механизм обновления (сброса) включен
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(𝑖 > 𝑄1):

w(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖,0 (𝑥) = 𝜇𝑒−𝜇𝑥�̃�1(1) · 𝐴(𝑥) +

𝑥∫︁
0

𝑒−𝜇𝑦𝑑𝐴(𝑦) · w(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖,1 (𝑥− 𝑦),

w(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖,𝑗 (𝑥) =

𝑗+1∑︁
𝑘=1

𝜇𝑘𝑥𝑘−1

(𝑘 − 1)!
�̃�𝑘(𝑗 − 𝑘 + 2)𝐴(𝑥)+

+

𝑥∫︁
0

𝑗∑︁
𝑘=0

(𝜇𝑦)𝑘

𝑘!
𝑒−𝜇𝑦

𝑗−𝑘∑︁
𝑙=0

𝜋𝑘(𝑙)𝑑𝐴(𝑦) · w(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖,𝑗−𝑘−𝑙+1(𝑥).

В терминах ПЛС:

𝜔
(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖,𝑗 (𝑠) =

𝑘=1∑︁
𝑗+1

(−1)𝑘−1𝜇𝑘

(𝑘 − 1)!
�̃�𝑘(𝑗 − 𝑘 + 2) · 𝛼(𝑘−1)(𝜇+ 𝑠)+

+

𝑗∑︁
𝑘=0

𝑗−𝑘∑︁
𝑙=0

(−1)𝑘𝜇𝑘

𝑘!
𝜋𝑘(𝑙) · 𝛼(𝑘)(𝜇+ 𝑠) · 𝜔(𝑙𝑜𝑠𝑠)

𝑖,𝑗−𝑘−𝑙+1(𝑠).

Тогда ПЛС 𝜔(𝑙𝑜𝑠𝑠)(𝑠) для W(𝑙𝑜𝑠𝑠)(𝑠) имеет вид:

𝜔(𝑙𝑜𝑠𝑠)(𝑠) =
1

𝑝(𝑙𝑜𝑠𝑠)

∞∑︁
𝑖=0

𝜔
(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖,0 (𝑠)𝜋𝑖 =

𝜋𝑄1+1

𝑝(𝑙𝑜𝑠𝑠)

∞∑︁
𝑖=𝑄1+1

𝜔
(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖,0 (𝑠) · 𝑔𝑖−𝑄1−1 =

𝜋𝑄1+1

𝑝(𝑙𝑜𝑠𝑠)
· 𝜔(𝑙𝑜𝑠𝑠)

0 (𝑠) ·
∞∑︁

𝑖=𝑄1+1

𝑔𝑖−𝑄1−1 =
𝜋𝑄1+1

𝑝(𝑙𝑜𝑠𝑠)
· 𝜔

(𝑙𝑜𝑠𝑠)
0 (𝑠)

1− 𝑔
.

Найдем 𝜔
(𝑙𝑜𝑠𝑠)
0 (𝑠). Введем производящую функцию:
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𝜓(𝑧, 𝑠) =
∞∑︁
𝑗=0

𝑧𝑗𝜔
(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖,𝑗 (𝑠) =

=
∞∑︁
𝑗=0

𝑧𝑗

(︃
𝑗+1∑︁
𝑘=1

(−1)(𝑘−1) · 𝜇𝑘

(𝑘 − 1)!
�̃�𝑘(𝑗 − 𝑘 + 2) · 𝛼(𝑘−1)(𝜇+ 𝑠) +

+

𝑗∑︁
𝑘=0

(−𝜇)𝑘

𝑘!

𝑗−𝑘∑︁
𝑙=0

𝜋𝑘(𝑙) · 𝛼(𝑘)(𝜇+ 𝑠) · 𝜔(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖,𝑗−𝑘−𝑙+1(𝑠)

)︃
=

=
∞∑︁
𝑗=0

𝑧𝑗
𝑗+1∑︁
𝑘=1

(−1)(𝑘−1) · 𝜇𝑘

(𝑘 − 1)!
�̃�𝑘(𝑗 − 𝑘 + 2) · 𝛼(𝑘−1)(𝜇+ 𝑠)+

+
∞∑︁
𝑗=0

𝑧𝑗
𝑗∑︁

𝑘=0

(−𝜇)𝑘

𝑘!

𝑗−𝑘∑︁
𝑙=0

𝜋𝑘(𝑙) · 𝛼(𝑘)(𝜇+ 𝑠) · 𝜔(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖,𝑗−𝑘−𝑙+1(𝑠),

которая после ряда преобразований будет представима в виде:

𝜓(𝑧, 𝑠) =

𝜇(𝑄(𝑧)− 1) · (1− 𝛼(𝜇+ 𝑠− 𝜇𝑧̂︀𝜋(𝑧)))
𝜇+ 𝑠− 𝜇𝑧̂︀𝜋(𝑧)

𝑧 − 𝛼(𝜇+ 𝑠− 𝜇𝑧̂︀𝜋(𝑧)) −

−
𝜔
(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖,0 (𝑠) · 𝛼(𝜇+ 𝑠− 𝜇𝑧̂︀𝜋(𝑧)
𝑧 − 𝛼(𝜇+ 𝑠− 𝜇𝑧̂︀𝜋(𝑧))

Учитывая, что время пребывания в накопителе сброшенной заявки зави-

сит только от того, сколько заявок пришло в систему после нее, то есть

𝜔
(𝑙𝑜𝑠𝑠)
𝑖,0 (𝑠) = 𝜔

(𝑙𝑜𝑠𝑠)
0 (𝑠), представленное выше выражение можно записать как:

𝜓(𝑧, 𝑠) =

𝜇(𝑄(𝑧)− 1) · (1− 𝛼(𝜇+ 𝑠− 𝜇𝑧̂︀𝜋(𝑧)))
𝜇+ 𝑠− 𝜇𝑧̂︀𝜋(𝑧)

𝑧 − 𝛼(𝜇+ 𝑠− 𝜇𝑧̂︀𝜋(𝑧)) −

− 𝜔
(𝑙𝑜𝑠𝑠)
0 (𝑠) · 𝛼(𝜇+ 𝑠− 𝜇𝑧̂︀𝜋(𝑧)
𝑧 − 𝛼(𝜇+ 𝑠− 𝜇𝑧̂︀𝜋(𝑧)) , 0 < 𝑧 < 1, 𝑠 > 0.
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При 𝑧 = 𝛼(𝜇+ 𝑠− 𝜇𝑧̂︀𝜋(𝑧))) знаменатель выражения 𝜓(𝑧, 𝑠) обращается

в 0. Следовательно при этом же значении 𝑧 (в силу непрерывности 𝜓(𝑧, 𝑠))

и числитель должен обращаться в ноль, и тогда (𝑧 = 𝑧(𝑠)):

𝜔
(𝑙𝑜𝑠𝑠)
0 (𝑠) =

𝜇 · (𝑄(𝑧(𝑠))− 1)

𝛼(𝜇+ 𝑠− 𝜇𝑧(𝑠) · ̂︀𝜋(𝑧(𝑠))) · 1− 𝛼(𝜇+ 𝑠− 𝜇𝑧(𝑠) · ̂︀𝜋(𝑧(𝑠)))
𝜇+ 𝑠− 𝜇𝑧(𝑠) · ̂︀𝜋(𝑧(𝑠))

Упростим вид 𝜔(𝑙𝑜𝑠𝑠)
0 (𝑠) используя то, что 𝑄(𝑧) =

1− 𝑧̂︀𝜋(𝑧)
1− 𝑧

, и в резуль-

тате, преобразование Лапласа-Стилтьеса функции распределения времени

пребывания в накопителе сброшенной заявки будет иметь вид:

𝜔(𝑙𝑜𝑠𝑠)(𝑠) =
𝜋𝑄1+1

𝑝(𝑙𝑜𝑠𝑠)
· 𝜔

(𝑙𝑜𝑠𝑠)
0 (𝑠)

1− 𝑔
=

𝜋𝑄1+1

𝑝(𝑙𝑜𝑠𝑠)
· 1

1− 𝑔
· 𝜇(1− ̂︀𝜋(𝑧(𝑠)))
𝜇+ 𝑠𝜇 · 𝑧(𝑠) · ̂︀𝜋(𝑧(𝑠)) .

Отметим, что при 𝑠 = 0 𝑧(0) = 𝛼(𝜇 + 𝑠 − 𝜇𝑧(0) · ̂︀𝜋(𝑧(0))) и совпадает

с выражением для параметра 𝑔 (0 < 𝑔 < 1: 𝑔 = 𝛼(𝜇 + 𝑠 − 𝜇𝑔̂︀𝜋(𝑔)), то

есть 𝑧(0) = 𝑔.

Среднее время пребывания сброшенной заявки в накопителе w(𝑙𝑜𝑠𝑠) опре-

деляется по формуле:

w(𝑙𝑜𝑠𝑠) = −
(︁
𝜔(𝑙𝑜𝑠𝑠)(𝑠)

)︁′

𝑠=0
=

−𝜋𝑄1+1 · 𝜇
(1− 𝑔)𝑝(𝑙𝑜𝑠𝑠)

(︂
1− ̂︀𝜋(𝑧(𝑠))

𝜇+ 𝑠− 𝜇𝑧(𝑠) · ̂︀𝜋(𝑧(𝑠))
)︂′

𝑠=0

=

=
𝜋𝑄1+1

(1− 𝑔)𝑝(𝑙𝑜𝑠𝑠)

(︂̂︀𝜋′
(𝑔) · 𝛼′

(𝜇− 𝜇𝑔̂︀𝜋(𝑔)) · (1− 𝑔)

(1− 𝑔̂︀𝜋(𝑔))2 =

+
(1− ̂︀𝜋(𝑔))(1− 𝜇̂︀𝜋(𝑔)𝛼′

(𝜇− 𝜇𝑔̂︀𝜋(𝑔)))
𝜇(1− 𝑔̂︀𝜋(𝑔))2

)︂
.

Доказательство завершено.



105

Заключение

В заключении диссертационной работы представим основные полученные

результаты:

1. Сделан обзор ряда алгоритмов активного управления очередями семей-

ства RED (с описанием их основных характеристик) и представлены

результаты, полученные для систем с полным и обобщенным обновле-

нием.

2. Рассмотрен механизм порогового управления трафиком на примере

системы СМО 𝐺|𝑀 |1|∞ с вероятностным механизмом сброса (полно-

го обновления), момент включения (выключения) которого зависит

от преодоления текущей длиной очереди порогового значения 𝑄1 в

накопителе. Данный порог также определяет область в накопителе,

из которой поступившие в систему заявки не могут быть сброшены.

Доказано, что вероятностное распределение числа заявок в систе-

ме (по вложенной цепи Маркова) имеет геометрический вид (если

преодолен порог). Представлены формулы для расчета вероятности

того, что поступившая в систему заявка либо будет обслужена, ли-

бо будет сброшена. Также в терминах ПЛС получены выражения

для стационарного распределения времени пребывания в накопите-

ле обслуженной и сброшенной заявок, а также средние временные
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характеристики при обслуживании заявок либо в порядке поступле-

ния, либо в инверсионном порядке. Также выведено стационарное

распределение числа обслуженных либо сброшенных заявок.

3. На примере системы СМО 𝐺|𝑀 |1|∞ с полным обновлением рас-

смотрен механизм порогового управления трафиком, для которого

пороговое значение 𝑄1 задает только момент включения механизма

сброса. Доказано, что вероятностное распределение числа заявок в

системе (по вложенной цепи Маркова) имеет геометрический вид (если

преодолен порог 𝑄1). Представлены уравнения для стационарного

распределения времени пребывания в накопителе обслуженной или

сброшенной заявок.

4. На примере системы СМО 𝐺|𝑀 |1|∞ с обобщенным обновлением рас-

смотрен механизм порогового управления трафиком, для которого

пороговое значение 𝑄1 не только определяет момент включения меха-

низма сброса, но и задает границы безопасной области в накопителе, из

которой находящиеся в ней заявки не могут быть сброшены.Доказано,

что вероятностное распределение числа заявок в системе (по вложен-

ной цепи Маркова) имеет геометрический вид (если преодолен порог).

Представлены формулы для расчета вероятности того, что поступив-

шая в систему заявка либо будет обслужена, либо будет сброшена.

Также в терминах ПЛС получены выражения для стационарного

распределения времени пребывания в накопителе обслуженной и

сброшенной заявок, а также средние временные характеристики при
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обслуживании и сбросе заявок либо в порядке поступления, либо в

инверсионном порядке.

5. В среде GPSS построены имитационные модели для всех рассмотрен-

ных случаев, доказано, что средние значения основных характеристик

не зависят от дисциплины обслуживания/обновления.

Полученные в рассмотренных моделях аналитические выражения можно

применять, в частности, для нахождения оценки таких показателей качества

как: общей задержки передачи сообщения (среднее время пребывания в

системе обслуженной заявки), среднего числа переданных пакетов (среднее

число обслуженных заявок), вероятность потери принятого в систему пакета,

вероятность дальнейшей передачи пакета, а также для оценки некоторых

алгоритмов управления трафиком, рассмотренных в первой главе.
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Приложение A. Результаты имитационного

моделирования в среде GPSS для

однопороговых моделей управления входящим

трафиком на основе полного обновления

A.1. Имитационная модель системы массового

обслуживания 𝐺/𝑀/1/∞ с одним порогом, безопасной

зоной и полным обновлением

PROB FUNCTION RN1,D2
0.01,0/1,1
Q_1 VARIABLE 40

GENERATE(Exponential(1,0,1/14))
LINK LIST1,LIFO,metka1
metka1 SEIZE Pribor других заявок)

ADVANCE (Exponential(1,0,1/16))
TEST LE CH$LIST1,V$Q_1,metka2
RELEASE Pribor
TRANSFER ,metka_end

metka2 TEST E FN$PROB,0,metka3
RELEASE Pribor
UNLINK LIST1,metka1,1
UNLINK LIST1,metka4,(CH$LIST1-V$Q_1)
metka4 TERMINATE 0

metka3 RELEASE Pribor
metka_end UNLINK LIST1,metka1,1
TERMINATE 0
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GENERATE 100000
TERMINATE 1
START 1

A.2. Имитационная модель системы массового

обслуживания 𝐺/𝑀/1/∞ с одним порогом, без

безопасной зоны и полным обновлением

PROB FUNCTION RN1,D2
0.01,0/1,1
Q_1 VARIABLE 100 ;пороговое значение

GENERATE(Exponential(1,0,1/14)) ;генерируем заявки
LINK LIST1,FIFO,metka1
metka1 SEIZE Pribor заявок)15
ADVANCE (Exponential(1,0,1/16)) ;обслуживание
TEST LE CH$LIST1,V$Q_1,metka2
RELEASE Pribor
TRANSFER ,metka_end

metka2 TEST E FN$PROB,0,metka3
RELEASE Pribor ;освобождаем прибор
UNLINK LIST1,metka1,1
UNLINK LIST1,metka4,ALL
metka4 TERMINATE 0

metka3 RELEASE Pribor ;освобождаем прибор
metka_end UNLINK LIST1,metka1,1
TERMINATE 0

GENERATE 100000 ; Working day (minutes)
TERMINATE 1 ; Minus one minute
START 1 ; Start from the first minute
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A.3. Сравнение результатов имитационного

моделирования для однопороговых моделей с полным

обновлением

Ниже представлены три таблицы с результатами моделирования для систе-

мы с обновлением и без безопасной зоны (sys1) и для системы с безопасной

зоной и обновлением (sys2).

Таблица A.1.
Simulation results for different drop probabilities.

Drop probability 0.0025 0.005 0.01 0.025 0.05 0.1

Genereted tasks sys.1 999437 1000627 999286 1000116 999289 999928
sys.2 1000148 1001042 1000211 1000028 999623 1000510

Serviced tasks sys.1 995695 995719 992516 988573 986160 984624
sys.2 999407 999823 998559 997262 996341 996638

Serviced tasks without
calling the renv. mech.

sys.1 960378 966875 971329 974864 978438 979997
sys.2 951429 956594 963167 967636 971884 977464

Dropped tasks sys.1 3713 4901 6769 11542 13128 15303
sys.2 738 1212 1650 2757 3279 3861

Probability
of servicing tasks

sys.1 0.9963 0.9951 0.9932 0.9885 0.9869 0.9847
sys.2 0.9993 0.9988 0.9983 0.9972 0.9967 0.9961

Probability
of dropping tasks

sys.1 0.0037 0.0049 0.0068 0.0115 0.0131 0.0153
sys.2 0.0007 0.0012 0.0016 0.0028 0.0033 0.0039

Average queue length sys.1 8.127 7.934 7.487 7.088 6.755 6.506
sys.2 8.802 8.697 8.351 8.113 8.067 7.982

Maximum queue
length

sys.1 79 75 75 71 56 48
sys.2 80 80 70 71 58 57

Average waiting time
of a task in the queue

sys.1 0.898 0.876 0.83 0.789 0.753 0.726
sys.2 0.967 0.955 0.92 0.895 0.89 0.879

В первой таблице представлены результаты моделирования для различ-

ных значений вероятности сброса 𝑞 со следующими параметрами: пороговое
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значение 𝑄1 = 30, интенсивность поступление заявок — 10 заявок в секун-

ду, интенсивность обслуживания —11 заявок в секунду. Моделирование

длилось 100000 секунд.

Для системы с безопасной зоной значения вероятности обслуживания,

числа обслуженных заявок, средней длины очереди и среднего времени

ожидания начала обслуживания больше значений соответствующих харак-

теристик для системы без безопасной зоны. При этом вероятность потери

поступающей заявки для системы с безопасной зоной в разы меньше, чем

для системы без безопасной зоны.

Таблица A.2.
Simulation results for different threshold values.

Threshold value 10 30 50 70 100

Genersted tasks sys.1 999875 999286 999775 999704 999350
sys.2 997944 1000211 999710 999533 1000892

Serviced tasks sys.1 965620 992516 998270 999465 999229
sys.2 983879 998559 999370 999520 1000874

Serviced tasks without
calling the renv. mech.

sys.1 738473 971329 994540 999359 999185
sys.2 708912 963167 994122 999234 1000824

Dropped tasks sys.1 34254 6769 1505 225 112
sys.2 14058 1650 336 8 12

Probability
of servicing tasks

sys.1 0.9657 0.9932 0.9985 0.9998 0.9999
sys.2 0.9859 0.9983 0.9997 1.0000 1.0000

Probability
of dropping tasks

sys.1 0.0343 0.0068 0.0015 0.0002 0.0001
sys.2 0.0141 0.0016 0.0003 0.0000 0.0000

Average queue length sys.1 5.623 7.487 8.668 8.768 9.166
sys.2 6.418 8.351 8.914 9.11 9.467

Maximum queue length sys.1 67 75 87 95 114
sys.2 80 80 96 101 114

Average waiting time of
a task in the queue

sys.1 0.64 0.83 0.954 0.965 1.008
sys.2 0.72 1.002 0.92 0.981 1.036
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Во второй таблице представлены результаты моделирования для раз-

личных пороговых значений 𝑄1. Параметры моделирования: вероятность

сброса 𝑞 = 0.01, интенсивность поступление заявок — 10 заявок в секун-

ду, интенсивность обслуживания —11 заявок в секунду. Моделирование

длилось 100000 секунд. Для системы с безопасной зоной значения вероят-

ности обслуживания, числа обслуженных заявок, средней длины очереди и

среднего времени ожидания начала обслуживания больше значений соот-

ветствующих характеристик для системы без безопасной зоны. При этом

вероятность потери поступающей заявки для системы с безопасной зоной в

разы меньше, чем для системы без безопасной зоны.

Таблица A.3.
Simulation results for different service intensities.

Service intensity 5 в 1с 8 в 1с 11 в 1с 15 в 1с

Genersted tasks sys.1 999616 1001255 999286 999137
sys.2 999540 997652 1000211 999137

Serviced tasks sys.1 498806 787414 992516 999136
sys.2 500950 801276 998559 999136

Serviced tasks without
calling the renv. mech.

sys.1 113109 417466 971329 999129
sys.2 4789 95898 963167 999129

Dropped tasks sys.1 500645 213829 6769 0
sys.2 498472 196344 1650 0

Probability
of servicing tasks

sys.1 0.4990 0.7864 0.9932 1.0000
sys.2 0.5012 0.8032 0.9983 1.0000

Probability
of dropping tasks

sys.1 0.5008 0.2136 0.0068 0.0000
sys.2 0.4987 0.1968 0.0016 0.0000

Average queue length sys.1 106 35 7.487 1.34
sys.2 131 54 8.351 1.34

Maximum queue length sys.1 845 291 70 31
sys.2 934 308 75 31

Average waiting time of
a task in the queue

sys.1 10 3 0.83 0.201
sys.2 13 5 0.92 0.201
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Во третьей таблице представлены результаты моделирования для различ-

ных интенсивностей обслуживания заявок.со следующими параметрами:

пороговое значение 𝑄1 = 30, вероятность потери 𝑞 = 0.01 интенсивность

поступление заявок — 10 заявок в секунду. Моделирование длилось 100000

секунд. Для системы с безопасной зоной значения вероятности обслужива-

ния, числа обслуженных заявок, средней длины очереди и среднего времени

ожидания начала обслуживания больше значений соответствующих харак-

теристик для системы без безопасной зоны. При этом вероятность потери

поступающей заявки для системы с безопасной зоной в разы меньше, чем

для системы без безопасной зоны.

По результатам моделирования можно сделать вывод, что при незначи-

тельном увеличении среднего времени ожидания начала обслуживания для

систем с безопасной зоной резко снижается вероятность сброса принятой

в систему заявки.

;
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Приложение B. Результаты имитационного

моделирования в среде GPSS

B.1. Имитационная модель в среде GPSS

однопороговой системы массового обслуживания с

обобщенным обновлением и безопасной зоной в

накопителе

;Сегмент 1: Ввод данных
;

INITIAL X$ALAM,5
INITIAL X$AMU,6
INITIAL X$POROG,2
INITIAL X$ADEL,1
INITIAL X$KSERV,0
INITIAL X$KDEL,0
INITIAL X$PSERV,0
INITIAL X$PDEL,0
INITIAL X$WORK,0

TSERV TABLE MP5,0,0.02,50
TDEL TABLE MP5,0,0.02,50
;
; Сегмент 2: Генерация входящего потока и постановка заявок
; в очередь
;

GENERATE(exponential(1,0,(1/(X$ALAM))))
MARK 5
QUEUE SYST
QUEUE QUE
TEST G Q$SYST,1,NEXT1
LINK NAK,FIFO

;
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; Сегмент 3: Обслуживание заявок
;
NEXT1 SEIZE PRIB

DEPART QUE
TABULATE TSERV
ADVANCE(exponential(2,0,(1/(X$AMU))))
RELEASE PRIB
DEPART SYST
TEST G Q$SYST,0,NEXT3
UNLINK NAK,NEXT1,1

NEXT3 SAVEVALUE KSERV+,1
SAVEVALUE PSERV,(X$KSERV/(X$KSERV+X$KDEL))

; Сегмент 4: Моделирование сброса заявок
TEST G (Q$QUE-1),X$POROG,NEXT2

;
; Сегмент 4: Моделирование сброса заявок

SAVEVALUE WORK,(poisson(3,X$ADEL))
TEST G X$WORK,(Q$QUE-X$POROG-1),NEXT4
SAVEVALUE WORK,(Q$QUE-1-X$POROG)

NEXT4 UNLINK NAK,NEXT5,X$WORK
NEXT2 TERMINATE 1
NEXT5 DEPART QUE

DEPART SYST
TABULATE TDEL
SAVEVALUE KDEL+,1

SAVEVALUE PDEL,(X$KDEL/(X$KSERV+X$KDEL))
;

TERMINATE 1
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B.2. Результаты имитационного моделирования в

среде GPSS для модели с обобщенным обновлением и

безопасной зоной

В первой таблице представлены результаты моделирования в среде GPSS

для различного порогового значения 𝑄1. При моделировании были приняты

следующие параметры: 𝜇 =
1

6
, 𝜆 =

1

5
и через систему проходили 1000000

заявок. Вероятности обновления (сброса) 𝑞(𝑖) подчиняются пуассоновскому

распределению. Из результатов моделирования видно, что с ростом по-

Таблица B.1.
GPSS simulation for differents threshold values

Threshold value 2 5 10 20 30 40
Probability
of servicing tasks 0.89 0.948 0.982 0.997 0.99966 0.99998

Probability
of dropping tasks 0.11 0.052 0.018 0.003 0.00034 0.00002

Serviced tasks 890208 948444 981840 997246 999660 999980
Dropped tasks 109792 51556 18160 2754 340 20
Average wait time
to start service 0.238 0.386 0.579 0.756 0.795 0.768

Average time in the queue
of dropped applications 0.507 0.903 1.631 3.172 4.649 5.788

Average queue length 1.335 2.059 2.988 3.807 3.975 3.834
Maximum queue length 23 24 31 35 42 47

рогового значения увеличивается вероятность обслуживания принятых в

систему заявок и, соответственно, уменьшается вероятность потери. Сред-

нее время ожидания начала обслуживания увеличивается, как и число
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обслуженных заявок. Число сброшенных заявок с ростом порогового зна-

чения уменьшается, но при этом среднее время пребывания в накопителе

сброшенной заявки увеличивается.

Во второй таблице представлены результаты моделирования в среде GPSS

для различных интенсивностей обслуживания. При моделировании были

приняты следующие параметры: 𝜆 =
1

5
, пороговое значение 𝑄1 = 5 и через

систему проходило 1000000 заявок.

Таблица B.2.
GPSS simulation for differents service rates

Service rate 1/s 2/s 4/s 6/s 10/s 15/s
Probability
of servicing tasks 0.499785 0.49979 0.769992 0.948444 0.996996 0.9998

Probability
of dropping tasks 0.500215 0.50021 0.230008 0.051556 0.003004 0.0002

Serviced tasks 499785 499790 769992 948444 996996 999800
Dropped tasks 500215 500210 230008 51556 3004 200
Average wait time
to start service 150001 24934 1.021 0.386 0.095 0.033

Average time in the queue
of dropped applications 150001.8 24943 1.417 0.903 0.58 0.388

Average queue length 749677.6 124508 5.553 2.059 0.481 0.166
Maximum queue length 1501590 248965 59 24 14 11

Из результатов моделирования видно, что с ростом интенсивности обслу-

живания увеличивается вероятность обслуживания принятых в систему

заявок и, соответственно, уменьшается вероятность потери. Среднее вре-

мя ожидания начала обслуживания уменьшается, в то время как число

обслуженных заявок увеличивается. Число сброшенных заявок с ростом ин-

тенсивности обслуживания уменьшается, как и среднее время пребывания

в накопителе сброшенной заявки.
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