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1 Введение

1.1 Актуальность работы
В диссертации рассматриваются свойства решений начально-краевых задач для
уравнения Кавахары и его различных модификаций.

Уравнение Кавахары (в литературе также можно встретить название уравне-
ние Кортевега–де Фриза пятого порядка) в общем виде записывается следующим
образом:

ut − uxxxxx + buxxx + aux + uux = 0, a, b ∈ R. (1.1)

Оно было впервые выведено Т. Кавахарой в 1972 году в работе [47] для описания
распространения в узком канале длинных нелинейных волн в средах со слабой
дисперсией. Различные физические процессы, для описания которых используется
уравнение Кавахары, приведены, например, в статьях [44, 15, 64, 66, 28, 2, 1].
Следует отметить, что в различных физических моделях знаки коэффициентов a
и b могут быть различными.

Наряду с квадратичной нелинейностью uux в самом уравнении Кавахары рас-
сматриваются уравнения с нелинейностью более высокого порядка роста, напри-
мер, модифицированное уравнение Кавахары (см., например, [49])

ut − uxxxxx + buxxx + aux + u2ux = 0. (1.2)

Уравнение Кавахары является обобщением знаменитого уравнения Кортевега–
де Фриза

ut + uxxx + aux + uux = 0. (1.3)

на случай закона дисперсии более высокого порядка. Уравнение Кортевега–де Фри-
за широко изучалось в течение последних пятидесяти лет. В частности, на его
примере был разработан так называемый метод обратной задачи рассеяния. Урав-
нение Кортевега–де Фриза является полностью интегрируемым и для него суще-
ствует бесконечный набор законов сохранения.

В отличие от него уравнение Кавахары изучено значительно меньше. Метод
обратной задачи рассеяния для него не применим, уравнение не является пол-
ностью интегрируемым и для него на данный момент известно о существовании
только двух законов сохранения, а именно,∫

R
u2 dx = const,

∫
R

(
u2xx + bu2x −

1

3
u3
)
dx = const. (1.4)

Аналоги этих законов сохранения справедливы и для обобщений уравнения
Кавахары с нелинейностью более высокого порядка роста, в частности, для урав-
нения (1.2).
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Наиболее изученной для уравнения Кавахары и его обобщений с нелинейно-
стью более высокого порядка роста является задача Коши. Вопросам коррект-
ности этой задачи в различных функциональных пространствах посвящены, в
частности, статьи [22, 46, 48, 51, 45, 26, 66, 14, 24, 23, 67, 9]. В частности, для
уравнения (1.1) в статье [22] была установлена глобальная корректность задачи
Коши для начальной функции из пространства Hs(R) при s ≥ −4/7. В работе [66]
для модифицированного уравнения Кавахары (1.2) при b > 0 аналогичный резуль-
тат был получен при начальной функции из H2(R), а в статье [26] — из L2(R).
Следует заметить, что наличие 1-го из законов сохранения (1.4) делает невозмож-
ным убывание при больших временах решений задачи Коши в норме пространства
L2(R). Чтобы добиться такого убывания в работе [26] в уравнение было добавле-
но абсорбирующее слагаемое вида g(x)u, где неотрицательная функция g строго
положительна на бесконечности, и было установлено экспоненциальное убывание
в данной норме как для самого уравнения Кавахары (1.1), так и его модифици-
рованного аналога (1.2). Заметим, что ранее для уравнения Кортевега–де Фриза
подобная идея была использована в статье [19]. В работе [6] аналогичный резуль-
тат для уравнения (1.1) был получен при более сложном виде абсорбирующего
слагаемого g1(t, x)ux + g0(t, x)u. В статье [61] получено степенное убывание реше-
ния при t → +∞ в пространстве Lp(R) для p > 4 при малых начальных данных
из пространства H2(R) с дополнительным степенным весом на бесконечности без
дополнительной абсорбции.

Начально-краевые задачи для уравнения Кавахары и его обобщений изучены
значительно меньше, хотя в случае задачи на полуоси они имеют прозрачный фи-
зический смысл, описывая распространение волн в канале от начальной стенки. В
случае задачи на R+ для уравнения (1.1) результаты о корректности в различных
функциональных пространствах были получены в статьях [3, 7, 40, 25, 53, 5, 8, 20].
В работе [7] была установлена глобальная корректность этой задачи в классе бес-
конечно гладких функций, экспоненциально быстро убывающих при x → +∞.
Аналогичные результаты в классах менее гладких и быстро убывающих при x→
+∞ были получены в статьях [25, 53]. Существование и единственность глобаль-
ных решений данной начально-краевой задачи для уравнения Кавахары при на-
чальной функции из пространств L2(R+) и H2(R+) со степенными весами на бес-
конечности установлены в статье [8]. Глобальная корректность такой задачи для
начальной функции из Hk(R+), k ≥ 2, доказана в работе [3]. Аналогичный ре-
зультат для начальной функции из L2(R+) получен в статье [20].

Следует отметить, что в случае начально-краевой задачи на полуоси R+ для
уравнений (1.2) и (1.2) с краевыми условиями u|x=0 = ux|x=0 = 0 первый из законов
сохранения (1.4) заменяется на следующее равенство:∫

R+

u2(t, x) dx+

∫ t

0

u2xx(τ, 0) dτ = const. (1.5)

Оно показывает, что рассматриваемая система имеет определенную внутреннюю
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диссипацию, но вопрос, достаточно ли ее для убывания решения при больших
временах, остается открытым.

Поэтому, аналогично задаче Коши в уравнение вводятся дополнительные аб-
сорбирующие слагаемые. В работах [5], [40] был установлен результат об экспо-
ненциальном убывании при больших временах в норме L2(R+) решений начально-
краевой задачи для уравнения Кавахары, в которое добавлено дополнительное аб-
сорбирующее слагаемое аналогичное [6]. Заметим, что для уравнения Кортевега–
де Фриза подобные результаты при абсорбирующем слагаемом g(x)u, где неот-
рицательная функция g строго положительна на +∞, ранее были получены в
статьях [57] и [62].

В статье [19] был установлен результат об убывании при больших временах в
норме L2(R+) решений начально-краевой задачи для уравнения Кортевега–де Фри-
за при малых начальных данных и абсорбирующем слагаемом g(x)u, где положи-
тельная функция g могла стремиться к нулю при x→ +∞.

В 1-ой главе настоящей диссертации рассматривается начально-краевая задача
на полуоси R+ для обобщенного уравнения Кавахары с нелинейностью высокого
порядка роста и устанавливаются результаты о существовании и единственности
глобальных сильных решений и убывании этих решений при t → +∞ при добав-
лении абсорбирующего слагаемого, аналогичного [19]. Малость начальных данных
не предполагается. Данные результаты опубликованы в статьях [38, 39].

Начально-краевые задачи для уравнения Кавахары и его обобщений на ограни-
ченном интервале рассматривались в статьях [18, 37, 43, 53, 12]. При этом, наряду
с прямыми задачами изучались и обратные, когда к задаче добавляется некоторое
условие переопределения, но либо в уравнение, либо в краевые условия вводят-
ся неизвестные параметры или функции. Наиболее исследованными для случая
уравнения Кавахары и его обобщений являются обратные задачи на ограниченном
интервале с финальным переопределением (которые в литературе часто именует-
ся задачами управляемости), когда дополнительное условие выглядит следующим
образом:

u(T, x) = uT (x)

для заданных T > 0 и функции uT (см. например, [18, 21, 43, 68, 69]). В статье [43]
была установлена локальная управляемость начально-краевой задачи для обоб-
щенного уравнения Кавахары с кубичной нелинейностью, когда в качестве управ-
лений были выбраны два краевых условия. В работах [68, 69] была рассмотрена
задача управляемости для уравнения Кавахары с распределенным управлением и
периодическими краевыми условиями. В качестве управления была использована
правая часть уравнения специального вида. В статье [21] было рассмотрено урав-
нение Кавахары с распределенной управляемостью и было получено условие, при
котором задача не управляется. В работе [18] была доказана управляемость урав-
нения Кавахары в пространстве L2 и локальная управляемость в пространствах
Соболева.
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Наряду с условием финального переопределения в обратных задачах также
рассматриваются различные условия интегрального переопределения. Согласно
книге [63] подобные условия имеют физический смысл и также заслуживают изу-
чения (см., также, например, статьи [41, 42]). В статье [31] на основе некото-
рых идей книги [63] впервые были рассмотрены обратные задачи на ограничен-
ном интервале с интегральным переопределением для неоднородного уравнения
Кортевега–де Фриза. В качестве управления выбирались либо одно из краевых
условий, либо правая часть уравнения специального вида. Были получены ре-
зультаты об однозначной разрешимости этих задач в классах слабых решений
либо в случае малых входных данных, либо малости временного промежутка. В
статье [58] была рассмотрена обратная задача с двумя интегральными условиями
переопределения для обобщенного уравнения Кортевега–де Фриза с двумя неиз-
вестными коэффициентами в периодическом случае и установлена ее однозначная
разрешимость на малом временном интервале. В работе [16] методы статьи [31]
были применены для неоднородного уравнения Кавахары и были получены ана-
логичные результаты.

Отметим, что в работе [32] обратные задачи с интегральным переопределением
были рассмотрены для уравнения Кортевега–де Фриза на неограниченных интер-
валах. На случай уравнения Кавахары эти результаты были перенесены в работе
[17].

В статье [37] обратная задача с интегральным переопределением была изучена
для неоднородного уравнения Захарова–Кузнецова

ut + uxxx + uxyy + aux + uux = 0,

являющегося многомерным обобщением уравнения Кортевега–де Фриза.
Во 2-ой главе настоящей диссертации рассматриваются обратные задачи на

ограниченном интервале для неоднородного обобщенного уравнения Кавахары с
нелинейностью высокого порядка роста. В качестве управления выбираются либо
одно из краевых условий, либо правая часть уравнения специального вида. Уста-
новлены результаты об однозначной разрешимости этих задач в классах слабых
решений либо в случае малых входных данных, либо малости временного проме-
жутка, аналогичные [31] и [16]. Данные результаты опубликованы в статье [59].

Уравнение Захарова–Кузнецова описывает процессы распространения волн,
двигающихся в заданном направлении x и испытывающих деформации в попе-
речном направлении y. С физической точки зрения наиболее естественными об-
ластями, в которых происходят подобные волновые процессы, являются каналы,
ограниченные или полуограниченные по x и конечной ширины по y. При уче-
те дисперсии более высокого порядка возникает уравнение Кавахары–Захарова–
Кузнецова

ut − uxxxxx + uxxx + uxyy + aux + uux = 0. (1.6)

и его обобщения на случай нелинейности более высокого порядка роста. Физи-
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ческие модели, приводящие к уравнениям подобного типа, приведены, например,
в работе [28]. Так же, как и для случая самого уравнения Захарова–Кузнецова,
наиболее естественными областями для постановки начально-краевых задач здесь
являются, например, области вида R+×(0, L) для описания распространения волн
в канале конечной ширины от начальной стенки. Впервые подобные начально-
краевые задачи для уравнения (1.6) были рассмотрены в статье [52]. В работе
[36] эти начально-краевые задачи были изучены для случая уравнения с нелиней-
ностью более высокого порядка роста. В [52] и [36] были получены результаты
о существовании и единственности глобальных решений в различных функцио-
нальных пространствах и убывании решений при больших временах. Результа-
ты статьи [36] во-многом аналогичны результатам полученным ранее для урав-
нения Захарова–Кузнецова в работах [30, 34, 35]. Случай уравнения Кавахары–
Захарова–Кузнецова для трех пространственных переменных рассмотрен в статье
[54]. Вопросы гладкости решений двумерного уравнения (1.6) изучены в работе
[56].

Однако, наряду с уравнением (1.6) можно рассматривать уравнение, которое и
по переменной y имеет производные более высокого порядка и тогда по аналогии
с уравнением Захарова–Кузнецова старшие члены которого выглядят следующим
образом: −(uxxxx+uyyyy)x. Такое уравнение естественно назвать двумерным урав-
нением Кавахары. Именно такие уравнения с нелинейностью высокого порядка
роста рассматриваются в 3-ей главе диссертации и для него изучаются начально-
краевые задачи на полуполосе R+× (0, L) с различными типами краевых условий.
Устанавливаются результаты о глобальной корректности в классах слабых и силь-
ных решений и убывании этих решений при больших временах. Ранее подобные
уравнения не изучались. Полученные результаты опубликованы в статье [60].

1.2 Цели работы
Целями работы является изучение прямых и обратных начально-краевых задач
для уравнения Кавахары и его обобщений. В 1-ой главе рассматривается начально-
краевая задача на полуоси для обобщенного уравнения Кавахары с нелинейностью
высокого порядка роста и исследуются вопросы существования и единственности
глобальных сильных решений и убывании этих решений при больших временах
при добавлении в уравнение абсорбирующего слагаемого. Во 2-ой главе рассматри-
ваются обратные задачи на ограниченном интервале для неоднородного обобщен-
ного уравнения Кавахары с нелинейностью высокого порядка роста с интеграль-
ным условием переопределения. В качестве управления выбираются либо одно
из краевых условий, либо правая часть уравнения специального вида. Исследу-
ются вопросы однозначной разрешимости этих задач в классах слабых решений
либо в случае малых входных данных, либо малости временного промежутка. В
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3-ей главе рассматриваются начально-краевые задачи на полуполосе с различны-
ми типами краевых условий для обобщенного двумерного уравнения Кавахары с
нелинейностью высокого порядка роста и исследуются вопросы существования и
единственности глобальных слабых и сильных решений и убывании этих решений
при больших временах.

1.3 Методика исследования
Исследования, представленные в диссертации, имеют теоретический характер.
Они основаны на современных методах теории уравнений с частными производ-
ными и нелинейного анализа. Широко используется сочетание изучения соответ-
ствующих линеаризованных задач и нелинейных оценок.

1.4 Структура диссертации
Диссертация состоит из введения, 3-х глав, заключения и списка литературы. Пол-
ный объем диссертации составляет 100 страниц. Список литературы содержит 69
наименований.

1.5 Содержание работы

1.5.1 Начально-краевая задача на полуоси для обобщенного уравне-
ния Кавахары

В Главе 1 на полуоси R+ = (0,+∞) рассматривается начально-краевая задача для
обобщенного уравнения Кавахары

ut − uxxxxx + buxxx + aux + (F (u))x + g(x)u = 0, (1.7)

u = u(t, x), a, b – действительные константы, t > 0, с начальными и краевыми
условиями

u(0, x) = u0(x), x ≥ 0, u(t, 0) = ux(t, 0) = 0, t ≥ 0. (1.8)

Функция F удовлетворяет условию ограничения роста

|F ′(u)| ≤ c|u|p, p ∈ [1, 8), (1.9)
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для некоторой константы c > 0 и любых u ∈ R. Без ограничения общности всегда
полагаем, что F (0) = 0.

На интервале I ⊂ R определим пространство Соболева дробного порядка
Hs(I), s ∈ R, как пространство сужений на I функций из пространства

Hs(R) = {f : F−1[(1 + ξ2)s/2f̂(ξ) ∈ L2(R)},

где f̂ = F[f ] и F−1[f ] – прямое и обратное преобразования Фурье соответственно.
Для произвольного T > 0 положим Π+

T = (0, T )× R+. Решения рассматривае-
мой задачи строятся в пространстве

X2(Π
+
T ) = {u ∈ C([0, T ];H2

0(R+)); ∂jxu ∈ Cb(R+;H
(4−j)/5(0, T )), 0 ≤ j ≤ 4;

u ∈ L8(0, T ;C
2
b (R+)), u ∈ L2(R+;C[0, T ])}

(индекс b здесь и далее означает ограниченность соответствующего отображения),
на котором введена естественная норма. Такие решения будем называть сильными.

Для α ∈ R введем пространство Лебега со степенными весами

Lα2 (R+) = {φ(x) : (1 + x)αφ(x) ∈ L2(R+)}.

Положим для α > 0

Xα
2 (Π

+
T ) = {u ∈ X2(Π

+
T ) ∩ C([0, T ];L

α
2 (R+)) : uxx ∈ L2(0, T ;L

α−1/2
2 (R+))}

с естественной нормой.
Сформулируем основные результаты этой главы.

Теорема 1.1. Пусть u0 ∈ H2
0(R+), g ∈ W 2

∞(R+), F ∈ C4(R) и для функции F
выполнено условие (1.9). Тогда для любого T > 0 в полуполосе Π+

T существует
сильное решение решение задачи (1.7), (1.8) u ∈ X2(Π

+
T ), которое единственно в

более широком пространстве L∞(0, T ;H2
0(R+)).

Теорема 1.2. Если в дополнение к условиям Теоремы 1.1 известно, что u0 ∈
Lα2 (R+) для некоторого α > 0, то построенное решение u ∈ Xα

2 (Π
+
T ).

Теорема 1.3. Пусть выполнены условия Теорем 1.1 и 1.2 и пусть существуют
положительные константы M и c0 такие что для x ≥ 0

g(x) ≥ c0
1 + x

, (1.10)

|g′(x)| ≤Mg(x), |g′′(x)| ≤Mg(x). (1.11)

Тогда построенное решение u обладает следующим свойством:

lim
t→+∞

∥u(t, ·)∥L2(R+) = 0. (1.12)
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Замечание 1.1. Подобные результаты были получены в статье [19] для урав-
нения Кортевега-де Фриза при условии малости начальных данных, однако, за-
тухание решений начально-краевой задачи для уравнение (1.7) рассматривается
впервые.

1.5.2 Обратные задачи на ограниченном интервале для обобщенного
уравнения Кавахары

В Главе 2 рассматривается обратная начально-краевая задача для обобщенного
уравнения Кавахары:

ut − uxxxxx +
4∑
j=0

aj∂
j
xu+ (F (u))x = f(t, x), (1.13)

u = u(t, x), aj ∈ R, (в терминах уравнения (1.1) можно считать, что a3 = b, a1 = a)
заданного на прямоугольнике QT = (0, T ) × (0, R), где T,R > 0, с начальным
условием

u(0, x) = u0(x), x ∈ [0, R], (1.14)

и с граничными условиями:

u(t, 0) = µ(t), u(t, R) = ν(t),

ux(t, 0) = θ(t), ux(t, R) = h(t),

uxx(t, R) = σ(t), t ∈ [0, T ].

(1.15)

Функция F (u) ∈ C1(R) удовлетворяет условию ограничения роста:

|F ′(u)| ≤ c|u|p ∀u ∈ R (1.16)

для некоторых положительных констант c и p (условия на p будут уточнены да-
лее). Без ограничения общности будем также предполагать, что F (0) = 0.

Условие переопределения задано в интегральном виде:∫ R

0

u(t, x)ω(x)dx = φ(t), t ∈ [0, T ], (1.17)

где ω и φ некоторые данные функции. В качестве управления выбирается либо
функция σ, либо правая часть уравнения f специального вида.

Решения строятся в функциональном пространстве

X(QT ) = C([0, T ];L2(0, R)) ∩ L2(0, T ;H
2(0, R)), (1.18)
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с нормой
∥u∥X(QT ) = sup

t∈[0,T ]
∥u(t, ·)∥L2(0,R) + ∥uxx∥L2(QT ). (1.19)

Такие решения будем называть слабыми.
На функцию ω наложим следующие ограничения:

ω ∈ H5(0, R), ω(0) = ω(R) = ω′(0) = ω′(R) = ω′′(0) = 0. (1.20)

Будем предполагать, что
a4 ≥ 0, a2 ≤ 0. (1.21)

Теперь приведем основные результаты этой главы.
В первой обратной задаче при известных функциях u0, µ, ν, θ, h и f , необходи-

мо найти функцию σ такую, чтобы решение задачи (1.13) -(1.15) удовлетворяло
условию (1.17).

Теорема 1.4. Пусть u0 ∈ L2(0, R), φ ∈ W 1
2 (0, T ), µ, ν ∈ H2/5(0, T ), h, θ ∈

H1/5(0, T ), f ∈ L2(QT ), неравенство (1.16) выполнено для 0 < p < 5, соблюдены
условия (1.20) и (1.21), кроме того, ω′′(R) ̸= 0, и

φ(0) =

∫ R

0

u0(x)ω(x)dx. (1.22)

Положим
c0 = ∥u0∥L2(0,R) + ∥µ∥H2/5(0,T ) + ∥ν∥H2/5(0,T )

+∥h∥H1/5(0,T ) + ∥θ∥H1/5(0,T ) + ∥f∥L2(QT ) + ∥φ′∥L2(0,T ).
(1.23)

Тогда,
1) При фиксированном δ > 0 найдется T0 > 0 такое, что если c0 ≤ δ и T ∈

(0, T0], то существует единственная функция σ ∈ L2(0, T ) и соответствующее
единственное решение u ∈ X(QT ) задачи (1.13)–(1.15) удовлетворяющее условию
(1.17).

2) При фиксированном T найдется δ > 0 такое, что если c0 ≤ δ, то суще-
ствует единственная функция σ ∈ L2(0, T ) и соответствующее единственное
решение u ∈ X(QT ) задачи (1.13)–(1.15) удовлетворяющее условию (1.17).

Пусть теперь правая часть уравнения (1.13) имеет вид

f(t, x) ≡ f0(t)g(t, x). (1.24)

Во второй обратной задаче при известных функциях u0, µ, ν, h, θ, σ и g, необходимо
найти функцию f0, такую, чтобы соответствующее решение задачи (1.13)–(1.15)
удовлетворяло условию (1.17).
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Теорема 1.5. Пусть u0 ∈ L2(0, R), φ ∈ W 1
1 (0, T ), µ, ν ∈ H2/5(0, T ), h, θ ∈

H1/5(0, T ), σ ∈ L2(0, T ), g ∈ C([0, T ];L2(0, R)), неравенство (1.16) выполнено
для 0 < p < 6, соблюдены условия (1.20), (1.21) и (1.22), кроме того, найдется
положительная константа g0 такая, что для любого t ∈ [0, T ]

g0 ≤
∣∣ ∫ R

0

g(t, x)ω(x)dx
∣∣. (1.25)

Положим
c0 = ∥u0∥L2(0,R) + ∥µ∥H2/5(0,T ) + ∥ν∥H2/5(0,T )

+∥h∥H1/5(0,T ) + ∥θ∥H1/5(0,T ) + ∥σ∥L2(0,T ) + ∥φ′∥L1(0,T ).
(1.26)

Пусть правая часть уравнения (1.13) задана формулой (1.24). Тогда,
1) При фиксированном δ > 0 найдется T0 > 0 такое, что если c0 ≤ δ и T ∈

(0, T0], то существует единственная функция f0 ∈ L1(0, T ) и соответствующее
единственное решение u ∈ X(QT ) задачи (1.13)–(1.15) удовлетворяющее условию
(1.17).

2) При фиксированном T найдется δ > 0 такое, что если c0 ≤ δ, то суще-
ствует единственная функция f0 ∈ L1(0, T ) и соответствующее единственное
решение u ∈ X(QT ) задачи (1.13)–(1.15) удовлетворяющее условию (1.17).

Замечание 1.2. Обратные задачи для начально-краевых задач для уравнения
Кавахары с интегральным переопределением изучались, в частности, в статье
[18], однако, в настоящей работе рассмотрено уравнение более общего вида с
высокой нелинейностью.

1.5.3 Двумерное уравнение Кавахары

В Главе 3 рассматриваются начально-краевые задачи для обобщенного двумерного
уравнения Кавахары:

ut − (uxxxx + uyyyy)x + b(uxx + uyy)x + aux + (F (u))x = f(t, x, y), (1.27)

u = u(t, x, y), a, b – действительные константы, без ограничения общности считаем,
что F (0) = 0, заданного в области Π+

T,L = (0, T ) × Σ+, где Σ+ = R+ × (0, L) =
{(x, y) : X > 0, 0 < y < L} – полуполоса произвольной ширины L > 0, T > 0 –
произвольно, с начальным условием:

u(0, x, y) = u0(x, y), (x, y) ∈ Σ+, (1.28)

граничными условиями:

u(t, 0, y) = ux(t, 0, y) = 0, (t, y) ∈ BT = (0, T )× (0, L); (1.29)
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и одним из двух типов граничных условий при (t, x) ∈ Ω+
T = (0, T )× R+:

a)u(t, x, 0) = u(t, x, L) = uyy(t, x, 0) = uyy(t, x, L) = 0,

b)uy(t, x, 0) = uy(t, x, L) = uyyy(t, x, 0) = uyyy(t, x, L) = 0.
(1.30)

В дальнейшем в обоих случаях рассматриваемые задачи будем нумеровать как
задача (1.27)–(1.30).

Введем специальные функциональные пространства H̃k(Σ+), учитывающие
граничные условия (1.30). Пусть H̃0(Σ+) = L2(Σ+), а для k ≥ 1 пусть H̃k(Σ+) яв-
ляется подпространством пространстваHk(Σ+), состоящим из функций φ(x, y) та-
ких, что
в случае a)

∂2my φ|y=0 = ∂2my φ|y=L = 0 ∀m ∈ [0, k/2),

в случае b)
∂2m+1
y φ|y=0 = ∂2m+1

y φ|y=L = 0 ∀m ∈ [0, (k − 1)/2).

Введем следующее обозначение:

λ+(u;T ) = sup
x0≥0

∫ T

0

∫ x0+1

x0

∫ L

0

u2dydxdt. (1.31)

Дадим определение допустимой весовой функции.

Определение 1.1. Будем называть функцию ψ(x) допустимой весовой функци-
ей, если ψ – бесконечно гладкая положительная на R+ функция такая, что для
всех j ∈ N и ∀x ≥ 0

|ψ(j)(x)| ≤ c(j)ψ(x). (1.32)

Для допустимой весовой функции ψ(x) обозначим через H̃k,ψ(x)(Σ+) простран-
ство функций φ(x, y) таких, что φψ1/2(x) ∈ H̃k(Σ+). Пусть Lψ(x)2 (Σ+) = H̃0,ψ(x)(Σ+) =
{φ(x, y) : φψ1/2(x) ∈ L2(Σ+)}.

Решения рассматриваемых задач строятся в пространствах X
k,ψ(x)
w (Π+

T,L) для
k = 0 (слабые решения) и k = 2 (сильные решения) для допустимых весовых
функций ψ(x), для которых ψ′(x) также являются допустимыми весовыми функ-
циями, состоящих из функций u(t, x, y) таких, что

u ∈ Cw([0, T ]; H̃
k,ψ(x)(Σ+)) ∩ L2(0, T ; H̃

k+2,ψ′(x)(Σ+)) (1.33)

(нижний индекс w означает слабую непрерывность).
Пусть Xψ(x)

w (Π+
T,L) = X

0,ψ(x)
w (Π+

T,L). Определение слабых решений будет дано в
самой главе. Сильные решения — это слабые решения, лежащие в пространстве
X

2,ψ(x)
w (Π+

T,L).
Далее, приведем основные результаты этой главы. Первая теорема устанавли-

вает существование и единственность слабых решений рассматриваемых задач.
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Теорема 1.6. Пусть u0 ∈ L
ψ(x)
2 (Σ+), f ∈ L1(0, T ;L

ψ(x)
2 (Σ+)) для некоторой до-

пустимой весовой функции ψ(x), для которой ψ′(x) также является допусти-
мой весовой функцией. Пусть функция F ∈ C1(R) и для некоторых констант
p ∈ [0, 4) и c > 0

|F ′(u)| ≤ c|u|p ∀u ∈ R (1.34)

и, если p > 1, функция ψ удовлетворяет неравенству ψ(x) ≤ c(1 + x)nψ′(x)
для некоторых констант n и c > 0. Тогда существует слабое решение задачи
(1.27)-(1.30) u ∈ X

ψ(x)
ω (Π+

T ); и, более того, λ+(uxx;T ) + λ+(uyy;T ) < +∞. Ес-
ли дополнительно известно, что в неравенстве (1.34) p ≤ 3 и для некоторой
положительной константы c0

(ψ′(x))p+1ψp−1(x) ≥ c0 ∀x ≥ 0, (1.35)

то это решение единственно в пространстве Xψ(x)
w (Π+

T,L).

Замечание 1.3. Экспоненциальные ψ(x) ≡ e2αx ∀α > 0 и степенные ψ(x) ≡ (1+
x)2α, α ≥ (p + 1)/(4p), p > 0, веса удовлетворяют условиям Теоремы 1.6 (вклю-
чая условия для обеспечения единственности решения). Если u0 ∈ L2(Σ+), f ∈
L1(0, T ;L2(Σ+)), то существует слабое решение такое, что u ∈ Cw([0, T ];L2(Σ+)),
λ+(uxx;T ) + λ+(uyy;T ) < +∞.

Вторая теорема устанавливает существование и единственность сильных ре-
шений рассматриваемых задач.

Теорема 1.7. Пусть u0 ∈ H̃2,ψ(x)(Σ+), f ∈ L2(0, T ; H̃
2,ψ(x)(Σ+)) для некоторой

допустимой весовой функции ψ(x), для которой ψ′(x) также является допусти-
мой весовой функцией, u0(0, y) = u0x(0, y) ≡ 0. Пусть функция F ∈ C2(R) и удо-
влетворяет условию (1.34) для p ∈ [0, 4). Тогда существует сильное решение рас-
сматриваемой задачи (1.27)-(1.30) u ∈ X

2,ψ(x)
w (Π+

T,L); более того, λ+(uxxxx;T ) +
λ+(uxxyy;T ) + λ+(uyyyy;T ) < +∞. Если дополнительно известно, что для неко-
торых q ≥ 0 и c > 0

|F ′′(u)| ≤ c|u|q ∀u ∈ R (1.36)

и для некоторых констант c0 > 0 и r ∈ (2, 4]

ψ′(x)r−2ψrq+2(x) ≥ c0 ∀x ≥ 0, (1.37)

то это решение единственно в пространстве X2,ψ(x)
w (Π+

T,L).

Замечание 1.4. Экспоненциальные ψ(x) ≡ e2αx ∀α > 0 и степенные ψ(x) ≡
(1 + x)2α, ∀α > 0, веса удовлетворяют условиям Теоремы 1.7 (включая усло-
вия для обеспечения единственности решения). Если u0 ∈ H̃2(Σ+), u0(0, y) =

u0x(0, y) ≡ 0, f ∈ L2(0, T ; H̃
2(Σ+)), то существует сильно решение такое, что

u ∈ Cw([0, T ]; H̃
2(Σ+))), λ+(uxxxx;T ) + λ+(uxxyy;T ) + λ+(uyyyy;T ) < +∞.
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В следующих двух теоремах устанавливаются результаты об убывании при
больших временах малых слабых и сильных решений в случае a) граничных усло-
вий (1.30).

Теорема 1.8. Пусть функция F ∈ C1(R) удовлетворяет неравенству (1.34) для
p ∈ (0, 3]. Тогда существуют L0 > 0, α0 > 0 и ϵ0 > 0 такие, что для любых
L ∈ (0, L0], α ∈ (0, α0] и β = π4/(8L4), если u0 ∈ Le

2αx

2 (Σ+), ∥u0∥L2(Σ+) ≤ ϵ0, f ≡ 0,
то соответствующее единственное слабое решение u(t, x, y) задачи (1.27)-(1.30)
в случае a), принадлежащее пространству Xe2αx

w (Π+
T,L) ∀T > 0, удовлетворяет

неравенству:

∥eαxu(t, ·, ·)∥2L2(Σ+)
≤ e−αβt∥eαxu0∥2L2(Σ+)

∀t ≥ 0. (1.38)

Теорема 1.9. Пусть функция F ∈ C2(R) удовлетворяет неравенству (1.34) для
p ∈ (0, 4) и неравенству (1.36). Тогда существуют L0 > 0, α0 > 0 и ϵ0 > 0 та-
кие, что для любых L ∈ (0, L0], α ∈ (0, α0) и β = π4/(8L4), если u0 ∈ H̃2,e2αx(Σ+),
∥u0∥L2(Σ+) ≤ ϵ0, u0(0, y) = u0x(0, y) ≡ 0, f ≡ 0, то соответствующее единствен-
ное сильное решение u(t, x, y) задачи (1.27)-(1.30) в случае a), принадлежащее
пространству X2,e2αx

w (Π+
T,L) ∀T > 0, удовлетворяет неравенству:

∥eαxu(t, ·, ·)∥2H2(Σ+)
≤ c(α, β, ∥u0∥H2,e2αx(Σ+)

)e−αβt ∀t ≥ 0. (1.39)

Замечание 1.5. Различные двухмерные модификации уравнения Кавахары бы-
ли изучены в работах [33, 52]. Однако, уравнение вида (1.27) рассматривается
впервые.

1.6 Основные положения, выносимые на защиту.
1) Теоремы о существовании и единственности глобальных сильных решений

начально-краевой задачи на полуоси для обобщенного уравнения Кавахары с нели-
нейностью высокого порядка роста.

2) Теорема об убывании при больших временах сильных решений начально-
краевой задачи на полуоси для обобщенного уравнения Кавахары с нелинейностью
высокого порядка роста без условий малости начальных данных.

3) Теорема о существовании единственного слабого решения обратной начально-
краевой задачи на ограниченном интервале с интегральным условием переопреде-
ления для обобщенного уравнения Кавахары с нелинейностью высокого порядка
роста, когда в качестве управления выбирается одна из краевых функций, при
условии малости либо входных данных, либо временного интервала.

4) Теорема о существовании единственного слабого решения обратной начально-
краевой задачи на ограниченном интервале с интегральным условием переопреде-
ления для обобщенного уравнения Кавахары с нелинейностью высокого порядка
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роста, когда в качестве управления выбирается правая часть уравнения специаль-
ного вида, при условии малости либо входных данных, либо временного интервала.

5) Теоремы о существовании и единственности глобальных слабых и силь-
ных решений начально-краевых задач на полуполосе для обобщенного двумерного
уравнения Кавахары с нелинейностью высокого порядка роста.

6) Теоремы об убывании при больших временах слабых и сильных решений
начально-краевой задачи на полуполосе для обобщенного двумерного уравнения
Кавахары с нелинейностью высокого порядка роста при малых начальных данных.

1.7 Теоретическая значимость.
Полученные в диссертации результаты могут быть использованы при изучении
начально-краевых прямых и обратных задач для квазилинейных эволюционных
уравнений нечетного порядка более общего вида.

1.8 Апробация диссертационной работы
Результаты настоящей диссертации были представлены на следующих междуна-
родных конференциях:

• Singularities, Blow–up, and Non–Classical Problems in Nonlinear PDEs. 10-14
ноября, 2019. Москва, Россия.

• Mathematical Physics, Dynamical Systems and Infinite–Dimensional Analysis. 30
июня- 9 июля, 2021. Долгопрудныи, Россия.

• Дифференциальные уравнения и смежные вопросы 26-30 декабря, 2021. Москва,
Россия.

• Уфимская осенняя математическая школа. 28-сентября-1 октября, 2022. Уфа,
Россия.

• Вторая конференция математических центров России. 7–11 ноября, 2022. Москва,
Россия.

Результаты диссертации докладывались на следующих семинарах:

• Математические методы экономики и естественных наук. Руководители семи-
нара — профессор Розанова О.С. и профессор Шамаев А.С. (МГУ)–21.04.2023.
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• Обратные задачи математической физики и естествознания. Руководители се-
минара — профессор Прилепко А.И. и академик Садовничий В.А. (МГУ)–
11.05.2023.

• Общематематический семинар аспирантов и молодых ученых МИ. Руководи-
тель семинара — Беляева Ю.О. (РУДН)– 26.10.2020.

• Семинар по дифференциальным и функционально-дифференциальным урав-
нениям. Руководитель семинара — профессор Скубачевский А.Л. (РУДН)–
03.11.2020, 26.09.2023.

• Научный семинар по нелинейным задачам уравнений в частных производных
и математической физики. Руководитель семинара — профессор Шишков А.Е.
(РУДН)–26.09.2023.

• Научный семинар Лаборатории дифференциальных уравнений и математиче-
ской физики Центра прикладной математики НовГУ. Руководитель семинара
— профессор Панов Е.Ю. (НовГУ)–02.10.2023.

1.9 Публикации

Результаты диссертации опубликованы в 9 работах, из них 3 статьи в научных
журналах, индексируемых в международных базах данных (Scopus, MathSciNet),
1 статья индексируемая в ВАК и 5 — в тезисах докладов на международных кон-
ференциях. Результаты совместных работ, включённые в диссертацию, получены
автором самостоятельно.

Статьи в научных журналах:

1. E.V. Martynov. Initial-boundary value problems for two dimensional Kawahara
equation. Прикладная Математика и Физика, 55(1): 12–28, 2023.

2. E.V. Martynov. Inverse Problems for the Generalized Kawahara Equation, Lobachevskii
Journal of Mathematics, 43(10): 1–11, 2022.

3. A.V. Faminskii, E.V. Martynov. On initial-boundary value problem on semiaxis for
generalized Kawahara equation. Journal of Mathematical Sciences, 265(5): 849–
864, 2022.
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4. A.V. Faminskii, E.V. Martynov. Large-time decay of solutions of the damped
Kawahara equation on the half-line. In: Manuilov, V.M., et al. (eds.) Differential
Equations on Manifolds and Mathematical Physics.
Trends in Mathematics. Birkhauser, Basel: 130–141, 2021.

Тезисы конференций:

1. E.V. Martynov. "Large-time behavior of solutions to the damped modied Kawahara
equation". Singularities, Blow–up, and Non–Classical Problems in Nonlinear PDEs.
P. 45–46. Moscow, Russia, 2019, ISBN 978-5-209-09616-0.

2. E.V. Martynov. "Decay of Solutions to Damped Kawahara Equation"International
Conference "Mathematical Physics, Dynamical Systems and Infinite-Dimensional
Analysis". P. 113–114. Dolgoprudny, Russia, 2021, ISBN 978-5-6043721.

3. E.V. Martynov. "Inverse problems for the Kawahara equation with integral
overdetermination". Сборник тезисов Международной конференции "Диффе-
ренциальные уравнения и смежные вопросы". Стр. 91–93. Москва, Россия,
2022.

4. E.V. Martynov. "Inverse problems for the generalized Kawahara equation". Ма-
териалы Международной Научной Конференции "Уфимская Осенняя Мате-
матическая Школа–2022 Том 2. Стр. 211–213ю Уфа, Россия, 2022, ISBN 978-
5-7477-5533-8.

5. E.V. Martynov. "Inverse problems for the generalized Kawahara equation". Вторая
конференция математических центров России. Сборник Тезисов. Стр. 286–288.
Москва, Россия, 2023, ISBN 978-5-19-011798-1.
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2 Глава 1

2.1 Обозначения и вспомогательные результаты
Для удобства, в этой главе мы будем использовать следующие обозначения: Lq,+ =
Lq(R+), W k

q,+ = W k
q (R+), Hk

+ = W k
2,+, Hk

0,+ = Hk
0 (R+) = {φ(x) ∈ Hk

+ : φ(j) = 0, 0 ≤
j ≤ k − 1}, Ck

b,+ = Ck
b (R+) (здесь и далее индекс b обозначает ограниченность

отображения) для p ∈ [1,+∞) и целых k ≥ 0. Для α ∈ R определим специальные
пространства Лебега со степенными весами:

Lα2,+ = {φ(x) : (1 + x)αφ ∈ L2(R+)}.

Напомним, что Π+
T = (0, T )× R+ для T > 0 и R+ = (0,∞).

Кроме того, мы опускать пределы интегрирования в интегралах по R+.
Обозначим через η(x)– неубывающую и бесконечно дифференцируемую функ-

цию среза такую, что η(x) + η(1 − x) ≡ 0 для x ≤ 0, η(x) = 1 и для x ≥ 1,
η(x) + η(1− x) ≡ 1. Для функции F положим

F ∗(u) ≡
∫ u

0

F (θ)dθ (2.1)

В дальнейшем будем использовать простое интерполяционное неравенство,∫
(φ′)2ψdx ≤ (

∫
(φ′′)2ψdx)1/2(

∫
φ2ψdx)1/2 +

1

2

∫
φ2|ψ′′|dx, (2.2)

справедливое для функций φ ∈ H2
+ ∩ H1

0,+ и гладких весовых функций ψ при
условии, что интегралы в правой части существуют.

Дадим определение слабого решения рассматриваемой задачи.

Определение 2.1. Пусть g ∈ L∞,+, u0 ∈ L2,+. Функция u ∈ L2(Π
+
T ) называется

слабым решением задачи (1.7), (1.8) в полуполосе Π+
T для некоторого T > 0, если

для любой функции ϕ ∈ L2(0, T ;H
5
+), такой что ϕt ∈ L2(Π

+
T ), ϕ

∣∣
t=T

≡ 0, ϕ
∣∣
x=0

=

ϕx
∣∣
x=0

= ϕxx
∣∣
x=0

≡ 0 функция F (u(t, x))ϕx ∈ L1(Π
+
T ) и справедливо равенство∫∫

Π+
T

[u(ϕt − ϕxxxxx + bϕxxx + aϕx − gϕ) + F (u)ϕx]dxdt+

∫
R+

u0ϕ
∣∣
t=0
dx = 0. (2.3)

Лемма 2.1. Пусть положительные функции ψj ∈ W 1
∞(0, r) ∀r > 0, j = 0 и 1,

причем существует константа c̃ > 0 такая, что для каждого j

|ψ′
j(x)| ≤ c̃ψj(x) ∀x > 0.
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Пусть 2 ≤ q ≤ +∞, s = 1
8 −

1
4q . Тогда существует константа c = c(q, c̃) такая,

что

∥φψs0ψ
1/2−s
1 ∥Lq,+ ≤ c[∥(|φ′′|+ |φ|)ψ1/2

0 ∥2sL2,+
∥φψ1/2

1 ∥1−2s
L2,+

+ ∥φψ1/8
0 ψ

3/8
1 ∥1−2/q

L2,+
∥φψ1/2

1 ∥2/qL2,+
]

(2.4)
для любой функции φ ∈ H2(0, r) ∀r > 0 такой, что φ(0) = 0, φ′′ψ

1/2
0 , φψ1/2

0 ,
φψ

1/2
1 ∈ L2,+.

Доказательство. Без ограничения общности можно считать, что φ – гладкая,
убывающая при x→ +∞, функция.

Интегрированием по частям и использованием свойств функций ψj находим,
что

∫
(φ′)2ψ

1/2
0 ψ

1/2
1 dx = −

∫
φ′′φψ

1/2
0 ψ

1/2
1 dx−

∫
φ′(ψ

1/2
0 ψ

1/2
1 )′dx

≤ (

∫
(φ′′)2ψ0dx)

1/2(

∫
φ2ψ1dx)

1/2 + c(

∫
(φ′)2ψ

1/2
0 ψ

1/2
1 dx)1/2(

∫
φ2ψ0dx)

1/4(

∫
φ2ψ1)

1/4,

откуда следует неравенство∫
(φ′)2ψ

1/2
0 ψ

1/2
1 dx ≤ c(

∫
((φ′′)2 + φ2)ψ0dx)

1/2(

∫
φ2ψ1dx)

1/2. (2.5)

Далее используя элементарное неравенство

sup
x>0

ϕ2 ≤ 2

∫
|ϕ′||ϕ|dx, (2.6)

находим, что

sup
x>0

(φ2ψ
1/4
0 ψ

3/4
1 ) ≤ c

∫
(|φ′|+ |φ|)ψ1/8

0 ψ
3/8
1 |φ|ψ1/8

0 ψ
3/8
1 dx

≤ c

∫
|φ′|ψ1/4

0 ψ
1/4
1 |φ|ψ1/2

1 dx+ c

∫
φ2ψ

1/4
0 ψ

3/4
1 dx

≤ c(

∫
(φ′)2ψ

1/2
0 ψ

1/2
1 dx)1/2(

∫
φ2ψ1dx)

1/2 +

∫
φ2ψ

1/4
0 ψ

3/4
1 dx),

откуда, применяя (2.5), выводим, что

sup
x>0

(φ2ψ
1/4
0 ψ

3/4
1 ) ≤ c(

∫
((φ′′)2 + φ2)ψ0dx)

1/4(

∫
φ2ψ1dx)

3/4 + c

∫
φ2ψ

1/4
0 ψ

3/4
1 dx,

(2.7)
что совпадает с (2.4) при q = +∞. Если q < +∞, поскольку

sq =
q

8
− 1

4
=

1

4
(
q

2
− 1),
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(
1

2
− s)q = 3

q

8
+

1

4
=

3q + 2

8
=

3

4
(
q

2
− 1) + 1 =

3q + 2

8
,

из (2.7 ) следует неравенство∫
(|φ|ψs0ψ

1/2−s
1 )qdx ≤ (sup

x>0
(φ2ψ

1/4
0 ψ

3/4
1 ))q/2−1

∫
φ2ψ1dx

≤ c(

∫
((φ′′) + φ2)ψ0dx)

(q−2)/8(

∫
φ2ψ1)

(3q+2)/8 + c(

∫
φ2ψ

1/4
0 ψ

3/4
1 )(q−2)/2

∫
φ2ψ1dx,

что совпадает с (2.4) при q ∈ (2,+∞).
Заметим, что если ψ0(x) ≤ cψ1(x) ∀x > 0, то неравенство (2.4) в более общем

виде было доказано ранее, например, в [8].

2.2 Вспомогательная линейная задача
В полуполосе Π+

T рассмотрим вспомогательную начально-краевую задачу:

vt − vxxxxx + bvxxx + avx = f(t, x), (2.8)

v(0, x) = u0(x), x ≥ 0, v(t, 0) = vx(t, 0) = 0, t ≥ 0. (2.9)
Слабое решение этой задачи понимается полностью аналогично Определению 2.1:
Функция v ∈ L2(Π

+
T ) называется слабым решением задачи (2.8), (2.9) в полуполосе

Π+
T для некоторого T > 0, если для любой функции ϕ ∈ L2(0, T ;H

5
+), такой что

ϕt ∈ L2(Π
+
T ), ϕ

∣∣
t=T

≡ 0, ϕ
∣∣
x=0

= ϕx
∣∣
x=0

= ϕxx
∣∣
x=0

≡ 0, справедливо равенство∫∫
ΠT+

[v(ϕt − ϕxxxxx + bϕxxx + aϕx) + fϕ]dxdt+

∫
u0ϕ

∣∣
t=0
dx = 0. (2.10)

Заметим, что слабое решение задачи (2.8), (2.9) единственно в пространстве L2(Π
+
T )

(см. [3]).

Лемма 2.2. Пусть u0 ∈ H2
0,+, f ∈ L2(0, T ;H

2
0,+). Тогда существует единствен-

ное решение задачи (2.8), (2.9) v ∈ X2(Π
+
T ) и для любого t ∈ (0;T ]

∥v∥X2(Π
+
t )

≤ c(T )(∥u0∥H2
+
+ t1/10∥f∥L2(0,t;H2

+)
), (2.11)∫

v2(t, x)dx+

∫ t

0

v2xx
∣∣
x=0

dτ =

∫
u20dx+ 2

∫∫
Π+
t

fvdxdτ, (2.12)∫
[v2xx(t, x) + bv2x(t, x)− 2F ∗(v(t, x))]dx+

∫ t

0

[(vxxxx − bvxx)
2 + av2xx]

∣∣
x=0

dτ

−2

∫∫
Π+
t

F ′(v)(vxvxxxx − bvxvxx)dxdτ =

∫
[(u′′0)

2 + b(u′0)
2 − 2f ∗(u0)]dx

+

∫∫
Π+
t

(2fxxvxx − 2bfvxx − fF (v))dxdτ,

(2.13)
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где функция F удовлетворяет условиям Теоремы 1.1.

Доказательство. Существование решения v ∈ X2(Π
+
T ), удовлетворяющего оценке

(2.11) было ранее доказано в статье [3].
Существование решений задачи (2.8), (2.9) в классе гладких быстро убыва-

ющих на +∞ функций (при соответствующих условиях на u0 и f) было ранее
установлено в статье [7]. Получим равенство (2.12): умножим уравнение (2.8) на
2v(t, x), получим

2vvt − 2vvxxxxx + b2vvxxx + a2vvx = 2vf(t, x),

затем проинтегрируем полученное равенство по t и по x:∫∫
Π+
t

2vv2τdxdτ −
∫∫

Π+
t

(2vvxxxxx + b2vvxxx + a2vvx)dxdτ = 2

∫∫
Π+
t

fvdxdτ.

Рассмотрим каждое слагаемое по отдельности:∫∫
Π+
t

2vv2t dxdτ =

∫∫
Π+
t

(v2)τdxdτ =

∫
v2
∣∣τ=t
τ=0

dx =

∫
v2(t, x)dx−

∫
u20dx,∫∫

Π+
t

2vxxxxxdxdτ =

∫ t

0

[2vvxxxx − 2vxvxxx + v2xx]
∣∣x=R
x=0

dτ = −
∫ t

0

v2xx
∣∣
x=0

dτ,∫∫
Π+
t

2vvxxxdxdτ =

∫ t

0

[2vvxx − v2x]
∣∣x=R
x=0

dτ = 0,∫∫
Π+
t

2vvxdxdτ =

∫∫
Π+
t

(v2)xdxdτ =

∫ t

0

v2
∣∣x=R
x=0

dτ = 0,

получаем искомое равенство:∫
v2(t, x)dx+

∫ t

0

v2xx
∣∣
x=0

dτ =

∫
u20dx+ 2

∫∫
Π+
t

fvdxdτ.

Аналогично получаем (2.13): умножим уравнение (2.8) на (2vxxxx(t, x)−2bvxx(t, x)−
2F (v(t, x))): ∫∫

Π+
t

(2vxxxx(t, x)− 2bvxx(t, x)− 2F (v(t, x)))vτdxdτ

=

∫ t

0

[2vxxxvτ − 2vxxvxτ − 2bvxvt]
∣∣x=R
x=0

dτ +

∫
[v2xx − v2x]

∣∣τ=t
τ=0

dx−
∫∫

Π+
t

2F (v)vτdxdτ

=

∫ t

0

[2vxxxvτ − 2vxxvxτ − 2bvxvt]
∣∣x=R
x=0

dτ +

∫
[v2xx − v2x]

∣∣τ=t
τ=0

dx−
∫

2F (v)
∣∣x=R
x=0

dx

=

∫ t

0

[2vxxxvτ − 2vxxvxτ − 2bvxvt]
∣∣x=R
x=0

dτ +

∫
[v2xx − v2x]

∣∣τ=t
τ=0

dx

−
∫

2[F (v(t, x))− F (u0)]dx,



23∫∫
Π+
t

(2vxxxx(t, x)− 2bvxx(t, x)− 2F (v(t, x)))vxxxxxdxdτ

=

∫ t

0

[v2xxxx − 2bvxxvxxxx + bv2xxx]
∣∣x=R
x=0

dτ −
∫∫

Π+
t

2F (v)uxxxxxdxdτ∫∫
Π+
t

(2vxxxx(t, x)− 2bvxx(t, x)− 2F (v(t, x)))bvxxxdxdτ

=

∫ t

0

[bv2xxx − b2v2xx]
∣∣x=R
x=0

dτ −
∫∫

Π+
t

2bF (v)vxxxdxdτ,∫∫
Π+
t

(2vxxxx(t, x)− 2bvxx(t, x)− 2F (v(t, x)))avxdxdτ

=

∫ t

0

[2avxxxvx − v2xx + av2x]
∣∣x=R
x=0

dτ −
∫∫

Π+
t

2aF (v)vxdxdτ,∫∫
Π+
t

(2vxxxx(t, x)− 2bvxx(t, x)− 2F (v(t, x)))fdxdτ

=

∫∫
Π+
t

(2fxxvxx − 2bfvxx − 2fF (v))dxdτ,

просуммируем и получаем искомое равенство:∫
[v2xx(t, x) + bv2x(t, x)− 2F ∗(v(t, x))]dx+

∫ t

0

[(vxxxx − bvxx)
2 + av2xx]

∣∣
x=0

dτ

−2

∫∫
Π+
t

F ′(v)(vxvxxxx − bvxvxx)dxdτ =

∫
[(u′′0)

2 + b(u′0)
2 − 2F ∗(u0)]dx

+

∫∫
Π+
t

(2fxxvxx − 2bfvxx − 2fF (v))dxdτ,

Общий случай получается предельным переходом. Рассмотрим

∥F ∗(v)∥C([0,T ];L1,+) ≤ c∥vp∥C([0,T ];L1,+) ≤ c sup
(t,x)∈Π+

T

∥vp∥L1,+

≤ c sup
t∈(0,T )

∫
|v|p+2dx ≤ c sup

(t,x)∈Π+
T

|v|p∥v∥2C([0,T ];L2,+)

≤ c∥v∥p+2

X2(Π
+
T )
,

в силу (2.6), получаем, что:

sup
(t,x)∈Π+

T

|v| ≤ ∥v∥C([0,T ′H1
+])
.

Тогда
c sup
(t,x)∈Π+

T

|v|p∥v∥2C([0,T ];L2,+)
≤ c∥v∥p+2

X2(Π
+
T )
,
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и, следовательно
∥F ∗(v)∥C([0,T ];L1,+) ≤ c∥v∥p+2

X2(Π
+
T )
.

Аналогично:

∥F ′(v)vxvxxxx∥L1(Π
+
T )

≤ c

∫∫
Π+
T

|v|p|vxvxxxx|dxdt

≤ c sup
(t,x)∈Π+

T

|v|p−1∥vx∥L2(Π
+
T )
(

∫
sup
t∈(0,T )

v2dx)1/2 sup
x∈R+

(

∫ T

0

v2xxxxdt)
1/2 ≤ c(T )∥v∥p+2

X2(Π
+
T )
,

∥fF (v)∥L1(Π
+
T )

≤ c sup
(t,x)∈Π+

T

|v|p∥v∥C([0,T ];L2,+)∥f∥L1(0,T ;L2,+) ≤ C(T )∥v∥p+1

X2(Π
+
T )
∥f∥L1(0,T ;L2,+)

Полученные неравенства обеспечивают возможность предельного перехода в со-
ответствующих слагаемых.

Замечание 2.1. Если u0 ∈ L2,+, f ∈ L1(0, T ;L2,+), то предельным переходом из
равенства (2.12) получаем существование единственного решения задачи (2.8),
(2.9) из пространства L∞(0, T ;L2,+) для которого при почти всех t ∈ (0, T )
справедливо неравенство∫

v2(t, x)dx ≤
∫
u20dx+ 2

∫∫
Π+
t

fvdxdτ. (2.14)

Лемма 2.3. Пусть u0 ∈ Lα2,+, f ∈ L1(0, T ;L
α
2,+) для некоторого α > 0. Тогда

существует единственное решение v(t, x) задачи (2.8), (2.9) такое, что v ∈
C([0, T ];Lα2,+), vxx ∈ L2(0, T ;L

α−1/2
2,+ ) и для любого t ∈ (0, T ]

∥v∥C([0,t];Lα2,+) + ∥vxx∥C([0,t];Lα−1/2
2,+ )

≤ c(T, α)(∥u0∥Lα2,+ + ∥f∥L1(0,t;Lα2,+)
) (2.15)∫

v2(t, x)ρ(x)dx+

∫∫
Π+
t

[5v2xxρ
′ + (3bρ′ − 5ρ′′′)v2x + (ρ(5) − bρ′′′ − aρ′)v2]dxdτ

≤
∫
u20ρdx+ 2

∫∫
Π+
t

fvρdxdτ,

(2.16)
где ρ(x) ≡ (1 + x)2β для β ∈ (0, α].

Доказательство. В гладком случае (см. доказательство предыдущей леммы) нера-
венство (2.16) получается умножением уравнения (2.8) на 2v(t, x)ρ(x) и интегри-
рованием: ∫∫

Π+
t

2vρvτdxdτ =

∫∫
Π+
t

(v2)τdxdτ =

∫
v2(t, x)dx−

∫
u20dx,



25∫∫
Π+
t

2vvxxxρdxdτ =

∫ t

0

[(2vvxx − v2x)ρ− 2vvxρ
′ + v2ρ′′]dτ

∣∣x=R
x=0

+

∫∫
Π+
t

[3v2xρ
′ − v2ρ′′′]dxdτ

=

∫∫
Π+
t

[3v2xρ
′ − v2ρ′′′]dxdτ,∫∫

Π+
t

2vvxρdxdτ =

∫∫
Π+
t

(v2)xρdxdτ =

∫ t

0

v2
∣∣x=R
x=0

ρdτ −
∫∫

Π+
t

v2ρ′dxdτ,∫∫
Π+
t

2vvxxxxxρdxdτ =

∫ t

0

v2xx
∣∣x=R
x=0

dτ +

∫∫
Π+
t

[−5v2xxρ
′ + 5v2xρ

′′′ − v2ρ′′′′′]dxdτ.

Отсюда∫
v2(t, x)ρ(x)dx+

∫∫
Π+
t

[5v2xxρ
′ + (3bρ′ − 5ρ′′′)v2x + (ρ(5) − bρ′′′ − aρ′)v2]dxdτ

≤
∫
u20ρdx+ 2

∫∫
Π+
t

fvρdxdτ.

Используя (2.2) оценим

|
∫
(3bρ′ − 5ρ′′′)v2xdx| ≤

∫
cv2xρ

′dx

≤ c̃0(

∫
v2xxρ

′dx)1/2(

∫
v2ρ′dx)1/2 +

∫
c0v

2ρ′′dx

≤ c(

∫
v2xxρ

′dx)1/2(

∫
v2ρdx)1/2 +

∫
c3v

2ρdx

≤ 4

∫
v2xxρ

′dx+ c2

∫
v2ρdx+

∫
c3v

2ρdx,

и
|
∫
(ρ(5) − bρ′′′ − aρ′)v2dx| ≤

∫
c4v

2ρdx

В итоге∫
v2(t, x)ρ(x)dx+

∫∫
Π+
t

v2xxρ
′dxdτ ≤ c

∫∫
Π+
t

v2ρdxdτ +

∫
u20ρdx+ 2

∫∫
Π+
t

fvρdxdτ.

Из последнего неравенства при β = α получаем оценку (2.15), которая позволяет
сделать предельный переход и получить утверждение леммы.

2.3 Существование и единственность решений
Доказательство Теоремы 1.1. Сначала методом сжимающих отображений по-
строим локальное по времени решение. Для этого для некоторого T > 0 рассмот-
рим отображение v = Λu, где для произвольной функции u ∈ X2(Π

+
T ) функция
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v ∈ X2(Π
+
T ) в полуполосе Π+

T является решением начально-краевой задачи для
уравнения

vt − vxxxxx + bvxxx + avx = −F ′(u)ux − g(x)u, (2.17)

с граничными условиями (2.9). Имеем:

(F ′(u)ux)xx = F ′(u)uxxx + 3F ′′(u)uxuxx + F ′′′(u)u3x,

а тогда∫∫
Π+
T

(F ′(u)uxxx)
2dxdt ≤ c sup

(t,x)∈Π+
T

|u|2p−2

∫
sup
t∈(0,T )

u2dx sup
x∈R+

∫ T

0

u2xxxdt ≤ c1∥u∥2p+2

X2(Π
+
T )
,

∫∫
Π+
T

[(F ′′(u)uxuxx)
2 + (F ′′′(u)u3x)

2 + ((F ′(u)ux))
2]dxdt

≤ c(T )∥F ′(θ)∥2C2[|θ|≤∥u∥
Cb(Π

+
T )

] sup
(t,x)∈Π+

T

(u4x + 1) sup
t∈(0,T )

∫
(u2xx + u2x)dx.

В итоге, для некоторой непрерывной и неубывающей по своим аргументам функ-
ции Φ

∥F ′(u)ux∥L2(0,T ;H2
+)

≤ Φ(T, ∥u∥X2(Π
+
T )
). (2.18)

Кроме того очевидно, что

∥gu∥L2(0,T ;H2
+)

≤ cT 1/2∥g∥W 2
∞,+

∥u∥L∞(0,T ;H2
+)
. (2.19)

Сначала методом сжимающих отображений построим локальное по времени ре-
шение. Для этого для некоторого T > 0 рассмотрим отображение v = Λu, где
для произвольной функции u ∈ X2(Π

+
T ) функция u ∈ X2(Π

+
T ) в полуполосе Π+

T

является решением начально-краевой задачи для линейного уравнения

vt − vxxxxx + bvxxx + avx = f ≡ −F ′(u)ux − g(x)u, (2.20)

с граничными условиями (1.8). Оценим норму функции F ′(u)ux в пространстве
L2(0, T ;H

2
+). Имеем:

(F ′(u)ux)xx = F ′(u)uxxx + 3F ′′(u)uxuxx + F ′′′(u)u3x.

Воспользуемся неравенством, полученным из (2.6)

sup
(t,x)∈Π+

T

|u(t, x)|, sup
(t,x)∈Π+

T

|ux(t, x)| ≤ ∥u∥C([0,T ];H2
+)

≤ ∥u∥X2(Π
+
T )
.
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Тогда ∫∫
Π+
T

(F ′(u)uxxx)
2dxdt ≤ c sup

(t,x)∈Π+
T

|u|2p−2

∫
sup
t∈(0,T )

u2dx sup
x∈R+

∫ T

0

u2xxxdt

≤ c∥u∥2p+2

X2(Π
+
T )
,∫∫

Π+
T

[(F ′′(u)uxuxx)
2 + (F ′′′(u)u3x)

2 + (F ′(u)ux)
2]dxdt

≤ cT∥F (θ)∥C2[|θ|≤∥u∥
C2
b
(Π

+
T )

] sup
(t,x)∈Π+

T

(u4x + 1) sup
t(0,T )

∫
(u2xx + u2x)dx

≤ cT∥F ′(θ)∥2C[2|θ|≤∥u∥
X(Π

+
T
)
](∥u∥4X2(Π

+
T )
+ 1)∥u∥2X2(Π

+
T )
.

Введем функцию

Φ0 ≡ cξp+1 + cT 1/2∥F ′(θ)∥C2[|θ≤ξ|](ξ
4 + 1)1/2ξ,

определенную при ξ ≥ 0. Очевидно, что эта функция непрерывна и не убывает по
своим аргументам. Тогда для соответствующей константы c

∥F ′(u)ux∥L2(0,T ;H2
+)

≤ Ψ0(T, ∥u∥X2(Π
+
T )
). (2.21)

Кроме того, так как u
∣∣
x=0

= ux
∣∣
x=0

= 0 и F ′(0) = 0, то

(F ′(u)ux)
∣∣
x=0

= (F ′(u)ux)x
∣∣
x=0

= 0,

тогда F ′(u)ux ∈ L2(0, T ;H
2
0,+). Кроме того,

∥gu∥L2(0,T ;H2
+)

≤ cT 1/2∥g∥W 2
∞,+

∥u∥C[0,T ];H2
+
≤ cT 1/2∥g∥W 2

∞,+
∥u∥X2(Π

+
T )

(2.22)

и gu ∈ L2(0, T ;H
2
0,+). В итоге получаем, что F ′(u)ux + gu ∈ L2(0, T ;H

2
0,+) для

u ∈ X2(Π
+
T ) и, следовательно, в силу Леммы 2.2 отображение Λ определено и,

согласно (2.7),

∥Λu∥X2(Π
+
T )

≤ c(T )(∥u0∥H2
+
+ T 1/10Φ(T.∥u∥X2(Π

+
T )
)), (2.23)

для непрерывной и неубывающей по своим аргументам функцией Φ(T, ξ) ≡ Φ0(T, ξ)+
cT 1/2∥g∥∞,+ для непрерывной и убывающей функции u, ũ ∈ X2(Π

+
T ). Заметим, что

F ′(u)ux − F ′(ũ)ũx = (F ′(u)− F ′(ũ))ux + F ′(ũ)(ux − ũx),

а тогда для некоторого θ ∈ (0, 1)

|F ′(u)ux − F ′(ũ)ũx| ≤ |F ′′((1− θ)u+ θũ)| · |ux| · |u− ũ|+ |F ′(ũ)| · |(u− ũ)x|.
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Аналогично

|F ′(u)ux − F ′(ũ)ũx| ≤ |F ′′((1− θ)u+ θũ)| · |uxxx| · |u− ũ|+ |F ′(ũ)| · |(u− ũ)xxx|.

|F ′′(u)uxuxx − F ′′(ũ)ũxũxx| ≤ |F ′′((1− θ)u+ θũ)| · |uxuxx| · |u− ũ|
+|F ′′(ũ)| · |ũxx| · |(u− ũ)xx|+ |F ′′(ũ)| · |ũx| · |(u− ũ)xx|,

|F ′′′(u)u3x − F ′′′(ũ)ũ3x| ≤ |F (4)((1− θ)u+ θũ)| · |u3x| · |u− ũ|
+|F ′′′(ũ)| · (u2x + |uxũx|+ ũ2x) · |(u− ũ)x|,

Тогда ∫∫
Π+
T

(F ′(u)uxxx − F ′(ũ)ũxxx)
2dxdt

≤ c∥F ′′(θ)∥C[|θ|≤max(∥u∥
Cb(Π

+
T )
,∥ũ∥

Cb(Π
+
T )

)] sup
x∈R+

∫ T

0

u2xxxdt

∫
sup
t∈(0,T )

(u− ũ)2dx

+c sup
(t,x)∈Π+

T

|ũ|2p−2

∫
sup
t∈(0,T )

ũ2dx sup
x∈R+

∫ T

0

((u− ũ)xxx)
2dt,

∫∫
Π+
T

[(F ′′(u)uxuxx − F ′′(ũ)ũxũxx)
2 + (F ′′′(u)u3x − F (ũ)ũ3x)

2

+(F ′(u)ux − F ′(ũ))2]dxdt

≤ cT∥F ′(θ)∥2C3[|θ|≤max(∥u∥
Cb(Π

+
T )
,∥ũ∥

Cb(Π
+
T
)
)] sup
(t,x)∈Π+

T

(u6x + ũ6x + 1)

×[ sup
t∈(0,T )

∫
((u− ũ)2 + (ux − ũx)

2 + (uxx − ũxx)
2)dx

+ sup
t∈(0,T )

∫
(u2xx + ũ2xx)dx sup

(t,x)∈Π+
T

((u− ũ)2 + (ux − ũx)
2)]

и, опять используем оценку (2.6), аналогично (2.23)

∥Λu− Λũ∥X2(Π
+
T )

≤ T 1/10Φ1(T, ∥u∥X2(Π
+
T )
, ∥ũ∥X2(Π

+
T )
)∥u− ũ∥X2(Π

+
T )
, (2.24)

для некоторой непрерывной и неубывающей по своим аргументам функции Φ1.
Зафиксируем произвольное To > 0 (например, можно считать, что T0 = 1).
1). Выберем r > 0 такое, что

r ≥ 2c(T0)∥u0∥H2
+
,

где c(T )- константа из неравенства (2.23). Теперь выберем T ∈ (0;T0] так, чтобы

c(T0)T
1/10Φ(T0, r) ≤

1

2
, T 1/10Φ1(T0, r, r) ≤

1

2
.
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Из неравенств (2.23) и (2.24) следует, что замкнутый шар U r(0) радиуса r с
центром в нуле пространства X2(Π

+
T ) отображение Λ переводит в себя и является

на нем сжимаемым. Единственная неподвижная точка u данного отображения из
этого шара является искомым решением.

Для доказательства единственности решения во всем пространстве заметим,
что любые два решения u и ũ рассматриваемой задачи из пространства X2(Π

+
T )

лежат в шаре U r(0) этого пространства радиуса r = max(∥u∥X2(Π
+
T )
, ∥ũ∥X2(Π

+
T )
), а

тогда и в шаре того же радиуса в пространстве X2(Π
+
T ) для любого T ′ ∈ (0, T ].

Выберем T ′ так, чтобы (T ′)1/10Φ1(T0, r, r) ≤ 1/2. Тогда функции u и ũ является
неподвижными точками сжимающего отображения Λ, то есть совпадают в силу
единственности такой неподвижной точки. Таким образом, u(t, x) = ũ(t, x) при
t ∈ [0, T ′]. Перенеся точку начала отсчета времени в T ′ и повторив проведенные
рассуждения получим, что u(t, x) = ũ(t, x) при t ∈ (0,max(2T ′, T )]. Повторив эту
процедуру соответствующее конечное число раз, пока, не будет достигнута точка
T , получим что u(t, x) = ũ(t, x) при t ∈ [0, T ]. Таким образом Из неравенств (2.23)
и (2.24) получаем результат о существовании единственного решения задачи (1.7),
(1.8) из пространства X2(Π

+
T ) при достаточно малых T (зависящих от ∥u0∥H2

+
).

Чтобы продолжить это решение на любой отрезок времени, установим соот-
ветствующие априорные оценки. Пусть u ∈ X2(Π

+
T ) является решением рассмат-

риваемой задачи для некоторого T > 0. Применим равенство (2.12) для u ≡ v,
f ≡ (−F ′(u)ux − gu),∫

u2(t, x)dx+

∫ t

0

u2xx
∣∣
x=0

dτ =

∫
u20dx− 2

∫∫
Π+
t

u(F ′(u)ux + gu)dxdτ,

тогда, так как

2

∫
F ′(u)uxudx = 2

∫
2

∫
(F ′(u)u)∗xdx = (F ′(u)u∗)

∣∣=∞
0

= 0,

для любого t ∈ (0, T ]∫
u2(t, x)dx+

∫ t

0

u2xx
∣∣
x=0

dτ + 2

∫∫
Π+
t

gu2dxdτ =

∫
u20dx, (2.25)

откуда следует, что поскольку g ∈ L∞,+

∥u∥C([0,T ];L2,+) + ∥uxx
∣∣
x=0

∥L(0,T ) ≤ c(T, ∥u0∥L2,+
, ∥g∥L∞,+

). (2.26)

Далее в аналогичной ситуации применим равенство (2.13):
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∫
[u2xx(t, x) + bu2x(t, x)− 2f ∗(u(t, x))]dx+

∫ t

0

[(uxxxx − buxx)
2 + au2xx]

∣∣
x=0

dτ

−2

∫∫
Π+
t

F ′(u)(uxuxxxx − buxuxx)dxdτ =

∫
[(u′′0)

2 + b(u′0)
2 − 2f ∗(u0)]dx

+

∫∫
Π+
t

(−2(F ′(u)ux + gu)xxuxx − 2b(−F ′(u)ux − gu)uxx + (F ′(u)ux + gu)F (u))dxdτ.

Тогда поскольку∫∫
Π+
T

(F ′(u)ux)xxuxxdxdt =

∫∫
Π+
T

F ′(u)uxuxxxxdxdt,

∫
Π+
T

F ′(u)F (u)uxdxdt = 0,

то получаем, что∫
[u2xx(t, x) + bu2x(t, x)− 2F ∗(u(t, x))]dx+ a

∫ t

0

u2xx
∣∣
x=0

dτ+∫∫
Π+
T

[2(guxx + 2g′ux + g′′u− bgu)uxx − guF (u)]dxdτ ≤
∫

[(u′′0)
2 + b(u′0)

2 − 2F ∗(u0)]dx.

(2.27)
Используем неравенство (2.4) для q = p+ 2 < 10 (тогда sq < 1) и ψ0 = ψ1 ≡ 1 и с
учетом оценки (2.27) получаем∫

|F ∗(u(t, x))|dx ≤ ε

∫
u2xxdx+ c(ε, T, ∥u0∥L2,+

, ∥g∥L∞), (2.28)

где ε > 0 может быть выбрано сколь угодно малым. Тогда из неравенства (2.27),
с использованием неравенства (2.2) для ψ ≡ 1:∫

(φ′)2dx ≤ (

∫
(φ′′)2dx)1/2(

∫
φ2dx)1/2,

следует, что поскольку g ∈ W 2
∞,+, справедлива оценка

∥u∥C([0,T ];H2
+)

≤ c(T, ∥u0∥H2
+
, ∥g∥W 2

∞,+
), (2.29)

которая и обеспечивает существование решения u ∈ X2(Π
+
T ) для любого T > 0.

Для доказательства единственности решения в более широком классе прежде
всего заметим, что если u ∈ L∞(0, T ;H2

+), то очевидно, что F ′(u)ux ∈ L1(0, T ;L2,+).
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Рассмотрим два решения u и ũ из пространства L∞(0, T ;H2
0,+), запишем для

v ≡ u− ũ неравенство (2.14):∫
(u− ũ)2(t, x)dx ≤

∫
u20dx+ 2

∫∫
Π+
t

f(u− ũ)dxdτ,

тогда ∫
v2(t, x)dx ≤ 2|

∫∫
Π+
t

(F ′(u)ux − F ′(ũ)ũx)vdxdτ | ≤

2 sup
|θ|≤max(∥u∥

L∞(Π+
T
)
,∥ũ∥

L∞(Π+
T
)
)

|F ′′(θ)|ess sup
(t,x)∈Π+

T

(|ux(t, x)|+ |ũx(t, x)|)
∫∫

Π+
t

v2dxdτ,

что в силу леммы Гронуолла и устанавливает единственность в пространстве
L∞(0, T ;H2

0,+). □
Доказательство Теоремы 1.2. Повторим схему доказательства предыдущей

теоремы, только отображение Λ будем строить в пространстве Xα
2 (Π

+
T ).

∥F ′(u)ux∥L1(0,T ;Lα2,+)
≤ cT sup

(t,x)∈Π+
T

(|u|p−1|ux|) sup
t∈(0,T )

∥u(t, ·)∥Lα2,+ ≤ cT∥u∥p+1

Xα
2 (Π

+
T )
,

(2.30)
и аналогично

∥F ′(u)ux − F ′(ũ)ũx∥L1(0,T ;Lα2,+)
≤ TΦ(T, ∥u∥Xα

T
, ∥ũ∥Xα

T
)∥u− ũ∥Xα

2 (Π
+
T )
, (2.31)

для некоторой непрерывной и неубывающей по своим аргументам функции Φ.
Кроме того очевидно, что

∥gu∥L1(0,T ;Lα2,+)
≤ T∥g∥L∞,+

∥u∥L∞(0,T ;Lα2,+)
. (2.32)

В итоге, из оценок (2.19), (2.24), (2.30)–(2.32) следует существование единственного
решения задачи (1.7), (1.8) из пространства Xα

2 (Π
+
T ) при достаточно малых T

(зависящих от ∥u0∥H2
+

и ∥u0∥Lα2,+).
Далее получим в дополнение к (2.29) оценку решения в весовом пространстве.

Для этого применим неравенство (2.16) для u ≡ v, f ≡ −F ′(u)ux−gu и β ∈ (0, α]:∫
u2(t, x)ρ(x)dx+

∫∫
Π+
t

[5u2xxρ
′ + (3bρ′ − 5ρ′′′)u2x + (ρ(5) − bρ′′′ − aρ′)u2]dxdτ

≤
∫
u20ρdx− 2

∫∫
Π+
t

(F ′(u)ux + gu)uρdxdτ.
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Тогда при t ∈ (0, T ]∫
u2(t, x)ρ(x)dx+

∫∫
Π+
t

[5u2xxρ
′ + (3bρ′ − 5ρ′′′)u2x + (ρ(5) − bρ′′′ − aρ′)u2]dxdτ+

2

∫∫
Π+
t

gu2ρdxdτ ≤
∫
u20ρdx−

∫∫
Π+
t

F ′(u)uuxρdxdτ,

(2.33)
где

−
∫∫

Π+
t

F ′(u)uuxdxdτ =

∫∫
Π+
t

(F ′(u)u)∗ρ′dxdτ, (2.34)

И тогда с учетом уже полученной оценки (2.29)

|
∫∫

Π+
t

(F ′(u)u)∗ρ′dxdτ | ≤ c sup
(t,x)∈Π+

T

|u|p
∫∫

Π+
t

u2ρ′dxdτ ≤ c(T, ∥u0∥H2
+
,

∥g∥W 2
∞,+

)

∫∫
Π+
t

u2ρ′dxdτ.

(2.35)

Применяя неравенство (2.2) для оценки второго интеграла в левой части (2.35),
(2.33) следует, что∫
u2(t, x)ρ(x)dx+

∫∫
Π+
t

u2xxρ
′dxdτ ≤

∫
u20ρdx+ c(T, ∥u0∥H2

+
, ∥g∥W 2

∞,+
)

∫∫
Π2
t

u2ρdxdτ.

(2.36)
Выбирая β = α, получаем из (2.36)

∥u∥C([0,T ];Lα2,+) ≤ c(T, ∥u0∥Lα2,+, ∥u0∥H2
+
, ∥g∥W 2

∞,+
). (2.37)

Оценки (2.29) и (2.35) позволяют продолжить локальное по времени решение до
решения в пространстве Xα

2 (Π
+
T ) для любого T > 0. □

2.4 Убывание решений при больших временах
Установленные оценки (2.26), (2.29) не являются равномерными при T → +∞. В
следующих двух леммах будут установлены аналоги этих оценок, уже не завися-
щие от T .

Лемма 2.4. Пусть выполнены условия Теоремы 1.1 и пусть дополнительно из-
вестно, что g(x) > 0 для любого x ≥ 0 и для функции g справедливы неравенства
(1.10). Тогда для решения задачи (1.7), (1.8) u, принадлежащего пространству
X2(Π

+
T ) ∀T > 0, справедливо неравенство

∥u(t, ·)∥H2
+
≤ c(∥u0∥H2

+
,M) ∀t ≥ 0. (2.38)
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Доказательство. Воспользуемся равенством (2.25), тогда в силу неотрицательно-
сти функции g получаем, что

∥u∥Cb(R+;L2,+)
+ ∥uxx

∣∣
x=0

∥L2,+
≤ ∥u0∥L2,+

. (2.39)

Из (2.25) и (2.26) следует, что для любой положительной константы c∫
[u2xx(t, x) + bu2x(t, x) + c̃u2(t, x)− 2F ∗(u(t, x))]dx+ (a+ c̃)

∫ t

0

u2xx
∣∣
x=0

dτ

+

∫∫
Π+
t

[2(guxx + 2g′ux + g′′u− bgu)uxx + c̃gu2 − guF (u)]dxdτ

≤
∫

[(u′′0)
2 + b(u′0)

2 + c̃u20 − 2F ∗(u0)]dx.

(2.40)

Из неравенств (1.11) и (2.2) находим, что для любого ε > 0

|
∫

2(2g′ux + g′′u− bgu)uxxdx| ≤ ε

∫
gu2xxdx+ c(ε,M)

∫
gu2dx. (2.41)

Далее, положим q = p + 2, s = (q − 2)/8q, ψ0 ≡ g, ψ1 ≡ g(10−q)/(3q+2) (очевидно,
что эти функции удовлетворяют условиям Леммы 2.1). Нетрудно видеть, что

q

2
− qs =

3q + 2

8
, qs+

10− q

3q + 2
· 3q + 2

8
= 1.

Тогда применяя неравенство (2.4), находим, что

|
∫
guF (u)dx| ≤ c

∫
g|u|qdx = c∥uψs0ψ

1/2−s
1 ∥qLq,+ ≤

c(M)[∥(|uxx|+ |u|)ψ1/2
0 ∥2qsL2,+

∥uψ1/2
1 ∥q−2qs

L2,+
+ ∥uψ1/8

0 ψ
3/8
1 ∥q−2

L2,+
∥uψ1/2

1 ∥2L2,+
]

= c1(M)[(

∫
(u2xx + u2)ψ2

0dx)
q−2
8 (

∫
u2ψ1dx)

3q+2
8 + (

∫
u2ψ

1/4
0 ψ

3/4
1 dx)

q−2
2 ] ≤

∫
u2ψ1dx.

(2.42)
Здесь ∫

u2g(10−q)/(3q+2)dx =

∫
(gu2)(10−q)/(3q+2) · u2(4q−8)/(3q+2)dx

≤ (

∫
gu2dx)(10−q)/(3q+2)(

∫
u2dx)(4q−8)/(3q+2).

Тогда

(

∫
(u2xx + u2)ψ0dx)

(q−2)/8(

∫
u2ψ1dx)

(3q+2)/8

≤ (

∫
g(u2xx + u2)ψ0dx)

(q−2)/8(

∫
gu2dx)(10−q)/8(

∫
u2)(q−2)/2.



34

Кроме того,

(

∫
u2ψ

1/4
0 ψ

3/4
1 dx)(q−2)/2

∫
u2ψ1dx = (

∫
u2g8/(3q+2)dx)(q−2)/2

∫
u2g(10−q)/(3q+2)dx,

так как
8

3q + 2
+

3(q − 2)

3q + 2
= 1,

где∫
u2g8/(3q+2)dx =

∫
(gu2)8/(3q+2) · u6(q−2)/(3q+2)dx ≤ (

∫
gu2dx)8/(3q+2)(

∫
u2dx)3(q−2)/(3q+2),

и, таким образом, так как

8

3q + 2
· q − 2

2
+

10− q

3q + 2
= 1,

3(q − 2)

3q + 2
· q − 2

2
+

4(q − 2)

3q + 2
=
q − 2

2
,

находим, что

(

∫
u2ψ

1/4
0 ψ

3/4
1 dx)(q−2)/2

∫
u2ψ1dx ≤ (

∫
gu2dx) · (

∫
u2dx)(q−2)/2.

В итоге, с учетом уже полученной оценки (2.39) выводим, что так как (q−2)/8 < 1

|
∫
guF (u)dx| ≤ ε

∫
gu2xxdx+ c(ε, ∥u0∥L2,+

,M)

∫
gu2dx, (2.43)

где ε > 0 можно выбрать сколь угодно малым.
Таким образом, если выбрать c̃ достаточно большим (зависящимM , b, ∥u0∥L2,+

),
то из неравенства (2.40) следует, что равномерно по t.∫

[u2xx(t, x) + c̃u2(t, x)− 4F ∗(u(t, x))]dx ≤ c. (2.44)

Заметим, что применяя вместо (2.26) оценку (2.39), полностью аналогично (2.28)
находим, что равномерно по t∫

|F ∗(u(t, x))|dx ≤ ε

∫
u2xxdx+ c(ε, ∥u0∥L2,+

). (2.45)

Тогда из неравенств (2.44), (2.45) следует утверждение леммы. □

Лемма 2.5. Пусть выполнены условия Теоремы 1.3. Тогда для решения задачи
(1.7), (1.8) u(t, x), принадлежащего пространству Xα

2 (Π
+
T ) ∀T > 0, существует

β ∈ (0, α] такое что
∥u(t, ·)∥Lβ2,+ ≤ ∥u0∥Lβ2,+ ∀t ≥ 0. (2.46)
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Доказательство. Воспользуемся неравенством (2.33) и равенством (2.34). Приме-
няя вместо оценки (2.29) оценку (2.38), находим аналогично (2.35), что для любого
t > 0

|
∫∫

Π+
t

(F ′(u)u)∗ρ′dxdτ | ≤ c sup
t>0,x>0

|u|p
∫∫

Π+
t

u2ρ′dxdτ ≤ c(∥u0∥H2
+
,M)

∫∫
Π+
t

u2ρ′dxdτ.

(2.47)
Далее будем считать без ограничения общности, что β ∈ (0, 1/2]. Напомним, что

ρ(x) = (1 + x)2β,

ρ′(x) = 2β(1 + x)2β−1,

ρ′′(x) = 2β(2β − 1)(1 + x)2β−2,

ρ′′′(x) = 2β(2β − 1)(2β − 2)(1 + x)2β−3,

ρ(4)(x) = 2β(2β − 1)(2β − 2)(2β − 3)(1 + x)2β−4,

ρ(5)(x) = 2β(2β − 1)(2β − 2)(2β − 3)(2β − 4)(1 + x)2β−5.

Заметим, что так как

β ≥ 0, (2β − 1) ≤ 0, (2β − 2) ≤ 0, (2β − 3) ≤ 0, (2β − 4) ≤ 0,

Тогда, в частности, |ρ′′(x)| ≤ ρ′(x), 0 ≤ ρ′′′(x) ≤ 2ρ′(x), ρ(5) ≥ 0.
Применяя неравенство (2.2), находим, что∫
[(3bρ′ − 5ρ′′′)u2x + (ρ(5) − bρ′′′ − aρ′)u2]dx ≥ −

∫
u2xxρ

′dx− c(a, b)

∫
u2ρ′dx.

(2.48)
В силу (1.10)

2g(x)ρ(x) ≥ 2c0ρ
′(x)/(2β),

из неравенств (2.33), (2.47), (2.48) следует, что∫
u2(t, x)ρ(x)dx+ (

2c0
2β

− c(a, b)− c(∥u0∥H2
+
,M))

∫∫
Π+
t

u2ρ′dxdτ ≤
∫
u20ρdx,

что при достаточно малых β > 0 приводит к неравенству (2.46).

Для любых положительных β, L и ε через Fβ,L,ε+ обозначим множеством функ-
ций φ ∈ H2

0,+ ∩ Lβ2,+ таких, что

∥φ∥H2
+
+ ∥φ∥Lβ2,+ ≤ L, ∥φ∥L2,+

≥ ε.
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Лемма 2.6. Пусть g ∈ W 2
∞,+ – неотрицательная функция такая, что g(x) ≥

g0 > 0 для x ∈ I, где I-непустой интервал на R+, а для функции F выполнены
условия Теоремы 1.1. Тогда для любого T > 0 и любого класса Fβ,L,ε+ существу-
ет константа c = c(T, β, L, ε) такая, что если u0 ∈ Fβ,L,ε+ , то для соответ-
ствующего решения задачи (1.7), (1.8) u(t, x) из пространства Xβ

2 (Π
+
T ) ∀T > 0

справедливо неравенство∫ T

0

∫
R+/I

u2(t, x)dxdt ≤ c

∫∫
Π+
T

g(x)u2(t, x)dxdt. (2.49)

Доказательство. Предположим, что неравенство (2.49) не выполнено. Пусть {u0k(x)}k∈N ∈
Fβ,L,ε+ , такая последовательность начальных функций, что для соответствующих
решений {uk(x)}k∈N ∈ Xβ

2 (Π
+
T ) справедливо свойство

lim
k→+∞

∫∫
Π+
T

g(x)u2k(t, x)dxdt(

∫ T

0

∫
R+/I

u2k(t, x)dxdt)
−1 = 0.

В частности, из ограниченности {uk}k∈N в пространстве L∞(0, T ;L2,+) (см. оценку
(2.26)) следует, что

lim
k→+∞

∫∫
Π+
T

g(x)u2k(t, x)dxdt = 0, (2.50)

Следовательно, в силу условий на функцию g(x)

lim
k→+∞

∫ T

0

∫
I

u2k(t, x)dxdt = 0. (2.51)

Так как последовательность {u0k}k∈N ограничена в пространстве H2
0,+ ∩ Lβ2,+ из

Теоремы 1.2 следует, что равномерно по k

∥uk∥Xβ
2 (Π

+
T )

≤ c. (2.52)

Согласно уравнению (1.7)

ukt = ukxxxxx − bukxxx − aukx − F ′(uk)uk,x − guk.

Из оценки (2.48), в частности, следует, что равномерно по k

∥uk∥Cb(Π+

T )
≤ c

и для любого r > 0 равномерно по k

∥uk∥L2(0,T ;H4(0,r)) ≤ c(r).
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Тогда для любого r > 0 равномерно по k

∥ukt∥L2(0,T ;H−1(0,r)) ≤ c(r).

Положим B0 = H4(0, r), B = H3(0, r), B1 = H−1. Заметим, что B0 ∈ B ∈ B1, при-
чем вложение B0 и B компактно. Тогда поскольку множество производных {uk}
ограничено в пространстве L2(0, T ;B0), а множество производных {ukt} ограниче-
но в пространстве L2(0, T ;B1), то множество {uk} предкомпактно в пространстве
L2(0, T ;B) (см., например, [40] (Часть 8, Следствие 4)). Переходя к подпоследо-
вательности (с сохранением обозначений) получаем, что

∥ukt∥L2(0,T ;H−1(0,r)) ≤ c(r). (2.53)

Переходя к подпоследовательности (с сохранением обозначений), стандартным
рассуждением получаем, что

u0k → u0 слабо в H2
0,+ и Lβ2,+,

uk → u ∗-слабо в L∞(0, T ;H2
0,+) и L∞(0, T ;Lβ2,+),

uk → u слабо в L2(0, T ;H
4(0, r)) ∀r > 0,

uk → u сильно в L2(0, T ;H
3(0, r)) ∀r > 0.

Из последнего свойства в сочетании с (2.51) следует, что

u(t, x) = 0, t ∈ (0, T ), x ∈ I. (2.54)

Пусть ϕ(t, x)- произвольная функция такая, что ϕ ∈ L2(0, T ;H
5
+), ϕt ∈ L2(Π

+
T ),

ϕ
∣∣
t=T

= 0, ϕ
∣∣
x=0

= ϕx
∣∣
x=0

= ϕxx
∣∣
x=0

= 0. Положим ϕr(t, x) ≡ ϕ(t, x)η(r − x) для
r > 0. Тогда для любого k в силу равенства (2.3)∫∫

Π+
T

(uk(ϕrt − ϕrxxxxx + bϕrxxx + aϕrx − g(x)ϕr) + F (uk)ϕrx)dxdt+

∫
u0kϕr

∣∣
t=0
dx = 0.

(2.55)
Заметим, что при k → +∞ в силу неравенства (1.9)∫∫

Π+
T

|F (uk)− F (u)| · |ϕrx|dxdt ≤ c sup
k∈N

ess sup
(t,x)∈Π+

T

|uk(t, x)|p
∫∫

Π+
T

|uk − u| · |ϕrx|dxdt

≤ c1 sup
k∈N

∥uk∥pL∞(0,T ;H2
+)
∥uk − u∥L2((0,T )×(0,r))∥ϕ∥L2(0,T ;H1

+)
→ 0.

Поэтому переходя к пределу сначала при k → +∞ (и принимая во внимание
(2.50)),

lim
k→∞

∫∫
Π+
T

|F (uk)− F (u)| · |ϕrx|dxdt = 0.

а потом при r → +∞, получаем равенство∫∫
Π+
T

(u(ϕt − ϕxxxxx + bϕxxx + aϕx) + F (u)ϕx)dxdt+

∫
u0ϕ

∣∣
t=0
dx = 0, (2.56)
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а это означает, что функция u(t, x) является слабым решением в смысле Опреде-
ления 2.1 задачи (1.7), (1.8) при g ≡ 0.

Заметим, что так как u ∈ L∞(0, T ;H2
0.+), то u лежит в классе единственности,

поэтому, согласно Теореме 1.2 u ∈ Xβ
2 (Π

+
T ). В частности, u, ux ∈ L∞(Π+

T ), u ∈
L2(0, T ;H

4(0, r)) для любого r > 0. Следовательно, можно применить результаты
[[10], Теорема 1] о единственности продолжение слабых решений уравнения (1.7).
Согласно этим результатам из свойства (2.54) следует, что

u(t, x) = 0 (t, x) ∈ Π+
T . (2.57)

В частности,

lim
k→+∞

∫ T

0

∫ r

0

u2k(t, x)dxdt = 0 ∀r > 1. (2.58)

Теперь покажем, что

lim
k→+∞

∫∫
Π+
T

u2k(t, x)dxdt = 0. (2.59)

Действительно, ∫∫
Π+
T

u2kdxdt =

∫ T

0

∫ r

0

u2kdxdt+

∫ T

0

∫ +∞

0

u2kdxdt,

где равномерно по k в соответствии с (2.52)

ess sup
t∈(0,T )

∫ +∞

r

u2kdx ≤ ess sup
t∈(0,T )

∫ +∞

2

(1 + x)2βu2kdx2(1 + x)

≤ ∥uk∥L∞(0,T ;Lβ2,+)
≤ cr−2β.

(2.60)

Очевидно, что свойство (2.59) следует из (2.58) и (2.60).
С другой стороны, поскольку согласно (2.25)

∥uk(t, ·)∥L2,+
≤ ∥u0k∥L2,+

, (2.61)

то ∫
(uk(t, x)− u0k(x))

2dx =

∫
(u2k(t, x)− 2uk(t, x)u0k(x) + u20k(x))dx

≤ 2

∫
(u20k − uk(t, x)u0k(x))dx = 2

∫
(u0k(x)− uk(t, x))u0k(x)dx

= 2

∫
(u0k(x)− uk(t, x))u0k(x)η(r + 1− x)dx+ 2

∫
(u0k(x)− uk(t, x))du0k(x)η(x− r)dx,

(2.62)
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где, в силу (2.60),

2|
∫

(u0k(x)− uk(t, x))u0k(x)η(x− r)dx| ≤ 2(∥uk∥L2,+
+ ∥u0k∥L2,+

)∥u0k∥L2(r,+∞)

≤ 4∥u0k∥L2,+
(

∫ +∞

r

x2βu20kdx)
1/2r−β ≤ ∥u0k∥L2,+

∥u0k∥Lβ
2+
r−β ≤ 4r−βL2.

(2.63)
Далее, в соответствии с (2.53)

2|
∫
(u0k(x)− uk(t, x))u0k(x)η(r + 1− x)dx|

≤ 2

∫ t

0

∥ukτ(τ, ·)∥H−1(0,r+1)dτ∥u0k∥H1
+
≤ c(r, L)t1/2.

(2.64)

Из неравенств (2.62)-(2.64) следует, что

∥uk(t, ·)− u0k∥2L2,+
≤ 4r−βL2 + c(r, L)t1/2. (2.65)

Выберем r так, чтобы 4r−βL2 ≤ ε2/4 и t0 ∈ (0, T ] так, чтобы c(r, L)t
1/2
0 ≤ ε2/4.

Тогда из неравенства (2.65) находим, что для t ∈ [0, t0] справедливо неравенство

∥uk(t, ·)∥2L2,+
≥ ∥u0k∥2L2,+

− ε2

2
≥ ε2

2
. (2.66)

и, следовательно, ∫∫
Π+
T

u2k(t, x)dxdt ≥ t0
ε2

2
,

что противоречит (2.59).

Доказательство Теоремы 1.2. Предположим, что свойство (1.12 ) не справед-
ливо. Это означает, что ∥u(t, ·)∥L2,+

≥ ε ∀t ≥ 0 для некоторого ε > 0. Из Лемм 2.4
и 2.5 следует, что

u(t, ·) ∈ Fβ,L,ε+ ∀t ≥ 0 (2.67)
для некоторых L > 0 и β ∈ (0, α].

Зафиксируем произвольные T > 0 и r > 0. Пусть I = (0, r), тогда g(x) ≥ g0 =
c0(1 + r)−1 для любого x ∈ I. Из равенства (2.25) следует, что∫

u2(T, x)dx+ 2g0

∫ T

0

∫ r

0

u2dxdτ ≤
∫
u20dx

и, следовательно,∫∫
Π+
T

u2dxdt =

∫ T

0

∫ R

0

u2dxdt+

∫ T

0

∫ ∞

2

u2dxdt

≤ 1

2g0

∫
u20dx−

1

2g0

∫
u2(T, x)dx+

∫ T

0

∫ +∞

r

u2dxdt.
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Применяя (2.49) выводим из последнего неравенства, что∫∫
Π+
T

u2dxdt ≤ 1

2g0

∫
u20dx−

1

2g0

∫
u2(T, x)dx+ c

∫∫
Π+
T

g(x)u2dxdt.

Снова применим равенство (2.25) (из которого, в частности, следует невозрастание
функции ∥u(t, ·)∥L2,+

), тогда

T

∫
u2dxdt ≤

∫∫
Π+
T

u2dx ≤ 1

2g0

∫
u20dx−

1

2g0

∫
u2(T, x)dx

+
c

2
(

∫
u20dx−

∫
u2(T, x)dx).

В итоге получаем неравенство

(T +
1

2g0
+
c

2
)

∫
u2(T, x)dx ≤ (

1

2g0
+
c

2
)

∫
u20ds,

которое эквивалентно следующему неравенству:

∥u(T, ·)∥L2,+
γ∥u0∥L2,+

,

где

γ =

1
2g0

+ c
2

T + 1
2g0

+ c
2

= γ(T, r, L, β, ε) ∈ (0, 1).

Тогда для любого натурального n в силу (2.67) перенося последовательно начало
отсчета времени в точки jT , j = 1..., n+ 1

∥u(nT, ·)∥L2,+
≤ γn∥u0∥L2,+

что противоречит (2.67). □
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3 Глава 2

3.1 О разрешимости начально-краевой задачи
В этой главе будут приведены некоторые результаты о разрешимости начально-
краевой задачи для линеаризованного уравнения Кавахары.

Введем понятие слабого решения задачи (1.13)-(1.15).

Определение 3.1. Пусть u0 ∈ L2(0, R), µ, ν, h, θ, σ ∈ L2(0, T ), f ≡ f1 + f2x,
где f1, f2 ∈ L1(0, T ;L2(0, R)). Функция u ∈ L∞(0, T ;L2(0, R)) называется слабым
решением задачи (1.13)–(1.15), если для любой функции ϕ ∈ L2(0, T ;H

5(0, R))
такой, что ϕt ∈ L2(QT ), ϕ

∣∣
t=T

= ϕ
∣∣
x=0

= ϕ
∣∣
x=R

= ϕx
∣∣
x=0

= ϕx
∣∣
x=R

= ϕxx
∣∣
x=0

≡ 0,
функция F (u(t, x))ϕx ∈ L1(QT ) и выполнено равенство∫∫

QT

(uϕt − uϕxxxxx − a4uϕxxxx + a3uϕxxx − a2uϕxx + a1uϕx − a0uϕ

+F (u)ϕx + f1ϕ− f2ϕx)dxdt+

∫ R

0

u0ϕ
∣∣
t=0
dx

+

∫ T

0

(σϕxx
∣∣
x=R

− hϕxxx
∣∣
x=R

+ θϕxxx
∣∣
x=0

+ νϕxxxx
∣∣
x=R

− µϕxxxx
∣∣
x=0

−a4hϕxx
∣∣
x=R

+ a4µϕxxx
∣∣
x=R

− a4νϕxxx
∣∣
x=0

+ a3νϕxx
∣∣
x=R

)dt = 0.

(3.1)

В этом разделе мы будем считать F (u) ≡ 0, то есть мы будем рассматривать
уравнение:

ut − uxxxxx +
4∑
j=0

aj∂
j
xu = f(t, x), (3.2)

Теперь приведем основные результаты этого раздела.
Обозначим решение задачи (1.13)–(1.15) при F (u) ≡ 0 следующим образом: u =

S(u0, µ, ν,θ, h, σ, f1, f2). Пусть W = (u0, µ, ν, θ, h) и введем следующее обозначение
для оператора S:

S0W = S(u0, µ, ν, θ, h, 0, 0, 0), S0 : L2(0, R)× (H2/5)2 × (H1/5)2 → X(QT ),

S1f1 = S(0, 0, 0, 0, 0, 0, f1, 0), S1 : L1(0, T ;L2(0, R)) → X(QT ),

S2f2 = S(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, f2), S2 : L4/3(0, T ;L2(0, R)) → X(QT ),

S3σ = S(0, 0, 0, 0, 0, σ, 0, 0), S3 : L2(0, T ) → X(QT ),

где f = f1 + f2x.

Теорема 3.1. Пусть F (u) ≡ 0, u0 ∈ L2(0, R), µ, ν ∈ H2/5(0, T ), h, θ ∈ H1/5(0, T ),
σ ∈ L2(0, T ), f1 ∈ L1(0, T ;L2(0, R)), f2 ∈ L4/3(0, T ;L2(0, R)), условия (1.21) вы-
полнены, тогда существует единственное решение u ∈ X(QT ) задачи (1.13)–
(1.15). Кроме того, оператор S : (u0, µ, ν, θ, h, σ, f1, f2) → u непрерывен в соот-
ветствующих нормах и норма этого оператора не убывает с ростом T .
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Доказательство. Оператор S может быть представлен как сумма операторов S0

S1, S2, S3. Этот результат уже был доказан ранее в работе [37] для всех операторов
кроме S1 и S2.

Рассмотрим u = S1f1 + S2f2. Если f1, f2 ∈ C∞
0 (QT ), тогда существует гладкое

решение u ∈ C∞(QT ) задачи (1.13)–(1.15) ( [37]).
Умножим (3.2) на 2(1 + x)u и проинтегрируем:∫ R

0

2uut(1 + x)dx =

∫ R

0

(u2)t(1 + x)dx =
d

dt

∫ R

0

u2(1 + x)dx,

∫ R

0

2uuxxxxx(1 + x)dx = [(2uxxxxu− 2uxuxx)(1 + x)

+u2xx + 2uxuxx − 2uuxx]
∣∣x=R
x=0

− 5

∫ R

0

u2xxdx

= −u2xx
∣∣
x=0

− 5

∫ R

0

u2xxdx,∫ R

0

2uxxxxu(1 + x)dx = [(2uxxxu− 2uxxux)(1 + x)

−2uxxu+ u2x]
∣∣x=R
x=0

+

∫ R

0

2u2xx(1 + x)dx

=

∫ R

0

2u2xx(1 + x)dx,∫ R

0

2uxxxu(1 + x) = [2uxxu(1 + x)− u2x(1 + x)]
∣∣x=R
x=0

+ 3

∫ R

0

u2xdx

= 3

∫ R

0

u2xdx,∫ R

0

uuxx(1 + x)dx = [2(x+ 1)uux]
∣∣x=R
x=0

−
∫ R

0

2(x+ 1)u2xdx−
∫

(u2)xdx

= −
∫ R

0

2(x+ 1)u2xdx,∫ R

0

uxu(1 + x)dx = u2(1 + x)
∣∣x=R
x=0

−
∫ R

0

u2dx = −
∫ R

0

u2dx,∫ R

0

2uf(1 + x)dx = 2

∫ R

0

f1(1 + x)udx− 2

∫ R

0

f2((1 + x)u)xdx,
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в итоге получим:

d

dt

∫ R

0

(1 + x)u2dx+

∫ R

0

[5u2xx + 2a4(1 + x)u2xx + 3a3u
2
x − 2a2(1 + x)u2x

−a1u2 + 2a0(1 + x)u2]dx+ u2xx|x=0

= 2

∫ R

0

f1(1 + x)udx− 2

∫ R

0

f2((1 + x)u)xdx.

(3.3)

Используя неравенство Гёльдера получим интерполяционное неравенство для неко-
торой гладкой функции Y , которая равна нулю на границах некоторого интервала
I:

|
∫
I

Y ′2dx| = |Y Y ′∣∣
I
|+ |

∫
I

Y Y ′′dx| ≤
∫
I

[
εY 2

2
+

2Y 2′′

ε
]dx,

в итоге, для произвольно малого ε > 0 имеем

|
∫
I

Y ′2dx

∫
| ≤ ε

∫
I

(Y ′′)2dx+ c(ε−1)

∫
I

Y 2dx, (3.4)

Используя (3.4) оцениваем следующие слагаемые в (3.3):∫ R

0

[5u2xx − a1u
2 + 2a0(1 + x)u2]dx+ 3a3

∫ R

0

ux
2dx

≥
∫ R

0

uxx
2dx− c1

∫ R

0

u2(1 + x)dx,

где мы выбрали ε так, чтобы:

c1 = 3
a23
2
+ |a1|+ 2|a0|(1 +R),

и с учетом, что a2 ≤ 0, a4 ≥ 0 получаем, что∫ R

0

2a4(1 + x)u2xx ≥ 0,

−
∫ R

0

2a2(1 + x)u2xdx ≥ 0,

u2xx
∣∣
x=0

≥ 0,

В итоге:
d

dt

∫ R

0

(1 + x)u2dx+

∫ R

0

u2xxdx

≤ c1

∫ R

0

(1 + x)u2dx+ c2(

∫ R

0

(1 + x)u2dx)1/2(

∫ R

0

f 21dx)
1/2

+c3(

∫ R

0

(1 + x)u2dx)1/3(

∫ R

0

f 22dx)
2/3 + c4(

∫ R

0

(1 + x)u2)1/2(

∫ R

0

f 22dx)
1/2,

(3.5)
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где ci- положительные константы. Из неравенства (3.5) следует, что

∥u∥X(QT ) ≤ c(T )
(
∥f1∥L1(0,T ;L2(0,R)) + ∥f2∥L4/3(0,T ;L2(0,R))

)
, (3.6)

где константа c(T ) не убывает с ростом T .
В общем случае результат теоремы получается за счет замыкания с использо-

ванием оценки (3.6).

Пусть W̃ 1
p (0, T ) = {φ ∈ W 1

p (0, T ) : φ(0) = 0} для 1 ≤ p ≤ +∞. В простран-
стве функций u(t, x), которые принадлежат L1(0, R) ∀t ∈ [0, T ], введем линейный
оператор Q по формуле (Qu)(t) = b(t), где

b(t) ≡
∫ R

0

u(t, x)ω(x)dx, t ∈ [0, T ]. (3.7)

Лемма 3.1. Пусть условие Теоремы 3.1 выполнено. Кроме того, пусть µ, ν, θ, h, σ ∈
Lq(0, T ), f1, f2 ∈ Lq(0, T ;L1(0, R)) для некоторого q ∈ [1,+∞]. Если

u = S(u0, µ, ν, θ, h, σ, f1, f2)

и условия (1.20) и (1.21) выполнены, тогда, соответствующая функция b = Qu
принадлежит пространству W 1

q (0, T ). К тому же, ∀t ∈ (0, T ) имеет место
следующее тождество:

b′(t) =

∫ R

0

(−uω′′′′′(x)− a4uω
′′′′(x) + a3uω

′′′(x)− a2uω
′′(x)

+a1uω
′(x)− a0uω(x)) + (f1ω(x)− f2ω

′(x))dx

+(σ(t)ω′′(R)− h(t)ω′′′(R) + θ(t)ω′′′(0) + ν(t)ω′′′′(R)− µ(t)ω′′′′(0)

−a4h(t)ω′′(R) + a4µ(t)ω
′′′(R)− a4ν(t)ω

′′′(0) + a3ν(t)(t)ω
′′(R))

(3.8)

и, дополнительно,

∥b′∥Lq(0,T ) ≤ c(T )
[
∥u0∥L2(0,R) + ∥µ∥H2/5(0,T ) + ∥ν∥H2/5(0,T ) + ∥θ∥H1/5(0,T ) + ∥h∥H1/5(0,T )

+∥σ∥L2(0,T ) + ∥f1∥L1(0,T ;L2(0,R)) + ∥f2∥L4/3(0,T ;L2(0,R)) + ∥µ∥Lq(0,T ) + ∥ν∥Lq(0,T )
+∥θ∥Lp(0,T ) + ∥h∥Lq(0,T ) + ∥σ∥Lq(0,T ) + ∥f1∥Lq(0,T ;L1(0,R)) + ∥f2∥Lq(0,T ;L1(0,R))

]
.

(3.9)

Доказательство. Пусть ϕ(t, x) ≡ ψ(t)ω(x), ψ ∈ C∞
0 (0, T ), тогда функция ϕ удо-
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влетворяет условию определения слабого решения. Из равенства (3.1) следует, что∫ T

0

ψ′(t)b(t)dt = −
∫ T

0

ψ(t)
[∫ R

0

(−uω′′′′′(x)− a4uω
′′′′(x) + a3uω

′′′(x)− a2uω
′′(x)

+a1uω
′(x)− a0uω(x)) + (f1ω(x)− f2ω

′(x))dx

+(σ(t)ω′′(R)− h(t)ω′′′(R) + θ(t)ω′′′(0) + ν(t)ω′′′′(R)− µ(t)ω′′′′(0)

−a4h(t)ω′′(R) + a4µ(t)ω
′′′(R)− a4ν(t)ω

′′′(0) + a3ν(t)(t)ω
′′(R))

]
dt

≡ −
∫ T

0

ψ(t)r(t)dt.

(3.10)
Рассмотрим первый интеграл из r(t):∫ R

0

|uω′′′′′(x)|dx ≤ (

∫ R

0

u2dx)1/2(

∫ R

0

ω′′′′′2dx)1/2 ≤ (

∫
u2dx)1/2∥ω′′′′′∥L2(0,R)

≤ (

∫
u2dx)1/2∥ω∥H5(0,R) ≤ c∥u∥L2(0,R).

Имеет место следующее неравенство

∥u∥Lq(0,T ;L2(0,R)) ≤ T 1/q∥u∥C([0,T ];L2(0,R)).

Оцениваем по аналогии остальные интегралы и получаем, что r ∈ Lq(0, T ), и тогда
в силу определения из последнего равенства следует существование обобщенной
Соболевской производной b′(t) = r(t) ∈ Lq(0, T ).

Далее, применяя Теорему 3.1 мы получаем искомый результат.

3.2 Управляемость краевой функцией.
Без ограничения общности в этом пункте будем предполагать, что ω′′(R) = 1, чего
легко можно достичь за счет масштабирования функций ω и φ.

Лемма 3.2. Пусть условия (1.20) и (1.21) выполнены, ω′′(R) = 1 и φ ∈ W̃ 1
2 (0, T ),

тогда существует единственная функция σ = Γφ ∈ L2(0, T ), для которой соот-
ветствующей функция u = S3σ удовлетворяет условию (1.17), линейный опера-
тор Γ : W̃ 1

2 (0, T ) → L2(0, T ) ограничен и его норма не убывает с ростом T .

Доказательство. Введем линейный оператор Λ = Q◦S3 на пространстве L2(0, T ).
Согласно Лемме 3.1 и непрерывности оператора S3 : L2(0, T ) → X(QT ), оператор
Λ : L2(0, T ) → W̃ 1

2 (0, T ) ограничен.
Из тождества φ = Λσ при σ ∈ L2(0, T ) следует, что функция σ даёт искомое

решение рассматриваемой задачи управляемости. Введем оператор A : L2(0, T ) →
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L2(0, T ):

(Aσ)(t) = φ′(t)−
∫ R

0

u(t, x)(−ω′′′′′ +
4∑
j=0

ajω
(5))dx, u = S3σ. (3.11)

Далее, покажем, что φ = Λσ тогда и только тогда, когда σ = Aσ. Если φ = Λσ,
справедливо тождество b′(t) = φ′(t) для функции b(t) = (Λσ)(t), в силу равенства
(3.8) мы получаем

(Aσ)(t) = b′(t)−
∫ R

0

u(t, x)(−ω′′′′′ +
4∑
j=0

ajω
(5))dx = σ(t). (3.12)

И обратно, если σ = Aσ, то

σ(t) = φ′(t)−
∫ R

0

u(t, x)(−ω′′′′′ +
4∑
j=0

ajω
(5))dx. (3.13)

В силу равенства (3.8 тождество b′(t) = φ′(t) справедливо для функции b(t) =
(Λσ)(t). Заметим, что b(t) = φ(t) потому что b(0) = φ(0) = 0

Далее, покажем, что оператор A является сжимающим при выборе в простран-
стве L2(0, T ) некоторой эквивалентной нормы.

Пусть σ1, σ2 ∈ L2(0, T ), uj = S3σj, тогда,

Aσ1 − Aσ2 = −
∫ R

0

(u1 − u2)(−ω′′′′′ +
4∑
j=0

ajω
(5))dx. (3.14)

В силу Теоремы 3.1 когда t ∈ [0, T ] имеет место следующее неравенство

∥u1(t, ·)− u2(t, ·)∥L2(0,R) ≤ c(T )∥σ1 − σ2∥L2(0,t). (3.15)

Пусть ϱ > 0, тогда, мы получим

∥e−ηt(Aσ1 − Aσ2)∥L2(0,T )

≤ (∥ω′′′′′∥L2(0,R)) +
4∑
j=0

|aj|∥ω(5)∥L2(0,R))× (

∫ T

0

e−2ϱt∥u1 − u2∥2L2(0,R)
dt)1/2

≤ c
[
(

∫ T

0

e−2ϱt(

∫ t

0

(σ1(τ)− σ2(τ))
2dτ)dt

]1/2
= c

[
(

∫ T

0

e−2ϱτ | σ1(τ)− σ2(τ) |2
∫ T

τ

e2ϱ(τ−t)dtdτ
]1/2

≤ c√
2ϱ1/2

∥e−ϱτ(σ1(τ)− σ2(τ))∥L2(0,T ),

(3.16)
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где c = c(T, ai, ∥ω∥H5(0,R)) для i = 0, 4. Поэтому достаточно выбрать, например,
ϱ = (2c)2

2 .
Таким образом мы получаем, что для любого φ ∈ W̃ 1

2 (0, T ) существует един-
ственная функция σ ∈ L2(0, T ) такая, что σ = Aσ или φ = Λσ. Это означает, что
оператор Λ обратим и по теореме Банаха обратный оператор Γ = Λ−1 : W̃ 1

2 (0, T ) →
L2(0, T ) непрерывен. Кроме того,

∥Γφ∥L2(0,T ) ≤ c(T )∥φ′∥L2(0,T )). (3.17)

Для произвольного T1 > T , продолжим функцию φ по непрерывности кон-
стантой φ(T ) на интервале (T, T1). Тогда аналог неравенства (3.17) на интервале
(0, T1) для такой функции справедлив, очевидно, при c(T ) ≤ c(T1), что означает
неубывание нормы оператора Γ с ростом T . Лемма доказана

Далее приведём теорему об управляемости в линейном случае.

Теорема 3.2. Пусть F (u) ≡ 0 и функции u0, µ, ν, θ, h удовлетворяют условию
Теоремы 1.4, f = f1+f2x, где f1 ∈ L2(QT ), f2 ∈ L2(0, T ;L1(0, R))∩L4/3(0, T ;L2(0, R))
условия (1.20), (1.21) и (1.22) выполнены, ω′′(R) = 1 и φ ∈ W 1

2 (0, T ). Тогда суще-
ствует единственная функция σ ∈ L2(0, T ) такая, что условие (1.17) выполнено
для u = S(u0, µ, ν, θ,h,σ, f1, f2).

Доказательство. Пусть φ̃ = φ − Q(S0W + S1f1 + S2f2). Тогда из Леммы 3.1
и Теоремы 1.4 следует, что φ̃ ∈ W̃ 1

2 (0, T ). Таким образом, согласно Лемме 3.2,
функция σ ∈ Γφ̃ является искомой. В частности, если u = S(u0, µ, ν, θ, h, σ, f1, f2),
то,

u = S0W + S1f1 + S2f2 + (S3 ◦ Γ)(φ−Q(S0W + S1f1 + S2f2)). (3.18)

Единственность функции σ следует из предыдущей леммы.

Доказательство Теоремы 1.4. В условии Теоремы 3.2 положим, что f1 ≡ f , f2 ≡
F (v), где v ∈ X(QT ). Из известного интерполяционного неравенства

sup
x∈(0,R)

g2(x) ≤ c(R)(∥g′′∥1/2L2(0,R)
∥g∥3/2L2(0,R)

+ ∥g∥2L2(0,R)
), (3.19)

следует, что так как согласно (1.16)

|F (u)| ≤ c|u|p+1,
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то

∥F (v)∥L4/3(0,T ;L2(0,R)) ≤ ∥|v|p+1∥L4/3(0,T ;L2(0,R)) ≤ (

∫ T

0

(

∫ R

0

v2p+2dx)2/3dt)3/4

≤ (

∫ T

0

sup
x∈(0,R)

v
4p
3 (

∫ R

0

v2dx)2/3dt)3/4

≤ C(T )(

∫ T

0

(∥vxx∥1/2L2(0,R)
∥v∥3/2L2(0,R)

+ ∥v∥2L2(0,R)
)
2p
3 (

∫ R

0

v2dx)2/3dt)3/4

≤ C(T ) sup
t∈(0,T )

∥v∥
3p+4

4

L2(0,R)
(

∫ T

0

∥vxx∥
p
3

L2(0,R)
dt)3/4 + C(T ) sup

t∈(0,T )
∥v∥p+1

L2(0,R)
T 3/4

≤ C(T ) sup
t∈(0,T )

∥v∥
3p+4

4

L2(0,R)
T

6−p
8 ∥vxx∥

p
4

L2(QT )
+ C(T ) sup

t∈(0,T )
∥v∥p+1

L2(0,R)
T 3/4

≤ C(T )(T
6−p
8 + T 3/4)∥v∥p+1

X(QT )

(3.20)

Кроме того, при 1 < p < 5 имеем

∥F (v)∥L2(0,T ;L1(0,R)) ≤ c∥|v|p+1∥L2(0,T ;L1(0,R))

≤ (

∫ T

0

sup
x∈(0,R)

|v|2(p−1)(

∫ R

0

v2dx)2dt)1/2

≤ c(R)[

∫ T

0

(∥vxx∥1/2L2(0,R)
∥v∥3/2L2(0,R)

+ ∥v∥2L2(0,R)
)p−1(

∫ R

0

dx)2dt]p/2

≤ c(T ) sup
t∈[0,T ]

∥v∥
3p+5

4

L2(0,R)
∥vxx∥

p−1
4

L2(QT )
T

5−p
8 + c(T ) sup

t∈[0,T ]
∥v∥p+1

L2(0,R)
T 1/2

≤ C(T )(T
5−p
8 + T 1/2)∥v∥p+1

X(QT )
,

(3.21)

и при 0 < p ≤ 1

∥F (v)∥L2(0,T ;L1(0,R)) ≤ (

∫ T

0

(

∫ R

0

|v|p+1dx)2dt)1/2 ≤ (

∫ T

0

(

∫ R

0

|v|2dx)p+1R1−pdt)1/2

≤ R
1−p
2 sup

t∈[0,T ]
(

∫ R

0

|v|2dx)
p+1
2 (

∫ T

0

dt)1/2 = C(R)T 1/2∥v∥p+1
X(QT )

.

(3.22)
В пространстве X(QT ) рассмотрим отображение

u = Θv ≡ S0W + S1f − S2(F (v)) + (S3 ◦ Γ)(φ−Q(S0W + S1f − S2(F (v)))).
(3.23)

Если b(t) ≡ Q(S0W + S1f − S2(F (v)))(t), тогда, согласно Лемме 3.1 при p = 2 мы
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получаем

∥b′∥L2(0,T ) ≤ c(T )(∥u0∥L2(0,R) + ∥µ∥H2/5(0,T ) + ∥ν∥H2/5(0,T )

+∥θ∥H1/5(0,T ) + ∥h∥H1/5(0,T ) + ∥f∥L2(QT )

+∥F (v)∥L2(0,T ;L1(0,R)) + ∥F (v)∥L4/3(0,T ;L2(0,R))).

(3.24)

Из Теоремы 3.2 и Леммы 3.2 имеем

∥Θv∥X(QT ) = ∥S0W + S1f − S2(F (v)) + (S3 ◦ Γ)(φ− b)∥X(QT )

≤ c(T )(∥u0∥L2(0,R) + ∥µ∥H2/5(0,T ) + ∥ν∥H2/5(0,T ) + ∥h∥H1/5(0,T ) + ∥θ∥H1/5(0,T )

+∥f∥L2(QT ) + ∥F (v)∥L4/3(0,T ;L2(0,R)) + ∥φ′∥L1(0,T ) + ∥b′∥L1(0,T ))

≤ c(T )(∥u0∥L2(0,R) + ∥µ∥H2/5(0,T ) + ∥ν∥H2/5(0,T ) + ∥h∥H1/5(0,T ) + ∥θ∥H1/5(0,T )

+∥f∥L1(QT ) + ∥F (v)∥L2(0,T ;L1(0,R)) + ∥φ′∥L2(0,T ))

Пусть c0 определена формулой (1.23). Тогда используя неравенства (3.20)–(3.22)
находим, что

∥Θv∥X(QT ) ≤ c(T )
[
c0 + (T

5−p
8 + T 3/4)∥v∥pX(QT )

]
, (3.25)

где c0 определена формулой (1.23). Далее, если v1, V2 ∈ X(QT ), то θ ∈ (0, 1)

|F (v1)− F (v2)| = |F ′(θv1 + (1− θ)v2)(v1 − v2))| ≤ c(|v1|p + |v2|p)|v1 − v2|,

где по аналогии с (3.19) получаем

∥|vj|p(v1 − v2)∥L4/3(0,T ;L2(0,R)) = (

∫ T

0

(

∫ R

0

v2pj (v1 − v2)
2dx)2/3dt)3/4

≤ (

∫ T

0

sup
x∈(0,R)

|vj|
4p
3 (

∫ R

0

(v1 − v2)
2dx)2/3dt)3/4

≤ C(T )(

∫ T

0

(∥vjxx∥1/2L2(0,R)
∥vj∥3/2L2(0,R)

+ ∥vj∥2L2(0,R)
)
2p
3 (

∫ R

0

(v1 − v2)
2dx)2/3dt)3/4

≤ c sup
t∈(0,T )

∥vj∥
3p
4

L2(0,R)
(

∫ T

0

∥vjxx∥
p
3

L2(0,R)
+ ∥vj∥

p
3

L2(0,R)
dt)3/4 + sup

t∈(0,T )
∥v1 − v2∥L2(0,R)

≤ c1[ sup
t∈(0,T )

∥vj∥
3p
4

L2(0,R)
T

6−p
8 ∥vjxx∥

p
4

L2(QT )
+ sup

t∈(0,T )
∥vj∥pL2(0,R)

T 3/4]∥v1 − v2∥X(QT )

≤ c2(T
6−p
8 + T 3/4)∥vj∥pX(QT )

∥v1 − v2∥X(QT )

в итоге,

∥F (v1)−F (v2)∥L4/3(0,T ;L2(0,R)) ≤ c(T
6−p
8 +T 3/4)(∥v1∥pX(QT )

+ ∥v2∥pX(QT )
)∥v1− v2∥X(QT )
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Если 1 < p < 5, то аналогично с (3.21)

∥|vj|p(v1 − v2)∥L2(0,T ;L1(0,R)) = (

∫ T

0

(

∫ R

0

|vj|p|v1 − v2|dx)2dt)1/2

≤ (

∫ T

0

sup
x∈(0,R)

|vj|2(p−1)(

∫ R

0

|vj(v1 − v2)|dx)2dt)1/2

≤ c[

∫ T

0

(∥vjxx∥1/2L2(0,R)
∥vj∥3/2L2(0,R)

+ ∥vj∥2L2(0,R)
)p−1∥vi∥2L2(0,R)

∥v1 − v2∥2L2(0,R)
dt]1/2

c1 sup
x∈(0,R)

∥vj∥
3p+1

4

L2(0,R)
[

∫ T

0

(∥vjxx∥
p−1
2

L2(0,R)
+ ∥vj∥

p−1
2

L2(0,R)
)dt]1/2 sup

x∈(0,R)
∥v1 − v2∥L2(0,R)

≤ c2[ sup
x∈(0,R)

∥vj∥
3p+1

4

L2(0,R)
T

5−p
8 ∥vjxx∥

p−1
4

L−2(QT )
+ T

1
2 sup
x∈(0,R)

∥vi∥p]∥v1 − v2∥X(QT )

≤ c3(T
5−p
8 + T

1
2 )∥vj∥pX(QT )

∥v1 − v2∥X(QT ).

Если 0 < p ≤ 1, то

∥|vj|p(v1 − v2)∥L2(0,T ;L1(0,R)) = (

∫ T

0

(

∫ R

0

|vj|p|v1 − v2|dx)2dt)1/2

≤ (

∫ T

0

sup
x∈(0,R)

|vj|2(p−1)(

∫ R

0

|vj(v1 − v2)|dx)2dt)1/2

≤ c[

∫ T

0

(∥vjxx∥1/2L2(0,R)
∥vj∥3/2L2(0,R)

+ ∥vj∥2L2(0,R)
)p−1∥vi∥2L2(0,R)

∥v1 − v2∥2L2(0,R)
dt]1/2

c1 sup
x∈(0,R)

∥vj∥
3p+1

4

L2(0,R)
[

∫ T

0

(∥vjxx∥
p−1
2

L2(0,R)
+ ∥vj∥

p−1
2

L2(0,R)
)dt]1/2 sup

x∈(0,R)
∥v1 − v2∥L2(0,R)

≤ c2[ sup
x∈(0,R)

∥vj∥
3p+1

4

L2(0,R)
T

5−p
8 ∥vjxx∥

p−1
4

L−2(QT )
+ T

1
2 sup
x∈(0,R)

∥vi∥p]∥v1 − v2∥X(QT )

≤ c3(T
5−p
8 + T

1
2 )∥vj∥pX(QT )

∥v1 − v2∥X(QT ).

если 0 < p ≤ 1, то

∥|vj|p(v1 − v2)∥L2(0,T ;L1(0,R)) = (

∫ T

0

(

∫ R

0

|vj|p|v1 − v2|dx)2dt)1/2

≤ (

∫ T

0

(

∫ R

0

v2jdx)
p

∫ R

0

(v1 − v2)
2dxR1−pdt)1/2

≤ R(1−p)/2 sup
t∈(0,T )

∥vj∥L2(0,R) sup
t∈(0,T )

∥v1 − v2∥L2(0,R)

≤ R
1−p
2 T

1
2∥vj∥pX(QT )

∥v1 − v2∥X(QT ).
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В итоге при 0 < p < 5

∥F (v1)− F (v2)∥L2(0,T ;L1(0,R)) ≤ c(T
5−p
8 + T 1/2)(∥v1∥pX(QT )

+ ∥v2∥pX(QT )
)∥v1 − v2∥X(QT )

Заметим, что

Θv1 −Θv2 = −S2(F (v1)− F (v2)) + (S3 ◦ Γ ◦Q ◦ S2)(F (v1)− F (v2)).

Тогда так как

∥S2(F (v1)− F (v2))∥X(QT ≤ c(T )∥F (v1)− F (v2)∥L4/3(0,T ;L2(0,R)),

∥(S3 ◦ Γ ◦Q ◦ S2)(F (v1)− F (v2))∥X(QT ) ≤ c(T )∥(Γ ◦Q ◦ S2)(F (v1)− F (v2))∥L2(0,T )

≤ c1∥(Q ◦ S2)(F (v1)− F (v2))∥W̃ 1
2 (0,T )

≤ c2(T )[∥F (v1)− F (v2)∥L4/3(0,T ;L2(0,R)) + ∥F (v1)− F (v2)∥L2(0,T ;L1(0,R))],

то

∥Θv1 −Θv2∥X(QT ) ≤ C(T )(T
5−p
8 + T 3/4)(∥v1∥pX(QT )

+ ∥v2∥pX(QT )
)∥v1 − v2∥X(QT ),

(3.26)
Константа c(T ) не убывает с ростом T в (3.24)–(3.26).

Далее, пусть M(T ) = T
5−p
8 + T 3/4.

1). Предположим сначала, что число δ > 0 фиксировано. Выбираем T0 > 0
так, чтобы было выполнено неравенство

4c(T0)M(T0)(2c(T0)δ)
p ≤ 1

(это возможно поскольку c(T ) не возрастает с убыванием T и M(T ) → 0 при
T → +0). Теперь для любого T ∈ (0, T0] выберем произвольное

r ∈ [2c(T )δ,
1

(4c(T )M(T ))
1
p

]

(это возможно, поскольку в силу предыдущего неравенства этот отрезок непуст).
2) Теперь предположим, что число T > 0 фиксировано. Положим

r =
1

(4c(T )M(T ))1/p
, δ =

1

(4c(T )M(T ))1/p(2c(T ))
.

В обоих случаях (то есть при фиксированном δ или фиксированном T ) если c0 ≤ δ,
то

c(T )c0 ≤ r/2 rp4c(T )M(T ) ≤ 1.

Пусть ∥v∥X(QT ) ≤ r. Тогда в силу (3.25)

∥θv∥X(QT ) ≤
r

2
+ c(T )M(T )

r

4c(T )M(T )
≤ r,
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а если ∥v1∥X(QT ), ∥v2∥X(QT ) ≤ r, то в силу (3.25)

∥θv1 − θv2∥X(QT ) ≤ c(T )M(T )2rp∥v1 − v2∥X(QT ) ≤
1

2
∥v1 − v2∥X(QT ).

Следовательно, отображение Θ является сжимающим на замкнутом шаре ради-
уса r с центром в нуле пространства X(QT ). Единственная неподвижная точ-
ка отображения u = Θu удовлетворяет условиям (1.13)–(1.15) и (1.17) для σ =
Γ(φ−Q(S0W + S1f − S2F (v))) ∈ L2(0, T ).

Единственность решения следует из того, что решение задачи (1.13)–(1.15) и
(1.17) u ∈ X(QT0)) при достаточно малом T0 и достаточно большом r являет-
ся фиксированной точкой отображения Θ, которое является сжимающим в шаре
радиуса r в пространстве X(QT0) (более подробно эти рассуждения приведены в
доказательстве Теоремы 1.1 в Главе 1).

3.3 Управляемость правой частью уравнения

Лемма 3.3. Пусть g ∈ C([0, T ];L2(0, R)), φ ∈ W̃ 1
1 (0, T ), условия (1.20), (1.21) и

(1.25) выполнены, тогда существует единственная функция f0 = Γφ ∈ L1(0, T ),
для которой соответствующая функция u = S1(f0g) удовлетворяет условию
(1.17), линейный оператор Γ : W̃ 1

1 (0, T ) → L1(0, T ) ограничен и его норма не
убывает с ростом T .

Доказательство. Пусть Gf0 ≡ f0g для любой функции f0 определенной на (0, T ).
Введем линейный оператор Λ = Q ◦ S1 ◦G. Согласно Лемме 3.1 и непрерывности
оператора S1 : L1(0, T ;L2(0, R)) → C([0, T ];L2(0, R)), оператор Λ : L1(0, T ) →
W̃ 1

1 (0, T ) и он ограничен.
Пусть, в силу (1.25),

g1(t) ≡
∫ R

0

g(t, x)ω(x)dx, g0 ≤ |g1(t)|. (3.27)

Введем линейный оператор A : L1(0, T ) → L1(0, T )

(Af0)(t) ≡
φ′(t)

g1(t)
− 1

g1(t)

∫ R

0

u(t, x)(−ω′′′′′ +
4∑
j=0

ajω
(5))dx,

u = (S1 ◦G)f0.

(3.28)

Далее, докажем, что φ = Λf0, тогда и только тогда, когда f0 = Af0. Если
φ = Λf0, то равенство b′(t) ≡ φ′(t) выполнено для b(t) ≡ (Λf0)(t). Таким образом,
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из (3.8) мы получаем, что

(Af0)(t) =
b′(t)

g1(t)
− 1

g1(t)

∫ R

0

u(t, x)(−ω′′′′′ +
4∑
j=0

ajω
(5))dx = f0(t). (3.29)

И обратно, если f0 = Af0, тогда,

f0(t) =
φ′(t)

g1(t)
− 1

g1(t)

∫ R

0

u(t, x)(−ω′′′′′ +
4∑
j=0

aj∂
j
xω)dx. (3.30)

Согласно Лемме (3.8) равенство b′(t) ≡ φ′(t) выполнено для функции b(t) ≡
(Λf0)(t). Заметим, что b(t) ≡ φ(t), потому что b(0) = φ(0).

Далее, покажем, что оператор A является сжимающим при выборе в простран-
стве L1(0, T ) некоторой эквивалентной нормы.

Пусть f01, f02 ∈ L1(0, T ), uj = (S1 ◦G)f0j, тогда

Af01 − Af02 = − 1

g1

∫ R

0

(u1 − u2)(−ω′′′′′ +
4∑
j=0

ajω
(5))dx. (3.31)

Из Теоремы 3.1 где t ∈ [0, T ] следует, что

∥u1(t, ·)− u2(t, ·)∥L2(0,R) ≤ c(T )∥g∥C([0,T ];L2(0,R))∥f01 − f02∥L1(0,t). (3.32)

Пусть κ > 0, тогда,

∥e−κt(Af01 − Af02)∥L1(0,T )

≤ (
1

g0
(∥ω′′′′′∥L2(0,R) +

4∑
j=0

|aj|∥ω(5)∥L2(0,R))

∫ T

0

e−κt∥u1 − u2∥L2(0,R)dx

≤ c
[ ∫ T

0

e−κt
( ∫ t

0

| f01(τ)− f02(τ) | dτ
)
dt
]

≤ c
[ ∫ T

0

e−κτ |f01(τ)− f02(τ)|
∫ T

τ

eκ(τ−t)dtdτ
]

≤ c

κ
∥e−κt(f01 − f02)∥L1(0,T )

,

(3.33)

где c = c(T, ai, ∥ω∥H5(0,R), ∥g∥C([0,T ];L2(0,R)), g0).
Для любой функции φ ∈ W̃ 1

1 (0, T ), существует единственная функция f0 ∈
L1(0, T ) такая, что функция f0 = Af0 или φ = Λf0. Это означает, что оператор Λ
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обратим и по теореме Банаха обратный оператор Γ = Λ−1 : W̃ 1
1 (0, T ) → L1(0, T )

непрерывен. Кроме того,

∥Γφ∥L1(0,T ) ≤ c(T )∥φ′∥L1(0,T ). (3.34)

Окончание доказательства аналогично Лемме 3.2.

Теперь приведём теорему об управляемости для линейной задачи.

Теорема 3.3. Пусть F (u) ≡ 0 и функции u0, µ, ν, θ, h, σ, g удовлетворяет усло-
вию Теоремы 1.5, f2 ∈ L4/3(0, T ;L2(0, R)), φ ∈ W 1

1 (0, T ), условия (1.20), (1.21),
(1.22) и (1.25) выполнены. Тогда существует единственная функция f0 ∈ L1(0, T )
такая, что функция u = S(u0, µ, ν, θ, h, σ, f0g, f2) удовлетворяет условию (1.17).

Доказательство. Пусть φ̃ ≡ φ − Q(S0W + S2f2 + S3σ), тогда из Леммы 3.1 и
Теоремы 3.1 следует, что φ̃ ∈ W̃ 1

1 (0, T ). Таким образом, по Лемме 3.3 функция
f0 = Γφ̃ является искомой. В частности, если u = S(u0, µ, ν, θ, h, σ, f0g, f2), тогда

u = S0W + (S1 ◦G ◦ Γ)(φ−Q(S0W + S2f2 + S3σ)) + S2f2 + S3σ. (3.35)

Единственность функции f0 следует из предыдущей леммы.

Доказательство Теоремы 1.5. В условиях Теоремы 3.3, положим f2 ≡ F (v), где
v ∈ X(QT ).

В пространстве X(QT ) рассмотрим отображение

u = Θv ≡ S0W + (S1 ◦G ◦ Γ)
(φ−Q(S0W − S2(F (v)) + S3σ))− S2(F (v)) + S3σ.

(3.36)

Далее, доказательство этой теоремы аналогично доказательству Теоремы 1.4: при-
меним Теорему 3.1, Лемму 3.1, Теорему 3.2 и выражения (3.19)–(3.21) и получим

∥b′∥L1(0,T ) ≤ c(T )(∥u0∥L2(0,R) + ∥µ∥H2/5(0,T ) + ∥ν∥H2/5(0,T )

+∥θ∥H1/5(0,T ) + ∥h∥H1/5(0,T )

+∥σ∥L2(QT ) + ∥F (v)∥L4/3(0,T ;L2(0,R))).

(3.37)

Из Теоремы 3.3 и Леммы 3.3 и (3.20)–(3.22) имеем

∥Θv∥X(QT ) = ∥S0W + S1f − S2(F (v)) + (S3 ◦ Γ)(φ− b)∥X(QT )

≤ c(T )(∥u0∥L2(0,R) + ∥µ∥H2/5(0,T ) + ∥ν∥H2/5(0,T ) + ∥h∥H1/5(0,T ) + ∥θ∥H1/5(0,T )

+∥f∥L2(QT ) + ∥F (v)∥L4/3(0,T ;L2(0,R)) + ∥φ′∥L1(0,T ) + ∥b′∥L1(0,T ))

≤ c(T )(∥u0∥L2(0,R) + ∥µ∥H2/5(0,T ) + ∥ν∥H2/5(0,T ) + ∥h∥H1/5(0,T ) + ∥θ∥H1/5(0,T )

+∥f∥L2(QT ) + ∥φ′∥L1(0,T ))

≤ c(T )
[
c0 + (T

5−p
8 + T 3/4)∥v∥pX(QT )

]
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где c0 определена формулой (1.26). Далее, если v1, v2 ∈ X(QT ), то θ ∈ (0, 1),
используем оценки из Теоремы 1.4:

|F (v1)− F (v2)| = |F ′(θv1 + (1− θ)v2)(v1 − v2))| ≤ c(|v1|p + |v2|p)|v1 − v2|,

∥|vj|p(v1 − v2)∥L4/3(0,T ;L2(0,R)) = (

∫ T

0

(

∫ R

0

v2pj (v1 − v2)
2dx)2/3dt)3/4

≤ (

∫ T

0

sup
x∈(0,R)

|vj|
4p
3 (

∫ R

0

(v1 − v2)
2dx)2/3dt)3/4

≤ c1[ sup
t∈(0,T )

∥vj∥
3p
4

L2(0,R)
T

6−p
8 ∥vjxx∥

p
4

L2(QT )
+ sup

t∈(0,T )
∥vj∥pL2(0,R)

T 3/4]∥v1 − v2∥X(QT )

≤ c2(T
6−p
8 + T 3/4)∥vj∥pX(QT )

∥v1 − v2∥X(QT ).

Используем оценки из Теоремы 1.4:

∥F (v1)−F (v2)∥L4/3(0,T ;L2(0,R)) ≤ c(T
6−p
8 +T 3/4)(∥v1∥pX(QT )

+ ∥v2∥pX(QT )
)∥v1− v2∥X(QT )

Заметим, что

Θv1 −Θv2 = −S2(F (v1)− F (v2)) + (S3 ◦ Γ ◦Q ◦ S2)(F (v1)− F (v2)).

Тогда так как

∥S2(F (v1)− F (v2))∥X(QT ≤ c(T )∥F (v1)− F (v2)∥L4/3(0,T ;L2(0,R)),

∥(S3 ◦ Γ ◦Q ◦ S2)(F (v1)− F (v2))∥X(QT ) ≤ c(T )∥(Γ ◦Q ◦ S2)(F (v1)− F (v2))∥L2(0,T )

≤ c1∥(Q ◦ S2)(F (v1)− F (v2))∥W̃ 1
2 (0,T )

≤ c2(T )[∥F (v1)− F (v2)∥L4/3(0,T ;L2(0,R)) + ∥F (v1)− F (v2)∥L2(0,T ;L1(0,R))],

то

∥Θv1 −Θv2∥X(QT ) ≤ C(T )(T
6−p
8 + T 3/4)(∥v1∥pX(QT )

+ ∥v2∥pX(QT )
)∥v1 − v2∥X(QT ),

(3.38)
Константа c(T ) не убывает с ростом T в (3.24)–(3.26). Далее, пусть M(T ) = T

6−p
8 +

T 3/4.
1). Предположим сначала, что число δ > 0 фиксировано. Выбираем T0 > 0

так, чтобы было выполнено неравенство

4c(T0)M(T0)(2c(T0)δ)
p ≤ 1

(это возможно поскольку c(T ) не возрастает с убыванием T и M(T ) → 0 при
T → +0). Теперь для любого T ∈ (0, T0] выберем произвольное

r ∈ [2c(T )δ,
1

(4c(T )M(T ))
1
p

]
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(это возможно, поскольку в силу предыдущего неравенства этот отрезок непуст).
2) Теперь предположим, что число T > 0 фиксировано. Положим

r =
1

(4c(T )M(T ))1/p
, δ =

1

(4c(T )M(T ))1/p(2c(T ))
.

В обоих случаях (то есть при фиксированном δ или фиксированном T ) если c0 ≤ δ,
то

c(T )c0 ≤ r/2 rp4c(T )M(T ) ≤ 1.

Пусть ∥v∥X(QT ) ≤ r. Тогда в силу (3.25)

∥θv∥X(QT ) ≤
r

2
+ c(T )M(T )

r

4c(T )M(T )
≤ r,

а если ∥v1∥X(QT ), ∥v2∥X(QT ) ≤ r, то в силу (3.25)

∥θv1 − θv2∥X(QT ) ≤ c(T )M(T )2rp∥v1 − v2∥X(QT ) ≤
1

2
∥v1 − v2∥X(QT ).

Следовательно, отображение Θ является сжимающим на замкнутом шаре ради-
уса r с центром в нуле пространства X(QT ). Единственная неподвижная точ-
ка отображения u = Θu удовлетворяет условиям (1.13)–(1.15) и (1.17) для σ =
Γ(φ−Q(S0W + S1f − S2F (v))) ∈ L2(0, T ).

Единственность решения следует из того, что решение задачи (1.13)–(1.15) и
(1.17) u ∈ X(QT0)) при достаточно малом T0 и достаточно большом r являет-
ся фиксированной точкой отображения Θ, которое является сжимающим в шаре
радиуса r в пространстве X(QT0) (более подробно эти рассуждения приведены в
доказательстве Теоремы 1.1 в Главе 1).
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4 Глава 3

4.1 Вспомогательные результаты
В этом разделе мы приведем некоторые вспомогательные результаты. Для нача-
ла напомним, что через η(x) мы обозначили функцию среза, то есть бесконечно
гладкую неубывающую функцию заданную на R, при этом η(x) = 0 для x ≤ 0 и
η(x) = 1 для x ≥ 1, η(x) + η(1− x) ≡ 1. Для мультииндекса ν = (ν1, ν2) положим
∂ν = ∂ν1x ∂

ν2
y .

Упростим в этой главе некоторые обозначения, использованные ранее во Вве-
дении. Положим Π+

T = Π+
T,L. Далее, положим Lq,+ = Lq(Σ+), L

ψ(x)
2,+ = L

ψ(x)
2 (Σ+),

Hk
+ = Hk(Σ+), H̃k

+ = H̃k(Σ+), H̃
k,ψ(x)
+ = H̃k,ψ(x)(Σ+).

Наряду с пространствомXk,ψ(x)
w (Π+

T ) будем использовать пространствоXk,ψ(x)(Π+
T ),

состоящее из функций u(t, x, y) таких, что

u ∈ C([0, T ]; H̃k,ψ(x)(Σ+)) ∩ L2(0, T ; H̃
k+2,ψ′(x)(Σ+)).

Пусть S̃(Σ+)- пространство бесконечно-гладких на Σ+ функций φ(x, y) таких,
что (1+ x)n|∂αφ(x, y)| ≤ c(n, α) для любых значений n, мультииндекса α, (x, y) ∈
Σ+ и ∂2my φ

∣∣
y=0

= ∂2my φ
∣∣
y=L

= 0 для случая a) и ∂2m+1
y φ

∣∣
y=0

= ∂2m+1
y φ

∣∣
y=L

= 0 для
случая b) для любого m.

Пусть Sexp(Σ+)- пространство бесконечно гладких функций φ(x, y) on Σ+, та-
ких, что enx|∂νφ(x, y)| ≤ c(n, ν) для любых n, мульти-индексов ν, (x, y) ∈ Σ+.

Положим S̃exp(Σ+) - подпространство Sexp(Σ+), состоящее из функций, которые
на границах y = 0 и y = L удовлетворяют тем же условиям, что и функции из
пространства S̃(Σ+). Это пространство плотно в H̃k

+.
Результаты о существовании решений основаны на оценках, которые аналогич-

ны законам сохранения для задачи Коши:∫∫
R2

u2dxdy = const,

∫∫
R2

(u2xx + u2yy + bu2x + bu2y − 2F ∗(u))dxdy = const, (4.1)

где, F ∗(u) определено формулой (2.1).
Теперь, введем понятие слабых решений рассматриваемых задач.

Определение 4.1. Пусть u0 ∈ L2,+, f ∈ L1(0, T ;L2,+). Функция u ∈ L∞(0, T ;L2,+)
называется слабым решением задачи (1.27)-(1.30), если для любой функции ϕ ∈
C∞([0, T ]; S̃(Σ+)) такой, что ϕ

∣∣
t=T

= ϕ
∣∣
x=0

= ϕx
∣∣
x=0

= ϕxx
∣∣
x=0

≡ 0, функция
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F (u(t, x, y))ϕx ∈ L1(Π
+
T ) и выполнено следующее равенство:∫∫∫

Π+
T

(uϕt − uϕxxxxx − uϕyyyyx + buϕxxx

+buϕyyx + auϕx + F (u)ϕx + fϕ)dtdxdy

+

∫∫
Σ+

u0ϕ
∣∣
t=0
dxdy = 0.

(4.2)

В дальнейшем, мы опустим пределы интегрирования в интегралах по x и y на
полуполосе Σ+ и по x на R+.

Далее, мы приведем интерполяционные неравенства. Они очень важны для
наших дальнейших рассуждений.

Лемма 4.1. Пусть ψ1(x),ψ2(x) – допустимые весовые функции, q ∈ [2,+∞]

s = s0(q) =
1

4
− 1

2q
, (4.3)

тогда для всех функций, которые удовлетворяют условиям:

(|φxx|+ |φyy|+ |φ|)ψ1/2
1 (x) ∈ L2,+,

φψ
1/2
2 (x) ∈ L2,+,

φ(0, y) ≡ 0,

φ(x, 0)φy(x, 0) = φ(x, L)φy(x, L) ≡ 0,

имеет место следующее неравенство:

∥φψs1ψ
1/2−s
2 ∥Lq,+ ≤ c∥(|φxx|+ |φyy|+ |φ|)φ1/2

1 ∥2sL2,+
∥φψ2∥1−2s

L2,+
, (4.4)

где константа c зависит от L, q и от свойств функции ψi; дополнительно, если
φ
∣∣
y=0

= 0 или φ
∣∣
y=L

= 0, тогда эта константа равномерна по L.

Доказательство. Без ограничения общности, предположим, что функция φ глад-
кая и затухает на +∞ (на пример, φ ∈ Sexp(Σ+)).

Сначала, покажем, что равномерно по L∫∫
(φ2

x + φ2
y)ψ

1/2
1 ψ

1/2
2 dxdy ≤ c(

∫∫
(φ2

xx + φ2
yy + φ2)ψ1dxdy)

1/2

(

∫∫
φ2ψ2dxdy)

1/2.
(4.5)
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Заметим, что из граничных условий наложенных на функцию φ следует, что∫∫
(φ2

x + φ2
y)ψ

1/2
1 ψ

1/2
2 dxdy = −

∫∫
(φxx + φyy)ψ

1/2
1 φψ

1/2
2 dxdy

−
∫∫

φφx(ψ
1/2
1 ψ

1/2
2 )′dxdy.

(4.6)

Так как функция ψi, по условию, допустимая весовая, то∫∫
(φ2

x + φ2
y)ψ

1/2
1 ψ

1/2
2 dxdy ≤ 2(

∫∫
(φ2

xx + φ2
yy)ψ1dxdy)

1/2(

∫∫
φ2ψ2dxdy)

1/2

+c(

∫∫
φ2
xψ

1/2
1 ψ

1/2
2 dxdy)1/2(

∫∫
φ2ψ1dxdy)

1/4(

∫∫
φ2ψ2dxdy)

1/4,
(4.7)

откуда следует неравенство (4.5).
Далее, для области Ω = Σ+ используем интерполяционное неравенство из [13]:

∥f∥L∞(Ω) ≤ c(∥fxx∥L1(Ω) + ∥fyy∥L1(Ω) + ∥f∥L1(Ω)), (4.8)

и применим его к функции f ≡ φ2ψ
1/2
1 ψ

1/2
2 , тогда

∥φψ1/4
1 ψ

1/4
2 ∥2L∞(Σ+)

≤ c

∫∫
[|(φ2ψ

1/2
1 ψ

1/2
2 )xx|+ |(φ2ψ

1/2
1 ψ

1/2
2 )yy|

+φ2ψ
1/2
1 ψ

1/2
2 ]dxdy.

(4.9)

Где,

(φ2ψ
1/2
1 ψ

1/2
2 )xx = 2(φφxx + φ2

x)ψ
1/2
1 ψ

1/2
2 + 4φφx(ψ

1/2
1 ψ

1/2
2 )′ + φ2(ψ

1/2
1 ψ

1/2
2 )′′,∫∫

|φφxx|ψ1/2
1 ψ

1/2
2 dxdy ≤ (

∫∫
φ2
xxψ1dxdy)

1/2(

∫∫
φ2ψ2dxdy)

1/2,

и так как, по условию, ψi - допустимая весовая функция, тогда∫∫
|φφx(ψ1/2

1 ψ
1/2
2 )′|dxdy ≤ c(

∫∫
φ2
xψ

1/2
1 ψ

1/2
2 dxdy)1/2(

∫∫
φ2ψ1dxdy)

1/4

(

∫∫
φ2ψ2dxdy)

1/4,∫∫
φ2|(ψ1/2

1 ψ
1/2
2 )′′|dxdy ≤ c

∫∫
φ2ψ

1/2
1 ψ

1/2
2 dxdy ≤ c(

∫∫
φ2ψ1dxdy)

1/2

(

∫∫
φ2ψ2dxdy)

1/2.

Остальные слагаемые правой части неравенства (4.9) оцениваются аналогично и
используя неравенство (4.5) мы получаем (4.4) для q = +∞.
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Если q ∈ (2,+∞), тогда используя (4.4) при q = +∞, получаем

∥φψs1ψ
1/2−s
2 ∥Lq,+ = (

∫∫
|φ|q−2ψ

q−2
4

1 ψ
q−2
4

2 φ2ψ2dxdy)
1/q

≤ ∥φψ1/4
1 ψ

1/4
2 ∥(q−2)/q

L∞
∥φψ1/2

2 ∥2/qL2,+

≤ c∥(|φxx|+ |φyy|+ |φ|)ψ1/2
1 ∥2sL2,+

∥φψ1/2
2 ∥1−2s

L2,+
.

(4.10)

где
qs =

q − 2

4
, q(

1

2
− 2) =

q + 2

4
=
q − 2

4
+ 1.

Наконец, если, например, φ
∣∣
y=L

= 0, продолжим функцию φ нулем до четверти
полосы R+ × R+ и проведем те же рассуждения с использованием (4.8) для Ω =
R+ × R+ и (4.5) для L = +∞, тогда оценка (4.4) будет равномерна по L.

В дальнейшем, мы будем также использовать интерполяционное неравенство
в следующем виде ([29]).

Лемма 4.2. Пусть ψ1(x),ψ2(x) - две допустимые весовые функции такие, что
ψ1(x) ≤ c0ψ2(x) ∀x ≥ 0 для некоторой константы c0 > 0, q ∈ [2,+∞)

s = s1(q) =
1

2
− 1

2q
, (4.11)

тогда существует константа c > 0 такая, что для любой функции φ(x, y)

такой, что φxxψ
1/2
1 (x), φyyψ

1/2
1 (x) ∈ L2(Σ+), φψ

1/2
2 (x) ∈ L2(Σ+), если |ν| = 1, то

имеет место следующее неравенство:

∥∂νφψs1ψ
1/2−s
2 ∥L2,+

≤ c∥(|φxx|+ |φyy|)ψ1/2
1 ∥2sL2,+

×∥φψ1/2
2 ∥1−2s

L2,+
+ c∥φψ1/2

2 ∥L2,+
.

(4.12)

Далее, используем лемму из [36].

Лемма 4.3. Пусть ψ(x) допустимая весовая функция, тогда найдется констан-
та c, зависящая от свойств функции ψ, такая, что для любой функции φ(x, y)
такой, что φxx, φ ∈ L

ψ(x)
2,+ имеет место следующая оценка:∫∫

φ2
xψdxdy ≤ c

[ ∫∫
φ2
xxψdxdy

]1/2[ ∫∫
φ2ψdxdy

]1/2
+ c

∫∫
φ2ψdxdy, (4.13)

∫ L

0

φ2
x

∣∣
x=0

dxdy ≤ c
[ ∫∫

φ2
xxψdxdy

]3/4[ ∫∫
φ2ψdxdy

]1/4
+ c

∫∫
φ2ψdxdy. (4.14)
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Теперь, введем анизотропные пространства Соболева со свойствами гладкости
только по x. Пусть H(k,0)

+ - пространство, состоящее из функций φ(x, y) ∈ L2,+ та-
ких, что ∂jxφ ∈ L2,+ для j ≤ k, наделенное нормой ∥φ∥

H
(k,0)
+

= (
∑k

j=0 ∥∂jxφ∥2L2,+
)1/2.

Пусть H
(−m,0)
+ = {φ(x, y) =

∑m
j=0 φj(x, y) : ∀φj ∈ L2,+}, наделенное нормой

∥φ∥
H

(−m,0)
+

= (
∑m

j=0 ∥φj∥2L2,+
)1/2.

Лемма 4.4. Если φ ∈ H
(k,0)
+ , ∂nxφ ∈ H

(−m,0)
+ для n ≥ k + m, то ∂k+1

x φ ∈ L2,+ и
для некоторой константы c = c(k,m, n)

∥∂k+1
x φ∥L2,+

≤ c(∥∂nxφ∥H(−m,0)
+

+ ∥φ∥
H

(k,0)
+

). (4.15)

Доказательство. Эта лемма была доказана в статье [36].

Чтобы установить результаты о затухании решений на бесконечности нам при-
годиться неравенство Стеклова в следующем виде:∫ L

0

f 2(y)dy ≤ L2

π2

∫ L

0

(f ′(y))2dy. (4.16)

где f ∈ H1
0(0, L).

Пусть ψl(y), l ∈ N- ортонормированная в L2(0, L) система собственных функ-
ций оператора (−ψ′′) на отрезке [0, L] с соответствующими граничными условиями
ψ(0) = ψ(L) = 0 в случае (a) и ψ′(0) = ψ′(L) = 0 в случае (b), λl соответствующие
собственные значения. Такие системы хорошо известны и могут быть записаны в
виде тригонометрических функций.

Помимо уравнения (1.27), мы рассмотрим его линейный аналог:

ut − (uxxxx + uyyyy)x + b(uxx + uyy)x + aux = f(t, x, y), (4.17)

с начальными и граничными условиями (1.28)-(1.30). Слабое решение данной за-
дачи понимается в смысле Определения 4.1 (где F (u) ≡ 0).

Лемма 4.5. Пусть u0 ∈ S̃exp(Σ+), f ∈ C∞([0, T ]; S̃exp(Σ+)). Положим Φ̃0(x, y) ≡
u0(x, y) и для j ≥ 1

Φ̃j(x, y) ≡ ∂j−1
t f(0, x, y) + (∂5x + ∂x∂

4
y − b∂3x − b∂x∂

2
y − a∂x)Φ̃j−1(x, y), (4.18)

и пусть Φ̃j(0, y) = Φ̃jx(0, y) ≡ 0 для всех j. Тогда существует единственное
решение линейной задачи (4.17), (1.28)-(1.30) u ∈ C∞([0, T ]; S̃exp(Σ+)).

Доказательство. Рассмотрим задачу (4.17), (1.28)-(1.30). Рассмотрим Σ = R ×
(0, L) и S̃(Σ)) – пространство, состоящее из бесконечно гладких на Σ функций
ϕ(x, y) таких, что (1+ |x|)n|∂αφ(x, y)| ≤ c(n, α) для некоторых n и мульти-индекса
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α, (x, y) ∈ Σ и на границах y = 0, y = L эти функции удовлетворяют тем же
условиям что и в определении пространства S̃(Σ+). Продолжим функции u0 и f

на всю полосу так, чтобы u0 ∈ S̃(Σ), f ∈ C([0, T ]; S̃(Σ)) и рассмотрим (4.17) (в
ΠT = (0, T ) × Σ), (1.28) (в Σ), (1.30) (в ΩT = (0, T ) × R). Таким образом мы
рассматриваем задачу:

ut − (uxxxx + uyyyy)x + b(uxx + uyy)x + aux = f(t, x, y) (4.19)

u(0, x, y) = u0(x, y), (x, y) ∈ Σ, (4.20)

a) u(t, x, 0) = u(t, x, L) = uyy(t, x, 0) = uyy(t, x, L) = 0, x, t ∈ ΩT

b) uy(t, x, 0) = uy(t, x, L) = uyyy(t, x, 0) = uyyy(t, x, L) = 0, x, t ∈ ΩT
(4.21)

Тогда с помощью преобразования Фурье по переменной x и разложения в ряд
Фурье по переменной y, решение задачи (4.19)-(4.21) может быть записано следу-
ющим образом:

u(t, x, y) =
1

2π

∫
R

+∞∑
l=1

eiξxψl(y)û(t, ξ, l)dξ,

где

û(t, ξ, l) = û0(ξ, l)e
i(ξ5+ξλ2l+bξ

3+bξλl−aξ)t +

∫ t

0

f̂(τ, ξ, l)ei(ξ
5+ξλ2l+bξ

3+bξλl−aξ)(t−τ)dτ,

û0(ξ, l) ≡
∫∫

Σ

e−iξxψl(y)u0(x, y)dxdy,

f̂(t, ξ, l) ≡
∫∫

Σ

e−iξxψl(y)f(t, x, y)dxdy.

(4.22)
Согласно свойствам функций u0 и f это решение u ∈ C∞([0, T ]; S̃(Σ)).

Далее, пусть v ≡ ∂kx∂
l
yu для некоторых k, l. Тогда функция v удовлетворяет

уравнению типа (4.17), где f заменяется на ∂kx∂
l
yf . Пусть m ≥ 5, ψ(x) ≡ xm

(заметим, что эта функция не является допустимой весовой функцией). Умножим
это уравнение на 2v(t, x, y)ψ(x) и интегрируя на Σ+, мы получим

d

dt

∫
v2ψdxdy +

∫∫
(5v2xx + v2yy)ψ

′dxdy + b

∫∫
(3v2x + v2y)ψ

′dxdy

=

∫∫
5v2xψ

′′′dxdy +

∫∫
(−ψ(5) + bψ′′′ + aψ′)v2dxdy + 2

∫∫
∂kx∂

l
yfvψdxdy,

(4.23)

где ∫∫
v2xψ

′dxdy = −
∫∫

vxxvψ
′dxdy +

1

2

∫∫
v2ψ′′′dxdy,
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v2yψ

′dxdy = −
∫∫

vyyvψ
′dxdy,∫∫

v2xψ
′′′dxdy = −

∫∫
vxxvψ

′′′dxdy −
∫∫

vxvψ
(4)dxdy

= −
∫∫

vxxvψ
′′′dxdy − 1

2

∫
v2ψ(4)

∣∣x=R
x=0

dy +
1

2

∫∫
v2ψ(5)dxdy

= −
∫∫

vxxvψ
′′′dxdy +

1

2

∫∫
v2ψ(5)dxdy

Докажем, что
ψ′′′ ≤

√
6ψ′ψ(5).

Сравним √
6ψ′ψ(5) =

√
6mxm−1m(m− 1)(m− 2)(m− 3)(m− 4)vm−5

= xm−3m
√
6(m− 1)(m− 2)(m− 3)(m− 4),

и
ψ′′′ = m(m− 1)(m− 2)xm−3.

Тогда исходное неравенство эквивалентно неравенству,√
6(m− 3)(m− 4) ≥

√
(m− 1)(m− 2).

которое превращается в равенство при m = 5. Далее возведем в квадрат обе части
последнего неравенства

6m2 − 42m+ 84 ≥ m2 − 3m+ 2,

и вычислим производные правой и левой части:

12m− 42 ≥ 2m− 3.

Ч то выполнено при m ≥ 5 и, следовательно, искомое неравенствонеравенство
выполнено при m ≥ 5.

Из предыдущих равенств, мы получаем

−3b

∫∫
v2xψ

′dxdy ≤
∫∫

v2xxψ
′dxdy +

9b2

4

∫∫
v2ψ′dxdy +

3b

2

∫∫
v2ψ′′′dxdy,

−b
∫∫

v2yψ
′dxdy ≤

∫∫
v2yyψ

′dxdy +
b2

4

∫∫
v2ψ′dxdy,∫∫

v2xψ
′′′dxdy ≤

∫∫
v2xxψ

′dxdy + 8

∫∫
v2ψ(5)dxdy.
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Из равенства (4.23) следует, что

d

dt

∫
v2ψdxdy ≤ c(a, b)

∫∫
(ψ(5) + ψ′′′ + ψ′)v2dxdy + 2

∫∫
∂kx∂

l
yfvψdxdy. (4.24)

Зафиксируем α > 0 и пусть n ≥ 5. Для некоторого m ∈ [5, n] умножим неравен-
ство (4.24) на (2α)m/(m!) и просуммируем по m. Таким образом для

zn(t) ≡
∫∫ n∑

m=0

(2αx)m

m!
v2(t, x, y)dxdy,

благодаря особому выбору функции ψ, мы получаем неравенство

z′n(t) ≤ czn(t) + c, zn(0) ≤ c,

которое выполняются равномерно по n, откуда следует, что

sup
t∈[0,T ]

∫∫
e2αxv2dxdy <∞.

Таким образом, u ∈ C∞([0, T ]; S̃exp(Σ+)). Используем следующее обозначение ω(t, x, y)
для построенного решения начальной задачи.

Пусть µ0(t, y) ≡ −ω(t, 0, y), µ1(t, y) ≡ −ωx(t, 0, y). Заметим, что функции µj ∈
C∞(BT ) и удовлетворяет граничными условиями (1.30), и условия совместности
из условия леммы гарантируют, что ∂ltµj(0, y) ≡ 0, ∀l. В Π+

T рассмотрим начально-
краевую задачу:

ut − (uxxxx + uyyyy)x + b(uxx + uyy)x + aux = 0, (4.25)

u
∣∣
t=0

= 0, u
∣∣
x=0

= µ0(t, y), ux
∣∣
x=0

= µ1(t, y), (4.26)

с граничными условиями (1.30).
Пусть Ψ(t, x, y) ≡ µ1(t, y)η(1−x)+µ1(t, y)xη(1−x), F (t, x) ≡= −Ψt+(Ψxxxx+

Ψyyyy)x−b(Ψxx+Ψyy)x−aΨx, U(t, x, y) ≡ u(t, x, y)−Ψ(t, x, y), тогда задача (4.25),
(4.26), (1.30) эквивалентна задаче , (4.17), (1.28)-(1.30) для функции U, u0 ≡ 0,
f ≡ F , а именно задаче

Ut − (Uxxxx + Uyyyy)x + b(Uxx + Uyy)x + aUx = F, (4.27)

U(0, x, y) = 0, U(t, 0, y) = Ux(t, 0, y) = 0, (4.28)

a) U(t, x, 0) = U(t, x, L) = Uyy(t, x, 0) = Uyy(t, x, L) = 0,

b) Uy(t, x, 0) = Uy(t, x, L) = Uyyy(t, x, 0) = Uyyy(t, x, L) = 0.
(4.29)

Очевидно, что F ∈ C∞([0, T ]; S̃exp(Σ+)) и ∂ltF (0, x, y) ≡ 0 ∀l.
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Далее используем метод Галеркина. Пусть {φj(x) : j = 1, 2, 3...}- система ли-
нейно независимых функций, полная в пространстве {φ ∈ H5(R+) : φ(0) = φ′(0) =
φ′′(0) = 0}. Мы будем искать приближенное решение задачи (4.27)-(4.29) в виде

Uk(t, x, y) =
k∑

j,l=1

ckjl(t)φj(x)ψl(y), (4.30)

исходя из условий (φi = φi(x), ψm = ψm(y))∫∫
[Uktφiψm − Uk(−(φ

(5)
i ψm + φ′

iψ
(4))) + b(φ′′′

i ψm + φ′
iψ

′′
m) + aε′iψm]dxdy

−
∫∫

Gφiψmdxdy = 0. i,m = 1, ..., k, t ∈ [0, T ],
(4.31)

ckjl(0) = 0. (4.32)
Умножим равенство (4.31) на 2ckim(t), просуммировав по i,m, получим. что

2

∫∫
[UktUk − Uk(−(Ukxxxx + Ukyyyy))x + b(Ukxx + Ukyy)x + aUkUkx]dxdy

= 2

∫
FUkdxdy

(4.33)

откуда после интегрирования по частям, в силу Uk
∣∣
x=0

= Ukx
∣∣
x=0

= Ukxx
∣∣
x=0

= 0,
находим, что

d

dt

∫∫
U 2
kdxdy = 2

∫∫
FUkdxdy. (4.34)

Так как согласно (4.27) Uk
∣∣
t=0

из равенства (4.34) следует, что

∥Uk∥L∞(0,T ;L2,+) ≤ ∥F∥L1(0,T ;L2,+) (4.35)

Положим в (4.31) t = 0, умножим получившееся равенство на c′kim и просуммируем
по i,m, тогда получаем, что Ukt

∣∣
t=0

= 0. Теперь продифференцируем равенство
(4.31) по t, умножим на 3ckim(t) и просуммируем по i,m, тогда аналогично (4.33)-
(4.35) получаем, что

∥Ukt∥L∞(0,T ′L2,+) ≤ ∥Ft∥L−1(0,T ;L2,+). (4.36)

Далее, так как ψ(2n)
m (y) = (−λ)nψm(y), то умножив равенство (4.31) на (−λm)n для

произвольного натурального n, находим, что∫∫
[Uktφiψ

(2n)
m − Uk(−(φ

(5)
i ψ(2n)

m + φ′
iψ

(2n+4))) + b(φ′′′
i ψ

(2n)
m + φ′

iψ
(2n+2)
m )

+aφ′
iψ

(2n)
m ]dxdy −

∫∫
Fφiψ

(2n)
m dxdy = 0,

(4.37)
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откуда после интегрирования n раз по частям по y выводим, что∫∫
[∂nyUktφiψ

(n)
m − ∂(n)y Uk(−(φ

(5)
i ψ(n)

m + φ′
iψ

(n+4))) + b(φ′′′
i ψ

(n)
m + φ′

iψ
(n+2)
m )

+aφ′
iψ

(n)
m ]dxdy −

∫∫
∂nyFφiψ

(n)
m dxdy.

(4.38)

Умножим получившееся равенство на 2ckim(t) и просуммировав по i,m выводим
аналогично (4.33)-(4.35), что

∥∂nyUk∥L∞(0,T ;L2,+) ≤ ∥∂nyF∥L1(0,T ;L2,+). (4.39)

Более того, рассуждая аналогично (4.36), получаем, что для любых n и l

∥∂lt∂nyUk∥L∞(0,T ;L2,+) ≤ ∥∂lt∂nyF∥L1(0,T ;L2,+). (4.40)

Из неравенства (4.40) следует, что из последовательности k можно извлечь под-
последовательность k′ такую, что для любых n и l при k′ → ∞

∂lt∂
n
yUk′ → ∂lt∂

n
yU слабо в L2(0, T ;L2,+)

Заметим, что в силу произвольности в выборе l ∂lt∂nyU ∈ C([0, T ];L2,+) для
любых n и l. Более того, в силу слабой замкнутости линейных замкнутых подпро-
странств U

∣∣
t=0

и в случае a) ∂2my U
∣∣
y=0

= ∂2my U
∣∣
y=L

= 0, а в случае b) ∂2m+1
y U

∣∣
y=0

=

∂2m+1
y U

∣∣
y=L

= 0 ∀m, поскольку эти свойства выполнены в допредельном случае.
Далее, пусть κ(t) ∈ C∞[0, T ], κ(T ) = 0. Умножив (4.31) на κ(t) и проинтегрировав
по t от 0 до T после интегрирования по частям выводим равенство∫∫∫

Π+
T

Uk[φiψmκ
′ + ((−φ(5)

i ψm + φ′
iψ

(4)) + b(φ′′′
i ψm + φ′

iψm)κ]dxdydt

+

∫∫∫
Π+
T

Fφiψmκdxdydt = 0. i,m = 1, ..., k.

Перейдя в этом равенстве к пределу при k = k′ → +∞, получим, что∫∫∫
Π+
T

U [φiψmκ
′ + ((−φ(5)

i ψm + φ′
iψ

(4)) + b(φ′′′
i ψm + φ′

iψm)κ]dxdydt

+

∫∫∫
Π+
T

Fφiψmκdxdydt = 0. i,m = 1, ..., k.

а тогда для любой пробной функции ϕ, удовлетворяющей условиями Определения
4.1

∫∫∫
Π+
T

(U(ϕt − ϕxxxxx − ϕyyyyx + bϕxxx + bϕyyx + aϕx) + Fϕ)dxdydt = 0 (4.41)
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то есть функция U является слабым решением задачи (4.27)-(4.29). Из равен-
ства (4.41) следует, что в пространстве обобщенных функций над областью Π+

T

Uxxxxx = Ut − Uyyyyx + bUxxx + bUyyx + aU − x− F (4.42)

Заметим, что в силу свойств функции U любая производная ∂lt∂ny каждого слагае-
мого из правой части этого равенства принадлежит пространству C([0, T ];H(−3,0)

+ ),
а это означает, что ∂lt∂nyUxxxxx ∈ C([0, T ];H

(−3,0)
+ ), ∀l, n.

Применим неравенство (4.8) для ψ ≡ ∂lt∂
n
yU , k = 0, n = 5, m = 3, тогда

∂lt∂
n
yUx ∈ C(C[0, T ];L2,+) ∀l, n. Опять используя равенство (4.42), находим, что

∂lt∂
n
yUxxxxx ∈ C([0, T ];H

(−2,0)
+ ), ∀l, n.

Теперь применим неравенство (4.8) для ψ ≡ ∂lt∂
n
yUx k = 1, n = 5, m = 2,

тогда ∂lt∂nyUxx ∈ C(C[0, T ];L2,+) ∀l, n. Используя равенство (4.42), находим, что
∂lt∂

n
yUxxxxx ∈ C([0, T ];H

(−1,0)
+ ), ∀l, n.

Наконец, применим неравенство (4.8) для ψ ≡ ∂lt∂
n
yUxx k = 2, n = 5, m = 1,

тогда ∂lt∂nyUxxx ∈ C(C[0, T ];L2,+) ∀l, n. Используя равенство (4.42), находим, что
∂lt∂

n
yUxxxxx ∈ C([0, T ];L2,+), ∀l, n.
Далее для любого m ≥ 2 дифференцируя равенство (4.42) 5(m− 1) раз по x и

применяя индукцию по m аналогичными рассуждениями получаем, что ∂lt∂nyU ∈
C([0, T ];L2,+), ∀l, n. Это означает, что ∂ltU ∈ C([0, T ]; H̃k

+), ∀l, k. В частности, из
равенства (4.41) следует, что функция U удовлетворяет (4.27) в Π+

T .
Проинтегрируем равенство (4.41) по частям, перебросив все производные с

пробной функции ϕ, тогда получим равенство∫∫
BT

(Uϕxxxx − Uxϕxxx)
∣∣
x=0

dydt = 0. (4.43)

Для произвольной функции ω(t, y) ∈ C∞
0 (BT ) выбирая сначала функцию ϕ так,

чтобы ϕxxxx
∣∣
x=0

= ω, ϕxxx
∣∣
x=0

= 0 выводим из (4.43) равенство∫∫
BT

Uωdydt = 0,

откуда следует, что U(t, 0, y) ≡ 0. Потом выбирая функцию ϕ так, чтобы ϕxxx
∣∣
x=0

=
ω аналогичным образом выводим из (4.43), что Ux(t, 0, y) ≡ 0.

В итоге, построенное решение задачи (4.25), (4.26), (1.30) такое, что ∂ltu ∈
C([0, T ]; H̃k

+), ∀l, k. В дальнейшем для этой функции используем обозначение v(t, x, y).
Положим u(t, x, y) ≡ ω(t, x, y) + v(t, x, y). Тогда ∂ltu ∈ C∞([0, T ]; H̃∞

+ ), и эта
функция является решением исходной задачи (4.17), (1.28)-(1.30).

Пусть ũ(t, x, y) ≡ u(t, x, y)η(x−1). Очевидно, что функция ũ ∈ C∞([0, T ]; H̃∞(R))
является в ΠT решением задачи типа (4.19)- (4.21), где u0, f заменены функциями



68

ũ0 ≡ u0η(x− 1).

f̃ ≡ f + 5uxxxxη
′ + 10uxxxη

′′ + 10uxxη
′′′ + 5uxη

(5) + uyyyyη
′

−3buxxη
′ − 3buxη

′′ − buη′′′ − auη′

(здесь для краткости опущен аргумент (x−1) у функции η), из того же класса. То-
гда из полученных в начале доказательства леммы результатов для задачи (4.19)-
(4.21) и очевидной единственности решения в пространстве C∞([0, T ]; H̃∞(Σ)) сле-
дует, что ũ ∈ C∞([0, T ]; S̃exp(Σ+)) и, следовательно u ∈ C∞([0, T ]; S̃exp(Σ+)). Лем-
ма доказана.

Теперь будем рассматривать слабые решения задачи (4.17), (1.28)-(1.30), кото-
рые понимаются в смысле следующего определения.

Определение 4.2. Пусть u0 ∈ L2,+, f ∈ L1(0, T ;L2,+). Функция u ∈ L2(Π
+
T )

называется слабым решением задачи (4.17), (1.28)-(1.30), если для любой функ-
ции ϕ ∈ C∞([0, T ]; S̃(Σ+)) такой, что ϕ

∣∣
t=T

= ϕ
∣∣
x=0

= ϕx
∣∣
x=0

= ϕxx
∣∣
x=0

= 0,
выполнено следующее равенство:∫∫∫

Π+
T

(uϕt − uϕxxxxx − uϕyyyyx + buϕxxx

+buϕyyx + auϕx + fϕ)dtdxdy

+

∫∫
Σ+

u0ϕ
∣∣
t=0
dxdy = 0.

(4.44)

Лемма 4.6. Слабое решение задачи (4.17), (1.28)-(1.30) единственно в простран-
стве L2(Π

+
T ).

Доказательство. В силу линейности задачи достаточно доказать, что u ≡ 0, если
u0 ≡ 0 и f ≡ 0. В силу таких входных данных интегральное тождество (4.44)
записывается в виде∫∫∫

Π+
T

(uϕt − uϕxxxxx − uϕyyyyx + buϕxxx + buϕyyx + auϕx + fϕ)dtdxdy = 0.

(4.45)
для произвольной функции g ∈ C∞

0 (Π+
T ) рассмотрим задачу

ϕt − ϕxxxxx − ϕyyyyx + bϕxxx + bϕyyx + aϕx = g(t, x), (t, x) ∈ Π+
T , (4.46)

ϕ(T, x, y) = 0, (x, y) ∈ Σ+, ϕ(tt, 0, y) = ϕx(t, 0, y) = ϕxx(t, 0, y) = 0, (t, y) ∈ BT ,
(4.47)
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a).ϕ(t, x, 0) = ϕ(t, x, L) = ϕyy(t, x, 0) = ϕyy(t, x, L) = 0,

b).ϕy(t, x, 0) = ϕy(t, x, L) = ϕyyy(t, x, 0) = ϕyyy(t, x, L) = 0, (t, x) ∈ Ω+
T .

(4.48)

Положим ϕ̃(t, x, y) ≡ ϕ(T − t, x, y), g̃(t, x, y) ≡ −g(T − t, x, y). Заметим, что
g̃ ∈ V ∞

0 (Π+
T ). Тогда задача (4.46)-(4.48) эквивалентная задаче

ϕ̃t − ϕ̃xxxxx − ϕ̃yyyyx + bϕ̃xxx + bϕ̃yyx + aϕ̃x = g(t, x), (t, x) ∈ Π+
T , (4.49)

ϕ̃(T, x, y) = 0, (x, y) ∈ Σ+, ϕ̃(tt, 0, y) = ϕ̃x(t, 0, y) = ϕ̃xx(t, 0, y) = 0, (t, y) ∈ BT ,
(4.50)

a) ϕ̃(t, x, 0) = ϕ̃(t, x, L) = ϕ̃yy(t, x, 0) = ϕ̃yy(t, x, L) = 0,

b) ϕ̃y(t, x, 0) = ϕ̃y(t, x, L) = ϕ̃yyy(t, x, 0) = ϕ̃yyy(t, x, L) = 0, (t, x) ∈ Ω+
T .

(4.51)

Согласно следующей лемме решение задачи (4.49)-(4.51) ϕ̃ ∈ C∞([0, T ]; S̃(Σ+))

существует, а тогда существует решение ϕ ∈ C∞([0, T ]; S̃(Σ+)) задачи (4.45)-(4.48).
Тогда из равенства (4.44) следует, что для произвольной функции g ∈ C∞

) (Π+
T )∫∫∫

Π+
T

ugdxdydt = 0,

а это означает, что u(t, x, y) = 0 почти всюду в Π+
T .

Рассмотрим в Π+
T рассмотрим начально-краевую задачу для уравнения

ut + (uxxxx + uyyyy)x − b(uxx + uyy)x − aux = f(t, x, y), (4.52)

с начальным условием (1.28), и с граничными условиями (1.30) и

u
∣∣
x=0

= ux
∣∣
x=0

= uxx
∣∣
x=0

= 0. (4.53)

Лемма 4.7. Пусть u0 ≡ 0, f ∈ C∞
0 (Π+

T ), тогда существует решение u ∈
C∞([0, T ]; S̃(Σ+)) задачи (4.52), (1.28), (4.53), (1.30).

Доказательство. Схема доказательства во многом повторяет Лемму 4.5. Прежде
всего, продолжив функцию u0 и f нулем при x < 0 рассмотрим в полосе ΠT

начально-краевую задачу для уравнения (4.52) с нулевыми начальными условиями
(1.28) при (x, y) ∈ Σ и краевыми условиями (1.30) при (t, x) ∈ ΩT . Аналогично
(4.17) решение этой задачи записывается в виде

u(t, x, y) =
1

2π

∫
R

+∞∑
l=1

eiξxψlû(t, ξ, l)dξ,
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где

û(t, ξ, l) =

∫ t

0

f̂(τ, ξ, l)e−i(ξ
5+ξλ2l+bξ

3+bξλl−aξ)(t−τ)dτ

В силу свойств функции f это решение u ∈ C∞([0, T ]; S̃(Σ+)). В дальнейшем это
решение будем обозначать через ω(t, x, y).

Пусть µ0(t, y) ≡ −ω(t, 0, y), µ1 ≡ −ωx(t, 0, y), µ2 ≡ −ωxx(t, 0, y). Заметим,
что функции µj ∈ C∞(BT ) и удовлетворяют граничным условиям (1.30). Кро-
ме того, условия совместимости, составляющие условие леммы, гарантируют, что
∂ltµj(0, y) ≡ 0, ∀l. В Π+

T рассмотрим начально-краевую задачу

ut + (uxxxx + uyyyy)x − b(uxx + uyy)x − aux = 0, (4.54)

u
∣∣
t=0

= 0, u
∣∣
x=0

= µ0(t, y), ux
∣∣
x=0

= µ1(t, y), uxx
∣∣
x=0

= µ2(t, y), (4.55)

и с граничными условиями (1.30).
Пусть Ψ(t, x, y) ≡ µ0(t, y)η(1 − x) + µ1(t, y)xη(1 − x) + µ2(t, y)x

2η(1 − x)/2,
F (t, x, y) ≡ −Ψxxxxx − Ψxxxxy + bΨxxx + bΨxyy + aΨx − Ψt, U(t, x, y) ≡ u(t, x, y) −
Ψ(t, x, y), тогда задача (4.54), (4.55), (1.30) с граничными условиями (1.30) экви-
валентна задаче (4.52), (1.28), (4.53), (1.30) для функции U , u0 ≡ 0, f ≡ F :

Ut + (Uxxxx + Uyyyy)x − b(Uxx + Uyy)x − aUx = f(t, x, y), (4.56)

a) U(t, x, 0) = U(t, x, L) = uyy(t, x, 0) = Uyy(t, x, L) = 0,

b) Uy(t, x, 0) = Uy(t, x, L) = Uyyy(t, x, 0) = Uyyy(t, x, L) = 0.
(4.57)

U
∣∣
x=0

= Ux
∣∣
x=0

= Uxx
∣∣
x=0

= 0. (4.58)

Очевидно, что F ∈ C∞([0, T ]; S̃(Σ+)) и ∂ltF (0, x, y) ≡ 0, ∀l.
Далее используем метод Галёркина. Пусть {φj(x) : j = 1, 2, 3...}- система ли-

нейно независимых функций, полная в пространстве {φ ∈ H5(R+) : φ(0) = φ′(0) =
0}. Мы будем искать приближенные решения в виде

Uk(t, x, y) =
k∑

j,l=1

ckjl(t)φj(x)ψl(y)

через условия∫∫
[Utkφiψm − Uk(φ

(5)
i ψm + φ

(4)
i ψ′

m − bφ′′′
i ψm − bφ′′

iψ
′
m − aφiψm])dxdy

−
∫∫

Fφiψmdxdy = 0, i,m = 1, 2, 3, ..., k, t ∈ [0, T ],
(4.59)
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Умножим (4.59) на 2ckim(t), просуммируем по i,m, и получим

2

∫∫
[UtkUk + Uk(−(Ukxxxx + Ukyyyy)x + b(Ukxx + Ukyy)x + aUkUkx)]dxdy

2

∫∫
FUkdxdy

(4.60)

откуда после интегрирования по частям, в силу Uk
∣∣
x=0

= Ukx
∣∣
x=0

= 0, находим,
что

d

dx

∫∫
U 2
kdxdy +

∫ L

0

U 2
xx

∣∣
x=0

= 2

∫∫
FUkdxdy. (4.61)

Так как (4.32) Uk
∣∣
t=0

= 0, из равенства (4.61) следует неравенство (4.35). Далее по
аналогии с Леммой 4.5 находим, что для любых n и l

∥∂lt∂nyUk∥L∞(0,T ;L2,+) ≤ ∥∂lt∂nyF∥L1(0,T ;L2,+). (4.62)

Из неравенства (4.62), в частности следует, что из последовательности k можно
извлечь подпоследовательность k′ такую, что для любых n и l при k′ → +∞

∂lt∂
n
yUk′ → ∂lt∂

n
yU слабо в L2(0, T ;L2,+)

Аналогично находим, что ∂lt∂nyU ∈ C([0, T ];L2,+) для любых n и l, U
∣∣
t=0

= 0 и в
случае a). ∂2my U

∣∣
y=0

= ∂2my U
∣∣
y=L

= 0, а в случае b). ∂2m+1
y U

∣∣
y=0

= ∂2m+1
y U

∣∣
y=L

= 0,
∀m. Далее по аналогии находим, что для любой функции ϕ ∈ L∞(0, T ; H̃4

+), ϕt,
ϕxxxxx, ϕyyyyx ∈ L∞(0, T ;L2,+) ϕ

∣∣
t=T

= ϕ
∣∣
x=0

= ϕx
∣∣
x=0

= 0 выполнено следующее
равенство: ∫∫∫

Π+
T

(uϕt − uϕxxxxx − uϕyyyyx + buϕxxx

+buϕyyx + auϕx + Fϕ)dtdxdy = 0.

(4.63)

из (4.66) следует, что в пространстве обобщенных функций над областью Π+
T

Uxxxxx = −Ut − Uyyyyx − bUxxx − bUyyx − Ux + F. (4.64)

Используя неравенство (4.64) и неравенство (4.8) и рассуждая аналогично Лемме
4.5, выводим, что ∂lt ∈ C([0, T ]; H̃k

+) ∀l, k. В частности, из равенства (4.63) следует,
что функция U удовлетворяет уравнению (4.27) в Π+

T .
Проинтегрируем равенство (4.66) по частям, перебросив все производные от

пробной функции ϕ, в итоге получаем равенство∫∫
BT

(−Uϕxxxx + Uxϕxxx − Uxxϕxx + bUϕxx)
∣∣
x=0

dydt = 0. (4.65)

Для произвольной функции ω(t, y) ∈ C∞
0 (BT ) выбирая сначала функцию ϕ так,

чтобы ϕxxxx
∣∣
x=0

= ω, ϕxxx
∣∣
x=0

= ϕxx
∣∣
x=0

= 0 выводим из (4.65), что Ux(t, 0, y) ≡ 0.
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Наконец, выбирая функцию ϕ так, что бы ϕxx
∣∣
x=0

= ω, выводим, что Uxx(t, 0, y) ≡
0.

В итоге, построено решение задачи (4.54), (4.55), (1.30) такое, что

∂ltu ∈ C([0, T ]; H̃k
+), ∀l, k.

В дальнейшем для этой функции используем обозначение v(t, x, y).
Положим u(t, x, y) ≡ ω(t, x, y) + v(t, x, y). Тогда ∂ltu ∈ C([0, T ]; H̃k

+), ∀l, k, то
есть u ∈ C([0, T ]; H̃∞

+ ), а эта функция является решением исходной задачи задачи
(4.52), (1.28), (4.53), (1.30).

Введя функцию ũ(t, x, y) ≡ u(t, x, y)η(x− 1), аналогично Лемме 4.5 получаем,
что u ∈ C∞([0, T ]; S̃(Σ+)).

Замечание 4.1. В следующих леммах этого раздела мы сначала рассмотрим
гладкие решения, построенные в Лемме 4.5, а затем, получим общий случай за
счет предельного перехода на основе полученных ранее оценок.

Лемма 4.8. Пусть ψ(x)- допустимая весовая функция, такая, что ее произ-
водная ψ′(x) также является допустимой весовой функцией, u0 ∈ L

ψ(x)
2,+ , f ≡

f0+f1x, где f0 ∈ L1(0, T ;L
ψ(x)
2,+ ), f1 ∈ L4/3(0, T ;L

ψ3/2(x)(ψ′(x))−1/2

2,+ ). Тогда существуют
единственное слабое решение задачи (4.17), (1.28)-(1.30) принадлежащее про-
странству Xψ(x)(Π+

T ) и функция µ2 ∈ L2(BT ) такие, что для любой функции
ϕ ∈ L∞(0, T ; H̃4

+), ϕt, ϕxxxxx, ϕyyyyx ∈ L∞(0, T ;L2,+) ϕ
∣∣
t=T

= ϕ
∣∣
x=0

= ϕx
∣∣
x=0

≡ 0,
выполнено следующее равенство:∫∫∫

Π+
T

(uϕt − uϕxxxxx − uϕyyyyx + buϕxxx

+buϕyyx + auϕx + f0ϕ− f1ϕx)dtdxdy

+

∫∫
Σ+

u0ϕ
∣∣
t=0
dxdy −

∫∫
BT

µ2ϕxx
∣∣
x=0

dydt = 0.

(4.66)

Кроме того, при t ∈ (0;T ]

∥u∥Xψ(x)(Π+
t )
+ ∥µ2∥L2(Bt) ≤ c(T )

(
∥u0∥Lψ(x)2,+

+ ∥f0∥L1(0,t;L
ψ(x)
2,+ )

+ ∥f1∥
L4/3(0,t;L

ψ3/2(x)(ψ′(x))−1/2

2,+ )

)
(4.67)
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и для почти всех t ∈ (0;T ]

d

dt

∫∫
u2ψdxdy + ψ(0)

∫ L

0

µ22dy

+

∫∫
[5u2xx + u2yy + 3bu2x + bu2y − au2]ψ′dxdy

−
∫∫

[5u2x + bu2]ψ(3)dxdy +

∫∫
u2ψ(5)dxdy

= 2

∫∫
f0uψdxdy −

∫∫
2f1(uψ)xdxdy.

(4.68)

Если f1 ≡ 0, то тогда в равенстве (4.68) можно положить ψ ≡ 1.

Доказательство. Умножим (4.17) на 2u(x, y, t)ψ(x), проинтегрируем по Σ+∫∫
2uutψdxdy =

∫∫
(u2)tψdxdy =

d

dt

∫∫
u2ψdxdy,∫∫

2uxxxxxuψdxdy = −
∫∫

5u2xxψ
′dxdy +

∫∫
5u2xψ

′′′dxdy

−
∫∫

uψ(5)dxdy −
∫ t

0

[ψu2xx]
∣∣
x=0

dy,∫∫
2uyyyyxuψdxdy = −

∫∫
u2yyψ

′dxdy∫∫
2uxxxuψdxdy =

∫∫
3u2xψ

′dxdy −
∫∫

u2ψ′′′dxdy,∫∫
2uxyyuψdxdy =

∫∫
u2yψ

′dxdy,∫∫
2uxuψdxdy = −

∫∫
u2ψ′dxdy,∫∫

2fuψdxdy =

∫∫
2f0uψdxdy −

∫∫
2f1(uψ)xdxdy.

В итоге, получим (4.68) где µ2 ≡ uxx
∣∣
x=0

. Из (4.79) следует, что (для произ-
вольного ε > 0)

|
∫∫

f1(uψ)xdxdy| ≤ c∥(|ux|+ |u|)(ψ′)1/4ψ1/4∥L2,+
∥f1ψ3/4(ψ′)−1/4∥L2,+

≤ c1
[
∥(|uxx + uyy|)(ψ′)1/2∥1/2L2,+

∥uψ1/2∥1/2L2,+
+ ∥uψ1/2∥L2,+

]
∥f1ψ3/4(ψ′)−1/4∥L2,+

≤ ε

∫∫
(u2xx + u2yy)ψ

′dxdy + c(ε)∥f1∥4/3
L
ψ3/2(x)(ψ′(x))−1/2

2,+

(

∫∫
u2ψdxdy)1/3

+c1∥f1∥
L
ψ3/2(x)(ψ′(x))−1/2

2,+

(

∫∫
u2ψdxdy)1/2,

(4.69)
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и, согласно (4.13),∫∫
u2x(ψ

′ + |ψ′′′|)dxdy ≤ ε

∫∫
u2xxψ

′dxdy + c(ε)

∫∫
u2ψdxdy. (4.70)

Кроме того,∫∫
u2yψ

′dxdy = −
∫∫

uuyyψ
′dxdy ≤ ε

∫∫
u2yyψ

′dxdy + c(ε)

∫∫
u2ψdxdy. (4.71)

Из (4.68)-(4.70), следует, что для гладких решений при t ∈ (0;T ]

∥u∥Xψ(x)(Π+
t )
+ ∥uxx

∣∣
x=0

∥L2(Bt)

≤ c
(
∥u0∥Lψ(x)2

+ ∥f0∥L1(0,t;L
ψ(x)
2 )

+ ∥f1∥L1(0,t;L
ψ(x)
2 )

)
.

(4.72)

В общем случае результаты этой леммы получаются за счет замыкания.

Лемма 4.9. Пусть ψ(x)- допустимая весовая функция такая, что ее производ-
ная ψ′(x) тоже является допустимой весовой функцией, u0 ∈ H̃

2,ψ(x)
+ , u0(0, y) =

u0x(0, y) ≡ 0, f ≡ f0 + f1, где f0 ∈ L2(0, T ; H̃
2,ψ(x)
+ ), f1 ∈ L2(0, T ;L

ψ2(x)/ψ′(x)
2,+ ). То-

гда существуют сильное решение u ∈ X2,ψ(x)(Π+
T ) задачи (4.17), (1.28)-(1.30) и

функция µ4 ∈ L2(BT ) такие, что для любого t ∈ (0, T )

∥u∥X2,ψ(x)(Π+
t )
+ ∥µ4∥L2(Bt) ≤ c(T )

(
∥u0∥H̃2,ψ(x)

+
+ ∥f0∥L2(0,t;H̃

2,ψ(x)
+ )

+∥f1∥L2(0,t;L
ψ2(x)/ψ′(x)
2,+ )

) (4.73)
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и для почти всех t ∈ (0, T )

d

dt

∫∫
(u2xx + u2yy + bu2x + bu2y)ψdxdy +

∫ L

0

(µ24ψ + 4µ4uxxxψ
′ + 2µ4uxxψ

′′

−2bµ4uxxψ − 3u2xxxψ
′′ − 2uxxxuxxψ

′′′ + 4buxxxuxxψ
′

+u2xxψ
(4) − 4bu2xxψ

′′ + (b2 + a)u2xxψ)
∣∣
x=0

dy

+

∫∫
(5u2xxxx + 6u2xxyy + 8bu2xxx + 6bu2xxy

+u2yyyy + 4bu2xyy + 2bu2yyy+

+(3b2 − a)u2xx + 4b2u2xy − abu2x + (b2 − a)u2yy)ψ
′dxdy

+

∫∫
(−5u2xxx − 6bu2xx − 5u2xyy − bu2yy − b2u2x − 5bu2xy − b2u2y)ψ

′′′dxdy

+

∫∫
(u2xx + u2yy + bu2x + bu2y)ψ

(5)dxdy

= 2

∫∫
(f0xxuxx + f0yyuyy + bf0xux + bf0yuy)ψdxdy

−2

∫ L

0

(f0(uxxψ)x − f0xuxxψ)
∣∣
x=0

dy

+2

∫∫
(f1[(uxxψ)xx + uyyyyψ − b(uxψ)x − buyyψ])dxdy.

(4.74)

Если f1 ≡ 0 тогда в тождестве (4.74) можно считать ψ(x) = 1.

Доказательство. Умножим (4.17) на 2(uxxρ(x))xx + 2uyyyyρ(x) − 2b(uxρ(x))x −
2buyyρ(x), где либо ρ ≡ ψ(x), либо ρ(x) ≡ 1 и проинтегрируем на Σ+.∫∫

2f0(uxxρ)xxdxdy =

∫∫
2f0(uxxxxρ+ 2uxxxρ

′ + uxxρ
′′)dxdy

=

∫∫
f0xxuxxρdxdy − 2

∫ L

0

(f0(uxxρ)x − f0xuxxρ)
∣∣
x=0

dy;∫∫
2f02uyyyyρdxdy =

∫∫
f0yyuyydxdy,

−
∫∫

2bf0(uxρ)xdxdy = −
∫∫

2bf0(uxxρ+ uxρ
′)dxdy = −

∫∫
2bf0xuxdxdy,

−
∫∫

2bf0uyyρdxdy =

∫∫
bf0yuydxdy;∫∫

(2f1[(uxxρ)xx + 2uyyyyρ− 2b(uxρ)x − 2buyyρ])dxdy;
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∫∫
2ut(uxxρ)xxdxdy =

d

dt

∫∫
u2xxρdxdy,∫∫

2utuyyyyρdxdy =
d

dt

∫∫
u2yyρdxdy,

−
∫∫

2but(uxρ)xdxdy =
d

dt

∫∫
bu2xρdxdy,

−
∫∫

2butuyyρdxdy =
d

dt

∫∫
bu2yρdxdy;∫∫

2aux[(uxxρ)xx + 2uyyyyρ− 2b(uxρ)x − 2buyyρ]dxdy

=

∫ L

0

au2xxρ
∣∣
x=0

dy − a

∫∫
[u2xx + bu2x − u2yy]ρ

′dxdy∫∫
2uxxxxxuxxxxρdxdy = −

∫ L

0

(u2xxxxρ)|x=0dy −
∫∫

u2xxxxρ
′dxdy,

∫∫
4uxxxxxuxxxρ

′dxdy =

∫ L

0

[4uxxxuxxxx − 2u2xxxρ
′]|x=0dy +

∫∫
[2u2xxxρ

′ − 4u2xxxxρ]dxdy,

∫∫
2uxxxxxuxxρ

′′dxdy =

∫ L

0

[2uxxxxuxxρ
′′ − u2xxxρ

′′ − 2uxxxuxx]|x=0dy

+

∫∫
u2xxxρ

′′′dxdy +

∫∫
2u2xxxρ

′′′dxdy +

∫∫
u2xxρ

(4)dxdy

∫∫
2buxxx(uxxρ)xxdxdy =

∫∫
2buxxx(uxxxxρ+ 2uxxxρ

′ + uxxρ
′′)dxdy

= −b
∫ L

0

[u2xxxρ+ u2xxρ
′′]|x=0dy −

∫∫
2bu2xxxρ

′dxdy −
∫∫

bu2xxρ
′′′dxdy

∫∫
2uyyyybuxxxρdxdy =

∫∫
2uyybuxxxyyρdxdy

=

∫∫
3bu2yyxρ

′dxdy −
∫∫

bu2yyρ
′′′dxdy
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−
∫∫

2b2uxxx(uxρ)xdxdy = −
∫∫

2b2uxxx(uxxρ+ uxρ
′)dxdy

= −
∫∫

b2(u2xx)xρdxdy −
∫∫

2b2uxxxuxρdxdy

=

∫ L

0

b2u2xx
∣∣
x=0

dyρ+

∫∫
b2u2xxρ

′dxdy +

∫ L

0

2b2uxxuxρ
∣∣
x=0

dy

+

∫∫
2b2u2xxρdxdy +

∫∫
2b2uxxuxρ

′dxdy

=

∫ L

0

b2u2xxρ
∣∣
x=0

dy +

∫∫
b2u2xxρ

′dxdy +

∫ L

0

2b2uxxuxρ
∣∣
x=0

dy

+

∫∫
2b2u2xxdxdy −

∫ L

0

b2u2xρ
′∣∣
x=0

dy −
∫∫

b2u2xρ
′′dxdy

−
∫∫

2b2uxxxuyyρdxdy =

∫∫
2b2uxxxyuyρdxdy

= −
∫ L

0

2b2uxxyuyρ
∣∣
x=0

dy −
∫∫

b2(u2xy)xρdxdy −
∫∫

2b2uxxyuyρdxdy

= −
∫ L

0

2b2uxxyuyρ
∣∣
x=0

dy +

∫ L

0

b2u2xyρ
∣∣
x=0

dy +

∫∫
b2u2xyρ

′dxdy +

∫ L

0

2b2uxyuyρ
∣∣
x=0

dy

+

∫∫
2b2u2xyρdxdy −

∫ L

0

b2u2yρ
′∣∣
x=0

dy −
∫∫

b2u2yρ
′′dxdy∫∫

2buyyx(uxxxρ+ 2uxxxρ
′ + uxxρ

′′)dxdy

= −
∫∫

2buyxuxxxyρdxdy −
∫∫

4buyxuxxxyρ
′ −

∫∫
2buyxuxxyρ

′′dxdy

=∫∫
2buyyxuyyyyρdxdy = −

∫∫
2buyyyxuyyyρdxdy = −

∫∫
2b(u2yyy)xρdxdy

=

∫ L

0

2bu2yyyρ
∣∣
x=0

dy −
∫∫

2bu2yyyρ
′dxdy

−
∫∫

2b2uyyx(uxρ)xdxdy = −
∫∫

2b2uyyx(uxxρ+ uxρ
′)dxdy

= −
∫∫

2b2uyx(uxxyρ+ uyρ
′)dxdy = −

∫∫
b2(uxy)

2
xρdxdy −

∫∫
b2(u2y)xρ

′dxdy

=

∫∫
b2u2xyρ

′dxdy +

∫∫
b2u2yρ

′′dxdy
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−
∫∫

4b2uyyxuyyρdxdy = −
∫∫

2b2(u2yy)xρdxdy =

∫∫
2b2u2yyρ

′dxdy

Таким образом мы получаем тождество (4.74) для µ4 ≡ uxxxx|x=0, где ψ заме-
нено на ρ. Где, согласно (4.14) для произвольного ε > 0∫ L

0

u2xxx
∣∣
x=0

dy ≤ ε

∫∫
u2xxxxψ

′dxdy + c(ε)

∫∫
u2xxψdxdy, (4.75)

Аналогично (4.70) и (4.71)∫∫
(u2xxx + u2yyy + u2xyy + u2xxy)ψ

′dxdy ≤ ε

∫∫
(u2xxxx + u2yyyy + u2xxyy)ψ

′dxdy

+c(ε)

∫∫
(u2xx + u2yy)ψdxdy,

(4.76)

и

|
∫∫

f1[(uxxψ)xx + uyyyyψ]dxdy| ≤ ε

∫∫
(u2xxxx + u2yyyy + u2xx)ψ

′dxdy

+c(ε)

∫∫
f 21ψ

2(ψ′)−1dxdy.

(4.77)

Из неравенств (4.72), (4.75)-(4.77) и тождества (4.74) следует, что для гладкого
решения при t ∈ (0, T ]

∥u∥X2,ψ(x)(Π+
t )
+ ∥uxxxx

∣∣
x=0

∥L2(Bt) ≤ c(T )
(
∥u0∥H̃2,ψ(x)

+
+ ∥f0∥L2(0,t;H̃

2,ψ(x)
+ )

+∥f1∥L2(0,t;L
ψ2(x)/ψ′(x)
2,+ )

)
.

(4.78)

Лемма 4.10. Пусть условие Леммы 4.9 выполнено при ψ(x) ≡ e2αx и некоторого
α > 0. Пусть F ∈ C1(R), F (0) = 0. Рассмотрим сильное решение u ∈ X2,ψ(x)(Π+

T )
задачи (4.17), (1.28)-(1.30). Тогда для почти всех t ∈ (0, T )

d

dt

∫∫
F ∗(u)ρdxdy +

∫∫
F ′(u)ux(uxxxx − buxx + uyyyy − buyy)ρdxdy+∫∫

F (u)(uxxxx − buxx + uyyyy − buyy)ρ
′dxdy

−a
∫∫

F ∗(u)ρ′dxdy =

∫∫
F (u)fρdxdy.

(4.79)

где либо ρ(x) = 1, либо ρ(x) допустимая весовая функция такая, что ρ(x) ≤
cψ(x) ∀x ≥ 0.
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Доказательство. В гладком случае равенство (4.79) можно вывести умножая (4.17)
на F (u(t, x, y))ρ(x) и интегрируя.∫∫

utF (u)ρdxdy =
d

dt

∫∫
F ∗(u)ρdxdy,∫∫

uxxxxxF (u)ρdxdy = −
∫∫

(F (u))xuxxxxρdxdy −
∫∫

F (u)uxxxxρ
′dxdy

= −
∫∫

F ′(u)uxuxxxxdxdy −
∫∫

F (u)uxxxxρ
′dxdy,∫∫

uyyyyxF (u)ρdxdy = −
∫∫

(F (u))xuyyyyρdxdy −
∫∫

F (u)uyyyyρ
′dxdy

= −
∫∫

F ′(u)uxuyyyyρdxdy −
∫∫

F (u)uyyyyρ
′dxdy,∫∫

uxxxF (u)ρdxdy = −
∫∫

(F (u))xuxxρdxdy −
∫∫

F (u)uxxρ
′dxdy

= −
∫∫

F ′(u)uxuxxρdxdy −
∫∫

F (u)uxxρ
′dxdy,∫∫

uyyxF (u)ρdxdy = −
∫∫

(F (u))xuyyρdxdy −
∫∫

F (u)uyyρ
′dxdy

= −
∫∫

F ′(u)uxuyyρdxdy −
∫∫

F (u)uyyρ
′dxdy,∫∫

uxF (u)ρdxdy = −
∫∫

(F (u))xuρdxdy −
∫∫

F (u)uρ′dxdy

= −
∫∫

F ′(u)uxuρdxdy −
∫∫

F (u)uρ′dxdy.

В общем случае это тождество можно получить замыканием, что возможно, по-
скольку X2,ψ(x)(Π+

T ) ⊂ L∞(Π+
T ) и ψ ∼ ψ′.

4.2 Существование решений
В этом разделе будет доказано существование решений из первых двух теорем.

Лемма 4.11. Пусть F ∈ C1(R), F (0) = 0. |F ′(u)| ≤ c ∀u ∈ R. ψ(x) ≡ e2αx

для некоторого α > 0, u0 ∈ L
ψ(x)
2,+ , f ∈ L1(0, T ;L

ψ(x)
2,+ ). Тогда задача (1.27)-(1.30)

имеет единственное решение u ∈ Xψ(x)(Π+
T ).

Доказательство. Используем принцип сжимающих отображений. Для t0 ∈ (0, T ]
зададим отображение Λ на Xψ(x)(Π+

T ) следующим образом: u = Λv ∈ Xψ(x)(Π+
t0) -

это слабое решение линейной задачи

ut − (uxxxx + uyyyy)x + b(uxx + uyy)x + aux = f(t, x, y)− (F (v))x, (4.80)
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в Π+
t0 и граничные условия (1.28)-(1.30).
Заметим, что ψ3/2(ψ′)−1/2 ≤ cψ, |F (v)| ≤ c|v|. Таким образом, из Леммы 4.8

следует, что существует отображение Λ. Кроме того, для функций v, ṽ ∈ Xψ(x)(Π+
t0)

используя неравенство (4.67) можно получить:

∥Λv∥Xψ(x)(Π+
t0
) ≤ c(T )

(
∥u0∥Lψ(x)2

+ ∥f0∥L1(0,t;L
ψ(x)
2 )

+ ∥f1∥
L4/3(0,T ;L

ψ3/2(x)(ψ′(x))−1/2

2,+ )

≤ c(T )
(
∥u0∥Lψ(x)2

+ ∥f0∥L1(0,t;L
ψ(x)
2 )

+ ∥v∥
L4/3(0,T ;L

ψ3/2(x)(ψ′(x))−1/2

2,+ )

≤ c(T )
(
∥u0∥Lψ(x)2

+ ∥f0∥L1(0,t;L
ψ(x)
2 )

+ (

∫ t

0

(

∫∫
v2ψdxdy)4/6dτ)3/4

≤ c(T )(∥u0∥Lψ(x)2,+
+ ∥f∥

L1(0,T ;L
ψ(x)
2,+ )

+ t
3/4
0 ∥v∥Xψ(x)(Π+

t0
)),

∥Λv − Λṽ∥Xψ(x)(Π+
t0
) ≤ c(T )t

3/4
0 ∥v − ṽ∥Xψ(x)(Π+

t0
).

(4.81)

откуда сначала удается получить локальный результат. Далее, поскольку постоян-
ная в правой части приведенных выше неравенств равномерна относительно u0 и
f , можно стандартными рассуждениями распространить решение на весь отрезок
времени [0, T ].

Доказательство Теоремы 1.6. Для h ∈ (0; 1] рассмотрим множество начально-
краевых задач

ut − (uxxxx + uyyyy)x + b(uxx + uyy)x + aux + F ′
h(u)ux = fh(t, x, y), (4.82)

с начальным условием
u
∣∣
t=0

= u0h(x), (4.83)

с граничными условиями (1.29) и (1.30), где

fh(t, x, y) ≡ f(t, x, y)η(1/h− x), u0h(x, y) ≡ u0(x)η(1/h− x). (4.84)

F ′
h(u) ≡ F ′(u)η(2− h|u|), Fh(u) ≡

∫ u

0

F ′
h(θ)dθ. (4.85)

Заметим, что Fh(u) = F (u) если |u| ≤ 1/h, F ′
h(u) = 0 если |u| ≥ 2/h, |F ′

h(u)| ≤ c(h)
∀u и функция Fh удовлетворяет неравенству (1.34) равномерно по h.

Из Леммы 4.11 следует, что существует единственное решение рассматривае-
мой задачи uh ∈ Xe2αx(Π+

T ) для любого α > 0.
Далее, устанавливаем соответствующие оценки для функций uh равномерно по

h (для простоты опускаем нижний индекс h на промежуточных шагах). Сперва,
заметим, что F ′(u)ux ∈ L1(0, T ;L

ψ(x)
2,+ ) и условие Леммы 4.8 выполнено (для f1 ≡
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0). Тогда из равенства (4.68) следует, что для ρ(x) ≡ 1 и для ρ(x) ≡ ψ:

d

dt

∫∫
u2ρdxdy + ρ(0)

∫ L

0

µ22
∣∣
x=0

dy

+

∫∫
[5u2xx + u2yy + 3bu2x + bu2y − au2]ρ′dxdy

−
∫∫

[5u2x + bu2]ρ(3)dxdy +

∫∫
u2ρ(5)dxdy

= 2

∫∫
fuρdxdy +

∫∫
(F ′(u)u)∗ρ′dxdy.

(4.86)

Выбираем ρ ≡ 1 равномерно по h и L мы получаем

∥uh∥C([0,T ];L2,+) ≤ c. (4.87)

Пусть ρ ≡ ψ. Заметим, что равномерно по h

|(F ′
h(u)u)

∗| ≤ c|u|p+2. (4.88)

Пусть q = p + 2, s = s0(q) из (4.11), ψ1(x) ≡ ψ′(x), ψ2(x) ≡ (ψ′(x))
2(1−qs)
q(1−2s) (qs =

p/4 < 1). Применяя (4.12), мы получаем, что∫∫
|u|p+2ψ′dxdy =

∫∫
|u|qψqs1 ψ

q(1/2−s)
2 dxdy

≤ c
( ∫∫

(u2xx + u2yy + u2)ψ1dxdy
)qs( ∫∫

u2ψ2dxdy
)q(1/2−s)

= c
( ∫∫

(u2xx + u2yy + u2)ψ1dxdy
)qs( ∫∫

(u2ψ′)
2(1−qs)
q(1−2s)u

2(q−2)
q(1−2s)dxdy

)q(1/2−s)
≤ c

( ∫∫
(u2xx + u2yy + u2)ψ1dxdy

)p/4( ∫∫
u2ψ′dxdy

)(4−p)/4( ∫∫
u2dxdy

)p/2
,

(4.89)

где

q(
1

2
− s)

2(1− qs)

q(1− 2s)
= 1− qs =

p− 4

4
, q(

1

2
− s)

q − 2

q(1− 2s)
=
q − 2

2
=
p

2
.

Так как оценка нормы функции uh в пространстве L2,+ уже получена в (4.87), то
из (4.86), (4.88) и (4.89) следует, что (равномерно по h):

∥uh∥Xψ(x)(Π+
T )

≤ c. (4.90)
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Используем (4.86), где ρ заменено на ρ0(x− x0) для любого x0 ≥ 0, то есть:

d

dt

∫∫
u2ρ0(x− x0)dxdy + ρ0(x− x0)

∫ L

0

µ22
∣∣
x=0

dy

+

∫∫
[5u2xx + u2yy + 3bu2x + bu2y − au2]ρ0(x− x0)

′dxdy

−
∫∫

[5u2x + bu2]ρ0(x− x0)
(3)dxdy +

∫∫
u2ρ0(x− x0)

(5)dxdy

= 2

∫∫
fuρ0(x− x0)dxdy +

∫∫
(F ′(u)u)∗ρ0(x− x0)

′dxdy.

Тогда из (1.31) следует, что

λ+(uhxx;T ) + λ+(uhyy;T ) ≤ c. (4.91)

Пусть Σn = (0, n) × (0, L), Qn = (n, n + 1) × (0, L). Применим интерполяционное
неравенство из книги [13] для области Qn, и получаем, что:

∥f∥L∞(Qn) ≤ c(L)(

∫∫
Qn

(f 2xx + f 2yy + f 2)dxdy)1/4(

∫∫
Qn

f 2dxdy)1/4,

тогда согласно (4.90) и (4.91), равномерно по h

∥uh∥L4(0,T ;L∞(Σn)) ≤ c(L)∥uh∥1/2C([0,T ];L2,+)
∥uh∥1/2L2(0,T ;H2(Σn))

≤ c(n, L), (4.92)

и, следовательно, также равномерно по h

∥Fh(uh)∥L4/p(0,T ;L2(Σn)) ≤ c∥|uh|p+1∥L4/p(0,t;L2(Σn))

≤ c∥uh∥pL4(0,T ;L∞(Σn))
∥uh∥pC([0,T ];L2,+)

≤ c(n, L).
(4.93)

Тогда из уравнения (1.27) следует, что (равномерно по h)

∥uht∥L1(0,T ;H−5(Σn)) ≤ c(n, L). (4.94)

uh → u *-слабо в L∞(0, T ;L
ψ(x)
2,+ )

uhxx, uhyy → uxx, uyy слабо в L2(0, T ;L
ψ′(x)
2,+ )

uh → u сильно в Lmax(2,4/(4−p))(0, T ;L2(Σn)) ∀n
Пусть ϕ пробная функция удовлетворяет Определению (4.1) и имеет носитель

suppϕ ∈ Σn. Тогда, так как

|Fh(uh)− Fh(u)| ≤ c(|uh|p + |u|p)|uh − u|, (4.95)
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то используя (4.94), мы получаем, что∫ T

0

∫∫
Σn

|Fh(uh)− Fh(u)|dxdydt ≤ c(n)

∫ T

0

(∥uh∥pL∞(Σn)
+ ∥uh∥pL∞(Σn)

)∥uh − u∥L2(Σn)dt

≤ c(n)(∥uh∥pL4(0,T ;L∞(Σn))
+ ∥u∥pL4(0,T ;L∞(Σn))

)∥uh − u∥L4/(4−p)(0,T ;L2(Σn)) → 0.

Кроме того, ∫ T

0

∫∫
Σn

|Fh(uh)− Fh(u)|dxdydt→ 0,

так как аналогично (4.93) Fh(u), F (u) ∈ L1((0, T )×Σn). Таким образом, предель-
ная функция u ∈ L∞(0, T ;L

ψ(x)
2,+ ), u ∈ L2(0, T ; H̃

2,ψ′(x)
+ ), λ+(uxx;T ).

Далее, заметим, что для любой пробной функции из Определения (4.1) имеет
место F (u)ϕx ∈ L∞(0, T ;L1,+) если p ≤ 1. В случае p > 1

∥F (u)ϕ∥L1(Π
+
T )

≤ c

∫ T

0

∥u(ψ′)1/4ψ1/4∥pL∞,+

∫∫
|uϕx|(ψ′)−p/4ψ−p/4dxdydt

≤ c1

∫ T

0

[( ∫∫
(u2xx + u2yy + u2)ψ′dxdy

)p/4( ∫∫
u2ψdxdy

)(p+2)/4

≤ (

∫∫
ϕ2x(ψ

′)−p/2ψ−(1+p)/2dxdy)1/2
]
dt <∞.

(4.96)

так как (ψ′)−p/2ψ−(1+p)/2 ≤ c(1 + x)pn/4 в силу дополнительного свойства функции
ψ. Приближая любую функцию из Определения (4.1) финитными функциями и
переходя к пределу, получаем равенство (1.27) в общем случае.

Наконец, заметим, что аналогично (4.94) ut ∈ L1(0, T ;H
−5(Σn)) ∀n. Так как

u ∈ L∞(0, T ;L
ψ(x)
2,+ ), то после изменения на множестве нулевой меры мы получаем,

что u ∈ Cω([0, T ];L
ψ(x)
2,+ ). В итоге, u ∈ X

ψ(x)
ω (Π+

T ). Теорема доказана.

Лемма 4.12. Пусть F ∈ C2(R), F (0) = 0, |F ′(u)|, |F ′′(u)| ≤ c ∀u ∈ R, ψ(x) ≡
e2αx для некоторых α > 0, u0 ∈ H̃

2,ψ(x)
+ , u0(0, y) = u0x(0, y) ≡ 0, f ∈ L2(0, T ; H̃

2,ψ(x)
+ ).

Тогда существует t0 ∈ (0, T ] такое, что задача (1.27)-(1.30) имеет единствен-
ное сильное решение u ∈ X2,ψ(x)(Π+

t0).

Доказательство. По аналогии с доказательством Леммы 4.11 построим решение
как неподвижную точку отображения Λ заданного в пространстве X2,ψ(x)(Π+

t0).
Здесь ψ2/ψ′ ∼ ψ и Лемма 4.9 при f0 ≡ f , f1 ≡ F ′(v)vx обеспечивает существо-
вание такого отображения. Кроме того, для функции v,∈ X2,ψ(x) (Π+

t0) согласно
неравенству (4.74)

∥Λv∥X2,ψ(x)

≤ c(T )(∥u0∥H̃2,ψ(x)
+

+ ∥f∥
L2(0,T ;H̃

2,ψ(x)
+ )

+ ∥F ′(v)vx∥L2(0,T ;H̃
2,ψ(x)
+ ))

≤ c(T )(∥u0∥H̃2,ψ(x)
+

+ ∥f∥
L2(0,T ;H̃

2,ψ(x)
+ )

+ t
1/2
0 ∥v∥X2,ψ(x)),

(4.97)
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и, так как |F ′(v)vx − F ′(ṽ)ṽx| ≤ c(|vx|+ |ṽx|)|v − ṽ|+ c|vx − ṽx|,

∥Λv − Λṽ∥X2,ψ(x) ≤ c(T )t
1/2
0 (∥v∥X2,ψ(x) + ∥ṽ∥X2,ψ(x))∥v − ṽ∥X2,ψ(x), (4.98)

откуда следует утверждение леммы.

Доказательство Теоремы 1.7. Докажем, что если X2,e2αx(Π+
T ), α > 0 - решение

задачи (1.27)-(1.30) для некоторого T ′ ∈ (0, T ], где функция F ∈ C2(R) удовле-
творяет (1.34), тогда для некоторой допустимой весовой функции ψ(x) такой, что
ее производная ψ′ так же является допустимой весовой функцией и ψ(x) ≤ ce2αx,
∀x ≥ 0,

∥u∥X2,ψ(x)(Π+
T ′)

≤ c(T, ∥u0∥H̃2,ψ(x)
+

, ∥f∥
L2(0,T ;H̃

2,ψ(x)
+ )

). (4.99)

Используя(4.86), где µ2 = uxx|x=0 мы получим

∥u∥Xψ(x)(Π+
T ′)

+ ∥uxx|x=0∥L2(BT ′) ≤ c. (4.100)

Далее, поскольку выполнены условия Леммы 4.9 и Леммы 4.10, выпишем соответ-
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ствующие аналоги равенств (4.74) и (4.79) и вычтем из первого удвоенный второй:

d

dt

∫∫
(u2xx + u2yy + bu2x + bu2y)ρdxdy +

∫
(u2xxxxρ+ 4uxxxxuxxxρ

′ + 2uxxxxuxxρ
′′

−2buxxxxuxxρ− 3u2xxxρ
′′ − 2uxxxuxxρ

′′′ + 4buxxxuxxρ
′

+u2xxρ
(4) − 4bu2xxρ

′′ + (b2 + a)u2xxρ)
∣∣
x=0

dy

+

∫∫
(5u2xxxx + 6u2xxyy + 8bu2xxx + 6bu2xxy

+u2yyyy + 4bu2xyy + 2bu2yyy+

+(3b2 − a)u2xx + 4b2u2xy − abu2x + (b2 − a)u2yy)ρ
′dxdy

+

∫∫
(−5u2xxx − 6bu2xx − 5u2xyy − bu2yy − b2u2x − 5bu2xy − b2u2y)ρ

′′′dxdy

+

∫∫
(u2xx + u2yy + bu2x + bu2y)ρ

(5)dxdy

− d

dt

∫∫
F ∗(u)ρdxdy −

∫∫
F ′(u)ux(uxxxx − buxx + uyyyy − buyy)ρdxdy

−
∫∫

F (u)(uxxxx − buxx + uyyyy − buyy)ρ
′dxdy

+a

∫∫
F ∗(u)ρ′dxdy)

= 2

∫∫
(f0xxuxx + f0yyuyy + bf0xux + bf0yuy)ρdxdy

−2

∫
(f0(uxxρ)x − f0xuxxψ)

∣∣
x=0

dy

+2

∫∫
(f1[(uxxρ)xx + uyyyyρ− b(uxρ)x − buyyρ])dxdy −

∫∫
F (u)fρdxdy,
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тогда с помощью (4.75) и (4.76) для достаточно малых ε получаем

d

dt

∫∫
(u2xx + u2yy + bu2x + bu2y − 2F ∗(u))ρdxdy +

∫
(u2xxxxρ)

∣∣
x=0

dy

+

∫∫
(5u2xxxx + 6u2xxyy + u2yyyy)ρ

′dxdy

≤
∫∫

2F (u)(uxxxx − buxx + uyyyy − buyy)ρ
′dxdy − 2a

∫∫
F ∗(u)ρ′dxdy

+ε

∫
u2xxxx

∣∣
x=0

dy + c(ε)

∫
u2xx

∣∣
x=0

dy + ε

∫∫
(u2xxxx + u2xxyy + u2yyyy)ρ

′dxdy

+c(ε)

∫∫
(u2xx + u2yy)ρdxdy + c

∫∫
(f 2xx + f 2yy + f 2)ρdxdy

+2

∫∫
(F ′(u)ux[2uxxxρ

′ + uxxρ
′′ − buxρ

′])dxdy − 2

∫∫
F (u)fρdxdy

−2

∫∫
(F ′(u)F (u))∗ρ′dxdy.

(4.101)

Выбираем ρ ≡ 1. Заметим, что из (1.34) и (4.100) следует∫∫
|F ∗(u)|dxdy ≤ c∥u∥pL∞,+

∥u∥L2,+
≤ c1(

∫∫
(u2xx + u2yy + u2)dxdy)p/4, (4.102)∫∫

F (u)fdxdy ≤ c∥u∥pL∞,+
∥u∥L2,+

∥f∥L2,+
. (4.103)

Таким образом, из (4.101) следует, что

∥uxx∥L∞(0,T ′;L2,+) + ∥uyy∥L∞(0,T ′;L2,+) ≤ c. (4.104)

В частности
∥uxx∥L∞(Π+

T ′)
≤ c. (4.105)

Теперь, в (4.101) выбираем ρ(x) ≡ ψ(x). Из (4.105) следует, что |F (u)| ≤ c|u|, и
тога легко вытекает оценка (4.99).

Заметим, что из (4.101) (где ρ(x) ≡ ρ0(x− x0) для любого x0 ≥ 0) следует, что

λ+(uxxxx;T
′) + λ+(uxxyy;T

′) + λ+(uyyyy;T
′) ≤ c. (4.106)

Для завершения доказательства рассмотрим множество начально-краевых задач
(4.82), (4.83), (1.29), (1.30). Из Леммы 4.12 следует, что для любого h ∈ (0, 1]
существует решение такой задачи uh ∈ X2,ψ(x)(Π+

t0(h)
) Затем с помощью оценки

(4.99) продолжим это решение сначала на весь отрезок времени [0, T ], а затем,
аналогично окончанию доказательства предыдущей теоремы, перейдем к преде-
лу при h → +∞ и построим желаемое решение. Заметим, что согласно (4.105)
F (u)ϕx ∈ L1(Π

+
T ) ∀p, без каких-либо дополнительных предположений о весовой

функции ψ.
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4.3 Единственность решений
В следующем разделе мы докажем единственность решений в первых двух теорем.
Теорема 4.1. Пусть F ∈ C1(R) и неравенство (1.34) выполнено для p ∈ [0, 3],
ψ(x) - допустимая весовая функция такая, что ее производная ψ′(x) тоже яв-
ляется допустимой весовой функцией и неравенство (1.35) выполнено. Тогда для
любого T > 0 и M > 0 существует постоянная c = c(T,M), такая, что для для
любых двух слабых решений u(t, x, y) и ũ(t, x, y) задачи (1.27)-(1.30), удовлетво-
ряющих условию ∥u∥

X
ψ(x)
ω (Π+

T )
,∥ũ∥

X
ψ(x)
ω (Π+

T )
≤M с входными данными u0, ũ0 ∈ L

ψ(x)
2,+ ,

f , f̃ ∈ L1(0, T ;L
ψ(x)
2,+ ), имеет место следующее неравенство:

∥u− ũ∥
X
ψ(x)
ω (Π+

T )
≤ c(∥u0 − ũ0∥Lψ(x)2,+

+ ∥f − f̃∥
L1(0,T ;L

ψ(x)
2,+ )

). (4.107)

Доказательство. Пусть ω ≡ u − ũ, ω0 ≡ u0 − ũ0, F ≡ f − f̃ . Для функции ω
применим Лемму 4.8, где f1 ≡ 0. Заметим, что из неравенства (1.35) следует, что

(
ψ

ψ′ )
1/4 ≤ c

− 1
4

0 (
ψ

ψ′ )
1/4(ψ′)

p+1
4 ψ

p−1
4 ≤ c(ψ′)p/4ψp/4

Таким образом

(

∫∫
|u|2pu2xψdxdy)1/2 ≤ ∥|u|p(ψ/ψ′)1/4∥L∞,+

[

∫∫
u2x(ψ

′ψ)1/2dxdy]1/2

≤ c∥u(ψ′)1/4ψ1/4∥pL∞,+
∥u(ψ′)1/4ψ1/4∥2L2,+

≤ c1(

∫∫
(u2xx + u2yy + u2)ψ′dxdy)p/4+1/4(

∫∫
u2ψdxdy)p/4+1/4,

(4.108)

и, следовательно, F ′(u)ux ∈ L1(0, T ;L
ψ(x)
2,+ ) так как p ≤ 3. Таким образом, условия

Леммы 4.8 выполнены.
В итоге, из (4.68) мы получаем, что при t ∈ (0, T ]∫∫

ω2ψdxdy + ψ(0)

∫ L

0

µ22
∣∣
x=0

dy

+

∫ t

0

∫∫
[5ω2

xx + ω2
yy + 3bω2

x + ω2
y − aω2]ψ′dxdydτ ≤

∫∫
ω2
0ψdxdy

+c

∫ t

0

∫∫
ω2ψdxdydτ + 2

∫ t

0

∫∫
(F − ((F (u))x − (F (ũ))x))ωψdxdtdτ.

(4.109)

Где

2|
∫ t

0

∫∫
(F ′(u)ux − F ′(ũ)ũx)ωψdxdt| = 2|

∫ t

0

∫∫
(F (u)− F (ũ)(ωψ)xdxdt|

≤ c

∫∫
(|u|p + |ũ|p)|ω(ωψ)x|dxdy,

(4.110)



88

где по аналогии с (4.108)∫∫
|u|p|ωωx|ψdxdy ≤ ∥|u|p(ψ/ψ′)1/4∥L∞,+

(

∫∫
ω2
x(ψ

′)1/2ψ1/2dxdy)1/2(

∫∫
ω2ψdxdy)1/2

≤ c(

∫∫
(u2xx + u2yy + u2)ψ′dxdy)p/4(

∫∫
u2ψdxdy)p/4

(

∫∫
(ω2

xx + ω2
yy + ω2)ψ′dxdy)1/4(

∫∫
ω2ψdxdy)3/4

≤ ε

∫∫
(ω2

xx + ω2
yy + ω2)ψ′dxdy

+c(ε)(

∫∫
(u2xx + u2yy + u2)ψ′dxdy)p/3

∫∫
ω2ψdxdy,

(4.111)
где ε > 0 может быть выбран сколь угодно малым. Тогда из оценок (4.109), (4.111)
следует искомый результат.

Из следующей теоремы следует единственность решения в Теореме 1.7.

Теорема 4.2. Пусть функция F ∈ C2(R) удовлетворяет условию (1.36). Пусть
ψ(x) – допустимая весовая функция такая, что ее производная ψ′(x) также
является допустимой весовой функцией и условие (1.37) выполнено. Тогда для
любых T > 0 и M > 0 существует константа c = c(T,M) такая, что для
двух любых сильных решений u(t, x, y) и ũ(t, x, y) задачи (1.27)-(1.30) таких,
что ∥u∥

X
2,ψ(x)
ω (Π+

T )
,∥ũ∥

X
2,ψ(x)
ω (Π+

T )
≤ M , с входными данными u0, ũ0 ∈ L

ψ(x)
2,+ , f ,f̃ ∈

L1(0, T ;L
ψ(x)
2,+ ), выполнено неравенство (4.107).

Доказательство. В значительной степени доказательство повторяет доказатель-
ство Теоремы 4.1. Заметим, что тут, очевидно, F ′(ũ)ux, F ′(ũ)ũx ∈ L∞(0, T ;L

ψ(x)
2,+ ),

таким образом имеет место тождество (4.109). Отличие связано только с нелиней-
ным слагаемым. По сравнению с (4.110) мы оцениваем его следующим образом:
поскольку

F ′(u)ux − F ′(ũ)ũx = (F ′(u)− F (ũ))ux + F ′(ũ)ωx,

2|
∫∫

(F ′(u)ux − F ′(ũ)ũx)ωψdxdy| = |2
∫∫

(F ′(u)

−F ′(ũ))uxωψdxdy −
∫∫

F ′′(ũ)ũxω
2ψdxdy −

∫∫
F ′(ũ)ω2ψ′dxd|

≤ c

∫∫
(|u|q + |ũ|q)(|ux|+ |ũx|)ω2ψdxdy + c

∫∫
ω2ψdxdy.

(4.112)

Из (1.37) следует, что

ψ ≤ cψ′ r−2
2r ψ

qr+2
2r ψ

1
r = cψ(q+1)/2(ψ′)(r−2)/(2r)ψ(r+2)/(2r).
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Тогда получаем∫∫
|u|q|ux|ω2ψdxdy ≤ c

∫∫
|u|qψq/2|ux|ψ1/2ω2(ψ′)2s0ψ1−2s0dxdy

≤ ∥uψ1/2∥qL∞,+
∥uxψ1/2∥L r

r−2 ,+
∥ω(ψ′)s0ψ1/2−s0∥2Lr,+

≤ c∥u∥q+1

H̃
2,ψ(x)
+

(

∫∫
(ω2

xx + ω2
yy + ω2)ψ′dxdy)2s0(

∫∫
ω2ψdxdy)1−2s0

≤ ε

∫∫
(ω2

xx + ω2
yy + ω2)ψ′dxdy + c(ε)

∫∫
ω2ψdxdy,

(4.113)

где s0(r) = 1
4 −

1
2r ≤ 1

2 и 2 ≤ r
r−2 < +∞. Искомый результат следует из (4.109),

(4.112) и (4.113).

Теорема 4.3. Пусть функция g ∈ C2(R) удовлетворяет условию (1.36). Пусть
ψ(x) – допустимая весовая функция такая, что ее производная ψ′(x) также
является допустимой весовой функцией и для некоторой положительной кон-
станты c0

ψ′(x)ψq(x) ≥ c0 ∀x ≥ 0. (4.114)

Тогда для любых T > 0 и M > 0 существует константа c = c(T,M) такая, что
для любых двух сильных решений u(t, x, y) и ũ(t, x, y) задачи (1.27)-(1.30), удовле-
творяющих условию ∥u∥

X
2,ψ(x)
ω

,∥ũ∥
X

2,ψ(x)
ω

≤ M , с соответствующими входными
данными u0, ũ0 ∈ H

2,ψ(x)
+ , f, f̃ ∈ L2(0, T ; H̃

2,ψ(x)
+ ), u0(0, y) = ũ0(0, y) = u0x(0, y) =

ũ0x(0, y) ≡ 0, выполнено следующее неравенство:

∥u− ũ∥
X

2,ψ(x)
ω (Π+

T )
≤ c(∥u0 − ũ0∥H2,ψ(x)

+
+ ∥f − f̃∥

L2(0,T ;H
2,ψ(x)
+ )

). (4.115)

Доказательство. Для начала заметим, что условие Теоремы 4.2 выполнено и, сле-
довательно, имеет место неравенство (4.107).

Пусть F ′
1(u) ≡ F ′(u)− F ′(0), тогда в соответствии с (1.36)

|F ′
1(u)| ≤ c|u|q+1. (4.116)

Соединим слагаемое F ′(0)ux с линейным членом aux и рассмотрим уравнение типа
(1.27), где F ′ заменено на F ′

1. Из условие (4.114) следует, что

ψ2(x)

ψ′(x)
≤ c

ψ2(x)

ψ′(x)
ψ′(x)ψq(x) ≤ cψq+2(x). (4.117)

В частности, от сюда следует, что F ′
1(u)ux, F ′

1(ũ)ũx ∈ L∞(0, T ;L
ψ2/ψ′(x)
2,+ ). Запишем
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аналоги (4.74) при ω ≡ u− ũ и f1 ≡ F ′
1(u)ux − F ′

1(ũ)ũx, отсюда∫∫
(ω2

xx + ω2
yy + bω2

x + bω2
y)ψdxdy +

∫ t

0

∫∫
(5u2xxxx + 6u2xxyy + u2yyyy)ψ

′dxdydτ

≤
∫∫

(ω2
0xx + ω2

0yy + bω2
0x + bω2

0y)ψdxdy + c

∫ t

0

∫∫
(F ′

1(u)ux − F ′
1(ũ)ũx)

2ψ
2

ψ′ dxdydτ

+ε

∫ t

0

∫∫
(ω2

xxxx + ω2
xxyy + ω2

yyyy)ψ
′dxdydτ + c(ε)

∫ t

0

∫∫
(ω2

xx + ω2
yy + ω2)ψdxdydτ

+c

∫ t

0

∫∫
(F 2

xx + F 2
yy + F 2)ψdxdydτ,

(4.118)
Для оценки интеграла с нелинейным слагаемым используем (4.116), (4.117) и со-
ответствующий аналог (4.112):∫∫

(F ′
1(u)ux − F ′

1(ũ)ũx)
2ψ

2

ψ′ )dxdyd ≤ c

∫∫
(|u|2q + |ũ|2q)u2xω2ψq+2dxdy

+c

∫∫
|ũ|2q+2ω2

xψ
q+2dxdy,

(4.119)

где ∫∫
|u|2qu2xω2ψq+2dxdy ≤ ∥uψ1/2∥L∞,+

∥uxψ1/2∥L6,+
∥ωψ1/2∥L3,+

≤ c∥u∥2q+2

H̃
2,ψ(x)
+

∫∫
(ω2

xx + ω2
yy + bω2

x + bω2
y)dxdy,∫∫

|ũ|2q+2ω2
x

psiq+2dxdy ≤ ∥uψ1/2∥2q+2
L∞,+

∫∫
ω2
xψdxdy.

(4.120)

В итоге, формулировка теоремы следует из неравенства (4.118)-(4.120).

4.4 Убывание решений при больших временах
Далее, мы приведем доказательство оставшихся двух теорем о затухании решений
на бесконечности.

Доказательство Теоремы 1.8. Пусть ψ(x) ≡ e2αx для α ∈ (0, α0], где α будет
задано позже, u0 ∈ L

ψ(x)
2,+ , f ≡ 0. Рассмотрим единственное решение задачи (1.27)-

(1.30) из пространства Xψ(x)
ω (Π+

T ) ∀T .
Заметим, что согласно (4.108) F ′(u)ux ∈ L1(0, T ;L

ψ(x)
2,+ ).

Применим Лемму 4.8, где f0 ≡ F ′(u)ux, f1 ≡ 0, тогда из тождества (4.86) при
ρ ≡ 1 следует, что

∥u(t, ·, ·)∥L2,+
≤ ∥u0∥L2,+

∀t ≥ 0. (4.121)
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Из равенства (4.86) при ρ = ψ вытекает

d

dt

∫∫
u2ψdxdy +

∫ L

0

µ22dy

+2α

∫∫
[5u2xx + u2yy + (3b+ 4α2)u2x + bu2y + (4α2b+ 16α4 − a)u2]ψdxdy

= 2α

∫∫
(F ′(u)u)∗ψdxdy.

(4.122)

Используя неравенства (4.88) и (4.89) мы получаем, равномерно по L, для неко-
торой константы c∗ зависящей от свойств функции F ,

2

∫∫
(F ′(u)u)∗ψdxd ≤ c

( ∫∫
(u2xx + u2yy + u2)ψdxdy

)p/4( ∫∫
u2ψdxdy

)(4−p)/4∥u0∥pL2,+

≤ 1

4

∫∫
(u2xx + u2yy)ψdxdy + c∗(∥u0∥(4p)/(4−p)L2,+

+ ∥u0∥pL2,+
)

∫∫
u2ψdxdy.

(4.123)
Из (4.16) следует, что∫∫

u2ψdxdy ≤ L2

π2

∫∫
u2yψdxdy ≤ L2

π2
(

∫∫
u2ψdxdy)1/2(

∫∫
u2yyψdxdy)

1/2,

и тогда
π4

L4

∫∫
u2ψdxdy ≤

∫∫
u2yyψdxdy. (4.124)

В частности,

2α

∫∫
u2yyψdxdy ≥ π4α

4L4

∫∫
u2ψdxdy +

7α

4

∫∫
u2yydxdy. (4.125)

Кроме того,

|3b+ 4α2|
∫∫

u2xψdxdy ≤
∫∫

u2xxψdxdy + c(b, α0)

∫∫
u2ψdxdy, (4.126)

2|b|
∫∫

u2yψdxdy ≤ 1

4

∫∫
u2yyψdxdy + c(b)

∫∫
u2ψdxdt (4.127)

Объединим (4.122)-(4.127) получаем, что

d

dt

∫∫
u2ψdxdy +

∫ L

0

µ22dy

+α

∫∫
(u2xx + u2yy)ψdxdy + α[

π4

4L4
− c(b, a, α0)− c∗(∥u0∥4p/(4−p)L2,+

+ ∥u0∥pL2,+
)]∫∫

u2ψdxdy ≤ 0.

(4.128)



92

Выбирая L0, α0 и ϵ0 так, чтобы π4

16L4
0
≥ c∗(ϵ

4p/(4−p)
0 + ϵp0),

π4

16L4
0
≥ c(b, a, α0). Тогда из

(4.128) следует, что

d

dt

∫∫
u2ψdxdy +

∫ L

0

µ22dy + α

∫∫
(u2xx + u2yy)dxdy

+αβ

∫∫
u2dxdy ≤ 0.

(4.129)

где β = π4

8L4 , откуда следует неравенство (1.38).

Доказательство Теоремы 1.9. Пусть значения L0, α0, ϵ0, β такие же как и в преды-
дущей теореме, ψ ≡ e2αx для некоторого α ∈ (0, α0), u0 ∈ H̃

2,ψ(x)
+ , u0(0, y) =

u0x(0, y) ≡ 0, ∥u0∥L2,+
≤ ϵ0. Заметим, что выбранная функция ψ очевидно удо-

влетворяет условию (1.37) (для любого r). Тогда в силу Теоремы 1.7 существует
единственное решение задачи (1.27)-(1.30) F ′(u)ux ∈ L∞(0, T ;K

ψ(x)
2,+ ). Тогда мож-

но дословно повторить оставшуюся часть доказательства предыдущей теоремы
(условие p ≤ 3 использовалось там только для установления свойства F ′(u)ux ∈
L1(0, T : L

ψ(x)
2,+ ) и единственности решения) и получить неравенство (4.129). Поми-

мо (1.38) из (4.129) следует, что (здесь µ2 ≡ uxx
∣∣
x=0

)∫ +∞

0

eαβτ [

∫ L

0

u2xx
∣∣
x=0

dy + α

∫∫
(u2xx + u2yy)ψdxdy]dτ ≤ ∥u0∥2Lψ(x)2,+

. (4.130)

Кроме того, доказательство предыдущей теоремы можно провести также для α =
α0 и тогда в силу (1.38)

eα0βt∥u(t, ·, ·)∥2
L
ψ(x)
2,+

≤ ∥u0∥2Lψ(x)2,+

.

Следовательно, поскольку в настоящей теореме α < α0, то∫ +∞

0

eαβτ
∫∫

u2ψdxdydτ ≤
∫ +∞

0

e(α−α0)βτdτ∥u0∥2Lψ(x)2,+

=
1

(α− α0)β
∥u0∥2Lψ(x)2,+

.

(4.131)
Более того, применяя неравенство (4.5) (где ψ1 − ψ2 ≡ ψ), выводим из (4.130) и
(4.131), что равномерно по L∫ +∞

0

eαβτ [

∫∫
(u2x + u2y)ψdxdy]dτ ≤ (α, β)∥u0∥2Lψ(x)2,+

. (4.132)

Далее, по аналогии с (4.101) из (4.75) и (4.76) получаем, что (при ψ ≡ 1)

d

dt

∫∫
(u2xx + u2yy + bu2x + bu2y − 2F ∗(u))dxdy ≤

∫ L

0

u2xx
∣∣
x=0

dy. (4.133)
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откуда с использованием (4.5), (4.121) и (4.132) следует, что равномерно по t ≥ 0
и L

∥uxx∥LL2,+ + ∥uyy∥L2,+
≤ c(∥u0∥H̃2

+
)

и тогда равномерно по L
∥u∥L∞(Π+

∞) ≤ c(∥u0∥H̃2
+
) (4.134)

Теперь в (4.101) положим ρ ≡ ψ, тогда для сколь угодно малого ε > 0

d

dt

∫∫
(u2xx + u2yy + bu2x + bu2y − 2F ∗(u))ψdxdy +

∫
(u2xxxx)

∣∣
x=0

dy

+2α

∫∫
(5u2xxxx + 6u2xxyy + u2yyyy)ψdxdy

≤ 2α

∫∫
2F (u)(uxxxx − buxx + uyyyy − buyy)ψdxdy − 4aα

∫∫
F ∗(u)ψdxdy

+ε

∫
u2xxxx

∣∣
x=0

dy + c(ε)

∫
u2xx

∣∣
x=0

dy + 2εα

∫∫
(u2xxxx + u2xxyy + u2yyyy)ψdxdy

+αc(ε)

∫∫
(u2xx + u2yy)ψdxdy

+2

∫∫
(F ′(u)ux[4αuxxx + 4α2uxx − 2αbux]ψ)dxdy − 4α

∫∫
(F ′(u)F (u))∗ψdxdy.

(4.135)
откуда получаем, что с учетом (4.133)

d

dt

∫∫
(u2xx + u2yy + bu2x + bu2y − 2F ∗(u))ψdxdy

≤ c

∫∫
(u2xx + u2yy + u2x + u2y + u2)ψdxdy + c

∫ t

0

u2xx
∣∣
x=0

dy.

Используя неравенства (4.130)-(4.135) выводим оценку (1.39).
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5 Заключение
В диссертации были изучены свойства решений начально-краевых задач для раз-
личных модификаций уравнения Кавахары.

В работе были получены результаты о существование и единственность гло-
бального решения для начально-краевой задачи для обобщенного уравнения Кава-
хары с нелинейностью высокого порядка. Была доказана разрешимость обратных
задач с интегральным переопределением для обобщенного уравнения Кавахары и
его линейного аналога.

Кроме того, были рассмотрены начально-краевые задачи для двухмерной мо-
дификации уравнения Кавахары с высокой нелинейностью на полу-полосе конеч-
ной ширины. Были получены результаты о существование и единственности силь-
ных и слабых решений поставленных задач, и о затухании решений на бесконеч-
ности.

Использованные в диссертации методы могут быть применены для изучения
различных задач для других модификаций уравнения Кавахары.
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