
Ôåäåðàëüíîå ãîñóäàðñòâåííîå áþäæåòíîå îáðàçîâàòåëüíîå ó÷ðåæäåíèå

âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ "Âîëîãîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò"

Íà ïðàâàõ ðóêîïèñè

Êîâàë¼â Èâàí Àëåêñàíäðîâè÷

ÏÎËÓ×ÅÍÈÅ ÎÖÅÍÎÊ È ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÏÐÅÄÅËÜÍÛÕ

ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊ ÄËß ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÑÈÑÒÅÌ ÌÀÑÑÎÂÎÃÎ

ÎÁÑËÓÆÈÂÀÍÈß Ñ ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒßÌÈ

Ñïåöèàëüíîñòü 1.2.3. Òåîðåòè÷åñêàÿ èíôîðìàòèêà, êèáåðíåòèêà

(ïî ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèì íàóêàì)

ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈß

íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè êàíäèäàòà

ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê

Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü,

äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ

íàóê, ïðîôåññîð

Çåéôìàí Àëåêñàíäð Èçðàèëåâè÷

Âîëîãäà � 2024



2

Îãëàâëåíèå

Ââåäåíèå 5

1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ 13

1.1 Ïðîñòðàíñòâî l1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.2 Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå l1 . . . . . . . . . . 15

1.3 Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ íîðìà îïåðàòîðà . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.4 Ìàðêîâñêèå öåïè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.4.1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.4.2 Îñíîâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû . . . . . . . . . . . . . . 20

1.4.3 Âîçìóùåííûå ïðîöåññû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2 Ïîñòðîåíèå ïðåäåëüíûõ õàðàêòåðèñòèê, îöåíêè ýðãîäè÷íîñòè è

óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ òèïà Mt/Mt/1 ñ îòêàçàìè,

êàòàñòðîôàìè, ñáîÿìè è ðåìîíòàìè ñåðâåðà 25

2.1 Îïèñàíèå ìîäåëè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.2 Îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

2.3 Îöåíêè óñòîé÷èâîñòè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

2.4 Ïðèìåðû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

2.4.1 Ïðèìåð 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

2.4.2 Ïðèìåð 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

3 Èññëåäîâàíèå ìîäåëè ñ îäíèì ñåðâåðîì, ñïåöèàëüíûì ãðóïïî-

âûì ïîñòóïëåíèåì è ñî ñïåöèàëüíîé ïîëèòèêîé ïðîïóñêà î÷å-

ðåäè 49

3.1 Îïèñàíèå ìîäåëè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51



3

3.2 Ïîëó÷åíèå îöåíîê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè . . . . . . . . . . . . . . . 52

3.3 Îöåíêè óñòîé÷èâîñòè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

3.4 Ïîëó÷åíèå ãðàíèö äëÿ íåêîòîðûõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè . . . . . . . 61

3.5 Ïðèìåðû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

3.5.1 Ïðèìåð 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

3.5.2 Ïðèìåð 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

4 Èññëåäîâàíèå ìîäåëè ñ îäíèì ñåðâåðîì, ñïåöèàëüíûì ãðóïïî-

âûì ïîñòóïëåíèåì è ñî ñïåöèàëüíîé ïîëèòèêîé ïðîïóñêà î÷å-

ðåäè ñ êàòàñòðîôàìè 76

4.1 Îïèñàíèå ìîäåëè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

4.2 Ïîëó÷åíèå îöåíîê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè . . . . . . . . . . . . . . . 77

4.2.1 Ïîëó÷åíèå îöåíîê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â ñëó÷àå, êîãäà

èíòåíñèâíîñòè ïîñòóïëåíèÿ ãðóïï òðåáîâàíèé ýêñïîíåíöè-

àëüíî óáûâàþò ïðè óâåëè÷åíèè ðàçìåðà ãðóïïû. . . . . . . 78

4.2.2 Ïîëó÷åíèå îöåíîê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â ñëó÷àå, êîãäà èí-

òåíñèâíîñòè óáûâàþò ñî ñòåïåííîé ñêîðîñòüþ. . . . . . . . 81

4.2.3 Àïïðîêñèìàöèÿ óñå÷åíèÿìè . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

4.3 Ïðèìåðû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

4.3.1 Ïðèìåð 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

4.3.2 Ïðèìåð 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

5 Èññëåäîâàíèå ìîäåëåé, ñâÿçàííûõ ñ ïðîöåññàìè ðîæäåíèÿ è

ãèáåëè 95

5.1 Íåñòàöèîíàðíàÿ ìàðêîâñêàÿ ñèñòåìà ñ ãðóïïîâûì ïîñòóïëåíèåì

è ãðóïïîâûì îáñëóæèâàíèåì òðåáîâàíèé ñ óïðàâëåíèåì, çàâèñÿ-

ùèì îò ñîñòîÿíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

5.1.1 Îïèñàíèå ìîäåëè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

5.1.2 Îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

5.1.3 Îöåíêè óñòîé÷èâîñòè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

5.1.4 Ïðèìåð . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101



4

5.2 Îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè è óñòîé÷èâîñòè äëÿ ñèñòåì ñ íåòåð-

ïåëèâûìè êëèåíòàìè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

5.2.1 Îïèñàíèå ìîäåëè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

5.2.2 Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

5.2.3 Óñòîé÷èâîñòü . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

5.2.4 Ïðèìåð . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109

5.3 Èññëåäîâàíèå ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ ýëàñòè÷íûì

òðàôèêîì è íåñòàöèîíàðíîé èíòåíñèâíîñòüþ . . . . . . . . . . . . 114

5.3.1 Îïèñàíèå ìîäåëè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114

5.3.2 Ïîëó÷åíèå îöåíîê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè . . . . . . . . . . . 117

5.3.3 Ïîëó÷åíèå îöåíîê óñòîé÷èâîñòè . . . . . . . . . . . . . . . 121

5.3.4 Ïðèìåð . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123

Çàêëþ÷åíèå 130

Ïðèëîæåíèå 132

Îïèñàíèå ïðîãðàììû 132

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû 133



5

Ââåäåíèå

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Ïåðâîíà÷àëüíûå èññëåäîâàíèÿ â îáëàñòè òåîðèè

ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ áûëè ïðîâåäåíû À. Ê. Ýðëàíãîì ïî÷òè ñòîëåòèå íàçàä

[43]. Îäíàêî äî ñèõ ïîð ýòà òåìà îñòàåòñÿ àêòèâíî ðàçâèâàþùèìñÿ ðàçäåëîì

òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, òàê êàê ìåòîäû è ìîäåëè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ èãðàþò

âàæíóþ ðîëü â èññëåäîâàíèè òåëåêîììóíèêàöèîííûõ ñèñòåì, ýêîíîìè÷åñêèõ è

ïðîèçâîäñòâåííûõ ïðîöåññîâ.

Â ýòîé îáëàñòè áûëî ïðîâåäåíî ìíîæåñòâî èññëåäîâàíèé, è ðîññèéñêèå è

çàðóáåæíûå ó÷åíûå âíåñëè áîëüøîé âêëàä â åå ðàçâèòèå. Ñðåäè íèõ ñëåäóåò

îòìåòèòü Â.Â. Àíèñèìîâà, Ë.Ã. Àôàíàñüåâó, Ã.Ï. Áàøàðèíà, Þ.Â. Ãàéäàìàêó,

À.Ê.Ãîðøåíèíà, À.À. Íàçàðîâà, À.Í. Ìîèñååâà, Ñ.Ï. Ìîèñååâó, Ê. Å. Ñàìóéëî-

âà, Â. Ì. Âèøíåâñêîãî, À.À. Áîðîâêîâà, Ï.Ï. Áî÷àðîâà, Ð.Ë. Äîáðóøèíà, À.Í.

Äóäèíà, À.È. Çåéôìàíà, Â.Â. Êàëàøíèêîâà, Í.Â. Êàðòàøîâà, Â.Þ. Êîðîëåâà,

Å.Â. Ìîðîçîâà, À.Â. Ïå÷èíêèíà, Â.Â. Ðûêîâà, Î.Â. Ñåìåíîâó, Â.Ã. Óøàêîâà,

Ñ.Ã. Ôîññà, E. Van Doorn, M.Neuts, R.L.Tweedie, W.Whitt è äðóãèõ (ñì. [1]�[10],

[13]�[21], [24]� [67]).

Íåñìîòðÿ íà ýòî, âîïðîñû ñâîéñòâ ýðãîäè÷íîñòè è óñòîé÷èâîñòè äëÿ íåîä-

íîðîäíûõ ìàðêîâñêèõ öåïåé ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì è èõ ïðèìåíåíèå ê ìîäå-

ëÿì ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ äî ñèõ ïîð îñòàþòñÿ îòêðûòûìè. Èìåííî â ýòîì

íàïðàâëåíèè áûëè ïðîâåäåíû ïåðâîíà÷àëüíûå èññëåäîâàíèÿ À.È. Çåéôìàíà

(ñì. [16, 68, 69]). Êðîìå òîãî, çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè ñòîõàñòè÷åñêèõ ìîäåëåé èçó-

÷àëèñü òàêæå Â.Â. Àíèñèìîâûì, À.Þ. Ìèòðîôàíîâûì, Â.Â. Êàëàøíèêîâûì,

Í.Â. Êàðòàøîâûì (ñì. [2, 22, 49, 57]).

Èíòåðåñ ê èññëåäîâàíèþ íåñòàöèîíàðíûõ (íåîäíîðîäíûõ ïî âðåìåíè) ìàð-

êîâñêèõ öåïåé ïîñòîÿííî óâåëè÷èâàåòñÿ, â ñâÿçè ñ ÷åì ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé

çàäà÷à ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè, óñòîé÷èâîñòè è ïîãðåøíîñòè
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àïïðîêñèìàöèè äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ìîäåëåé, à òàêæå ïðèìåíåíèå ïîëó÷åí-

íûõ îöåíîê äëÿ ïîñòðîåíèÿ îñíîâíûõ ïðåäåëüíûõ õàðàêòåðèñòèê êîíêðåòíûõ

ñèñòåì ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ.

Öåëü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû. Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå

îöåíîê âåðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê (ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ê ïðåäåëüíîìó ðå-

æèìó, óñòîé÷èâîñòè) è ïîñòðîåíèå ïðåäåëüíûõ õàðàêòåðèñòèê äëÿ íåêîòîðûõ

ñèñòåì ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ îñîáåííîñòÿìè.

Îñíîâíûå çàäà÷è. Äëÿ äîñòèæåíèÿ çàÿâëåííîé öåëè ðåøåíû ñëåäóþ-

ùèå çàäà÷è:

1. Ïîëó÷åíû îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè è óñòîé÷èâîñòè äëÿ ñèñòåì ìàññî-

âîãî îáñëóæèâàíèÿ

− òèïàMt/Mt/1 ñ îòêàçàìè, êàòàñòðîôàìè, ñáîÿìè è ðåìîíòàìè ñåðâåðà;

− ñ îäíèì ñåðâåðîì, ñïåöèàëüíûìè ãðóïïîâûìè ïîñòóïëåíèÿìè òðåáîâà-

íèé è ñïåöèàëüíîé ïîëèòèêîé ïðîïóñêà î÷åðåäè;

− ñ îäíèì ñåðâåðîì, ñïåöèàëüíûìè ãðóïïîâûìè ïîñòóïëåíèÿìè òðåáîâà-

íèé, ñïåöèàëüíîé ïîëèòèêîé ïðîïóñêà î÷åðåäè è êàòàñòðîôàìè;

− ñ ãðóïïîâûì ïîñòóïëåíèåì è ãðóïïîâûì îáñëóæèâàíèåì òðåáîâàíèé ñ

óïðàâëåíèåì, çàâèñÿùèì îò ñîñòîÿíèÿ;

− ñ íåòåðïåëèâûìè êëèåíòàìè;

− ñ ýëàñòè÷íûì òðàôèêîì è íåñòàöèîíàðíîé èíòåíñèâíîñòüþ.

2. Äëÿ ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ îäíèì ñåðâåðîì, ñïåöèàëüíûìè

ãðóïïîâûìè ïîñòóïëåíèÿìè òðåáîâàíèé è ñïåöèàëüíîé ïîëèòèêîé ïðîïóñ-

êà î÷åðåäè ïîëó÷åíû

− îöåíêè ìîùíîñòè ñåðâåðà è ìîùíîñòè ïîòîêà, ïðè êîòîðîé ñðåäíåå

÷èñëî òðåáîâàíèé â ñèñòåìå íå ïðåâûøàåò çàäàííîãî ÷èñëà;

− ãðàíèöû èíòåíñèâíîñòè îáñëóæèâàíèÿ è èíòåíñèâíîñòè ïîñòóïëåíèÿ

òðåáîâàíèé, ÷òîáû ñðåäíåå îñòàâàëîñü â çàäàííûõ ãðàíèöàõ.
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Êðîìå òîãî, äëÿ êàæäîé èç ìîäåëåé ñ ïîìîùüþ ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìîâ è

ïðîãðàìì ñ ïðèìåíåíèåì ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ïðîâåäåíû âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïå-

ðèìåíòû: ïîñòðîåíû ïðåäåëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ÑÌÎ, ïîêàçàíû çàâèñèìîñòè

ðåàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê ÑÌÎ îò èíòåíñèâíîñòåé ñèñòåì. Ýêñïåðèìåíòàëüíî

ïðîèëëþñòðèðîâàíû ñâîéñòâà ïîëèòèêè ïðîïóñêà î÷åðåäè.

Îòìåòèì, ÷òî ïåðå÷èñëåííûå ñèñòåìû èìåþò øèðîêîå ïðèìåíåíèå âî ìíî-

ãèõ îáëàñòÿõ: îáëàñòü ñåòåâûõ ñèñòåì ñâÿçè, äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñöåíàðèÿ ñêà-

÷èâàíèÿ ôàéëà, â ìîäåëèðîâàíèè äîðîæíîãî äâèæåíèÿ, áèçíåñå è îòðàñëÿõ ïðî-

ìûøëåííîñòè, êîìïüþòåðíûõ êîììóíèêàöèÿõ, çäðàâîîõðàíåíèè è ìåäèöèíñêèõ

íàóêàõ, ñåðâèñíûõ ñèñòåìàõ, ðîçíè÷íûõ ìàãàçèíàõ, à çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ ïîëó-

÷åíèåì îöåíîê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè è óñòîé÷èâîñòè, ðåøàþòñÿ äëÿ íèõ âïåðâûå.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó.

1. Óñòàíîâëåíèå àíàëèòè÷åñêèõ ñâîéñòâ íîâûõ ñèñòåì ìàññîâîãî îáñëóæèâà-

íèÿ ìàðêîâñêîãî òèïà, ïîëó÷åíèå îöåíîê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè è óñòîé÷è-

âîñòè ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ëîãàðèôìè÷åñêîé íîðìû.

2. Íàõîæäåíèå çàâèñèìîñòåé ñðåäíåãî ÷èñëà òðåáîâàíèé â ñèñòåìå ñ îäíèì

ñåðâåðîì, ñïåöèàëüíûìè ãðóïïîâûìè ïîñòóïëåíèÿìè òðåáîâàíèé è ñïåöè-

àëüíîé ïîëèòèêîé ïðîïóñêà î÷åðåäè îò èíòåíñèâíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ è

ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèé.

3. Ïîñòðîåíèå ïðåäåëüíûõ õàðàêòåðèñòèê äëÿ êàæäîé èç èçó÷åííûõ ñèñòåì

ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà.

1. Äëÿ ïðîöåññîâ, îïèñûâàþùèõ ÷èñëî òðåáîâàíèé â ñèñòåìå

− òèïàMt/Mt/1 ñ îòêàçàìè, êàòàñòðîôàìè, ñáîÿìè è ðåìîíòàìè ñåðâåðà;

− ñ îäíèì ñåðâåðîì, ñïåöèàëüíûìè ãðóïïîâûìè ïîñòóïëåíèÿìè òðåáîâà-

íèé è ñïåöèàëüíîé ïîëèòèêîé ïðîïóñêà î÷åðåäè;

− ñ îäíèì ñåðâåðîì, ñïåöèàëüíûìè ãðóïïîâûìè ïîñòóïëåíèÿìè òðåáîâà-

íèé, ñïåöèàëüíîé ïîëèòèêîé ïðîïóñêà î÷åðåäè è êàòàñòðîôàìè;
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− ñ ãðóïïîâûì ïîñòóïëåíèåì è ãðóïïîâûì îáñëóæèâàíèåì òðåáîâàíèé ñ

óïðàâëåíèåì, çàâèñÿùèì îò ñîñòîÿíèÿ;

− ñ íåòåðïåëèâûìè êëèåíòàìè;

− ñ ýëàñòè÷íûì òðàôèêîì è íåñòàöèîíàðíîé èíòåíñèâíîñòüþ.

ïîëó÷åíû íîâûå îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ê ïðåäåëüíîìó ðåæèìó è ïðå-

äåëüíîìó ñðåäíåìó, îöåíêè óñòîé÷èâîñòè.

2. Äëÿ ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ îäíèì ñåðâåðîì, ñïåöèàëüíûìè

ãðóïïîâûìè ïîñòóïëåíèÿìè òðåáîâàíèé è ñïåöèàëüíîé ïîëèòèêîé ïðîïóñ-

êà î÷åðåäè ïîëó÷åíû

− îöåíêè ìîùíîñòè ñåðâåðà è ìîùíîñòè ïîòîêà, ïðè êîòîðîé ñðåäíåå

÷èñëî òðåáîâàíèé â ñèñòåìå íå ïðåâûøàåò çàäàííîãî ÷èñëà;

− ãðàíèöû èíòåíñèâíîñòè îáñëóæèâàíèÿ è èíòåíñèâíîñòè ïîñòóïëåíèÿ

òðåáîâàíèé, ÷òîáû ñðåäíåå îñòàâàëîñü â çàäàííûõ ãðàíèöàõ.

Ëè÷íîå ó÷àñòèå àâòîðà çàêëþ÷àåòñÿ â èññëåäîâàíèè ðàññìàòðèâàåìûõ ìî-

äåëåé, ïîëó÷åíèè íîâûõ îöåíîê äëÿ íèõ, à òàêæå ðàçðàáîòêå àëãîðèòìîâ è ïðî-

ãðàìì äëÿ ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ âûøåîïèñàííûõ çàäà÷ èñïîëüçó-

åòñÿ îïåðàòîð Êîøè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå

è îöåíêè åãî íîðìû. Âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ âû÷èñëåíèåì òðåáóåìûõ ïàðàìåò-

ðîâ ñâîäÿòñÿ ê èçó÷åíèþ áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

íà ìíîæåñòâå ñòîõàñòè÷åñêèõ âåêòîðîâ. Îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì èññëåäîâàíèÿ

è ïîëó÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ îöåíîê ÿâëÿåòñÿ ìåòîä, áàçèðóþùèéñÿ íà äâóõ

ìîìåíòàõ: îöåíêàõ, îñíîâàííûõ íà ïðèìåíåíèè ëîãàðèôìè÷åñêîé íîðìû ëè-

íåéíîé îïåðàòîðíîé ôóíêöèè è ñïåöèàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ðåäóöèðîâàííîé

ìàòðèöû èíòåíñèâíîñòåé ìàðêîâñêîé öåïè. Äëÿ ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ

ýêñïåðèìåíòîâ èñïîëüçóåòñÿ ïðîãðàììà íà ÿçûêå Java, êîòîðàÿ ðåøàåò çàäà÷ó

Êîøè ìåòîäîì Àäàìñà�Ìóëòîíà 4-ãî ïîðÿäêà.
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Äîñòîâåðíîñòü è îáîñíîâàííîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Äî-

ñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò èç ñòðîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ äîêà-

çàòåëüñòâ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòà-

òû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â èññëåäîâàíèè êîíêðåòíûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñòîõàñòè÷åñêèõ ìîäåëåé â òåõíèêå, õèìèè, áèîëî-

ãèè, ôèçèêå è äðóãèõ îòðàñëÿõ. Îïèñàííûå ïîäõîäû ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû â

ìîäåëèðîâàíèè ïîòîêîâ èíôîðìàöèè, ñâÿçàííûõ ñ âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûìè

âû÷èñëåíèÿìè.

Ñîîòâåòñòâèå ïàñïîðòó ñïåöèàëüíîñòè. Äèññåðòàöèÿ âûïîëíåíà â

ñîîòâåòñòâèè ñ ïàñïîðòîì ñïåöèàëüíîñòè 1.2.3 � ¾Òåîðåòè÷åñêàÿ èíôîðìà-

òèêà, êèáåðíåòèêà¿ è âêëþ÷àåò îðèãèíàëüíûå ðåçóëüòàòû, íàïðàâëåííûå íà

ðàçâèòèå ìåòîäîâ îöåíêè è ðàñ÷åòà âåðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê òåëåêîì-

ìóíèêàöèîííûõ ñåòåé. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ï. 9 ¾Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ èññëå-

äîâàíèÿ îïåðàöèé¿ ïàñïîðòà èññëåäîâàíû íîâûå òèïû ñèñòåì ìàññîâîãî îá-

ñëóæèâàíèÿ, ÿâëÿþùèõñÿ àäåêâàòíûìè ìîäåëÿìè ðåàëüíûõ èíôîðìàöèîííî-

òåëåêîììóíèêàöèîííûõ ñèñòåì.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû.

Âî ââåäåíèè äàåòñÿ îáîñíîâàíèå àêòóàëüíîñòè òåìû äèññåðòàöèè, ïðè-

âîäèòñÿ êðàòêèé îáçîð ðàáîò ïî äàííîé òåìàòèêå, ñôîðìóëèðîâàíû ðåçóëüòàòû,

ïîëó÷åííûå â ðàáîòå.

Â ãëàâå 1 ïðèâîäèòñÿ âñïîìîãàòåëüíûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, íåîá-

õîäèìûé äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ. Ââîäÿòñÿ îïðåäåëåíèÿ îñíîâíûõ ïî-

íÿòèé: ïðåäåëüíîãî ñðåäíåãî, ïðîñòðàíñòâà l1, ëîãàðèôìè÷åñêîé íîðìû îïåðà-

òîðà, à òàêæå íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ è ìåòîäû, âàæíûå äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäî-

âàíèÿ.

Â ñëåäóþùèõ ãëàâàõ ðàññìîòðåíî øåñòü íîâûõ ìîäåëåé ñ èñïîëüçîâàíèåì

ìåòîäà ëîãàðèôìè÷åñêîé íîðìû, ïîëó÷åíû îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè, óñòîé-

÷èâîñòè è íà îñíîâå ýòèõ îöåíîê ïîñòðîåíû îñíîâíûå ïðåäåëüíûå õàðàêòåðèñòè-

êè. Äëÿ èçó÷åíèÿ êàæäîé ìîäåëè èñïîëüçîâàí ñëåäóþùèé àëãîðèòì äåéñòâèé:
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1. ïîëó÷åíèå âåðõíèõ îöåíîê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè, òî åñòü íàõîæäåíèå ìîìåí-

òà âðåìåíè t∗, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî âåðîÿòíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåññà

X(t) ñ çàäàííîé ïîãðåøíîñòüþ íå çàâèñÿò îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé;

2. ïîëó÷åíèå îöåíîê óñòîé÷èâîñòè äëÿ âîçìóùåííîãî ïðîöåññà ñ áëèçêèìè

èíôèíèòåçèìàëüíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè;

3. â ñëó÷àå áîëüøîé ðàçìåðíîñòè èñõîäíîãî ïðîöåññà (èëè ñ÷åòíîãî ÷èñëà

ñîñòîÿíèé) àïïðîêñèìàöèè ñ ïîìîùüþ ïðîöåññîâ ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè;

Â êàæäîì èç ïðèìåðîâ äëÿ ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìîäåëü ñ 1-ïåðèîäè÷åñêèìè ïî âðåìåíè èíòåí-

ñèâíîñòÿìè:

� â ñëó÷àå áîëüøîé ðàçìåðíîñòè èñõîäíîãî ïðîöåññà (èëè ñ÷åòíîãî ÷èñëà

ñîñòîÿíèé) âûáèðàåì ðàçìåðíîñòü óñå÷åííîãî ïðîöåññà N ;

� íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííûõ îöåíîê îïðåäåëÿåì èíòåðâàë íà êîòîðîì äîñòè-

ãàåòñÿ æåëàåìàÿ òî÷íîñòü [0, t∗ + 1];

� ðåøàåì ïðÿìóþ ñèñòåìó Êîëìîãîðîâà ñ ïðîñòåéøèìè íà÷àëüíûìè óñëî-

âèÿìè X(0) = 0 è X(0) = N äëÿ èñõîäíîé (â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè, äëÿ

óñå÷åííîé) ñèñòåìû íà îòðåçêå [0, t∗ + 1];

� íà îòðåçêå [t∗, t∗ + 1] ïîëó÷àåì ñ òðåáóåìîé ïîãðåøíîñòüþ âñå îñíîâíûå

ïðåäåëüíûå õàðàêòåðèñòèêè êàê ñàìîãî ïðîöåññà X(t), òàê è áëèçêèõ åìó

¾âîçìóùåííûõ¿ ïðîöåññîâ.

Çàìåòèì, ÷òî èññëåäîâàíèå êàæäîé èç ýòèõ ìîäåëåé ñîîòâåòñòâóåò óêàçàííûì

ðàçäåëàì ïàñïîðòà ñïåöèàëüíîñòè.

Â ãëàâå 2 ðàññìîòðåíà ñèñòåìà ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ òèïà Mt/Mt/1

ñ îòêàçàìè, êàòàñòðîôàìè, ñáîÿìè è ðåìîíòàìè ñåðâåðà.

Â ãëàâå 3 ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ îäíèì ñåð-

âåðîì, ñïåöèàëüíûìè ãðóïïîâûìè ïîñòóïëåíèÿìè òðåáîâàíèé è ñïåöèàëüíîé

ïîëèòèêîé ïðîïóñêà î÷åðåäè.
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Â ãëàâå 4 èññëåäóåòñÿ ìîäåëü ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ îäíèì ñåðâåðîì,

ñïåöèàëüíûìè ãðóïïîâûìè ïîñòóïëåíèÿìè òðåáîâàíèé è ñïåöèàëüíîé ïîëèòè-

êîé ïðîïóñêà î÷åðåäè ïðè íàëè÷èè êàòàñòðîô.

Â �1 ãëàâû 5 ðàññìîòðåíà ñèñòåìà ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ ãðóïïîâûì

ïîñòóïëåíèåì è ãðóïïîâûì îáñëóæèâàíèåì òðåáîâàíèé ñ óïðàâëåíèåì, çàâèñÿ-

ùèì îò ñîñòîÿíèÿ.

Â �2 ãëàâû 5 ðàññìîòðåíà ñèñòåìà ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ íåòåðïå-

ëèâûìè êëèåíòàìè.

Â �3 ãëàâû 5 ðàññìîòðåíà ñèñòåìà ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ ýëàñòè÷-

íûì òðàôèêîì è íåñòàöèîíàðíîé èíòåíñèâíîñòüþ.

Äëÿ ïðîöåññîâ, îïèñûâàþùèõ ÷èñëî òðåáîâàíèé â ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòå-

ìàõ ïîëó÷åíû îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ê ïðåäåëüíîìó ðåæèìó è ïðåäåëüíî-

ìó ñðåäíåìó, îöåíêè óñòîé÷èâîñòè. Ïðîâåäåíû âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû.

Äëÿ ìîäåëè èç ãëàâû 3 ñôîðìóëèðîâàíû óòâåðæäåíèÿ îá "óïðàâëåíèè" èíòåí-

ñèâíîñòÿìè ïîñòóïëåíèÿ è îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé.

Â çàêëþ÷åíèè îïèñàíû è ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïî-

ëó÷åííûå â õîäå äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ äëÿ ðàññìîòðåííûõ ìîäåëåé

ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ.

Â ïðèëîæåíèè ïðèâåäåíî îïèñàíèå ïðîãðàììû, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé âû-

ïîëíÿþòñÿ ïîñòðîåíèÿ îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà:

- ñåìèíàðàõ êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè ÂîÃÓ "Ñîâðåìåííûå ìåòîäû ñòî-

õàñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñëîæíûõ ñèñòåì" (2020-2023),

- XXXVI Ìåæäóíàðîäíîì ñåìèíàðå ïî ïðîáëåìàì óñòîé÷èâîñòè ñòîõàñòè÷åñêèõ

ìîäåëåé (Ïåòðîçàâîäñê, Ðîññèÿ, 2021),

- 19-é Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî ÷èñëåííîìó àíàëèçó è ïðèêëàäíîé ìà-

òåìàòèêå (Ðîäîñ, Ãðåöèÿ, 2021),

- 20-é Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî ÷èñëåííîìó àíàëèçó è ïðèêëàäíîé ìà-

òåìàòèêå (Ðîäîñ, Ãðåöèÿ, 2022).

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â [125]-[134], â òîì ÷èñëå ðàáîòû â

æóðíàëàõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ. Ïðîãðàììà äëÿ ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëèòåëü-
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íûõ ýêñïåðèìåíòîâ [137] èìååò ñâèäåòåëüñòâî î ãîñóäàðñòâåííîé ðåãèñòðàöèè â

Ðååñòðå ïðîãðàìì äëÿ ÝÂÌ çà íîìåðîì 2020615415 îò 22 ìàÿ 2020 ãîäà.
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Ãëàâà 1

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Ãëàâà ÿâëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé. Çäåñü ââîäèòñÿ îñíîâíîé ìàòåìàòè÷å-

ñêèé àïïàðàò è íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ ïîíÿòèÿ.

1.1 Ïðîñòðàíñòâî l1

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ àáñîëþòíî ñóììèðóåìûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòåé x = {x1, x2, . . .}, xi ∈ R. Äðóãèìè ñëîâàìè, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå∑∞
i=1 |xi| <∞.

Íîðìîé íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà ‖x‖ =
∑∞

i=1 |xi|. Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ ââåäåííîé íîðìîé íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòåé l1. Âåêòîðàìè íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòû ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. l1 ÿâëÿåòñÿ

ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì, ïîëíûì îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè ρ(x, y) = ‖x−y‖ (ò.å.
áàíàõîâûì). Âåêòîðíîå (ëèíåéíîå) ïðîñòðàíñòâî � ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà,

êîòîðàÿ ôîðìèðóåòñÿ íàáîðîì ýëåìåíòîâ - âåêòîðîâ, äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëåíû

îïåðàöèè ñëîæåíèÿ äðóã ñ äðóãîì è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî � ñêàëÿð. Ââåä¼ííûå

îïåðàöèè ïîä÷èíåíû âîñüìè àêñèîìàì. À ñêàëÿðîì ìîæåò ÿâëÿòüñÿ ýëåìåíò

âåùåñòâåííîãî, êîìïëåêñíîãî èëè ëþáîãî äðóãîãî ïîëÿ ÷èñåë.

Áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî � íîðìèðîâàííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, ïîëíîå

ïî ìåòðèêå, ïîðîæä¼ííîé íîðìîé. Â ñâîþ î÷åðåäü, ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî � ýòî

ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì êàæäàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ñõîäèòñÿ ê ýëåìåíòó ýòîãî æå ïðîñòðàíñòâà. Åäèíè÷íûå âåêòîðû (îðòû)

ïðîñòðàíñòâà l1 áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ei. Èòàê, ei - âåêòîð, ó êîòîðîãî i-é
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÷ëåí ñîîòâåòñòâóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâåí 1, à îñòàëüíûå � íóëè. Êàæ-

äûé âåêòîð x ∈ l1 ïðåäñòàâëÿåì â âèäå x =
∑∞

i=1 ai · ei, ïðè÷åì
∑∞

i=1 |ai| < ∞.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå A èç l1 â ñåáÿ. Òîãäà ýòîò îïåðàòîð îäíîçíà÷íî îïðå-

äåëÿåòñÿ ìàòðèöåé (aij)
∞
i,j=1. Íîðìà îïåðàòîðà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

‖A‖ = sup
‖x‖≤1

‖Ax‖/‖x‖ = sup
‖x‖=1

‖Ax‖ = sup
j

∑
i

|aij|.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû, òî åñòü òàêèå, äëÿ êîòîðûõ

‖A‖ = supj
∑

i |aij| <∞.

Ïóñòü êàæäîìó t ≥ 0 ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå âåêòîð x ∈ l1. Òîãäà çàäàíà
âåêòîð-ôóíêöèÿ x(t). Âåêòîð-ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé (â òî÷êå t0),

åñëè ïðè t→ t0

‖x(t)− x(t0)‖ → 0.

Äèôôåðåíöèðóåìîñòü â òî÷êå è ïîíÿòèå èíòåãðàëà îò âåêòîð-ôóíêöèè ââîäèò-

ñÿ ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç ïðåäåë îòíîøåíèÿ è èíòåãðàëüíûå ñóììû. Ïîíÿòèå

îïåðàòîð-ôóíêöèè, å¼ íåïðåðûâíîñòè, äèôôåðåíöèðóåìîñòè è èíòåãðèðóåìî-

ñòè ââîäÿòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ðàññìîòðèì ïîíÿòèå ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè âèäà etF

etF = I + (tF ) + (tF )2/2! + (tF )3/3! + . . . =
∞∑
i=0

(tF )n

n!
.

Ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè ñõîäèòñÿ ïðè ëþáîì t, ÷òî ñëåäóåò èç ñõîäèìîñòè ñëåäóþ-

ùåãî ðÿäà
∞∑
i=0

‖(tF )n

n!
‖ ≤

∞∑
i=0

tn‖F‖n

n!
= et‖F‖.

Ïîëó÷àåì, ÷òî

‖etF‖ ≤ et‖F‖.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ t, s ñïðàâåäëèâî

e(t+s)F = etF · esF .

Îòêóäà ïðè s = −t âûòåêàåò, ÷òî îïåðàòîð etF îáðàòèì ïðè ëþáîì t.
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1.2 Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå l1

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â ïðîñòðàíñòâå ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòåé l1
dy

dt
= A(t)y(t) + f(t) (1.2.1)

è ñîîòâåòñòâóþùåå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

dx

dt
= A(t)x(t),

ãäå x(t), y(t), f(t)- âåêòîð-ôóíêöèè èç R+ â l1, à A(t) - îïåðàòîð l1 â l1.

Íàçîâåì U(t, τ) - îïåðàòîðîì Êîøè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ãäå

U(t, τ) = I +

∫ t

τ

A(s1)ds1 +

∫ t

τ

A(s1)

∫ s1

τ

A(s2)ds2ds1 + · · · ,

ïðè÷åì ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ëþáîì êîíå÷íîì îòðåçêå è

U(t, s) = U(t, τ)U(τ, s).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü A(t), f(t) - íåïðåðûâíû, τ ≥ 0 è y∗ ∈ l1. Òîãäà ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííàÿ y(t), îïðåäåëåííàÿ íà [τ,∞), òàêàÿ, ÷òî:

1) y(τ) = y∗;

2) y(t) íåïðåðûâíà è äèôôåðåíöèðóåìà ïðè âñåõ t ≥ τ .

Òåîðåìà 2. Ïóñòü A(t), f(t) - íåïðåðûâíû, τ ≥ 0 è x∗, y∗ ∈ l1. Òîãäà ñóùå-

ñòâóþò åäèíñòâåííûå x(t), y(t), îïðåäåëåííûå íà [τ,∞), òàêèå, ÷òî:

x(τ) = x∗, y(τ) = y∗,

x(t) = U(t, τ)x(τ),

y(t) = U(t, τ)y(τ) +

∫ t

τ

U(t, s)f(s)ds. (1.2.2)
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1.3 Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ íîðìà îïåðàòîðà

Ïîíÿòèå ëîãàðèôìè÷åñêîé íîðìû äëÿ êîíå÷íûõ ìàòðèö áûëî ââåäåíî

è, â äàëüíåéøåì, èçó÷åíî Ëîçèíñêèì (ñì. [23]). À òàêæå îáîáùåíî íà ñëó÷àé

îïåðàòîð-ôóíêöèé â [12]. Ðàññìîòðèì ñàìî ïîíÿòèå è âàæíûå îöåíêè, ñâÿçàí-

íûå ñ íèì.

Îïðåäåëåíèå 1. Ëîãàðèôìè÷åñêîé íîðìîé γ(A(t)) îïåðàòîðà A íàçûâàåòñÿ

÷èñëî

γ(A(t)) = lim
h→+0

‖U(t+ h, t)‖ − ‖U(t, t)‖
h

.

Êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3. Ïðè âñåõ t > 0 ñóùåñòâóåò γ(A(t)), ïðè÷åì

γ(A(t)) = lim
h→+0

‖I + hA(t)‖ − 1

h
. (1.3.3)

Ñëåäñòâèå 1.

γ(A(t)) = sup
j

ajj +
∑
i6=j

|aji(t)|

 .

Òåîðåìà 4. Äëÿ ëþáûõ t, s (t ≥ s ≥ 0) âûïîëíÿåòñÿ:

e−
∫ t
s
γ(−A(τ))dτ ≤ ‖U(t, s)‖ ≤ e

∫ t
s
γ(A(τ))dτ . (1.3.4)

Òîãäà

d

dt
‖x(t)‖ ≤ γ(A(t))‖x(t)‖. (1.3.5)

Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ îöåíêà

‖x(t)‖ ≤ e
∫ t
0
γ(A(t)) du‖x(0)‖. (1.3.6)

Òåîðåìà 5. Ñâîéñòâî íåîòðèöàòåëüíîñòè: U(t, s) ≥ 0 ïðè âñåõ t ≥ s ≥ 0 -

ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî aij(u) ≥ 0 ïðè âñåõ i, j òàêèõ, ÷òî i 6= j, è ëþáîì

u ≥ 0.
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Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ïîäïðîñòðàíñòâà â l1. Ïóñòü ìàòðèöà D îáðàçîâàíà

ýëåìåíòàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {di} è d = infi≥0 di > 0.

Ïóñòü l1D - ïðîñòðàíñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé z = (p0, p1, p2 . . .) òàêèõ,

÷òî ‖z‖1D = ‖Dz‖1 <∞.

Òåîðåìà 6.

Ïóñòü B : l1 → l1 - ëèíåéíûé îïåðàòîð. Ïóñòü B äåéñòâóåò íà âåêòîðû

èç l1D, òîãäà

‖B‖l1D = ‖DBD−1‖l1, (1.3.7)

γ(B)l1D = γ(DBD−1)l1. (1.3.8)

1.4 Ìàðêîâñêèå öåïè

1.4.1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó S, ñïîñîáíóþ â ìîìåíò âðåìåíè t íàõîäèòüñÿ â îäíîì

èç ñîñòîÿíèé ñ íîìåðàìè 0, 1, ..., N. Ìíîæåñòâî EN = {0, 1, . . . , N} íàçûâàåòñÿ
ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé ñòîõàñòè÷åñêîé ñèñòåìû S. ×åðåç X(t) îáîçíà÷èì ñî-

ñòîÿíèå ñèñòåìû â ìîìåíò âðåìåíè t è ïðåäïîëîæèì, ÷òî åñëè X(t) = i, òî ïðè

h > 0 X(t+ h) = j ñ âåðîÿòíîñòüþqij(t)h+ oij(h), j 6= i,

1−
∑

k 6=i qik(t)h+ oi(h), j = i,
(1.4.9)

ãäå âñå oi(h) ðàâíîìåðíû ïî i, òî åñòü supi |oi(h)| = o(h).

Äàííîå óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ æåñòêèì. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òå ïðî-

öåññû, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó óñëîâèþ. Äàííûå ïðîöåññû áóäåì íàçû-

âàòü ìàðêîâñêèìè öåïÿìè ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì è ñ÷åòíûì ïðîñòðàíñòâîì

ñîñòîÿíèé. Ôóíêöèÿ qij(t) - èíòåíñèâíîñòü ïåðåõîäà èç ñîñòîÿíèÿ i â ñîñòîÿ-

íèå j. Ìàðêîâñêàÿ öåïü X(t) íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíîé, åñëè âñå qij(t) = qij è

íåñòàöèîíàðíîé - â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Áóäåì èñïîëüçîâàòü òåðìèíû "ñòàöèî-

íàðíûé"è "íåñòàöèîíàðíûé".
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Ïîëîæèì qii(t) = −
∑

k 6=i qik(t) è íàçîâåì ìàòðèöó Q(t) = (qij(t))
∞
i,j=0

ìàòðèöåé èíòåíñèâíîñòåé äëÿ ìàðêîâñêîé öåïè X(t). Ââåäåì â ðàññìîòðå-

íèå ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè pij(t, s) = Pr(X(t) = j|X(s) = i), âåðîÿòíî-

ñòè ñîñòîÿíèé pi(t) = Pr(X(t) = i) è âåêòîð-ñòîëáåö âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿ-

íèé p(t) = (p0(t), p1(t) . . .)
T . Ïîëîæèì aij(t) = qji(t) è ðàññìîòðèì ìàòðèöó

A(t) = (aij(t))
∞
i,j=0 = QT (t). Òîãäà ïîëó÷èì

p(t+ h) = p(t) + Ahp(t) + o(h), (1.4.10)

îòêóäà âûòåêàåò ïðÿìàÿ ñèñòåìà Êîëìîãîðîâà â âèäå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-

íåíèÿ:
d

dt
p(t) = A(t)p. (1.4.11)

Ïóñòü U(t, s) - îïåðàòîð Êîøè äàííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, òîãäà

P (s, t) = UT (t, s) = (pij(s, t))
∞
i,j=0 íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïåðåõîäà X(t). Îáîçíà-

÷èì ÷åðåç Ω ìíîæåñòâî âñåõ ñòîõàñòè÷åñêèõ âåêòîðîâ x = (x0, x1 . . .)
T ∈ Ω, òî

åñòü x ≥ 0 è ‖x‖ = 1.

Òåîðåìà 7.

(i) Ïðè êàæäîì s ≥ 0, t ≥ s è ëþáîì p ∈ l1 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå p(t)

òàêîå, ÷òî p(s) = p. Ïðè ýòîì p(t) = U(t, s)p(s);

(ii) åñëè p(s) ∈ Ω, òî è p(t) ∈ Ω ïðè t ≥ s;

(iii) óðàâíåíèå 1.4.11 óñòîé÷èâî, à ‖p1(t) − p2(t)‖ ìîíîòîííî íå âîçðàñòàåò

ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ, ãäå p1(t), p2(t) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè, ñîîò-

âåòñòâóþùèìè íà÷àëüíûì óñëîâèÿì p1(s), p2(s).

Îïðåäåëåíèå 2. Ìàòðèöà H = (hij)
∞
0 ñòîõàñòè÷åñêàÿ, åñëè âñå åå ýëåìåíòû

íåîòðèöàòåëüíû, à ñóììà ýëåìåíòîâ êàæäîãî ñòîëáöà ðàâíà åäèíèöå.

Îïðåäåëåíèå 3. Äëÿ ëþáûõ s ≥ 0, t ≥ s ìàòðèöà Êîøè U(t, s) ÿâëÿåòñÿ

ñòîõàñòè÷åñêîé.

Îïðåäåëåíèå 4. Ìàðêîâñêàÿ öåïü X(t) íàçûâàåòñÿ íóëü-ýðãîäè÷íîé, åñëè

ïðè ëþáîì i limt→∞ pi(t) = 0.
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Îïðåäåëåíèå 5. Ìàðêîâñêàÿ öåïü X(t) íàçûâàåòñÿ ñëàáî ýðãîäè÷íîé, åñëè

‖p∗(t) − p∗∗(t)‖ → 0 ïðè t → ∞ äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé p∗(s),p∗∗(s) è

ëþáîì s ≥ 0.

Îïðåäåëåíèå 6. Ìàðêîâñêóþ öåïü X(t) íàçîâåì ñèëüíî ýðãîäè÷íîé, åñëè ñó-

ùåñòâóåò âåêòîð π ∈ Ω òàêîé, ÷òî limt→∞ ‖p(t) − π‖ = 0 ïðè ëþáîì

p(0) = p ∈ Ω. Ïðè ýòîì âåêòîð π íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíûì ðàñïðåäåëåíèåì

ìàðêîâñêîé öåïè X(t).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç E(t, k) = E{X(t)|X(s) = k} ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
ïðîöåññà (ñðåäíåå ÷èñëî òðåáîâàíèé) â ìîìåíò âðåìåíè t ïðè óñëîâèè, ÷òî â ìî-

ìåíò s îí íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè k. Êðîìå òîãî, ââåäåì áîëåå îáùåå îáîçíà÷åíèå

Ep(t) - ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïðîöåññà â ìîìåíò âðåìåíè t ïðè íà÷àëüíîì

ðàñïðåäåëåíèè âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé p(0) = p. Êðîìå òîãî, åñëè ïîëîæèì

Ek(t) = E {X(t) |X(0) = k}, òîãäà ñîîòâåòñòâóþùåå íà÷àëüíîå óñëîâèå ñèñòå-

ìû (1.4.11) - ýòî k-é åäèíè÷íûé âåêòîð ek.

Îïðåäåëåíèå 7. Ïóñòü X(t) - ìàðêîâñêèé ïðîöåññ. Òîãäà ϕ(t) - ïðåäåëüíîå

ñðåäíåå ïðîöåññà X(t), åñëè

lim
t→∞

(ϕ(t)− Ek(t)) = 0

äëÿ ëþáîãî k.

Îïðåäåëåíèå 8. Åñëè ïðåäåë

E = lim
t→∞

1

t

∫ t

0

E{X(u)|X(0) = k}du (1.4.12)

ñóùåñòâóåò è íå çàâèñèò îò k, òî E - äâîéíîå ñðåäíåå äëÿ öåïè X(t).

Ïðåäåëüíîå ñðåäíåå ïðîöåññà ïîêàçûâàåò ñðåäíåå êîëè÷åñòâî òðåáîâàíèé â ìî-

ìåíò âðåìåíè (ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t). Ïðè ýòîì íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñèñòå-

ìû íå îêàçûâàåò âëèÿíèå íà ïðåäåëüíîå ñðåäíåå. Äâîéíîå ñðåäíåå - íåêîòîðàÿ

ñðåäíÿÿ õàðàêòåðèñòèêà ñèñòåìû íà âñåì ïðîìåæóòêå åå ñóùåñòâîâàíèÿ.
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1.4.2 Îñíîâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû

Ðàññìîòðèì îñíîâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû

1. Èñêëþ÷åíèå íóëåâîãî ñîñòîÿíèÿ

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî p (t) ∈ Ω, ïîëîæèì

p0 (t) = 1−
∑
i≥1

pi (t) ,

òîãäà ïîëó÷àåì ñèñòåìó

d

dt
z(t) = B (t) z(t) + f (t) , (1.4.13)

ãäå

B (t) =


a11 (t)− a10 (t) a12 (t)− a10 (t) a13 (t)− a10 (t) · · ·
a21 (t)− a20 (t) a22 (t)− a20 (t) a23 (t)− a20 (t) · · ·
a31 (t)− a30 (t) a32 (t)− a30 (t) a33 (t)− aN0 (t) · · ·

· · · · · · · · · · · ·

 , (1.4.14)

z = (p1(t), p2(t), p3(t), . . .)
T , f (t) = (a10 (t) , a20 (t) , a30 (t) , . . .)T (1.4.15)

2. Âû÷èòàíèå ïîëîæèòåëüíîãî ýëåìåíòà

Ïîëîæèì γ∗(t) = infn a0n(t) > 0 è ïåðåïèøåì ïðÿìóþ ñèñòåìó Êîëìîãî-

ðîâà êàê
d

dt
p(t) = A∗ (t) p (t) + g (t) , t ≥ 0, (1.4.16)

ãäå g (t) = (γ∗(t), 0, 0, . . . )T , A∗ (t) =
(
a∗ij (t)

)
i,j≥0

è

a∗ij (t) =

{
a0j (t)− γ∗(t), åñëè i = 0,

aij (t) , åñëè i > 0.
(1.4.17)

Òåïåðü ìîæíî èññëåäîâàòü áîëåå óäîáíóþ ¾ðåäóöèðîâàííóþ¿ ñèñòåìó

(1.4.13) èëè (1.4.16).

3. Òðåóãîëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå
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Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå âñïîìîãàòåëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå. Ïîëîæèì

tij =

{
1 ïðè j ≥ i

0 ïðè j < i

è

T = (tij)
∞
i,j=1 . (1.4.18)

Òî åñòü T âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà âèäà

T =



1 1 1 1 · · ·
0 1 1 1 · · ·
0 0 1 1 · · ·
0 0 0 1 · · ·
...

...
...

... . . .


. (1.4.19)

Òîãäà

T−1 =



1 −1 0 0 0 . . .

0 1 −1 0 0 . . .

0 0 1 −1 0 . . .

0 0 0 1 −1 . . .

0 0 0 0 1 . . .
...

... . . . ...
...

...


. (1.4.20)

4. Äèàãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå

Ïóñòü òåïåðü 1 ≤ d1 ≤ d2 ≤ ..., i = 1, 2, . . . è D = diag (d1, d2, . . . ) äèàãî-

íàëüíàÿ ìàòðèöà:

D =



d1 0 0 0 · · ·
0 d2 0 0 · · ·
0 0 d3 0 · · ·
0 0 0 d4 · · ·
...

...
...

... . . .


. (1.4.21)
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Òîãäà

D−1 =



1
d1

0 0 0 . . .

0 1
d2

0 0 . . .

0 0 1
d3

0 . . .

0 0 0 1
d4

. . .
...

...
...

... . . .


. (1.4.22)

Èñïîëüçîâàíèå òðåóãîëüíîé è äèàãîíàëüíîé ìàòðèö ïîçâîëÿåò â íåêîòî-

ðûõ ñëó÷àÿõ ïðèâåñòè ìàòðèöó ê ñóùåñòâåííî-íåîòðèöàòåëüíîìó âèäó.

1.4.3 Âîçìóùåííûå ïðîöåññû

Ïóñòü ïðîöåññ X(t), t ≥ 0, ÿâëÿåòñÿ íåîäíîðîäíîé íåïðåðûâíîé ìàðêîâ-

ñêîé öåïüþ ñ ìàòðèöåé èíòåíñèâíîñòåé Q(t) è òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöåé

èíòåíñèâíîñòåé A(t) = QT (t) .

Îïðåäåëåíèå 9. Ïðîöåññ X(t) íàçîâåì ýêñïîíåíöèàëüíî ýðãîäè÷íûì, åñëè

íàéäóòñÿ òàêèå êîíñòàíòû b > 0, c > 1, ÷òî äëÿ âñåõ s è t (0 ≤ s ≤ t)

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

‖ p∗(t)− p∗∗(t)‖ ≤ c · e−b·(t−s), (1.4.23)

ãäå p∗(t), p∗∗(t) � ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.4.11).

ÏóñòüX(t), t ≥ 0 � âîçìóùåííûé ïðîöåññ ñ èíôèíèòåçèìàëüíîé ìàòðèöåé

Q(t) è ñîîòâåòñòâóþùåé òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöåé A(t).

Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Â(t) ðàçíîñòü ìàòðèö A(t)−A(t) è íàçîâåì ìàòðè-

öåé âîçìóùåíèé, à óñëîâèå ∥∥∥Â(t)
∥∥∥ ≤ ε, (1.4.24)

âûïîëíåííîå ïî÷òè äëÿ âñåõ t, áóäåì òðàêòîâàòü êàê óñëîâèå ìàëîñòè âîçìó-

ùåíèé ìàòðèöû èíòåíñèâíîñòåé.

Îïðåäåëåíèå 10. Ìàðêîâñêàÿ öåïü X(t) íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâîé, åñëè äëÿ

ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå, ÷òî èç óñëîâèÿ supt≥0 ‖Â(t)‖ < δ ñëåäóåò

íåðàâåíñòâî ‖p(t)− p̄(t)‖ < ε äëÿ âñåõ p(0) = p̄(0) = p ∈ Ω.
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Òåîðåìà 8. Åñëè ìàðêîâñêàÿ öåïü òàêîâà, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.4.23) è

(1.4.24), òî äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé p(s), p̄(s) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖p(t)− p̄(t)‖ ≤

‖p(s)− p̄(s)‖+ (t− s) · ε, 0 < t− s < b−1 ln c
2

c
2 · e

−b(t−s)‖p(s)− p̄(s)‖+ ε · b−1(ln c
2 + 1− c · e−b(t−s)), t− s ≥ b−1 ln c

2 .
(1.4.25)

Òàêæå èìååò ìåñòî îöåíêà óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ

lim
t→∞
‖p(t)− p̄(t)‖ ≤ b−1(ln

c

2
+ 1) · ε. (1.4.26)

Åñëè, êðîìå òîãî, ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé êîíå÷íî {0, 1, . . . , N}, òî îöåíêà

óñòîé÷èâîñòè äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ èìååò âèä

lim
t→∞

∣∣E0(t)− Ē0(t)
∣∣ ≤ N

b
(ln

c

2
+ 1) · ε. (1.4.27)

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî

l1D =
{
z = (p1, p2, ...)

T : ‖z‖1D ≡ ‖Dz‖ <∞
}
.

Çäåñü íîðìû îïðåäåëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

‖A‖1D =
∥∥D · A ·D−1

∥∥ , ‖p‖1D = ‖z‖1D .

È ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (1.4.13)

‖B(t)‖1D ≤ B <∞, ‖f(t)‖1D ≤ f <∞

è ñîîòâåòñòâóþùåé âîçìóùåííîé ñèñòåìû∥∥B(t)
∥∥

1D
≤ B <∞,

∥∥f(t)
∥∥

1D
≤ f <∞

ïî÷òè äëÿ âñåõ t.
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Îïðåäåëåíèå 11. Ïðîöåññ X(t) íàçîâåì 1D-ýêñïîíåíöèàëüíî ýðãîäè÷íûì, åñ-

ëè íàéäóòñÿ òàêèå êîíñòàíòû M > 0, a > 0, ÷òî äëÿ âñåõ s è t (0 ≤ s ≤ t)

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

‖ p∗(t)− p∗∗(t)‖1D ≤M · e−a·(t−s) · ‖ p∗(s)− p∗∗(s)‖1D (1.4.28)

äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé p∗(s), p∗∗(s) ∈ l1D.

Òåîðåìà 9. Åñëè ìàðêîâñêèå öåïè X(t), X(t) 1D-ýêñïîíåíöèàëüíî ýðãîäè÷íû,

òî âûïîëíåíî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

lim
t→∞
‖p(t)− p̄(t)‖1D ≤

M ·
(
M
∣∣B−B

∣∣ · f + a
∣∣f− f

∣∣)
a ·
(
a−M

∣∣B−B
∣∣) . (1.4.29)

Êðîìå òîãî, îöåíêà óñòîé÷èâîñòè äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ èìååò

âèä

lim
t→∞

∣∣E0(t)− Ē0(t)
∣∣ ≤ M ·

(
M
∣∣B−B

∣∣ · f + a
∣∣f− f

∣∣)
a ·W ·

(
a−M

∣∣B−B
∣∣) , (1.4.30)

ãäå W = inf{dkk }.
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Ãëàâà 2

Ïîñòðîåíèå ïðåäåëüíûõ õàðàêòåðèñòèê,

îöåíêè ýðãîäè÷íîñòè è óñòîé÷èâîñòè

ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ òèïà Mt/Mt/1 ñ

îòêàçàìè, êàòàñòðîôàìè, ñáîÿìè è

ðåìîíòàìè ñåðâåðà

Èçó÷àåìàÿ ñèñòåìà èìååò øèðîêîå ïðèìåíåíèå âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ, îäíîé

èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ îáëàñòü ñåòåâûõ ñèñòåì ñâÿçè. Ïðèìåíèìîñòü ýòîé ìîäåëè

ìîæíî óâèäåòü â ñèñòåìàõ êîììóíèêàöèîííûõ ñåòåé. Åñëè â ñèñòåìå âûñòðî-

åíî ìíîæåñòâî ïàêåòîâ, ëîêàëüíûå ïàêåòû âñåãäà ïðèíèìàþòñÿ, à óäàëåííûå

ïàêåòû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïàêåòû ñ ïîðîãîâûì çíà÷åíèåì, îæèäàþùèå îáðà-

áîòêè â óçëå. Çàòåì âíîâü ïðèáûâøèé ëèáî ðåøàåò íå ïðèñîåäèíÿòüñÿ ê ñèñòå-

ìå, ëèáî óõîäèò ïîñëå ïðèñîåäèíåíèÿ ê ñèñòåìå. Åñëè ýòà ñåòü áûëà çàðàæåíà

âèðóñîì, ýòî ìîæåò ïðèâåñòè ê ïîòåðå íåêîòîðûõ ïàêåòîâ â ðåçóëüòàòå ïîâòîð-

íîãî ïåðåçàïóñêà ñåòè èëè ïåðåäà÷è ýòèõ ïàêåòîâ â äðóãóþ ñåòü. Êðîìå òîãî, â

êîìïüþòåðíûõ ñèñòåìàõ, ãäå â ñèñòåìå åñòü íåñêîëüêî êëèåíòîâ (äàííûõ), âû-

ñòðîåííûõ â î÷åðåäü äî îïðåäåëåííîãî ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ, âíîâü ïðèáûâøèé

ìîæåò ðåøèòü íå âõîäèòü â ñèñòåìó ïîñëå ýòîãî çíà÷åíèÿ. Â ñëó÷àå çàðàæåíèÿ

âèðóñîì äàííûå áóäóò óíè÷òîæåíû èëè ïåðåäàíû äðóãèì ïðîöåññîðàì. Òàêèå

ñèñòåìû ìîæíî îïèñàòü êàê ìîäåëè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ êàòàñòðîôàìè è

îòêàçàìè. Ýòè ñèñòåìû ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå ïðåäëàãàåìîé ìîäåëè

ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ.
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Áîëüøàÿ ÷àñòü ëèòåðàòóðû ïî ýòîé òåìå ïîñâÿùåíà èñêëþ÷èòåëüíî èçó-

÷åíèþ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ñòàöèîíàðíîãî ïîâåäåíèÿ. Â [70] àâòîð îáñóæäàë ñòà-

öèîíàðíîå ïîâåäåíèå äâóõïðîöåññîðíîé ãåòåðîãåííîé ñèñòåìû ñ êàòàñòðîôàìè,

îòêàçàìè ñåðâåðîâ è ðåìîíòàìè. Â [77] ïðîàíàëèçèðîâàíî ñòàöèîíàðíîå ïîâåäå-

íèå î÷åðåäè M/M/1 ñ êàòàñòðîôàìè, ñáîÿìè è ðåìîíòàìè ñåðâåðà, à â [80] ðàñ-

øèðåíû ðåçóëüòàòû äëÿ î÷åðåäèM/M/1 ñ áëîêèðîâêîé, êàòàñòðîôàìè, ñáîÿìè

è ðåìîíòàìè ñåðâåðà, ãäå áëîêèðîâêà ïðîèñõîäèò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ðàçìåð ñèñòåìû ðàâåí èëè ïðåâûøàåò ïîðîãîâîå çíà÷åíèå k. Â [79] ïîëó÷åíû

ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé î÷åðåäè M/M/1 ñ îòêàçà-

ìè, êàòàñòðîôàìè, ñáîÿìè è ðåìîíòàìè ñåðâåðà. Â [72] èçó÷åíî ñòàöèîíàðíîå

ïîâåäåíèå äâóñòîðîííåé î÷åðåäè ñ êàòàñòðîôàìè è ðåìîíòàìè.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â [71] èññëåäîâàíà íåñòàöèîíàðíîñòü äâóõïðîöåññîðíîé

ãåòåðîãåííîé ñèñòåìû ñ êàòàñòðîôàìè, îòêàçàìè ñåðâåðîâ è ðåìîíòàìè. Â [73]

îïèñàíà íåîäíîðîäíîñòü ïî âðåìåíè äëÿ äâóñòîðîííåé î÷åðåäè, ïîäâåðæåííîé

êàòàñòðîôàì è ðåìîíòàì (ïðîäîëæåíèå ïðåäûäóùåé ðàáîòû [72]). Íåêîòîðûå

äðóãèå íåñòàöèîíàðíûå ìîäåëè áûëè èçó÷åíû ðÿäîì àâòîðîâ, ñì., íàïðèìåð,

[74, 75, 76, 54, 78, 125].

Â äàííîé ãëàâå ðàññìîòðåíà ñèñòåìà ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ òèïà

Mt/Mt/1 ñ îòêàçàìè, êàòàñòðîôàìè, ñáîÿìè è ðåìîíòàìè ñåðâåðà â ñëó÷àå

íåñòàöèîíàðíîãî ïîâåäåíèÿ. Ïîëó÷åíû îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè è óñòîé-

÷èâîñòè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîöåññà äëèíû î÷åðåäè. Òàêèå îöåíêè äàþò

âîçìîæíîñòü íàéòè ïðåäåëüíûå îöåíêè äëÿ êëàññà áëèçêèõ ê ýòîé î÷åðåäè ìàð-

êîâñêèõ ìîäåëåé. Â ñëó÷àå ïîñòîÿííûõ ïàðàìåòðîâ ðåçóëüòàòû ñîãëàñóþòñÿ ñ

ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè [80].

Ðåçóëüòàòû ãëàâû îïóáëèêîâàíû â [123].

2.1 Îïèñàíèå ìîäåëè

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ îäíèì ñåðâåðîì ñ îòêàçà-

ìè, êàòàñòðîôàìè, ñáîÿìè è âîçìîæíûìè ðåìîíòàìè ñåðâåðà. Îáîçíà÷èì èí-

òåíñèâíîñòè: ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèé λ(t), îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé µ(t), êà-

òàñòðîôû γi(t), âîññòàíîâëåíèÿ âûøåäøåãî èç ñòðîÿ ñåðâåðà η(t). Ïðè ïîñòóï-
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ëåíèè òðåáîâàíèÿ, åñëè âïåðåäè íåãî åñòü k (ïîðîãîâîå çíà÷åíèå) èëè áîëüøå

òðåáîâàíèé, òî îíî ïðèñîåäèíÿåòñÿ ê î÷åðåäè ñ âåðîÿòíîñòüþ β(t) è ìîæåò îò-

êàçàòüñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− β(t), r(t) - âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñåðâåð íàõîäèòñÿ

â ðåìîíòå â ìîìåíò âðåìåíè t ñ r(0) = 0.

Äàííàÿ ìîäåëü ìîæåò áûòü îïèñàíà ìàðêîâñêèì ïðîöåññîì X(t), t > 0,

ãäå X(t) îáîçíà÷àåò êîëè÷åñòâî òðåáîâàíèé â ñèñòåìå â ìîìåíò âðåìåíè t (ïðî-

öåññ äëèíû î÷åðåäè). Îáîçíà÷èì ÷åðåç pn(t) = P (X(t) = n), n = 0, 1, 2, 3, . . . .

Èñõîäÿ èç âûøåèçëîæåííûõ ïðåäïîëîæåíèé ðåçóëüòèðóþùåå ïîâåäåíèå

âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé îïèñûâàåòñÿ ïðÿìîé ñèñòåìîé Êîëìîãîðîâà:

r′(t) = −η(t)r(t) +
∞∑
i=0

γi(t)pi(t) (2.1.1)

p′0(t) = µ(t)p1(t)− (λ(t) + γ0(t))p0(t) + η(t)r(t) (2.1.2)

p′n(t) = λ(t)pn−1(t)−(λ(t)+γn(t)+µ(t))pn(t)+µ(t)pn+1(t), 1 ≤ n ≤ k−1 (2.1.3)

p′k(t) = λ(t)pk−1(t)− (λ(t)β(t) + γk(t) + µ(t))pk(t) + µ(t)pk+1(t), n = k (2.1.4)

p′n(t) = λ(t)β(t)pn−1(t)−(λ(t)β(t)+γn(t)+µ(t))pn(t)+µ(t)pn+1(t), n > k. (2.1.5)

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ íåñòàöèîíàðíóþ ñèòóàöèþ. À èìåí-

íî, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïðîöåññ äëèíû î÷åðåäè {X(t), t ≥ 0} ÿâëÿåòñÿ íåîä-

íîðîäíîé Ìàðêîâñêîé öåïüþ íåïðåðûâíîãî âðåìåíè. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âñå

âîçìîæíûå èíòåíñèâíîñòè ïåðåõîäîâ, ñêàæåì qij(t), ÿâëÿþòñÿ íåñëó÷àéíûìè

ôóíêöèÿìè âðåìåíè è âñå ôóíêöèè èíòåíñèâíîñòè íåîòðèöàòåëüíû è ëîêàëüíî

èíòåãðèðóåìû íà [0,∞).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç p (t) = (r(t), p0 (t) , p1 (t) , . . . )T âåêòîð âåðîÿòíîñòåé ñî-

ñòîÿíèé â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè t. Ïîëîæèë aij (t) = qji (t) äëÿ j 6= i è

aii (t) = −
∑

j 6=i aji (t) = −
∑

j 6=i qij (t).

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìàòðèöà èíòåíñèâíîñòè ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åíà, ò.å.

sup
i
|aii (t) | ≤ L <∞ (2.1.6)

ïî÷òè äëÿ âñåõ t ≥ 0. Òîãäà èìååì ‖A(t)‖ = 2 supk |akk (t)| ≤ 2L ïî÷òè äëÿ âñåõ

t ≥ 0.
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Ìîæåì ðàññìàòðèâàòü ïðÿìóþ ñèñòåìó Êîëìîãîðîâà (2.1.1)�(2.1.5) êàê

äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (1.4.11) â ïðîñòðàíñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé l1,

ãäå A (t) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ïî÷òè äëÿ âñåõ t ≥ 0 ëèíåéíûì îïåðàòîðîì â

l1 è çàäåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåé òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöåé èíòåíñèâíîñòè:



−η(t) γ0(t) γ1(t) · · · γk−1(t) γk(t) γk+1(t) γk+2(t) · · ·

η(t) −(λ(t) + γ0(t)) µ(t) · · · 0 0 0 0 · · ·

0 λ(t) −(λ(t) + γ1(t) + µ(t)) · · · 0 0 0 0 · · ·
.
.
.

.

.

.

.

.

. · · ·
.
.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

. · · ·

0 0 0 · · · λ(t) −(λ(t)β(t) + γk(t) + µ(t)) µ(t) 0 · · ·

0 0 0 · · · 0 λ(t)β(t) −(λ(t)β(t) + γk+1(t) + µ(t)) µ(t) · · ·

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.



.

(2.1.7)

2.2 Îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè

Ìåòîä ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè îñíîâàí íà ïîíÿòèè ëîãà-

ðèôìè÷åñêîé íîðìû è ñîîòâåòñòâóþùèõ îöåíêàõ äëÿ îïåðàòîðà Êîøè. Êðîìå

òîãî, äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ðàññìàòðèâàåì äâà ïîäõîäà [71, 85]. Îïèøåì

ýòè ïîäõîäû.

Ïåðâûé ïîäõîä, ñì. [71]. Ïîëîæèì γ∗(t) = infn γn(t) è ïåðåïèøåì ïðÿ-

ìóþ ñèñòåìó Êîëìîãîðîâà (1.4.11) êàê

dp

dt
= A∗ (t) p + g (t) , t ≥ 0, (2.2.8)

ãäå g (t) = (γ∗(t), 0, 0, . . . )T , A∗ (t) =
(
a∗ij (t)

)∞
i,j=0

, è

a∗ij (t) =

{
a0j (t)− γ∗(t), åñëè i = 0,

aij (t) , åñëè i > 0.
(2.2.9)

Òîãäà

A∗ (t) =
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−(η(t) + γ∗(t)) γ0(t) − γ∗(t) γ1(t) − γ∗(t) · · · γk−1(t) − γ∗(t) γk(t) − γ∗(t) γk+1(t) − γ∗(t) · · ·

η(t) −(λ(t) + γ0(t)) µ(t) · · · 0 0 0 · · ·

0 λ(t) −(λ(t) + γ1(t) + µ(t)) · · · 0 0 0 · · ·
.
.
.

.

.

.

.

.

. · · ·
.
.
.

.

.

.

.

.

. · · ·

0 0 0 · · · λ(t) −(λ(t)β(t) + γk(t) + µ(t)) µ(t) · · ·

0 0 0 · · · 0 λ(t)β(t) −(λ(t)β(t) + γk+1(t) + µ(t)) · · ·

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.



.

(2.2.10)

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

p (t) = U ∗ (t, 0) p (0) +

∫ t

0

U ∗ (t, τ) g (τ) dτ, (2.2.11)

ãäå U ∗ (t, s) ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì Êîøè ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû

dx

dt
= A∗ (t) x. (2.2.12)

Òåîðåìà 10 Ïóñòü èíòåíñèâíîñòè êàòàñòðîô ñóùåñòâåííû, ò.å.∫ ∞
0

γ∗ (t) dt = +∞. (2.2.13)

Òîãäà ïðîöåññ X (t) ñëàáî ýðãîäè÷åí (â ðàâíîìåðíîé îïåðàòîðíîé òîïîëîãèè)

è èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè

‖p∗ (t)− p∗∗ (t)‖ ≤ e
−

t∫
0

γ∗(τ) dτ
‖p∗ (0)− p∗∗ (0)‖ ≤ 2e

−
t∫
0

γ∗(τ) dτ
(2.2.14)

äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé p∗ (0) ,p∗∗ (0) è âñåõ t ≥ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ðàâåíñòâà

γ (A∗ (t))1 = sup
i

a∗ii (t) +
∑
j 6=i

a∗ji (t)

 = −γ∗ (t) , (2.2.15)

îòñþäà ïîëó÷àåì

‖p∗ (t)− p∗∗ (t)‖ ≤ ‖U ∗ (t, 0)‖ ‖p∗ (0)− p∗∗ (0)‖ ≤ (2.2.16)

≤ e
−

t∫
0

γ∗(τ) dτ
‖p∗ (0)− p∗∗ (0)‖ ≤ 2e

−
t∫
0

γ∗(τ) dτ
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äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé p∗ (0) ,p∗∗ (0) è âñåõ t ≥ 0.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîëó÷åíèå îöåíîê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè âî ¾âçâåøåí-

íûõ¿ íîðìàõ. Ðàññìîòðèì íåóáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 1 = d0 ≤ d1 ≤ . . .

è äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó D = diag (d0, d1, d2, . . . ). Îáîçíà÷èì ÷åðåç l1D =

{p/‖p‖1D = ‖Dp‖1 <∞}. A∗(t) ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîíåîðòèöàòåëüíîé ìàòðè-

öåé, ò.å. âñå âíåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû A∗(t) íåîòðèöàòåëüíû äëÿ âñåõ t ≥ 0.

Ïîëîæèì

γ∗∗(t) = inf
i

|a∗ii(t)| −∑
j 6=i

dj
di
a∗ji(t)

 . (2.2.17)

Ðàññìîòðèì (2.2.8) êàê äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â ïðîñòðàíñòâå ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòåé l1D. Òîãäà

‖A∗(t)‖1D = ‖DA∗(t)D−1‖ = sup
i

|a∗ii(t)|+∑
j 6=i

dj
di
a∗ji(t)

 =

= sup
i

2|a∗ii(t)|+
∑
j 6=i

dj
di
a∗ji(t)− |a∗ii(t)|

 ≤ (2.2.18)

≤ 2 sup
i
|a∗ii(t)| − γ∗∗(t) ≤ 2L− γ∗∗(t),

ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîðíàÿ ôóíêöèÿ A∗(t) îãðàíè÷åíà â ïðîñòðàíñòâå l1D, è

ìîæíî ïðèìåíèòü òîò æå ïîäõîä ê óðàâíåíèþ (2.2.8) â ïðîñòðàíñòâå l1D. Ïîëó-

÷àåì

γ (A∗(t))1D = γ
(
DA∗(t)D−1

)
= sup

i

a∗ii(t) +
∑
j 6=i

dj
di
a∗ji(t)

 = −γ∗∗(t)(2.2.19)

è ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 11 Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {di}, 1 = d0 ≤ d1 ≤
d2 ≤ . . . âûïîëíåíî óñëîâèå ∫ ∞

0

γ∗∗(t) dt = +∞. (2.2.20)
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Òîãäà X(t) ñëàáî ýðãîäè÷åí è âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäè-

ìîñòè:

‖p∗(t)− p∗∗(t)‖1D ≤ e
−

t∫
0

γ∗∗(τ) dτ
‖p∗(0)− p∗∗(0)‖1D (2.2.21)

äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé p∗(0),p∗∗(0) è âñåõ t ≥ 0.

Ïóñòü l1E = {p = (r, p0, p1, p2, . . .)} ïðîñòðàíñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé òà-
êèõ ÷òî ‖p‖1E =

∑
k≥0 k|pk| < ∞. ‖p‖1D = ‖Dp‖ = ‖ (d0r, d1p0, d2p1, . . .)

T ‖ =

d0r +
∑

k≥0 dk+1pk ≥
∑

k≥1 k
dk+1

k pk. W = infk≥1
dk+1

k . Òîãäà W‖p‖1E ≤ ‖p‖1D.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {di} òàêàÿ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ

(2.2.20) è ñóùåñòâóåò W > 0. Òîãäà X(t) èìååò ïðåäåëüíîå ñðåäíåå çíà÷åíèå,

ñêàæåì φ(t) = E(t, 0), è âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

|E(t, j)− E(t, 0)| ≤ dj+1

W
e
−

t∫
0

γ∗∗(τ) dτ
(2.2.22)

äëÿ âñåõ j è âñåõ t ≥ 0.

Ïóñòü d0 = 1 è dn+1 = (1 + ε)dn äëÿ n ≥ 0 è ïîëîæèòåëüíîãî ε.

Òîãäà, òàêæå àíàëîãè÷íî [71], ìîæåì ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå ÿâíûå îöåíêè.

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå ÷òî∫ ∞
0

(γ∗(t)− ευ(t)) dt = +∞, (2.2.23)

ãäå υ(t) = max (η(t), λ(t)). Òîãäà

‖p∗(t)− p∗∗(t)‖1D ≤ e
−

t∫
0

(γ∗(τ)−ευ(τ)) dτ
‖p∗(0)− p∗∗(0)‖1D (2.2.24)

è

|E(t, j)− E(t, 0)| ≤ dj+1

W
e
−

t∫
0

(γ∗(τ)−ευ(τ)) dτ
(2.2.25)

äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî l1D è W .

Âòîðîé ïîäõîä, ñì. òàêæå [85]. Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, ïðè êîòî-

ðîì ñêîðîñòè êàòàñòðîô îäèíàêîâûå, à èìåííî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå γn(t) =
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γ∗(t). Â ýòîé ñèòóàöèè óðàâíåíèå (2.1.1) áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

r′(t) = −η(t)r(t) + γ∗(t), ñëåäîâàòåëüíî, åãî ìîæíî ðåøèòü:

r(t) =

t∫
0

e
−

t∫
τ

η(u) du
γ∗(τ)dτ, (2.2.26)

ò.ê. r(0) = 0.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèñòåìó Êîëìîãîðîâà (2.2.8) â âèäå

dz

dt
= B (t) z + f (t) , t ≥ 0, (2.2.27)

ãäå f (t) = (η(t)r (t) , 0, 0, . . . )T , z (t) = (p0(t), p1(t), . . . )
T , è

B (t) =


−(λ(t) + γ∗(t)) µ(t) 0 0 · · · 0 0 0 0 0 · · ·

λ(t) −(λ(t) + γ∗(t) + µ(t)) µ(t) 0 · · · 0 0 0 0 0 · · ·
.
.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

. · · ·
.
.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. · · ·

0 0 0 0 · · · 0 λ(t) −(λ(t)β(t) + γ∗(t) + µ(t)) µ(t) 0 · · ·

0 0 0 0 · · · 0 0 λ(t)β(t) −(λ(t)β(t) + γ∗(t) + µ(t)) µ(t) · · ·

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
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Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.2.27) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

z (t) = UB (t, 0) z (0) +

∫ t

0

UB (t, τ) f (τ) dτ, (2.2.28)

ãäå UB (t, s) îïåðàòîð Êîøè ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

dv

dt
= B (t) v. (2.2.29)

Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå îöåíêà áóäåò ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íà òåîðåìå

10, òîëüêî ñ çàìåíîé â ëåâîé ÷àñòè p íà z.

Ñóùåñòâåííî èíàÿ ñèòóàöèÿ ñ ýòèì ïîäõîäîì âîçíèêàåò, êîãäà ðàññìàòðè-

âàåì îáùèé ñëó÷àé ïðè ïîëó÷åíèè âçâåøåííûõ îöåíîê.
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Òåïåðü íå ìîæåì íàéòè r(t) â çàìêíóòîé ôîðìå, êàê â (2.2.26). Âìåñòî ýòî-

ãî èñïîëüçóåì ðàâåíñòâî r(t) = 1−
∑

i≥0 pi(t). Çàòåì ñíîâà ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

(2.2.27) ñ äðóãèì B(t),

B (t) =


−(λ(t) + γ0(t) + η(t)) µ(t) − η(t) −η(t) · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

λ(t) −(λ(t) + γ1(t) + µ(t)) µ(t) · · · 0 0 0 0 · · ·
.
.
.

.

.

.

.

.

. · · ·
.
.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

. · · ·

0 0 0 0 · · · λ(t) −(λ(t)β(t) + γk(t) + µ(t)) µ(t) · · ·

0 0 0 · · · 0 λ(t)β(t) −(λ(t)β(t) + γk+1(t) + µ(t)) µ(t) · · ·

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
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Áîëåå òîãî, òåïåðü f (t) = (η(t), 0, 0, . . . )T è z (t) = (p0(t), p1(t), . . . )
T .

Ðàññìîòðèì

D =



d0 d0 d0 · · ·

0 d1 d1 · · ·

0 0 d2 · · ·

. . . . . . . . .


(2.2.30)

è B∗(t) = DB(t)D−1(t) =



−(η(t) + γ0(t))
d0
d1

(γ0(t) − γ1(t))
d0
d2

(γ1(t) − γ2(t)) · · · · · · · · ·

d1
d0
λ(t) −(λ(t) + γ1(t) + µ(t))

d1
d2

(µ(t) + γ1(t) − γ2(t))
d1
d3

(γ2(t) − γ3(t)) · · · · · ·

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. · · ·
.
.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.


. (2.2.31)

Ïîëîæèì

γB(t) = inf
i

|b∗ii(t)| −∑
j 6=i

b∗ji(t)

 . (2.2.32)
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Ðàññìîòðèì (2.2.27) êàê äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â ïðîñòðàíñòâå ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòåé l1D. Èìååì

‖B∗(t)‖ = ‖B(t)‖1D = ‖DB(t)D−1‖ = sup
i

|b∗ii(t)|+∑
j 6=i

b∗ji(t)

 = (2.2.33)

= sup
i

2|b∗ii(t)|+
∑
j 6=i

b∗ji(t)− |b∗ii(t)|

 ≤ 2 sup
i
|b∗ii(t)| − γB(t) ≤ 2L− γB(t),

ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîðíàÿ ôóíêöèÿ B(t) îãðàíè÷åíà â ïðîñòðàíñòâå l1D, è

ìîæíî ïðèìåíèòü òîò æå ïîäõîä ê óðàâíåíèþ (2.2.27) â ïðîñòðàíñòâå l1D. Òå-

ïåðü ðàâåíñòâî

γ (B(t))1D = γ
(
DB(t)D−1

)
= sup

i

b∗ii(t) +
∑
j 6=i

b∗ji(t)

 = −γB(t) (2.2.34)

ïîäðàçóìåâàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 12 Ïóñòü {di}, 1 = d0 ≤ d1 ≤ . . . íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü, òàêàÿ ÷òî, ∫ ∞
0

γB(t) dt = +∞. (2.2.35)

Òîãäà X(t) ñëàáî ýðãîäè÷åí è âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

‖z∗(t)− z∗∗(t)‖1D ≤ e
−

t∫
0

γB(τ) dτ
‖z∗(0)− z∗∗(0)‖1D (2.2.36)

äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé z∗(0), z∗∗(0) è âñåõ t ≥ 0.

Ïóñòü l1E = {z = (p0, p1, p2, . . .)} ïðîñòðàíñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé òà-

êèõ, ÷òî ‖z‖1E =
∑

k≥1 k|pk| <∞. Ïóñòü W = infk≥1
dk
k . Òîãäà W‖z‖1E ≤ ‖z‖1D.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {di} òàêîâà, ÷òî (2.2.35) âû-

ïîëíÿåòñÿ, à W > 0. Òîãäà X(t) èìååò ïðåäåëüíîå ñðåäíåå çíà÷åíèå, ñêàæåì

φ(t) = E(t, 0), è âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

|E(t, j)− E(t, 0)| ≤ 1 + dj
W

e
−

t∫
0

γB(τ) dτ
(2.2.37)
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äëÿ âñåõ j è âñåõ t ≥ 0.

Çàìå÷àíèå 1. Ìîæíî âçÿòü d0 = 1, d1 = ε, dk+1 = (1 + ε)dk äëÿ k ≥ 1 è

ïîëó÷èòü àíàëîã óòâåðæäåíèÿ 1 äëÿ âòîðîãî ïîäõîäà.

Çàìå÷àíèå 2. Âî âñåõ íàøèõ óòâåðæäåíèÿõ ìîæíî çàìåíèòü óñëîâèå

ìîíîòîííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {dk} óñëîâèåì d = infk dk > 0, ñ ñîîòâåò-

ñòâóþùèì èçìåíåíèåì îöåíîê; ñì., íàïðèìåð, [87].

2.3 Îöåíêè óñòîé÷èâîñòè

Çäåñü ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå îáùåãî ìåòîäà îöåíêè óñòî÷èâîñòè (ñì. â

[86]) äëÿ èññëåäóåìîé ìîäåëè.

Ðàññìîòðèì ¾âîçìóùåííûé¿ ïðîöåññ äëèíû î÷åðåäè X̄(t), t ≥ 0 ñ ñîîò-

âåòñòâóþùåé òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöåé èíòåíñèâíîñòè Ā(t), ãäå ìàòðèöà

¾âîçìóùåíèÿ¿ Â(t) = A(t)− Ā(t) â íåêîòîðîì ñìûñëå ìàëà. À èìåííî, ïðåäïî-

ëàãàåì, ÷òî âîçìóùåííàÿ î÷åðåäü èìååò òó æå ïðèðîäó, ÷òî è èñõîäíàÿ. Ñëåäî-

âàòåëüíî, ìàòðèöà âîçìóùåííîé èíòåíñèâíîñòè òàêæå èìååò òó æå ñòðóêòóðó, ñ

ñîîòâåòñòâóþùèìè âîçìóùåííûìè èíòåíñèâíîñòÿìè η̄(t), γ̄n(t), λ̄(t), µ̄(t), β̄(t).

Ïóñòü

|η(t)− η̄(t)| = |η̂(t)| ≤ ε̂, |γn(t)− γ̄n(t)| = |γ̂n(t)| ≤ ε̂,

|λ(t)− λ̄(t)| = |λ̂(t)| ≤ ε̂, |µ(t)− µ̄(t)| = |µ̂(t)| ≤ ε̂, (2.3.38)

|β(t)− β̄(t)| = |β̂(t)| ≤ ε̂.

Ñëåäîâàòåëüíî

|λ(t)β(t)− λ̄(t)β̄(t)| ≤ λ(t)|β̂(t)|+ β̄(t)|λ̂(t)| ≤ (L+ 1)ε̂. (2.3.39)

Òîãäà ïîëó÷àåì èç (2.1.7) ñëåäóþùåå îãðàíè÷åíèå

‖Â(t)‖ = 2 sup
k
|âkk (t)| = 2 max(|η̂(t)|, |λ̂(t)|+ |γ̂(t)|, (2.3.40)

|λ̂(t)|+ |γ̂n(t)|+ |µ̂(t)|, (L+ 1)ε̂+ |γ̂n(t)|+ |µ̂(t)|) ≤ (2L+ 6) ε̂.
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Âî-ïåðâûõ, ñôîðìóëèðóåì îöåíêè âîçìóùåíèÿ äëÿ âåêòîðà âåðîÿòíîñòè

ñîñòîÿíèÿ â ñèòóàöèè òåîðåìû 10.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç òåîðåìû 10.

Òåîðåìà 13 Ïóñòü â ïðåäïîëîæåíèè òåîðåìû 10 èíòåíñèâíîñòü êàòàñòðî-

ôû γ(t) áóäåò òàêîé, ÷òî

e
−

t∫
s

γ(τ) dτ
≤ Ne−γ0(t−s), (2.3.41)

äëÿ íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ N, γ0. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ îöåíêà

âîçìóùåíèÿ:

lim sup
t→∞

‖p(t)− p̄(t)‖ ≤ ε̂ (2L+ 6) (1 + log (N/2))

γ0
(2.3.42)

äëÿ ëþáîé âîçìóùåííîé î÷åðåäè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè âîçìóùåííûìè èíòåí-

ñèâíîñòÿìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè (2.3.38).

Îöåíêà òåîðåìû 13 îñíîâàíà íà ðåçóëüòàòàõ óñòîé÷èâîñòè èç [82, 83].

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî (2.2.10), (2.3.38) è (2.3.40) ïðåäïîëàãàåò íåðàâåí-

ñòâî:

‖Â∗(t)‖ = 2 sup
k
|â∗kk (t)| ≤ ‖Â(t)‖ ≤ (2L+ 6) ε̂. (2.3.43)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ó íàñ åñòü ‖g(t)‖1D = γ∗(t) ≤ L ïî÷òè äëÿ âñåõ t ≥ 0.

Òîãäà Òåîðåìà 4 èç [83] ïîäðàçóìåâàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 14 Ïóñòü ïðè äîïóùåíèÿõ òåîðåìû 11 âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå

îöåíêè:

e
−

t∫
s

γ∗∗(τ) dτ
≤ N ∗∗e−γ

∗∗
0 (t−s) (2.3.44)

äëÿ íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ N ∗∗, γ∗∗0 è

H = sup
|i−j|=1

di
dj
<∞. (2.3.45)
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Òîãäà

lim sup
t→∞

‖p(t)− p̄(t)‖1D ≤
(4L+ 12) ε̂HL(N ∗∗)2

γ∗∗0 (γ∗∗0 − (4L+ 12) ε̂H)
. (2.3.46)

Áîëåå òîãî, åñëè W = infk≥1
dk+1

k > 0, òîãäà

lim sup
t→∞

|E(t, 0)− Ē(t, 0)| ≤ (4L+ 12) ε̂HL(N ∗∗)2

Wγ∗∗0 (γ∗∗0 − (4L+ 12) ε̂H)
. (2.3.47)

Íàêîíåö, ïîëó÷àåì îöåíêè âîçìóùåíèé, îñíîâàííûå íà îöåíêàõ ýðãîäè÷-

íîñòè òåîðåìû 12.

Òåîðåìà 15 Ïóñòü ïðè äîïóùåíèÿõ òåîðåìû 12 âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå

îöåíêè:

e
−

t∫
s

γB(τ) dτ
≤ NBe−γ

B
0 (t−s) (2.3.48)

äëÿ íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ NB, γB0 è

H = sup
|i−j|=1

di
dj
<∞. (2.3.49)

Òîãäà

lim sup
t→∞

‖p(t)− p̄(t)‖1D ≤
ε̂NB (L+ 1)

(
6HLNB + γB0

)
γB0
(
γB0 − 12ε̂HNB (L+ 1)

) . (2.3.50)

Êðîìå òîãî, åñëè W = infk≥1
dk
k > 0, òîãäà

lim sup
t→∞

|E(t, 0)− Ē(t, 0)| ≤
ε̂NB (L+ 1)

(
6HLNB + γB0

)
WγB0

(
γB0 − 12ε̂HNB (L+ 1)

) . (2.3.51)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî îòìåòèòü, ÷òî

‖B(t)− B̄(t)‖1D ≤ H‖B(t)− B̄(t)‖1 ≤ H‖A(t)− Ā(t)‖1 ≤ (2L+ 6)Hε̂ (2.3.52)

è

‖f(t)− f̄(t)‖1D = ||η(t)r(t)− η̄(t)r̄(t)| ≤ (L+ 1) ε̂. (2.3.53)

òîãäà íàøå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû 2 [86].
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2.4 Ïðèìåðû

Äëÿ ïîäòâåðæåíèÿ òåîðåòè÷åñêèõ îöåíîê ïðîâåä¼ì âû÷èñëèòåëüíûå ýêñ-

ïåðèìåíòû. Ðàññìîòðèì, â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ, äâå ìîäåëè ìàññîâîãî îáñëóæè-

âàíèÿ ñ 1-ïåðèîäè÷åñêèìè èíòåíñèâíîñòÿìè è ñ ïîðîãîâûì çíà÷åíèåì ðàâíûì

100 (k = 100).

Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ âåðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê ìîäå-

ëåé, ïðåäñòàâëåííûõ â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå, èñïîëüçóåòñÿ àëãîðèòì, çàêëþ-

÷àþùèéñÿ â óñå÷åíèè èñõîäíîãî ïðîöåññà, èñïîëüçîâàíèè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè

äëÿ îöåíèâàíèÿ îïåðàòîðà Êîøè, ðåøåíèè ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Àäàìñà-Ìóëòîíà IV ïîðÿäêà, íàõîæäåíèè îñíîâíûõ

âåðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê è, íàêîíåö, ïîñòðîåíèè ãðàôèêîâ ýòèõ õàðàêòå-

ðèñòèê ñ ïîìîùüþ ðàçðàáîòàííûõ ïðîãðàìì, ïîçâîëÿþùèõ ñ îïòèìàëüíîé ñêî-

ðîñòüþ íàõîäèòü çíà÷åíèÿ â ñëó÷àå äîñòàòî÷íî áîëüøîãî êîëè÷åñòâà óðàâíåíèé

N â óñå÷åííîé ñèñòåìå è ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t.

2.4.1 Ïðèìåð 1

Ïóñòü î÷åðåäü èìååò ñëåäóþùèå èíòåíñèâíîñòè ïåðåõîäà:

η(t) = 3 + sin 2πt, γk(t) = γ(t) = 2 + 0.5 cos 2πt, λ(t) = 10 + 10 sin 2πt, µ(t) =

2 + cos 2πt, β(t) = 0.7, k = 100.

Ïðèìåíèì âñå èññëåäîâàíèÿ äëÿ ýòîé êîíêðåòíîé ñèòóàöèè.

Äëÿ òåîðåìû 10 è ñîîòâåòñòâóþùåé òåîðåìû 13 îá ¾óñòîé÷èâîñòè¿ íàì

íóæíû L, N è γ0. Î÷åâèäíî, ÷òî ó íàñ åñòü L ≤ 25.5. Ðàññìîòðèì òåïåðü

e
−

t∫
s

γ(τ) dτ
= e−2(t−s)− sin 2πt−sin 2πs

4π ≤ e−2(t−s)+ 1
2π ≤ 2e−2(t−s),

ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî âçÿòü N = 2 è γ0 = 2 â (2.3.41).

Äëÿ ïðèìåíåíèÿ òåîðåì 11, 14 âîçìåì ε = 0.05, d0 = 1 è dk+1 = (1 + ε)dk

äëÿ k ≥ 0. Òîãäà H = 1 + ε < 2, υ(t) = max (η(t), λ(t)) = 10 + 10 sin 2πt, è

γ∗∗(t) = γε(t) = 1.5 + 0.5 cos 2πt− 0.5 sin 2πt.

e
−

t∫
s

γ∗∗(τ) dτ
≤ e−1.5(t−s)+ 1

4π ≤ 2e−1.5(t−s),
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ïîýòîìó ìîæíî âçÿòü N ∗∗ = 2 è γ∗∗0 = 1.5 â (2.3.44), W = 0.13.

Íàêîíåö, äëÿ ïðèìåíåíèÿ òåîðåì 12, 15 âîçüìåì ε = 0.05, d0 = 1, d1 = ε,

è dk+1 = (1 + ε)dk äëÿ k ≥ 1. Òîãäà H = 1
ε , è γB(t) = γ∗∗(t) = γε(t), ïîýòîìó

ìîæíî âçÿòü NB = 2, γB0 = 1.5 â (2.3.48).

Ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè:

‖p∗ (t)− p∗∗ (t)‖ ≤ 4e−2t (2.4.54)

èç òåîðåìû 10;

‖p∗(t)− p∗∗(t)‖1D ≤ 2e−1.5t ‖p∗(0)− p∗∗(0)‖1D , (2.4.55)

|E(t, j)− E(t, 0)| ≤ 2 · 1.05j+1

0.13
e−1.5t (2.4.56)

èç òåîðåìû 11 è ñëåäñòâèÿ 1, è ïî÷òè òî æå ñàìîå èç òåîðåìû 15.

Ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêè âîçìóùåíèé èìåþò âèä:

lim sup
t→∞

‖p(t)− p̄(t)‖ ≤ 30ε̂ (2.4.57)

èç òåîðåìû 13;

lim sup
t→∞

‖p(t)− p̄(t)‖1D ≤
4 · 105ε̂

1− 4 · 103ε̂
(2.4.58)

è

lim sup
t→∞

|E(t, 0)− Ē(t, 0)| ≤ 4 · 105ε̂

0.13 (1− 4 · 103ε̂)
(2.4.59)

èç òåîðåìû 14; à îöåíêè òåîðåìû 15 ãîðàçäî õóæå.

Äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ òåîðåòè÷åñêèõ îöåíîê è ïîñòðîåíèÿ ïðåäåëüíîãî ðå-

æèìà âûïîëíèì ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò:
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1. íà îñíîâàíèè îöåíêè, â äàííîì ñëó÷àå (2.4.54), ïîëó÷àåì çíà÷åíèå t◦, ãà-

ðàíòèðóþùåå ñõîäèìîñòü ðåøåíèÿ p(t) íà îòðåçêå [0; t◦];

2. ÷èñëåííî ðåøàåì çàäà÷ó Êîøè ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ X(0) = 0 è

X(0) = 200: âû÷èñëÿåì âåðîÿòíîñòü ïóñòîé î÷åðåäè p0(t) è ìàòåìàòè÷å-

ñêîå îæèäàíèå ÷èñëà òðåáîâàíèé â î÷åðåäè E(t, k);

3. íà îñíîâàíèè ïîñòðîåííûõ ãðàôèêîâ âûäåëÿåì îòðåçîê [0; t∗+ 1], êîòîðûé

â íàøåì ïðèìåðå ìåíüøå ÷åì ãàðàíòèðîâàííûé íåðàâåíñòâîì (2.4.54);

4. â èòîãå ïîëó÷àåì ïðåäåëüíûé ðåæèì íà îòðåçêå åäèíè÷íîé äëèíû [t∗; t∗+1].

Íà ðèñóíêàõ 2.1-2.4 ïîêàçàíî ïîâåäåíèå âåðîÿòíîñòè ïóñòîé î÷åðåäè è

ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâåííî. Çàìåòèì, ÷òî îöåíêà (2.4.54) ãàðàíòèðóåò

ñîâïàäåíèå âåðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê ñ ðàçëè÷íûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿ-

ìè è çàäàííîé òî÷íîñòüþ äëÿ t ≥ 5. Íà ñàìîì äåëå, êàê ïîêàçûâàþò ãðàôèêè,

ðàçíèöà ñòàíîâèòüñÿ äîâîëüíî ìàëà ãîðàçäî ðàíüøå.

Íà ðèñ. 2.5-2.6 ìîæíî âèäåòü îöåíêè âîçìóùåíèé äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ

ïðåäåëüíûõ õàðàêòåðèñòèê ñ ε̂ = 10−3 äëÿ (2.4.57) è ε̂ = 10−7 äëÿ (2.4.59). Î÷å-

âèäíî, ÷òî ðåàëüíûå âîçìóùåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïóñòîé î÷åðåäè è ñðåäíåãî ÷èñëà

òðåáîâàíèé â ñèñòåìå ìåíüøå ÷åì ãàðàíòèðóåò òåîðåòè÷åñêèå îöåíêè (2.4.58) è

(2.4.59).
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Ðèñ. 2.1: Ïðèìåð 1. Âåðîÿòíîñòü ïóñòîé î÷åðåäè äëÿ t ∈ [0, 5].

Ðèñ. 2.2: Ïðèìåð 1. Àïïðîêñèìàöèÿ ïðåäåëüíîé âåðîÿòíîñòè ïóñòîé î÷åðåäè äëÿ t ∈ [5, 6].
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Ðèñ. 2.3: Ïðèìåð 1. Ñðåäíåå E(t, k) äëÿ t ∈ [0, 5].

Ðèñ. 2.4: Ïðèìåð 1. Àïïðîêñèìàöèÿ ïðåäåëüíîãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ E(t, k) äëÿ t ∈ [5, 6].
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Ðèñ. 2.5: Ïðèìåð 1. Îöåíêè âîçìóùåíèÿ äëÿ ïðåäåëüíîé âåðîÿòíîñòè ïóñòîé î÷åðåäè äëÿ
t ∈ [5, 6].

Ðèñ. 2.6: Ïðèìåð 1. Îöåíêè âîçìóùåíèé äëÿ ïðåäåëüíîãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ E(t, 0) äëÿ t ∈
[5, 6].
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2.4.2 Ïðèìåð 2

Ðàññìîòðèì ìîäåëü ñî ñëåäóþùèìè èíòåíñèâíîñòÿìè: η(t) = 3 + sin 2πt,

γ0(t) = 2 + 0.5 cos 2πt, γk(t) = 0 ïðè k ≥ 1, λ(t) = 1 + sin 2πt, µ(t) = 5 + cos 2πt,

β(t) = 0.7.

Òàê êàê γ∗ = 0, òî ïåðâûé ïîäõîä ïðèìåíèòü íåëüçÿ.

Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ òåîðåì 12 è 15 ïîëîæèì d0 = 1, d1 = 2.5, è dk+1 =

(1.5)dk äëÿ k ≥ 1.

Ïîëó÷àåì

|b∗00(t)| −
∑
j 6=0

b∗j0(t) = η(t) + γ0(t)−
5

2
λ(t) ≥ 0.5,

|b∗11(t)| −
∑
j 6=1

b∗j1(t) = µ(t)− 0.5λ(t)− 2

5
γ0(t) ≥ 2,

|b∗ii(t)| −
∑
j 6=i

b∗ji(t) =
0.5

1.5
µ(t)− 0.5λ(t) ≥ 1

3
, 2 ≤ i ≤ k − 2,

|b∗ii(t)| −
∑
j 6=i

b∗ji(t) =
0.5

1.5
µ(t) + λ(t)(1− β(t))− 0.5λ(t)β(t) ≥ 1

3
, i = k − 1,

|b∗ii(t)| −
∑
j 6=i

b∗ji(t) =
0.5

1.5
µ(t)− 0.5λ(t)β(t) ≥ 1

3
, i ≥ k.

Ñëåäîâàòåëüíî, â (2.2.34) ïîëó÷àåì

γB(t) = inf
i

|b∗ii(t)| −∑
j 6=i

b∗ji(t)

 ≥ 1

3
,

è ïîëó÷àåì èç (2.2.36) è (2.2.37) ñëåäóþùèå îöåíêè:

‖z∗(t)− z∗∗(t)‖1D ≤ e−
t
3 ‖z∗(0)− z∗∗(0)‖1D , (2.4.60)

è

|E(t, j)− E(t, 0)| ≤ 1 + dj
W

e−
t
3 . (2.4.61)



45

Êðîìå òîãî, òåîðåìà 15 äàåò íàì ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêè óñòîé÷èâîñòè, à èìåí-

íî, L = 8, H = 2, NB = 1, γB0 = 1
3 , è èç (2.3.50) è (2.3.51) ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå

îöåíêè:

lim sup
t→∞

‖p(t)− p̄(t)‖1D ≤ 104 · ε̂, (2.4.62)

è

lim sup
t→∞

|E(t, 0)− Ē(t, 0)| ≤ 2 · 104 · ε̂. (2.4.63)

Äàëåå ïðîâîäèì âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû, ïîäòâåðæäàþùèå âòîðîé

ïîäõîä ïîëó÷åíèÿ òåîðåòè÷åñêèõ îöåíîê.

Íà ðèñóíêàõ 2.7-2.10 ïîêàçàíî ïîâåäåíèå âåðîÿòíîñòè ïóñòîé î÷åðåäè

è ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâåííî, à íà ðèñóíêàõ 2.11-2.11 ìîæíî óâèäåòü

ãðàíèöû âîçìóùåíèé äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåäåëüíûõ õàðàêòåðèñòèê ïðè

ε̂ = 10−7 äëÿ (2.4.62) è ε̂ = 5 · 10−8 äëÿ (2.4.63).

Ðèñ. 2.7: Ïðèìåð 2. Âåðîÿòíîñòü ïóñòîé î÷åðåäè äëÿ t ∈ [0, 69].
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Ðèñ. 2.8: Ïðèìåð 2. Àïïðîêñèìàöèÿ ïðåäåëüíîé âåðîÿòíîñòè ïóñòîé î÷åðåäè äëÿ t ∈ [69, 70].

Ðèñ. 2.9: Ïðèìåð 2. Ñðåäíåå E(t, k) äëÿ t ∈ [0, 69].



47

Ðèñ. 2.10: Ïðèìåð 2. Àïïðîêñèìàöèÿ ïðåäåëüíîãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ E(t, k) äëÿ t ∈ [69, 70].

Ðèñ. 2.11: Ïðèìåð 2. Îöåíêè âîçìóùåíèÿ äëÿ ïðåäåëüíîé âåðîÿòíîñòè ïóñòîé î÷åðåäè äëÿ
t ∈ [69, 70].
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Ðèñ. 2.12: Ïðèìåð 2. Îöåíêè âîçìóùåíèé äëÿ ïðåäåëüíîãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ E(t, 0) äëÿ
t ∈ [69, 70].

Çàìå÷àíèå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìåÿ íåïîëíóþ èíôîðìàöèþ î ïðîöåññå,

íî çíàÿ åãî ïðåäåëüíûå õàðàêòåðèñòèêè, ìîæíî âîññòàíîâèòü îñòàëüíûå ïàðà-

ìåòðû ñèñòåìû, íàïðèìåð, ïîðîãîâîå çíà÷åíèå k. È åñëè çíàòü ãðàíèöû äëÿ ïðå-

äåëüíûõ õàðàêòåðèñòèê äëÿ íà÷àëüíîãî èëè âîçìóùåííîãî ïðîöåññà, òî ìîæíî

óïðàâëÿòü ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíèöàìè äëÿ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû.
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Ãëàâà 3

Èññëåäîâàíèå ìîäåëè ñ îäíèì ñåðâåðîì,

ñïåöèàëüíûì ãðóïïîâûì ïîñòóïëåíèåì è

ñî ñïåöèàëüíîé ïîëèòèêîé ïðîïóñêà

î÷åðåäè

Äâå íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûå òî÷êè çðåíèÿ íà ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ñè-

ñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ - ýòî òî÷êà çðåíèÿ âëàäåëüöà ñèñòåìû è êëèåí-

òîâ ñèñòåìû. Îáû÷íî èõ öåëè ïðîòèâîðå÷àò äðóã äðóãó. Â òî âðåìÿ êàê êëèåíò

ñòðåìèòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü îäíó (èëè áîëåå) õàðàêòåðèñòèêó çàäàíèé1, êîòî-

ðûå îí ïåðåäàåò ñèñòåìå (íàïðèìåð, ñðåäíåå âðåìÿ îòêëèêà çàäàíèÿ), âëàäåëåö

ñèñòåìû ñòðåìèòñÿ ìàêñèìàëüíî èñïîëüçîâàòü ðåñóðñû (íàïðèìåð, çàãðóçêó

ïðîöåññîðà). Îáå òî÷êè çðåíèÿ ïðèâëåêëè âíèìàíèå ñîîáùåñòâà èññëåäîâàòå-

ëåé îïåðàöèé â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ. Íî îöåíêà ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ñèñòåì

ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ êëèåíòà, ïîõîæå, ïðèâëåêëà áîëüøå

âíèìàíèÿ.

Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî î÷åðåäÿìè ñ îäíèì ñåðâåðîì, òî, âåðîÿòíî,

îäíèì èç íàèáîëåå èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîñòü ïîëèòèêè

SRPT (êðàò÷àéøåå îñòàâøååñÿ âðåìÿ îáðàáîòêè) ïî îòíîøåíèþ ê ñðåäíåìó âðå-

ìåíè îòêëèêà çàäàíèÿ (èëè òðåáîâàíèÿ)2. Êàê èçâåñòíî, â ñîîòâåòñòâèè ñ SRPT

ñåðâåð âñåãäà ðàáîòàåò íàä "êðàò÷àéøèì" çàäàíèåì. Â [115] (íà îñíîâå ïðåäû-

1Íà ïðîòÿæåíèè âñåé ýòîé ñòàòüè, êîãäà ãîâîðèì î õàðàêòåðèñòèêå ïðîèçâîäèòåëüíîñòè, èìååì â âèäó åå
äîëãîñðî÷íóþ ïåðñïåêòèâó, ò.å. çíà÷åíèå, êîãäà ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ñòàöèîíàðíîì èëè ïðåäåëüíîì ðåæèìå.

2Ñì. [111] è [103] äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîñëåäíèõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ìíîãîñåðâåðíûõ î÷åðåäåé.
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äóùèõ ðàáîò [99, 109]) áûëî çàìå÷åíî, ÷òî íåñêîëüêî ïîõîæàÿ èäåÿ ìîæåò áûòü

èñïîëüçîâàíà äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîëèòèê3, êîòîðûå óâåëè÷èâàþò èñïîëüçîâàíèå

âñåõ ñåðâåðîâ â ñèñòåìå. Îäíà èç òàêèõ ïîëèòèê, äàëåå èìåíóåìàÿ ïîëèòèêîé

"ïðîïóñêà î÷åðåäè", ðàáîòàåò ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. ðèñ. 3.1). Ïðåäïîëîæèì,

Ðèñ. 3.1: Ìîäåëü ñèñòåìû ñ ïîëèòèêîé ïðîïóñêà î÷åðåäè. Ìîæíî âèäåòü, ÷òî ïàêåòû, óäà-
ëåííûå èç ñèñòåìû, (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îíè íå î÷èùàþòñÿ) âûãðóæàþòñÿ â ñëåäóþùóþ
ñèñòåìó ñ òîé æå ïîëèòèêîé ïðîïóñêà î÷åðåäè è òàê äàëåå.

÷òî òðåáîâàíèÿ ïîñòóïàþò â ñèñòåìó ïàðòèÿìè, íî îáñëóæèâàþòñÿ ïî îäíîìó â

ëþáîì ïîðÿäêå. Ðàçìåð ïîñòóïàþùåé ïàðòèè ñòàíîâèòñÿ èçâåñòåí ïî åå ïðèáû-

òèè, è â ëþáîå âðåìÿ òàêæå èçâåñòåí òåêóùèé ðàçìåð ñèñòåìû (ò.å. îáùåå ÷èñëî

òðåáîâàíèé â ñèñòåìå). Ñîãëàñíî ïîëèòèêå ïðîïóñêà î÷åðåäè4 åñëè â ñèñòåìó

ïîñòóïàåò ïàêåò, ðàçìåð êîòîðîãî ïðåâûøàåò òåêóùèé ðàçìåð ñèñòåìû, âñå òå-

êóùèå òðåáîâàíèÿ â ñèñòåìå óäàëÿþòñÿ è íîâàÿ ïàðòèÿ ïîìåùàåòñÿ â î÷åðåäü. Â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå íîâûé ïàêåò áóäåò ïîòåðÿí è íå îêàæåò âëèÿíèÿ íà ñèñòåìó.

Â [115] àâòîðû ïðèìåíèëè ìåòîäû îáðàòíûõ ïî âðåìåíè öåïî÷åê (ðàçðàáîòàí-

íûå â [104, 105, 106, 107]) äëÿ èçó÷åíèÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ñèñòåìû M/M/1 ñ

3Êîíå÷íî, òðåáîâàíèå ìèíèìàëüíîñòè ñðåäíåãî âðåìåíè îòêëèêà çàäàíèÿ ïðè òàêîé ïîëèòèêå îòáðàñûâà-
åòñÿ.

4Êàê óïîìèíàëîñü âûøå, ýòà ïîëèòèêà âûãîäíà ñ òî÷êè çðåíèÿ âëàäåëüöà ñèñòåìû, ïîñêîëüêó ïðè ïðè-
ìåíåíèè ê ñèñòåìàì ïîñëåäîâàòåëüíî, êàê íà ðèñ. 3.1, îíà óâåëè÷èâàåò èñïîëüçîâàíèå ñåðâåðîâ. Èç ðèñ. 3.1
òàêæå âèäíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíûå ñèñòåìû ñ òàêîé ïîëèòèêîé â íåêîòîðîì ñìûñëå ïîõîæè íà î÷åðåäè
óïîðÿäî÷åííîãî ââîäà, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ õîðîøî èçâåñòíûìè ìîäåëÿìè êîíâåéåðíûõ ñèñòåì (îòêðûòîãî è
çàìêíóòîãî êîíòóðà) ñ íåñêîëüêèìè ñòàíöèÿìè ðàçãðóçêè (ñì. [110, 101, 108]).
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òàêîé ïîëèòèêîé ïðîïóñêà î÷åðåäè è îáû÷íî ðàñïðåäåëåííûì ðàçìåðîì ïàêåòà,

ïðîäåìîíñòðèðîâàëè ðåçóëüòàòû âëèÿíèå ïîëèòèêè íà èñïîëüçîâàíèå ñèñòåìû.

Â ýòîé ãëàâå èññëåäóåòñÿ ñèñòåìà ñ èçìåíÿþùåéñÿ âî âðåìåíè èíòåíñèâ-

íîñòüþ, ò.å. êîãäà èíòåíñèâíîñòü ïðèáûòèÿ λ(t) è/èëè èíòåíñèâíîñòü îáñëóæè-

âàíèÿ µ(t) ÿâëÿþòñÿ íåñëó÷àéíûìè ôóíêöèÿìè âðåìåíè. Ïîñêîëüêó ñèñòåìà

ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêîé, (èçìåíÿþùàÿñÿ âî âðåìåíè) ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè âåðî-

ÿòíîñòè îáùåãî ÷èñëà X(t) òðåáîâàíèé â ñèñòåìå ðàçâèâàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ

ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÎÄÓ) - ïðÿìûìè óðàâ-

íåíèÿìè Êîëìîãîðîâà. Çà èñêëþ÷åíèåì î÷åíü îñîáûõ ñëó÷àåâ (íàïðèìåð, êîãäà

ïîñòóïàþùàÿ ïàðòèÿ âñåãäà èìååò ðàçìåð 1), ýòà ñèñòåìà íå ìîæåò áûòü ðåøåíà.

Áîëåå òîãî, åñëè ðàñïðåäåëåíèå ðàçìåðà ïàêåòà èìååò áåñêîíå÷íóþ ïîääåðæêó,

â ñèñòåìå áåñêîíå÷íî ìíîãî ÎÄÓ, è òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå íåâîçìîæ-

íî5. Çäåñü ïðèìåí¼í ïîäõîä àïïðîêñèìàöèè (îáçîð [113, Ðàçäåë 1] è [112]),

êîòîðûé ïîçâîëÿåò îáîéòè òðóäíîñòè ïóòåì óñå÷åíèÿ ñèñòåìû ÎÄÓ.

Îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè îïóáëèêîâàíû â [124], óñòîé÷èâîñòè â [134].

Ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ îöåíêàìè ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû, äîêëàäûâàëèñü íà êîí-

ôåðåíöèè [135] è îïóáëèêîâàíû â [134].

3.1 Îïèñàíèå ìîäåëè

Ðàññìîòðèì î÷åðåäü Mt/Mt/1, èíòåíñèâíîñòü êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè-

÷åñêîé ôóíêöèåé âðåìåíè, è ïîëèòèêó ïðîïóñêà î÷åðåäè. Òðåáîâàíèÿ ïîñòóïà-

þò â ñèñòåìó ïàðòèÿìè â ñîîòâåòñòâèè ñ íåîäíîðîäíûì ïóàññîíîâñêèì ïðîöåñ-

ñîì ñ èíòåíñèâíîñòüþ λ(t). Ðàçìåð ïîñòóïàþùåé ïàðòèè ñòàíîâèòñÿ èçâåñòåí

ïî åå ïðèáûòèè è ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ñ çàäàííûì ðàñïðåäåëåíèåì

âåðîÿòíîñòåé {bn, n ≥ 1}, èìåþùåé êîíå÷íîå ñðåäíåå çíà÷åíèå

b̄ =
∞∑
k=1

Bk, (3.1.1)

5Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ öåëåé âñåãäà âîçìîæíî ÷èñëåííîå âû÷èñëåíèå çàâèñÿùèõ îò
âðåìåíè (è ïðåäåëüíûõ) ïëîòíîñòåé. Äåéñòâèòåëüíî, X(t) - ýòî íåîäíîðîäíàÿ íåïðåðûâíàÿ âðåìåííàÿ öåïü
ðîæäåíèÿ è ãèáåëè Ìàðêîâà. Òàêèì îáðàçîì, âñÿêèé ðàç, êîãäà åãî ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé êîíå÷íî (èëè
êàêèì-òî îáðàçîì óñåêàåòñÿ, ÷òîáû ñòàòü êîíå÷íûì), ìîæíî ïðèìåíÿòü ðàçëè÷íûå àëãîðèòìû óíèôîðìèçà-
öèè (ñì., íàïðèìåð, [100]).
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Bk =
∑∞

n=k bn. Ïðèíÿòàÿ ïîëèòèêà ïðîïóñêà î÷åðåäè ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî âñÿêèé

ðàç, êîãäà ïàêåò ïîñòóïàåò â ñèñòåìó, åãî ðàçìåð, ñêàæåì, B̂, ñðàâíèâàåòñÿ ñ

òåêóùèì îáùèì êîëè÷åñòâîì òðåáîâàíèé â ñèñòåìå, ñêàæåì, B̃. Åñëè B̂ > B̃,

òî âñå òðåáîâàíèÿ, êîòîðûå â äàííûé ìîìåíò íàõîäÿòñÿ â ñèñòåìå, ìãíîâåííî

óäàëÿþòñÿ èç íåå, à âåñü ïàêåò B̂ ïîìåùàåòñÿ â î÷åðåäü, è ïåðâîå òðåáîâàíèå

â ïàêåòå ïîñòóïàåò íà ñåðâåð. Åñëè B̂ ≤ B̃ íîâûé ïàêåò ïîêèäàåò ñèñòåìó,

íå îêàçûâàÿ íà íåå íèêàêîãî âëèÿíèÿ. Âñÿêèé ðàç, êîãäà ñåðâåð ñòàíîâèòñÿ

ñâîáîäíûì, îäíî òðåáîâàíèå èç î÷åðåäè (åñëè òàêîâîå èìååòñÿ) ïåðåõîäèò íà

ñåðâåð6 è îáñëóæèâàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñ

èíòåíñèâíîñòüþ µ(t).

3.2 Ïîëó÷åíèå îöåíîê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè

Ïóñòü X(t) - îáùåå ÷èñëî òðåáîâàíèé â ñèñòåìå â ìîìåíò âðåìåíè t. Èç

îïèñàíèÿ ñèñòåìû ñëåäóåò, ÷òî X(t) - ýòî öåïü Ìàðêîâà ñ íåïðåðûâíûì âðåìå-

íåì è äèñêðåòíûì ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé X = {0, 1, 2, , b∗}, ãäå b∗ � ìàêñè-
ìàëüíî âîçìîæíûé ðàçìåð ïàðòèè, ò.å. èíäåêñ íàèáîëüøåãî íåíóëåâîãî ýëåìåí-

òà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè bn. Åñëè ðàñïðåäåëåíèå ðàçìåðà ïàêåòà èìååò áåñêîíå÷-

íóþ ïîääåðæêó, òî ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé X ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì; â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå îíî êîíå÷íî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q(t) ìàòðèöó èíòåíñèâíîñòè (áåñêîíå÷íî ìàëûé ãåíåðà-

òîð) X(t). Q(t) èìååò âèä

Q(t) =



−λ(t) λ(t)b1 λ(t)b2 . . .

µ(t) − (µ(t) + λ(t)B2) λ(t)b2 . . .

0 µ(t) − (µ(t) + λ(t)B3) . . .

0 0 µ(t) . . .
...

...
... . . .


.

6Ïîñêîëüêó â ýòîé ðàáîòå íå èçó÷àþòñÿ õàðàêòåðèñòèêè âðåìåíè îæèäàíèÿ, äèñöèïëèíà îáñëóæèâàíèÿ
íåâàæíà, è äëÿ óâåðåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òðåáîâàíèÿ îáñëóæèâàþòñÿ â FIFO èëè LIFO èëè â ñëó÷àéíîì
ïîðÿäêå.
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Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî λ(t) è µ(t) ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè íåñëó÷àéíûìè ôóíê-

öèÿìè t, ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìûìè íà [0,∞) è ÷òî èíòåíñèâíîñòü ïîñòóïëåíèÿ

îãðàíè÷åíà êîíñòàíòîé, ò.å. ñóùåñòâóåò L > 0 òàêîå, ÷òî λ(t) ≤ L < ∞ äëÿ

t ≥ 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç pi(t) = P(X(t) = i) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî öåïü

Ìàðêîâà X(t) íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè i â ìîìåíò âðåìåíè t. Ïóñòü p(t) =

(p0(t), p1(t), . . . )
T - âåêòîð ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé â ìîìåíò âðåìåíè t.

Ïðè ëþáîì íàäëåæàùåì íà÷àëüíîì óñëîâèè p(0) âåðîÿòíîñòíàÿ äèíàìèêà öå-

ïè Ìàðêîâà X (t) îïèñûâàåòñÿ ïðÿìîé ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Êîëìîãîðîâà
d

dt
p(t) = A(t)p(t), (3.2.2)

ãäå A(t) = QT (t) - òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà èíòåíñèâíîñòè. Âûáîðîì âåê-

òîðíûõ íîðì áóäåò l1-íîðìà, òî åñòü ‖p(t)‖ =
∑

i∈X |pi(t)|; îïåðàòîðíîé íîð-

ìîé áóäåò òà, êîòîðàÿ èíäóöèðóåòñÿ l1 -íîðìà äëÿ âåêòîðîâ ñòðîê, òî åñòü

‖A(t)‖ = supj∈X
∑

i∈X |aij(t)|.
Èñïîëüçóÿ óñëîâèå íîðìàëèçàöèè p0(t) = 1 −

∑
i≥1,i∈X pi(t), ïåðåïèøåì

ñèñòåìó (3.2.2) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

d

dt
z(t) = B(t)z(t) + f(t), (3.2.3)

ãäå B(t) = (bij(t))
∞
i,j=1, bij(t) = aij(t)− ai0(t), è

f(t) = (λ(t)b1, λ(t)b2, . . . )
T ,

z(t) = (p1(t), p2(t), . . . )
T ,

B(t) =


−(µ(t)+λ(t)) µ(t)−λ(t)b1 −λ(t)b1 −λ(t)b1 · · ·

0 −(µ(t)+λ(t)B2)µ(t)−λ(t)b2−λ(t)b2 · · ·
...

...
...

... . . .

.
Îòìåòèì, ÷òî ìàòðèöà B(t) íå èìååò âåðîÿòíîñòíîãî çíà÷åíèÿ. Ïóñòü z∗(t) è

z∗∗(t) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè (3.2.3), ñîîòâåòñòâóþùèìè (ðàçëè÷íûì) íà÷àëü-

íûì óñëîâèÿì z∗(0) è z∗∗(0). Çàòåì äëÿ âåêòîðà y(t) = z∗(t) − z∗∗(t) =
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(y1(t), y2(t), . . . )
T , êîòîðûé èìååò êîîðäèíàòû ïðîèçâîëüíûõ çíàêîâ, ïîëó÷àåì

d

dt
y(t) = B(t)y(t). (3.2.4)

Òàêèì îáðàçîì, âñå îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ê ïðåäåëüíîìó ðåæèìó X(t)

ñîîòâåòñòâóþò òåì æå îöåíêàì ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ðåøåíèé ñèñòåìû (3.2.4).

Óäîáíåå èçó÷àòü ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè, èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàííóþ ìàòðèöó

B∗(t) èç B(t), çàäàííóþ B∗(t) = TB(t)T−1, ãäå T - âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàò-

ðèöà (1.4.19) è T−1 - îáðàòíàÿ åé ìàòðèöà (1.4.20).

Ïóñòü u(t) = Ty(t) = (u1(t), u2(t), . . . )
T . Çàòåì, óìíîæèâ (3.2.4) ñëåâà íà T ,

ïîëó÷àåì
d

dt
u(t) = B∗(t)u(t), (3.2.5)

ãäå u(t) - âåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè ïðîèçâîëüíûõ çíàêîâ, à ìàòðèöà B∗(t) èìååò

ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó:

B∗(t) =


−µ(t)−λ(t) µ(t) 0 0 · · ·

0 −µ(t)−λ(t)B2 µ(t) 0 · · ·
0 0 −µ(t)−λ(t)B3µ(t) · · ·
...

...
...

... . . .

 .

Ìàòðèöà B∗(t) ñóùåñòâåííî íåîòðèöàòåëüíà, ò.å. âñå åå íåäèàãîíàëüíûå ýëå-

ìåíòû íåîòðèöàòåëüíû äëÿ ëþáîãî t ≥ 0. Èç ýòîãî ôàêòà ñëåäóåò, ÷òî, åñëè

íà÷àëüíîå óñëîâèå u(s) íåîòðèöàòåëüíî, òî ëþáîå ðåøåíèå u(t) èç (3.2.5) íåîò-

ðèöàòåëüíî äëÿ ëþáîãî 0 ≤ s ≤ t.

Ïóñòü {di, i ≥ 1} - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, òàêàÿ, ÷òî
1 = d1 ≤ d2 ≤ . . . è ïóñòü D = diag(d1, d2, . . . ) - äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà. Îáî-

çíà÷èâ w(t) = Du(t) â (3.2.5), ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå

d

dt
w(t) = B∗∗(t)w(t),
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ãäå B∗∗(t) = DB(t)∗D−1 =
(
b∗∗ij (t)

)∞
i,j=1

. Çàìåòèì, ÷òî B∗∗(t) òàêæå íåîòðèöà-

òåëüíà äëÿ ëþáîãî t ≥ 0. Ïîëîæèì

αi (t) = −
∞∑
j=1

b∗∗ji (t), i ≥ 1,

è ïóñòü α (t) = infi≥1 αi (t). Ïîëó÷èëè, ÷òî ëîãàðèôìè÷åñêàÿ íîðìà γ(B∗∗(t)) =

−α (t) è

‖w(t)‖ ≤ e−
∫ t
s
α(u) du‖w(s)‖,

äëÿ ëþáûõ s, t òàêèõ ÷òî 0 ≤ s ≤ t.

Ïóñòü δ < 1 - ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, è dk+1 = δ−k, k ≥ 1. Òîãäà çíà÷åíèÿ

αi ðàâíû:

α1 (t) = λ(t) + µ(t),

αk (t) = λ(t)Bk + µ(t) (1− δ) , k ≥ 2,

è, ñëåäîâàòåëüíî:

α (t) ≥ α∗ (t) = (1− δ)µ(t). (3.2.6)

Íàëè÷èå ïðåäåëüíîãî ðåæèìàX(t) â ðàññìàòðèâàåìîé î÷åðåäè çàâèñèò îò

ôîðìû ðàñïðåäåëåíèÿ ðàçìåðà ïàêåòà {bn, n ≥ 1}. Ïîêàæåì, ÷òî êîãäà õâîñò

ðàñïðåäåëåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèé èëè áîëåå ¾ëåãêèé¿, òî âñåãäà ñóùåñòâóåò ïðå-

äåëüíûé ðåæèì X(t), òîãäà êàê äëÿ áîëåå òÿæåëûõ õâîñòîâ âîïðîñ îñòàåòñÿ

îòêðûòûì. Íà÷íåì ñ àíàëèçà (3.2.3). Ïóñòü V (t, s) - îïåðàòîð Êîøè äëÿ (3.2.3).

Òîãäà

z(t) = V (t)z(0) +

∫ t

0

V (t, τ)f(τ) dτ.

Ïóñòü r(t) = DTz(t). Òîãäà âìåñòî (3.2.3) ïîëó÷àåì:

d

dt
r(t) = B∗∗(t)r(t) + f∗∗(t), (3.2.7)

ãäå f∗∗(t) = DT f(t), è

r(t) = V ∗∗(t)r(0) +

∫ t

0

V ∗∗(t, τ)f∗∗(τ) dτ, (3.2.8)
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ãäå ‖V ∗∗(t, s)‖ ≤ e−
∫ t
s
α∗(u) du èç (3.2.6). Åñëè ñóùåñòâóþò N > 0 è a > 0 òàêèå,

÷òî

e−
∫ t
s
α∗(u) du ≤ Ne−a(t−s), (3.2.9)

äëÿ ëþáîãî 0 ≤ s ≤ t, òî èìååì ýêñïîíåíöèàëüíóþ ñëàáóþ ýðãîäè÷íîñòü â

ñîîòâåòñòâóþùåé íîðìå.

Ïóñòü ñóùåñòâóþò 0 < q < 1 è C > 0 òàêèå, ÷òî bk ≤ Cqk äëÿ âñåõ k ≥ 1.

Òîãäà

‖r(t)‖ ≤ ‖V ∗∗(t)‖‖r(0)‖+

+

∫ t

0

‖V ∗∗(t, τ)‖‖f∗∗(τ)‖ dτ ≤ Ne−at‖r(0)‖+

+

∫ t

0

Ne−a(t−τ)K dτ ≤ NK

a
+ o(1), (3.2.10)

ãäå

‖f∗∗(t)‖ = ‖DT f(t)‖ =

= Cλ(t)

(
d1q

1− q
+

d2q
2

1− q
+ . . .

)
≤

≤ CL

(
q

1− q
+
δ−1q2

1− q
+
δ−2q3

1− q
+ . . .

)
=

=
CLδq

(δ − q)(1− q)
= C∗L = K, (3.2.11)

äëÿ δ > q.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî bk → 0 ìåäëåííåå, ñêàæåì bk ≥ k−s äëÿ íåêîòî-

ðûõ s > 1. Îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâåííàÿ íåîòðèöàòåëüíîñòü B∗∗(t) ïîäðàçóìåâà-

åò íåîòðèöàòåëüíîñòü ìàòðèöû V ∗∗(t, s) äëÿ ëþáîãî 0 ≤ s ≤ t. Åñëè r(s) ≥ 0, òî

r(t) ≥ 0 äëÿ ëþáîãî t ≥ s. Ýòî ñëåäóåò èç íåîòðèöàòåëüíîñòè f∗∗(t) è V ∗∗(t, s)

â (3.2.8).
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Ïóñòü r(0) ≥ 0. Òîãäà ‖r(t)‖ =
∑

k∈X rk(t) äëÿ ëþáîãî t ≥ 0. Èç (3.2.7)

äëÿ ëþáîãî t ≥ 0 è äëÿ ëþáîãî 0 < δ < 1 ïîëó÷àåì

d

dt
‖r(t)‖ =

∑
k∈X

d

dt
rk(t) ≥ ‖f∗∗(t)‖ =

= λ(t)
(
(b1 + b2 + b3 + . . . ) + δ−1 (b2 + b3 + . . . ) +

+δ−2 (b3 + . . . ) + . . .
)
≥ λ(t)

∑
k≥1

δ−kk−s =∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå (3.2.7) íå èìååò ïðåäåëüíîãî ðåøå-

íèÿ â ñîîòâåòñòâóþùåé íîðìå. Òàêèì îáðàçîì, ñëàáàÿ ýðãîäè÷íîñòü è íàëè-

÷èå îãðàíè÷èâàþùèõ õàðàêòåðèñòèê ãàðàíòèðîâàíû òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè

õâîñò ðàñïðåäåëåíèÿ ïîðöèé ïî ðàçìåðàì ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì èëè áîëåå

¾ëåãêèì¿.

Òåîðåìà 16 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò 0 < q < 1 è C > 0 òàêèå, ÷òî

bk ≤ Cqk äëÿ âñåõ k ≥ 1, è ∫ ∞
0

µ(t) dt = +∞. (3.2.12)

Òîãäà öåïü Ìàðêîâà X(t) ñëàáî ýðãîäè÷íà, è äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ

w(0) è ëþáîãî t ≥ 0 âåðíà ñëåäóþùàÿ îöåíêà

‖w (t) ‖ ≤ e−
∫ t
0

(1−δ)µ(u) du‖w(0)‖,

äëÿ âñåõ δ ∈ (q, 1). Åñëè (3.2.9) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ íåêîòîðûõ N > 0 è a > 0,

òî X(t) ýêñïîíåíöèàëüíî ñëàáî ýðãîäè÷åí.

Òåïåðü ïîëó÷èì îöåíêè â áîëåå åñòåñòâåííûõ íîðìàõ. Îòìåòèì, ÷òî

‖p∗(t) − p∗∗(t)‖ ≤ 2‖z∗(t) − z∗∗(t)‖ ≤ 4‖w(t)‖ è ‖z(t)‖1E ≤ W−1‖w(t)‖ (ñì.
[114]), ãäå l1E =

{
z(t) = (p1(t), p2(t), . . .)

T : ‖z(t)‖1E ≡
∑

n∈X n|pn(t)| <∞
}
è

W = infk≥1
dk
k > 0.

Ñëåäñòâèå 1. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäïîëîæåíèÿìè òåîðåìû öåïü Ìàð-

êîâà X(t) èìååò ïðåäåëüíîå ñðåäíåå çíà÷åíèå φ(t) è âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
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îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè:

‖p∗(t)− p∗∗(t)‖ ≤ 4e−
∫ t
0

(1−δ)µ(u) du‖w(0)‖, (3.2.13)

|E(t, k)− φ(t)| ≤ 4

W
e−

∫ t
0

(1−δ)µ(u) du‖w(0)‖. (3.2.14)

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü X(t) - îäíîðîäíàÿ öåïü Ìàðêîâà, ò.å. λ(t) = λ è

µ(t) = µ. Òîãäà X(t) ñèëüíî ýðãîäè÷íî, è äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ w(0)

è ëþáîãî t ≥ 0 âåðíû ñëåäóþùèå îöåíêè:

‖w (t) ‖ ≤ e−(1−δ)µt‖w(0)‖,

‖p∗(t)− p∗∗(t)‖ ≤ 4e−(1−δ)µt‖w(0)‖,

|E(t, k)− φ(t)| ≤ 4

W
e−(1−δ)µt‖w(0)‖.

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü èíòåíñèâíîñòü ïîñòóïëåíèÿ λ(t) è èíòåíñèâ-

íîñòü îáñëóæèâàíèÿ µ(t) áóäóò 1−ïåðèîäè÷åñêèìè. Òîãäà ïðåäïîëîæåíèÿ

òåîðåìû ýêâèâàëåíòíû íåðàâåíñòâó
∫ 1

0 µ(t) dt > 0. Áîëåå òîãî, ïðåäåëüíîå

ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé öåïè Ìàðêîâà X(t) ÿâëÿåòñÿ 1− ïåðèîäè÷åñêèì,

ïðåäåëüíîå ñðåäíåå çíà÷åíèå òàêæå ÿâëÿåòñÿ 1− ïåðèîäè÷åñêèì.

Èç òåîðåìû è ñëåäñòâèé 1-3 ñëåäóåò, ÷òî îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ñïðà-

âåäëèâû äëÿ îáùèõ ôóíêöèé èíòåíñèâíîñòè. Åñëè ïîñëåäíèå ïåðèîäè÷íû âî

âðåìåíè, òî ïðåäåëüíûå âåðîÿòíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè X(t) òàêæå ÿâëÿþòñÿ

ïåðèîäè÷åñêèìè.

3.3 Îöåíêè óñòîé÷èâîñòè

Ïóñòü X̄(t), t ≥ 0 - "âîçìóùåííûé"ïðîöåññ ñ áåñêîíå÷íî ìàëîé ìàòðè-

öåé Q̄(t) è ñîîòâåòñòâóþùåé òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöåé Ā(t), ãäå ìàòðèöà

âîçìóùåíèé Ā(t) = A(t)− Ā(t) â íåêîòîðîì ñìûñëå ìàëà.

Ðàññìàòðèâàåì îöåíêè óñòîé÷èâîñòè îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê ïðîöåññà

X(t) ïðè òàêèõ âîçìóùåíèÿõ, ïðåäïîëàãàÿ äîïîëíèòåëüíî, ÷òî ïðîöåññ X(t)
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ýêñïîíåíöèàëüíî ýðãîäè÷åí, òî åñòü, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ M , a

è âñåõ s, t, 0 ≤ s ≤ t âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

4e−
∫ t
s

(1−δ)µ(u) du ≤Me−a(t−s). (3.3.15)

Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøóþ ñèòóàöèþ, êîãäà âîçìóùåííûé ïðîöåññ X̄(t) òà-

êîâ, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà èíòåíñèâíîñòè Q̄(t) èìååò òó æå ñòðóêòóðó.

Ïóñòü âîçìóùåííûå èíòåíñèâíîñòè, ðàâíûå λ̄(t), µ̄(t), òàêèå ÷òî |λ(t) −
λ̄(t)| ≤ ε̂λ, |µ(t)− µ̄(t)| ≤ ε̂µ äëÿ âñåõ t ≥ 0. Òîãäà

‖B(t)‖1D ≤ |λ(t)|+ (1 + δ)|µ(t)| ≤ (2 + δ)L,

‖f(t)‖1D ≤ C∗L,

‖B(t)− B̄(t)‖1D ≤ |λ(t)− λ̄(t)|+ (1 + δ)|µ(t)− µ̄(t)| ≤ ε̂λ + (1 + δ)ε̂µ,

‖f(t)− f̄(t)‖1D ≤ C∗ε̂λ

äëÿ âñåõ t ≥ 0.

Òåîðåìà 17 Ïóñòü X(t) - 1D-ýêñïîíåíöèàëüíî ñëàáî ýðãîäè÷åñêàÿ öåïü Ìàð-

êîâà. Òîãäà âîçìóùåííûé ïðîöåññ X̄(t) òàêæå ÿâëÿåòñÿ 1D-ýêñïîíåíöèàëüíî

ñëàáî ýðãîäè÷íûì äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε̂λ, ε̂µ è âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ

îöåíêà âîçìóùåíèÿ:

lim
t→∞

sup ‖p(t)− p̄(t)‖1D ≤
MC∗(ML((1 + δ)ε̂µ + ε̂λ) + aε̂λ)

a(a−M((1 + δ)ε̂µ + ε̂λ))
(3.3.16)

ãäå M,a îïðåäåëÿþòñÿ (3.3.15). Áîëåå òîãî, åñëè W = infk≥1
dk
k > 0, òî îáå

öåïè Ìàðêîâà X(t) è X̄(t) èìåþò ïðåäåëüíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ è

lim
t→∞

sup |φ(t)− φ̄(t)| ≤ MC∗(ML((1 + δ)ε̂µ + ε̂λ) + aε̂λ)

Wa(a−M((1 + δ)ε̂µ + ε̂λ))
. (3.3.17)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç V (t, s) îïåðàòîð Êîøè óðàâíåíèÿ. (3.2.3),

è ÷åðåç V̄ (t, s) îïåðàòîð Êîøè ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ äëÿ âîçìóùåííîãî

ïðîöåññà. Ñëåäîâàòåëüíî,

‖V (t, s)‖1D ≤Me−a(t−s), (3.3.18)
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â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.3.15). Òîãäà ëåììà 3.2.3 èç [116] äàåò íàì îöåíêó

‖V̄ (t, s)‖1D ≤Me−(a−M((1+δ)ε̂µ+ε̂λ))(t−s), (3.3.19)

äëÿ âñåõ t ≥ s ≥ 0; ñëåäîâàòåëüíî X̄(t) - 1D-ýêñïîíåíöèàëüíî ñëàáî ýðãîäè÷íûé

äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε̂µ, ε̂λ. Ïåðåïèøåì ñèñòåìó (3.2.3) êàê

d

dt
z(t) = B̄(t)z(t) + f(t) + (B(t)− B̄(t))z(t), (3.3.20)

Òîãäà ïîëó÷àåì

z(t) = V̄ (t, 0)z(0) +

∫ t

0

V̄ (t, τ)f(τ)dτ +

∫ t

0

V̄ (t, τ)(B(τ)− B̄(τ))z(τ)dτ (3.3.21)

è

z̄(t) = V̄ (t, 0)z(0) +

∫ t

0

V̄ (t, τ)f̄(τ)dτ (3.3.22)

Ñëåäîâàòåëüíî, â ëþáîé íîðìå ïîëó÷àåì îãðàíè÷åííóþ

‖z(t)− z̄(t)‖ ≤
∫ t

0

‖V̄ (t, τ)‖(‖B(τ)− B̄(τ)‖‖z‖(τ) + ‖f(τ)− f̄(τ)‖)dτ ,(3.3.23)

åñëè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ îáîèõ ïðîöåññîâ îäèíàêîâû.

Èç (3.2.3) ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

‖z(t)‖1D = ‖̄V (t, 0)‖1D‖z(0)‖1D +

∫ t

0

‖V̄ (t, τ)‖1D‖f(τ)‖1Ddτ ≤ (3.3.24)

≤Me−at‖z(0)‖1D +
M

a
C∗L

äëÿ âñåõ t ≥ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, íåðàâåíñòâî (3.3.23) ïîäðàçóìåâàåò ñëåäóþùóþ

îöåíêó â 1D-íîðìå:

‖z(t)− z̄(t)‖ ≤ (3.3.25)

≤M

(
((1 + δ)ε̂µ + ε̂λ)

M

a
C∗L+ C∗ε̂λ

)∫ t

0

e−(a−M((1+δ)ε̂µ+ε̂λ))(t−τ)dτ +

+M

∫ t

0

e−(a−M((1+δ)ε̂µ+ε̂λ))(t−τ)((1 + δ)ε̂µ + ε̂λ)Meaτ‖z(0)‖dτ ≤

≤ M(MC∗L((1 + δ)ε̂µ + ε̂λ) + aC∗ε̂λ)

a(a−M((1 + δ)ε̂µ + ε̂λ))
+ o(1),
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äëÿ ëþáîãî z(0) ∈ l1D (ãäå o(1)→ 0 ïðè t→∞) è âåðíà îöåíêà (3.3.16).

Èñïîëüçóÿ õîðîøî èçâåñòíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó íîðìàìè: ‖p∗ − p∗∗‖ ≤
2‖z∗−z∗∗‖ ≤ 4‖z∗−z∗∗‖1D, ãäå z

∗ è z∗∗ ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè âåêòîðàìè

äëÿ p∗ è p∗∗ ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâóþùóþ îöåíêó âîçìóùåíèÿ â

"åñòåñòâåííîé" l1-íîðìå.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü X(t) - íåîäíîðîäíàÿ 1D-ýêñïîíåíöèàëüíî ñëàáî ýð-

ãîäè÷åñêàÿ öåïü Ìàðêîâà. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ îöåíêà âîçìóùåíèÿ:

lim
t→∞

sup ‖p(t)− p̄(t)‖ ≤ 4MC∗(ML((1 + δ)ε̂µ + ε̂λ) + aε̂λ)

a(a−M((1 + δ)ε̂µ + ε̂λ))
(3.3.26)

Çàìå÷àíèå. Ïðè èññëåäîâàíèè ìîäåëè Ìàðèíà íà óñòîé÷èâîñòü ïî îò-

íîøåíèþ ê âîçìóùåíèÿì bk íóæíû äîïîëíèòåëüíûå òðåáîâàíèÿ íà ìàëîñòü

âîçìóùåíèé âî âçâåøåííîé íîðìå. Â òî æå âðåìÿ ïðîñòî ìàëûå èçìåíåíèÿ bk

ìîãóò âñå ñëîìàòü. Íàïðèìåð, åñëè âçÿòü λ = µ = 1, à b1 = 1 − ε, bk = 0 ïðè

1 < k ≤ N , bk = ε
(k−N)(k−N+1) ïðè k > N , òî ïðè âîçðàñòàíèè N íîðìà âîçìó-

ùåíèÿ â l1 áóäåò ε. Îäíàêî ïðè ýòîì óæå íå âûïîëíåíî óñëîâèå
∑

k Bk <∞.

3.4 Ïîëó÷åíèå ãðàíèö äëÿ íåêîòîðûõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè

Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìîòðèì çàäà÷è íà óïðàâëåíèå.

Çàäà÷à 1. Ñ÷èòàÿ, ÷òî èçâåñòíû ñðåäíåå ÷èñëî òðåáîâàíèé â ñèñòåìå

E(t, 0) ñ ãðàíèöàìè è èíòåíñèâíîñòü ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèé λ(t), ïîëó÷èòü

ãðàíèöû äëÿ èíòåíñèâíîñòè îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé µ(t). Ðåøèâ ýòó çàäà÷ó,

ìîæíî ïîíÿòü, íàñêîëüêî íàäî óâåëè÷èòü èíòåíñèâíîñòü îáñëóæèâàíèÿ, ÷òî-

áû ñðåäíåå óìåíüøèëîñü íà v% (èëè, íàîáîðîò, íàñêîëüêî ìîæíî óìåíüøèòü

èíòåíñèâíîñòü îáñëóæèâàíèÿ, ÷òîáû ñðåäíåå íå âûðîñëî áîëüøå ÷åì íà v%).

Äëÿ å¼ ðåøåíèÿ ïîëåçíû îöåíêè óñòîé÷èâîñòè, à èìåííî òåîðåìà 17.

Ñôîðìóëèðóåì èç íå¼ óòâåðæäåíèå:

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü çàäàíî ñðåäíåå ÷ècëî òðåáîâàíèé â ñèñòåìå

E(t, 0) ñ íåêîòîðûìè ãðàíèöàìè, ò.å.

lim sup
t→∞

|E(t, 0)− Ē(t, 0)| ≤ h (3.4.27)
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äëÿ íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíîãî h. Òîãäà ãðàíèöû äëÿ èíòåíñèâíîñòè îáñëó-

æèâàíèÿ áóäóò èìåòü âèä

|µ(t)− µ̄(t)| ≤ Wa2h

(1 + δ)(C∗LM 2 +MhWa)
. (3.4.28)

Çàäà÷à 2. Ñ÷èòàÿ, ÷òî èçâåñòíû ñðåäíåå ÷èñëî òðåáîâàíèé â ñèñòåìå

E(t, 0) ñ ãðàíèöàìè è èíòåíñèâíîñòü îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé µ(t), ïîëó÷èòü

ãðàíèöû äëÿ èíòåíñèâíîñòè ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèé λ(t). Ðåøèâ ýòó çàäà÷ó,

ìîæíî ïîíÿòü íàñêîëüêî íàäî óìåíüøèòü èíòåíñèâíîñòü ïîñòóïëåíèÿ, ÷òîáû

ñðåäíåå óìåíüøèëîñü íà v% (èëè, íàîáîðîò, íàñêîëüêî ìîæíî óâåëè÷èòü èí-

òåíñèâíîñòü ïîñòóïëåíèÿ, ÷òîáû ñðåäíåå íå âûðîñëî áîëüøå ÷åì íà v%).

Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü çàäàíî ñðåäíåå ÷ècëî òðåáîâàíèé â ñèñòåìå

E(t, 0) ñ íåêîòîðûìè ãðàíèöàìè, ò. å.

lim sup
t→∞

|E(t, 0)− Ē(t, 0)| ≤ h (3.4.29)

äëÿ íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíîãî h. Òîãäà ãðàíèöû èíòåíñèâíîñòè ïîñòóïëå-

íèÿ òðåáîâàíèé ìîæíî îöåíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

|λ(t)− λ̄(t)| ≤ Wa2h

MC∗(ML+ a) +WahM
. (3.4.30)

Çàäà÷à 3.Îïðåäåëèòü ìîùíîñòü ñåðâåðà, êîòîðàÿ ãàðàíòèðóåò, ÷òî â äîë-

ãîñðî÷íîé ïåðñïåêòèâå ñðåäíåå ÷èñëî òðåáîâàíèé â ñèñòåìå íå áóäåò ïðåâûøàòü

N ∗.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èíòåíñèâíîñòü îáñëóæèâàíèÿ çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

µ(t) = µg(t), ãäå g(t) èçâåñòíî, e−
∫ t
τ
g(u)du ≤ He−v(t−τ), à µ (ìîùíîñòü ñåðâåðà)

ìîæåì óïðàâëÿòü. Îöåíèì ïàðàìåòðû, ñâÿçàííûå ñ îáñëóæèâàíèåì, à èìåííî

ìîùíîñòü µ ñåðâåðà, ñ÷èòàÿ, ÷òî îñòàëüíûå ïàðàìåòðû çàäàíû, è ñðåäíåå íå

äîëæíî ïðåâîñõîäèòü N ∗, ò.å. lim supt→∞E(t, 0) ≤ N ∗.

Ïî îïðåäåëåíèþ E(t, 0) =
∑

n∈X npn(t). Ïîñêîëüêó âñå pi(t) íåîòðèöàòåëü-

íû, èìååì

‖z‖1D =
∑
n≥1

pn
∑
k≥1

dk ≥
∑
n≥1

dnpn ≥ W
∑
n≥1

npn, (3.4.31)
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ãäå W = infk≥1
dk
k > 0. Òîãäà E(t, 0) ≤ 1

W ‖z(t)‖1D.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

‖z‖1D ≤ ‖V (t)‖1D‖z(0)‖1D +

∫ t

0

‖V (t, τ)‖1D‖f(τ)‖1Ddτ ≤

≤ 4e−(1−δ)µ
∫ t
0
g(u)du‖z(0)‖1D + 4C∗L

∫ t

0

e−(1−δ)µ
∫ t
τ
g(u)dudτ ≤

≤ 4
(
He−vt

)(1−δ)µ‖z(0)‖1D + 4C∗L

∫ t

0

(
He−v(t−τ)

)(1−δ)µ
dτ ≤ 4C∗LH(1−δ)µ

v(1− δ)µ

Òîãäà lim supt→∞E(t, 0) ≤ 4C∗LH(1−δ)µ

Wv(1−δ)µ ≤ N ∗ è ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåð-

æäåíèå.

Òåîðåìà 18 Ïóñòü çàäàíà èíòåíñèâíîñòü ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèé λ(t), èç-

âåñòíû {bk}. Èíòåíñèâíîñòü îáñëóæèâàíèÿ èìååò âèä µ(t) = µg(t), ïðè÷åì

g(t) èçâåñòíà è âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî e−
∫ t
τ
g(u)du ≤ He−v(t−τ), à µ ìîæåì

óïðàâëÿòü. Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû

lim sup
t→∞

E(t, 0) ≤ N ∗, (3.4.32)

äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
H(1−δ)µ

µ
≤ v(1− δ)N ∗W

4C∗L
. (3.4.33)

Çàäà÷à 4. Îïðåäåëèòü ìîùíîñòü ïîòîêà òðåáîâàíèé, êîòîðàÿ ãàðàíòè-

ðóåò, ÷òî â äîëãîñðî÷íîé ïåðñïåêòèâå ñðåäíåå ÷èñëî òðåáîâàíèé â ñèñòåìå íå

áóäåò ïðåâûøàòü N ∗.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èíòåíñèâíîñòü ïîñòóïëåíèÿ çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

λ(t) = λg(t), â êîòîðîì g(t) èçâåñòíà è |g(t)| ≤ H, à λ (ìîùíîñòü ïîòîêà

ïîñòóïàþùèõ òðåáîâàíèé) ìîæåì óïðàâëÿòü. Îöåíèì ïàðàìåòðû, ñâÿçàííûå ñ

ïîñòóïëåíèåì, à èìåííî ìîùíîñòü ïîòîêà λ, ñ÷èòàÿ, ÷òî îñòàëüíûå ïàðàìåòðû

çàäàíû è ñðåäíåå íå äîëæíî ïðåâîñõîäèòü N ∗, ò.å. lim supt→∞E(t, 0) ≤ N ∗.
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Ñ îäíîé ñòîðîíû èìååì (3.4.31), à ñ äðóãîé ñòîðîíû, âåðíî ñëåäóþùåå

íåðàâåíñòâî:

‖z‖1D ≤ ‖V (t)‖1D‖z(0)‖1D +

∫ t

0

‖V (t, τ)‖1D‖f(τ)‖1Ddτ ≤

≤ 4e−(1−δ)Lt‖z(0)‖1D + 4C∗Hλ

∫ t

0

e−(1−δ)L(t−τ)dτ ≤ 4C∗Hλ

(1− δ)L
. (3.4.34)

Ñëåäîâàòåëüíî

E(t, 0) ≤ 4C∗Hλ

(1− δ)LW
≤ N ∗ (3.4.35)

è

λ ≤ (1− δ)LN ∗W
4C∗H

. (3.4.36)

Òåîðåìà 19 Ïóñòü çàäàíà èíòåíñèâíîñòü îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé µ(t).

Èíòåíñèâíîñòü ïîñòóïëåíèÿ èìååò âèä λ(t) = λg(t), ïðè÷åì g(t) èçâåñòíà

è |g(t)| ≤ H. Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû

lim sup
t→∞

E(t, 0) ≤ N ∗, (3.4.37)

äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

λ ≤ (1− δ)LN ∗W
4C∗H

. (3.4.38)

3.5 Ïðèìåðû

Âî âñåõ ïðèìåðàõ, ïðåäñòàâëåííûõ íèæå, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàñïðåäå-

ëåíèå ïàêåòîâ ïî ðàçìåðàì {bk, k ≥ 1} ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì, ò.å. bk =

(1 − q)qk−1, k ≥ 1, 0 < q < 1. Òàêæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èíòåíñèâíîñòè

ïðèõîäà è/èëè ïåðåõîäà ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

{bk, k ≥ 1} ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì, íåçàâèñèìî îò ïàðàìåòðà ãåîìåòðè÷åñêî-
ãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ïåðèîäè÷åñêèå èíòåíñèâíîñòè ãàðàíòèðóþò ñóùåñòâîâàíèå

(ïåðèîäè÷åñêîãî) ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ X(t).

Êîãäà èíòåíñèâíîñòè ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè, íî ðàçìåð ïàðòèè èìååò

îáùåå ðàñïðåäåëåíèå, äî ñèõ ïîð íå ñìîãëè íàéòè äàæå äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé

ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ X(t).
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Íèæå îïèñàíû ðåçóëüòàòû òð¼õ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ: ïåðâûé

ïîñâÿùåí ïîäòâåðæäåíèþ ïîëó÷åííûõ òåîðåòè÷åñêèõ îöåíîê ñõîäèìîñòè è ïî-

ñòðîåíèþ ïðåäåëüíûõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû, âòîðîé ïîêàçûâàåò âëèÿíèå èí-

òåíñèâíîñòåé ñèñòåìû íà ðåàëüíûå çíà÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèê ÑÌÎ, à òðåòèé

(ïðèìåð 2) èëëþñòðèðóåò ñâîéñòâà ïîëèòèêè ïðîïóñêà î÷åðåäè.

3.5.1 Ïðèìåð 1

Â ýòîì ïðèìåðå ïîêàçàíî, êàê òî÷íî ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà âåðõíÿÿ îöåí-

êà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè X(t). Ïóñòü êàê èíòåíñèâíîñòü ïðèáûòèÿ, òàê è èíòåí-

ñèâíîñòü îáñëóæèâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè è ðàâíû λ(t) = 1 + sin(2πt)

è µ(t) = 1 + cos(2πt). Ïóñòü q = 2
3 , ò.å. ðàñïðåäåëåíèå ðàçìåðà ïàðòèè áóäåò

bk = 2k−1

3k
, k ≥ 1, ò.å. ñðåäíèé ðàçìåð ïàðòèè

∑∞
k=1 kbk ðàâåí 3. Èç (3.2.10)

ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðõíåé îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè íåîáõîäèìî

âûáðàòü, âî-ïåðâûõ, δ ∈ (q, 1) è, âî-âòîðûõ, ‖w(0)‖. À èìåííî, ñ îäíîé ñòîðîíû,

äëÿ ëó÷øåé ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè äîëæíû âûáðàòü íàèìåíüøóþ âîçìîæíóþ δ, à

ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ëó÷øåãî îãðàíè÷åíèÿ ‖w(0)‖ äîëæíû âûáðàòü êàê ìîæ-

íî áîëüøå δ. Ïóñòü δ = 5
6 . Òàêèì îáðàçîì, α∗(u) = 1

6µ(t) è èç (3.2.9) ñëåäóåò,

÷òî

e−
∫ t
s
α∗(u) du = e−

1
6

∫ t
s
(1+cos(2πu)) du ≤ 2e−

1
6 (t−s),

ñëåäîâàòåëüíî, â ïðàâîé ÷àñòè (3.2.9) ìîæåì ïîëîæèòü a = 1
6 è N = 2. Òåïåðü

ðàññìîòðèì âûáîð ‖w(0)‖.
Ðàññìîòðèì (3.2.11). Ó íàñ åñòü L = 2 è C = 1

3 . Òàêèì îáðàçîì, C∗ = 10
3 ,

K = 20
3 â (3.2.11) è èç (3.2.10) ñëåäóåò, ÷òî lim supt→∞ ‖r(t)‖ ≤ 80. Ïîñêîëüêó

w(t) = DTy(t), íåðàâåíñòâî (3.2.10) ãàðàíòèðóåò, ÷òî l1-íîðìà ïðåäåëüíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ X(t) íå ïðåâûøàåò 80, ò.å. ‖w(0)‖ ≤ 80. Òàêèì îáðàçîì (3.2.13)

äàåò

‖p∗(t)− p∗∗(t)‖ ≤ 160e−
t
6 (3.5.39)

äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé p∗(0) è p∗∗(0). Íàïðèìåð, åñëè t = 80 = t∗,

òî ïðàâàÿ ÷àñòü (3.5.39) íå ïðåâûøàåò 10−3, ò.å. íà÷èíàÿ ñ t > t∗ ñèñòåìà
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"çàáûâàåò" ñâîå íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå è ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé X(t) äëÿ

t > t∗ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå X(t). Îøèáêà (â l1-

íîðìå), êîòîðàÿ ïðè ýòîì äîïóñòèìà, íå ïðåâûøàåò 10−3. Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó

ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå X(t) ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì, íàì ðàçðåøåíî ðå-

øàòü ñèñòåìó ÎÄÓ òîëüêî â èíòåðâàëå [0, t∗ + 1]. Ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé

X(t) â èíòåðâàëå [t∗, t∗+1] ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé (ñ îøèáêîé, íå ïðåâûøàþùåé 10−3

â l1-íîðìå) ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé X(t). Ñëåäóåò îòìåòèòü,

÷òî ïîñêîëüêó bk > 0 äëÿ âñåõ k, ñèñòåìà ÎÄÓ ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî

óðàâíåíèé. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåøèòü åå ÷èñëåííî, íåîáõîäèìî

ïðîâåñòè óñå÷åíèå ñèñòåìû. Âûïîëíèì åãî â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì â [84].

Âåðõíÿÿ îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ñðåäíåãî ÷èñëà òðåáîâàíèé â ñèñòåìå

E(t, k) ê åå ïðåäåëüíîìó çíà÷åíèþ φ(t) âû÷èñëÿåòñÿ òàêèì æå îáðàçîì. Âî-

ïåðâûõ, íàïîìíèì, ÷òî dk+1 = δ−k è ïîñêîëüêó δ = 5
6 áûëî èñïðàâëåíî âûøå,

òî dk+1 = δ−k =
(

6
5

)k
. Òàêèì îáðàçîì, W = infk≥1

dk
k = 3

4 . Òåïåðü ðàññìîòðèì

(3.2.14). Òàêèì îáðàçîì, ‖w(0)‖ ≤ 80 è èç (3.2.14) ñëåäóåò, ÷òî

|E(t, k)− φ(t)| ≤ 640

3
e−

t
6 (3.5.40)

äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ X(0) = k, k ≥ 0. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ t > t∗

çíà÷åíèå E(t, k) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ñðåäíåãî ÷èñëà

òðåáîâàíèé è ñîäåðæèò îøèáêó (â l1-íîðìà), íå ïðåâûøàþùóþ 10−3.

Íà ðèñ. 3.2 è ðèñ. 3.4 ìîæíî óâèäåòü ãðàôèêè p0(t) è E(t, 0) â èíòåðâàëå

[0, t∗ = 80]. ÎÄÓ ðåøàþòñÿ ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì X(0) = 0, ò.å. ñèñòåìà èçíà-

÷àëüíî ïóñòà. Ìîæíî âèäåòü, ÷òî ïîëó÷åííûå âåðõíèå îöåíêè (3.5.39) è (3.5.40)

íå ÿâëÿþòñÿ æåñòêèìè: ñèñòåìû âõîäÿò â ïåðèîäè÷åñêèé ðåæèì îãðàíè÷åíèÿ

äî t∗.

Èç òåîðåìû 17 è ñëåäñòâèÿ èç íåå ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêè

óñòîé÷èâîñòè

lim
t→∞

sup ‖p(t)− p̄(t)‖1D ≤
40(44ε̂µ + 25ε̂λ)

1− 22ε̂µ − 12ε̂λ
; (3.5.41)

lim
t→∞

sup |φ(t)− φ̄(t)| ≤ 160(44ε̂µ + 25ε̂λ)

3(1− 22ε̂µ − 12ε̂λ)
; (3.5.42)
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Ðèñ. 3.2: Ïðèìåð 1. Âåðîÿòíîñòü ïóñòîé î÷åðåäè äëÿ t ∈ [0, 80].

Ðèñ. 3.3: Ïðèìåð 1. Àïïðîêñèìàöèÿ ïðåäåëüíîé âåðîÿòíîñòè ïóñòîé î÷åðåäè äëÿ t ∈ [80, 81].

lim
t→∞

sup ‖p(t)− p̄(t)‖ ≤ 160(44ε̂µ + 25ε̂λ)

1− 22ε̂µ − 12ε̂λ
. (3.5.43)



68

Ðèñ. 3.4: Ïðèìåð 1. Ñðåäíåå E(t, k) äëÿ t ∈ [0, 80].

Ðèñ. 3.5: Ïðèìåð 1. Àïïðîêñèìàöèÿ ïðåäåëüíîãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ E(t, k) äëÿ t ∈ [80, 81].

Ïóñòü |E(t, 0)− Ē(t, 0)| ≤ h = 3. Òîãäà èç óòâåðæäåíèÿ 1 ãðàíèöû èíòåí-

ñèâíîñòè îáñëóæèâàíèÿ áóäóò èìåòü âèä |µ(t)− µ̄(t)| ≤ ε̂µ ≤ 3h
7040+66h ≤ 10−2.
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Íåðàâåíñòâî E(t, 0) ≤ 4C∗LH(1−δ)µ

Wv(1−δ)µ ãàðàíòèðóåò, ÷òî ñðåäíåå ÷èñëî òðåáîâà-

íèé â ñèñòåìå íå ïðåâûøàåò 1437. Èç òåîðåìû 18 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû

ñðåäíåå ÷èñëî òðåáîâàíèé â ñèñòåìå íå ïðåâûøàëî, íàïðèìåð, 500, äîñòàòî÷íî

óâåëè÷èòü ìîùíîñòü ñåðâåðà â 5 ðàç.

Ïóñòü |E(t, 0) − Ē(t, 0)| ≤ h = 5. Òîãäà èç óòâåðæäåíèÿ 2 ãðàíèöû äëÿ

èíòåíñèâíîñòè ïîñòóïëåíèÿ áóäóò èìåòü âèä |λ(t)− λ̄(t)| ≤ ε̂λ ≤ 10−2.

Íåðàâåíñòâî E(t, 0) ≤ 4C∗Hλ
(1−δ)LW ãàðàíòèðóåò, ÷òî ñðåäíåå ÷èñëî òðåáîâàíèé

â ñèñòåìå íå ïðåâûøàåò 107. Èç òåîðåìû 19 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ñðåäíåå

÷èñëî òðåáîâàíèé â ñèñòåìå íå ïðåâûøàëî, íàïðèìåð, 60, äîñòàòî÷íî óìåíüøèòü

ìîùíîñòü ïîòîêà ïîñòóïàþùèõ òðåáîâàíèé â 2 ðàçà.

Íà ðèñ. 3.6 ïîêàçàíî ïîâåäåíèå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ÷èñëà òðåáîâàíèé ïðè

µ(t) = 0, 99(1 + cos(2πt)). Íà ðèñ. 3.7 ïîêàçàíî ïîâåäåíèå ñðåäíåãî ÷èñëà òðå-

áîâàíèé â ñèñòåìå, êîãäà λ(t) = 0, 99(1 + sin(2πt)).

Ðèñ. 3.6: Àïïðîêñèìàöèÿ ïðåäåëüíîãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ E(t; 0) ñ ãðàíèöàìè äëÿ µ = 1 (êðàñ-
íàÿ ëèíèÿ) è µ = 0, 99 (ñèíÿÿ ëèíèÿ) äëÿ t ∈ [30, 31]
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Ðèñ. 3.7: Àïïðîêñèìàöèÿ ïðåäåëüíîãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ E(t, 0) ñ ãðàíèöàìè äëÿ λ = 1 (êðàñ-
íàÿ ëèíèÿ) è λ = 0, 99 (ñèíÿÿ ëèíèÿ) íà t ∈ [30, 31]

3.5.2 Ïðèìåð 2

Ýòîò ïðèìåð ïîñâÿùåí èëëþñòðàöèè ñâîéñòâ ïîëèòèêè ïðîïóñêà î÷åðåäè

â ñëó÷àå, êîãäà èíòåíñèâíîñòè ïåðåõîäà çàâèñÿò îò âðåìåíè (÷èñòî ìàðêîâñêèé

ñëó÷àé èçó÷åí â [115]). Äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî òîëüêî èíòåíñèâíîñòü

ïðèáûòèÿ λ(t) çàâèñèò îò âðåìåíè, à èíòåíñèâíîñòü îáñëóæèâàíèÿ ïîñòîÿííà,

ò.å. µ(t) = µ, t ≥ 0. Ïîñêîëüêó ïðåäåëüíûé ðåæèì ñóùåñòâóåò, êîãäà ðàñïðå-

äåëåíèå ïàðòèé ïî ðàçìåðàì ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì, íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé

(äîïîëíèòåëüíûõ ê òåì, êîòîðûå òðåáóþòñÿ òåîðåìîé) íà èíòåíñèâíîñòü ïî-

ñòóïëåíèÿ λ(t) íå íàêëàäûâàåòñÿ.

Íà ðèñ. 3.8, 3.9 è 3.10 ìîæíî óâèäåòü, êàê ïðåäåëüíûå âåðîÿòíîñòè p0(t),

p1(t), p2(t) è p3(t) âåäóò ñåáÿ â çàâèñèìîñòè îò èíòåíñèâíîñòè îáñëóæèâàíèÿ

µ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî λ(t) = 0.8 + 0.1 sin(2πt), bk = 2−k, k ≥ 1, ò.å. ñðåäíèé

ðàçìåð ïàðòèè ðàâåí 2. Èç-çà íèçêîé àìïëèòóäû èíòåíñèâíîñòè ïðèáûòèÿ λ(t)

àìïëèòóäà ïðåäåëüíûõ âåðîÿòíîñòåé òàêæå ìàëà è çàâèñèò îò èíòåíñèâíîñòè

îáñëóæèâàíèÿ.
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Êàê è âî ìíîãèõ äðóãèõ ñèñòåìàõ ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, âåðîÿòíîñòü

ïðîñòîÿ p0(t) ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç êëþ÷åâûõ ïîêàçàòåëåé ýôôåêòèâíîñòè. Íà ðèñ.

3.11 è 3.12 ìîæíî óâèäåòü ïîâåäåíèå ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ p0(t), êîãäà èíòåí-

ñèâíîñòü îáñëóæèâàíèÿ ôèêñèðîâàíà (µ(t) = µ = 1). Èç ðèñóíêîâ âèäíî, ÷òî,

êàê è îæèäàëîñü, ïðåäåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü ïðîñòîÿ ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè óâåëè÷å-

íèè ðàçìåðà ïàðòèè èëè èíòåíñèâíîñòè ïîñòóïëåíèÿ.

Íàêîíåö, òàêæå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ñðàâíèòü ïðåäåëüíóþ âåðîÿòíîñòü

ïðîñòîÿ p0(t) ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ñ ïîëèòèêîé ïðîïóñêà î÷åðåäè ñ ïðå-

äåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ ïðîñòîÿ â ñèñòåìå ÷èñòîé áëîêèðîâêè, ò.å. î÷åðåäè

Mt/M/1/0 ïðè òîé æå èíòåíñèâíîñòè ïðèáûòèÿ λ(t). Ïîñêîëüêó ïîñòóïàþùàÿ

ïàðòèÿ èìååò ñðåäíèé ðàçìåð (1−q)−1, äîëæíû èçìåíèòü èíòåíñèâíîñòü îáñëó-

æèâàíèÿ â ñèñòåìå áëîêèðîâêè íà µ(1− q). Íà ðèñ. 3.13 è 3.14 ìîæíî óâèäåòü
ãðàôèêè p0(t) â ýòèõ äâóõ ñèñòåìàõ, ó÷èòûâàÿ, ÷òî λ(t) = 0.8 + 0.1 sin(2πt) è

µ = 1.

Íàáëþäàåì, ÷òî äàæå íåîäíîðîäíàÿ ïî âðåìåíè ñèñòåìà ñ ïîëèòèêîé ïðî-

ïóñêà î÷åðåäè (òî÷íî òàê æå, êàê îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà, èçó÷åííàÿ â [115]) äàåò

ãîðàçäî ëó÷øåå èñïîëüçîâàíèå, ÷åì ñèñòåìà, íåîäíîðîäíàÿ ïî âðåìåíè áëîêè-

ðîâêè, êîãäà ñðåäíèé ðàçìåð ïàêåòà áîëüøîé (ò.å. q áëèçîê ê 1) è èíòåíñèâíîñòü

ïðèáûòèÿ âûñîêà.
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Ðèñ. 3.8: Ïðåäåëüíûå âåðîÿòíîñòè pi(t), 0 ≤ i ≤ 3, äëÿ µ = 0.4.

Ðèñ. 3.9: Ïðåäåëüíûå âåðîÿòíîñòè pi(t), 0 ≤ i ≤ 3, äëÿ µ = 1.
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Ðèñ. 3.10: Ïðåäåëüíûå âåðîÿòíîñòè pi(t), 0 ≤ i ≤ 3, äëÿ µ = 1.5.

Ðèñ. 3.11: Ïðåäåëüíûå âåðîÿòíîñòè p0(t) äëÿ q = 0.7 è äëÿ q = 0.3, λ(t) = 0.8 + 0.1 sin(2πt).
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Ðèñ. 3.12: Ïðåäåëüíûå âåðîÿòíîñòè p0(t) äëÿ q = 0.7 è äëÿ q = 0.3, λ(t) = 0.8 + 0.8 sin(2πt).

Ðèñ. 3.13: Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè âåðîÿòíîñòè ïóñòîé ñèñòåìû p0(t) äëÿ q = 0.5, µ = 1 è äëÿ
q = 0, µ = 0.5 â èíòåðâàëå [0, 30].
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Ðèñ. 3.14: Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè âåðîÿòíîñòè ïóñòîé ñèñòåìû p0(t) äëÿ q = 0.9, µ = 1 è äëÿ
q = 0, µ = 0.1 â èíòåðâàëå [0, 30].
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Ãëàâà 4

Èññëåäîâàíèå ìîäåëè ñ îäíèì ñåðâåðîì,

ñïåöèàëüíûì ãðóïïîâûì ïîñòóïëåíèåì è

ñî ñïåöèàëüíîé ïîëèòèêîé ïðîïóñêà

î÷åðåäè ñ êàòàñòðîôàìè

Çäåñü ðàññìîòðèì ìîäåëü èç ïðåäûäóùåé ãëàâû â ñëó÷àå íàëè÷èÿ êàòà-

ñòðîôè÷åñêèõ ñáîåâ ñèñòåìû.

Ïîëó÷åíèå îöåíîê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â ñëó÷àå, êîãäà èíòåíñèâíîñòè ïî-

ñòóïëåíèÿ ãðóïï òðåáîâàíèé ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþò ïðè óâåëè÷åíèè ðàç-

ìåðà ãðóïïû îïóáëèêîâàíî â [125]. Ïîëó÷åíèå îöåíîê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â

ñëó÷àå, êîãäà èíòåíñèâíîñòè óáûâàþò ñî ñòåïåííîé ñêîðîñòüþ îïóáëèêîâàíî â

[126].

4.1 Îïèñàíèå ìîäåëè

Ïîäðîáíîå îïèñàíèå ìîäåëè ïðèâåäåíî â ïðåäûäóùåé ãëàâå, çäåñü æå îò-

ìåòèì, ÷òî òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà èíòåíñèâíîñòåé A(t) = (aij(t))
∞
i,j=0 èìå-

åò âèä

A(t) =


−λ(t) µ(t)+γ(t) γ(t) γ(t) . . .

λ(t)b1 − (λ(t)B2+µ(t) + γ(t)) µ(t) 0 . . .

λ(t)b2 λ(t)b2 − (λ(t)B3+µ(t)+γ(t)) µ(t) . . .

λ(t)b3 λ(t)b3 λ(t)b3 − (λ(t)B4+µ(t)+γ(t)) . . .
...

...
...

...
. . .

 ,
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à γ(t) � èíòåíñèâíîñòü êàòàñòðîôû (îäíîìîìåíòíîé ïîòåðè âñåõ òðåáîâàíèé â

ñèñòåìå).

4.2 Ïîëó÷åíèå îöåíîê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè

Ïðåäñòàâèì ðàñïðåäåëåíèå X(t) â âèäå âåêòîðà âåðîÿòíîñòè p(t), ãäå

p(t) =
∑b∗

k=0 P(X(t) = k)ek äëÿ âñåõ t ≥ 0. Âåðîÿòíîñòíàÿ äèíàìèêà X(t) îïè-

ñûâàåòñÿ ïðÿìûì óðàâíåíèåì Êîëìîãîðîâà d
dtp(t) = A(t)p(t), êîòîðîå ìîæåò

áûòü ïåðåïèñàíî â ôîðìå

d

dt
p(t) = A∗(t)p(t) + g (t) , t ≥ 0, (4.2.1)

ãäå g (t) = (γ (t) , 0, 0, . . . )T è A∗(t) ìàòðèöà ñ a∗ij(t) ðàâíûìè

a∗ij (t) =

a0j (t)− γ (t) , åñëè i = 0,

aij (t) , åñëè i > 0.
(4.2.2)

Èç-çà îãðàíè÷åíèé, íàëîæåííûõ íà γ(t), èìååì, ÷òî
∫∞

0 γ (t) dt =∞. Òà-

êèì îáðàçîì, X(t) íå ìîæåò áûòü íóëü-ýðãîäè÷íûì íåçàâèñèìî îò çíà÷åíèé

λ(t) è µ(t).

Òåîðåìà 20 Ïóñòü èíòåíñèâíîñòü êàòàñòðîôû γ(t) òàêàÿ, ÷òî∫∞
0 γ (t) dt = ∞. Òîãäà öåïü Ìàðêîâà X(t) ñëàáî ýðãîäè÷íà è äëÿ ëþáûõ

äâóõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé p∗ (0) è p∗∗ (0) âåðíà îöåíêà

‖p∗ (t)− p∗∗ (t)‖ ≤ e
−

t∫
0

γ(u) du
‖p∗ (0)− p∗∗ (0)‖ ≤ 2e

−
t∫
0

γ(u) du
, t ≥ 0. (4.2.3)

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ëîãàðèôìè÷åñêàÿ íîðìà îïåðàòîðà A∗(t) ðàâíà

−γ(t). Îáîçíà÷èì òåïåðü ÷åðåç U ∗(t, s) îïåðàòîð Êîøè óðàâíåíèÿ (4.2.1). Òîãäà

óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâ ‖U ∗(t, s)‖ ≤ e−
∫ t
s
γ(u) du è

‖p∗ (t)− p∗∗ (t)‖ ≤ ‖U ∗ (t, 0)‖ ‖p∗ (0)− p∗∗ (0)‖ .
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4.2.1 Ïîëó÷åíèå îöåíîê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â ñëó÷àå, êîãäà èí-

òåíñèâíîñòè ïîñòóïëåíèÿ ãðóïï òðåáîâàíèé ýêñïîíåíöèàëüíî

óáûâàþò ïðè óâåëè÷åíèè ðàçìåðà ãðóïïû.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî (4.2.3) ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé îöåíêîé ýðãîäè÷íîñòè

äëÿ X(t), ýòî ìàëî ïîìîãàåò âñÿêèé ðàç, êîãäà ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé X(t)

ñ÷åòíî è íóæíî âûïîëíèòü ÷èñëåííîå ðåøåíèå (3.2.2). Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì,

÷òî îöåíêà (4.2.3) íàõîäèòñÿ â ðàâíîìåðíîé îïåðàòîðíîé òîïîëîãèè, ÷òî íå

ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü àíàëèòè÷åñêèå ôðåéìâîðêè (íàïðèìåð, [81]) äëÿ íà-

õîæäåíèÿ ïðàâèëüíûõ óñå÷åíèé áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû ÎÄÓ. Äëÿ ïîñëåäíåé

çàäà÷è òðåáóþòñÿ îöåíêè ýðãîäè÷íîñòè äëÿ X(t) â áîëåå ñèëüíûõ (÷åì l1)

"âçâåøåííûõ" íîðìàõ. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ïðè òàêèõ îãðàíè÷åíèÿõ êàæäîìó

íà÷àëüíîìó ñîñòîÿíèþ ïðèñâàèâàåòñÿ âåñ, è, òàêèì îáðàçîì, ïðîöåäóðà óñå-

÷åíèÿ ñòàíîâèòñÿ ÷óâñòâèòåëüíîé ê êîëè÷åñòâó ñîñòîÿíèé. Íèæå, â òåîðåìå

21, ïîëó÷àåì òàêóþ îöåíêó ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè (èñïîëüçóåìîå

îïðåäåëåíèå ñì. [117]; ñîîòâåòñòâóþùèé òåñò äëÿ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé ìîæíî

íàéòè â [Ïðåäëîæåíèè 1] [118]. Õîòÿ ïðèâåäåííàÿ âûøå òåîðåìà 20 ñïðàâåä-

ëèâà äëÿ ëþáîãî ðàñïðåäåëåíèÿ {bn, n ≥ 1}, ýòî ïðåäïîëîæåíèå ñóùåñòâåí-

íî äëÿ òåîðåìû 21. Äëÿ ðàñïðåäåëåíèé ñ õâîñòàìè, áîëåå òÿæåëûìè, ÷åì ãåî-

ìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå, íå ñìîãëè íàéòè óñëîâèÿ, ãàðàíòèðóþùèå ñóùå-

ñòâîâàíèå ïðåäåëüíîãî ðåæèìà ïðîöåññà ðàçìåðà î÷åðåäè äàæå äëÿ ïåðèîäè-

÷åñêèõ èíòåíñèâíîñòåé). Ðàñïðåäåëåíèå ðàçìåðà ïàðòèè {bn, n ≥ 1} òàêîå, ÷òî∑∞
j=k Bj+1 ≤ b̄

(
1− b̄−1

)k
äëÿ âñåõ k ≥ 0.

Èñïîëüçóÿ óñëîâèå íîðìàëèçàöèè p0(t) = 1 −
∑

i≥1 pi(t) ïðÿìàÿ ñèñòåìà

Êîëìîãîðîâà d
dtp(t) = A(t)p(t) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà êàê

d

dt
z(t) = A∗∗ (t) z(t) + f (t) , t ≥ 0, (4.2.4)
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ãäå f (t) = (λ(t)b1, λ(t)b2, λ(t)b3, λ(t)b4, . . . )
T , z(t) = (p1(t), p2(t), . . . )

T è

A∗∗(t) =


− (λ(t)+µ(t)+γ(t)) µ(t)−λ(t)b1 −λ(t)b1 −λ(t)b1 . . .

0 − (λ(t)B2+µ(t)+γ(t)) µ(t)−λ(t)b2 −λ(t)b2 . . .

0 0 − (λ(t)B3+µ(t)+γ(t)) µ(t)−λ(t)b3 . . .

0 0 0 − (λ(t)B4+µ(t)+γ(t)) . . .
...

...
...

...
. . .

 .

(4.2.5)

Ïóñòü z∗(t) è z∗∗(t) äâà ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4.2.4) ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè äâó-

ìÿ ðàçëè÷íûìè íà÷àëüíûìè ñîñòîÿíèÿìè z∗(0) è z∗∗(0). Òîãäà äëÿ âåêòîðà

y(t) = z∗(t) − z∗∗(t) = (y1(t), y2(t), . . . )
T , ñ ïðîèçâîëüíûìè êîîðäèíàòàìè ïî-

ëó÷àåì ñèñòåìó ñèñòåìó
d

dt
y(t) = A∗∗ (t) y(t). (4.2.6)

Ìàòðèöà A∗∗ (t) â (4.2.6) ìîæåò èìåòü îòðèöàòåëüíûå íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåí-

òû. Âîçüì¼ì d ∈ (1, 1 + (b̄ − 1)−1] è âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëî-

æèòåëüíûõ ÷èñåë {δn, n ≥ 0} íà δn = dn−1. Ïóñòü D = diag(δ1, δ2, . . . ) - äèàãî-

íàëüíàÿ ìàòðèöà. Ïîëîæèì w(t) = DTu(t) â (4.2.6), ãäå T âåðõíåòðåóãîëüíàÿ

ìàòðèöà âèäà

T =


1 1 1 · · ·
0 1 1 · · ·
0 0 1 · · ·
...

...
... . . .

 .

Ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé

d

dt
w(t) = Ã(t)w(t), (4.2.7)

ãäå ìàòðèöà Ã(t) = DTA∗∗ (t)T−1D−1 èìååò íåîòðèöàòåëüíûå íåäèàãîíàëüíûå

ýëåìåíòû:

Ã(t) =


− (λ(t)+µ(t)+γ(t)) 1

dµ(t) 0 0 . . .

0 − (λ(t)B2+µ(t)+γ(t)) 1
dµ(t) 0 . . .

0 0 − (λ(t)B3+µ(t)+γ(t)) 1
dµ(t) . . .

0 0 0 − (λ(t)B4+µ(t)+γ(t)) . . .
...

...
...

...
. . .

 .

(4.2.8)
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Ïîëîæèì −αk(t) ðàâíîé ñóììå ýëåìåíòîâ k-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû Ã(t) òî

åñòü

α1(t) = λ(t)+µ(t)+γ(t),

αk(t) = γ(t) +

(
1− 1

d

)
µ(t) + λ(t)Bk, k ≥ 2

è ëîãàðèôìè÷åñêàÿ íîðìà Ã(t) ðàâíà

− β(t) = sup
i

ãii(t) +
∑
j 6=i

ãji(t)

 = inf
i
{αk(t)} = −γ(t) −

(
1− 1

d

)
µ(t),

ïîëó÷àåì

‖z∗(t)− z∗∗(t)‖1D ≤ e
−

t∫
0
(γ(u)+(1−d−1)µ(u)) du

‖z∗(0)− z∗∗(0)‖1D . (4.2.9)

Òåïåðü, ïîìíÿ, ÷òî w(t) = Du(t) = DTy(t), âåðõíÿÿ îöåíêà äëÿ y(t) =

z∗(t)− z∗∗(t) âî âçâåøåííîé íîðìå èìååò âèä

‖DTy(t)‖ ≤ e−
∫ t
0
β(u) du‖DTy(0)‖. (4.2.10)

Âåðõíÿÿ îöåíêà äëÿ ‖p∗(t)−p∗∗(t)‖ ïîëó÷åíà èç (4.2.10). Âî-ïåðâûõ, çàìå-
òèì, ÷òî ‖y(t)‖ ≤ 2‖p∗(t)− p∗∗(t)‖ ïîñêîëüêó y(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (4.2.6) �

ñèñòåìà ñ èñêëþ÷åííûì íóëåâûì ñîñòîÿíèåì. Âî-âòîðûõ, ìîæíî äîêàçàòü (ýòî

ïîêàçàíî, íàïðèìåð, â [óðàâíåíèè (18)] èç [81]), ÷òî ‖x‖ ≤ 2‖DTx‖ äëÿ ëþáîãî
âåêòîðà x. Ñëåäîâàòåëüíî,

‖p∗(t)− p∗∗(t)‖ ≤ 4e
−

t∫
0
(γ(u)+(1−d−1)µ(u)) du

‖z∗(0)− z∗∗(0)‖1D , (4.2.11)

|E(t, k)− E(t, 0)| ≤ 1 + dk−1

W
e
−

t∫
0
(γ(u)+(1−d−1)µ(u)) du

, k ≥ 1, W = inf
n

dn

n+ 1
.

(4.2.12)

Ýòè ðåçóëüòàòû ìîæíî ñâåñòè âîåäèíî â îäíîé òåîðåìå.

Òåîðåìà 21 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ðàçìåðà ïàðòèè {bn, n ≥ 1} ñ
êîíå÷íûì ñðåäíèì b̄ òàêîå, ÷òî

∑∞
j=k Bj+1 ≤ b̄

(
1− b̄−1

)k
äëÿ âñåõ k ≥ 0.. Òî-
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ãäà, åñëè
∫∞

0

(
γ(t) + (1− d−1)µ(t)

)
dt = +∞ äëÿ íåêîòîðîãî d ∈ (1, 1 + (b̄ −

1)−1], òîãäà öåïü Ìàðêîâà X(t) ñëàáî ýðãîäè÷íà è âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà ýðãî-

äè÷íîñòè (4.2.11).

4.2.2 Ïîëó÷åíèå îöåíîê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â ñëó÷àå, êîãäà èíòåí-

ñèâíîñòè óáûâàþò ñî ñòåïåííîé ñêîðîñòüþ.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íàéäåòñÿ ε > 0 òàêîå, ÷òî∫ ∞
0

(γ(t)− ελ(t)) dt =∞. (4.2.13)

Åñëè, â ÷àñòíîñòè, èíòåíñèâíîñòè ïîñòîÿííû, òî (4.2.13) âûïîëíåíî ïðè

ïîëîæèòåëüíîì γ, à åñëè 1-ïåðèîäè÷íû, òî äëÿ âûïîëíåíèÿ (4.2.13) äîñòàòî÷íî

÷òîáû
∫ 1

0 γ(t) dt > 0.

Êàê ïîêàçàíî âûøå, âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (4.2.13) ãàðàíòèðóåò ñëàáóþ ýð-

ãîäè÷íîñòü X(t) â ðàâíîìåðíîé îïåðàòîðíîé òîïîëîãèè è îöåíêó

‖p∗ (t)− p∗∗ (t)‖ ≤ e
−

t∫
0

γ(u) du
‖p∗ (0)− p∗∗ (0)‖ ≤ 2e

−
t∫
0

γ(u) du
, t ≥ 0, (4.2.14)

ñïðàâåäëèâóþ ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ p∗ (0) è p∗∗ (0).

Îäíàêî, êàê è â ïðåäûäóùèõ ðàáîòàõ, íàñ áîëüøå èíòåðåñóåò íå ñàìî

íàëè÷èå ïðåäåëüíîãî ðåæèìà, à âîçìîæíîñòü åãî ïîñòðîåíèÿ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ

íóæíûõ ñâîéñòâ è îöåíîê ïîòðåáóþòñÿ íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå ¾âçâåøåí-

íûå¿ íîðìû.

Ïîëîæèì d0 = 1, è ïóñòü {dk} � íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, k ≥ 0.

Ðàññìîòðèì äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó Λ = diag (d0, d1, d2, . . . ).

Òîãäà èç (4.2.1) ïîëó÷èì óðàâíåíèå

d

dt
p̃(t) = Ã∗(t)p̃(t) + g̃ (t) , (4.2.15)

ãäå p̃(t) = Λp(t), Ã(t) = ΛA∗(t)Λ−1, à g̃(t) = Λg(t).

Äàëåå áóäåì îöåíèâàòü ëîãàðèôìè÷åñêóþ íîðìó îïåðàòîðà Ã(t). Åñëè

îáîçíà÷èòü ÷åðåç −α̃k(t) ñóììó âñåõ ýëåìåíòîâ k-òîãî ñòîëáöà ìàòðèöû Ã(t),
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òî ïîëó÷èì

α̃0(t) ≥ γ(t)− λ(t)
∞∑
j=1

bj

(
dj
d0
− 1

)
:= β(t),

α̃k(t) ≥ γ(t)− λ(t)
∞∑

j=k+1

bj

(
dj
dk
− 1

)
≥ α̃0(t) = β(t), k ≥ 1.

Èç óñëîâèÿ (3.1.1) âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå

N òàêîå, ÷òî ∑
k≥N

(k − 1) bk < ε. (4.2.16)

Ïîëîæèì òåïåðü dk = 1, åñëè k < N , è dk = k ïðè k ≥ N .

Òîãäà ëîãàðèôìè÷åñêàÿ íîðìà îïåðàòîðà Ã(t) ðàâíà

−β∗(t) = sup
i

ãii(t) +
∑
j 6=i

ãji(t)

 = −β(t) ≤ − (γ(t)− ελ(t)) , (4.2.17)

Ñëåäîâàòåëüíî, âìåñòî (4.2.14) ïîëó÷àåì

‖p̃∗ (t)− p̃∗∗ (t)‖ ≤ e
−

t∫
0

β(u) du
‖p̃∗ (0)− p̃∗∗ (0)‖ , t ≥ 0. (4.2.18)

Äàëåå, ñðàâíèâàÿ ñîîòâåòñòâóþùèå íîðìû è ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ,

ïîëó÷àåì òàêîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 22 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (3.1.1) è (4.2.13). Òîãäà X(t) ñëàáî ýð-

ãîäè÷åí, èìååò ïðåäåëüíîå ñðåäíåå, è ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè ñêîðîñòè

ñõîäèìîñòè:

‖p∗ (t)− p∗∗ (t)‖ ≤ e
−

t∫
0

β(u) du
‖p̃∗ (0)− p̃∗∗ (0)‖ , t ≥ 0, (4.2.19)

è

|E(t, k)− E(t, 0)| ≤ kNe
−

t∫
0

β(u) du
, t ≥ 0, (4.2.20)

ãäå E(t, j) � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå (ñðåäíåå ÷èñëî òðåáîâàíèé) äëÿ X(t)

ïðè óñëîâèè, ÷òî X(0) = j.
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Îöåíèì òåïåðü ñàìî ïðåäåëüíîå ñðåäíåå. Äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèì

âûïîëíåíèå óñëîâèé

e
∫ t
s
β(u) du ≤ Re−a(t−s), γ(t) ≤ θ, (4.2.21)

äëÿ âñåõ 0 ≤ s ≤ t, ïðè íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ R, a, θ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ũ(t, s) îïåðàòîð Êîøè óðàâíåíèÿ (4.2.15). Òîãäà ïîëó-

÷àåì

p̃(t) = Ũ(t, 0)p̃(0) +

∫ t

0

Ũ(t, τ)g̃ (τ) dτ, (4.2.22)

îòêóäà

lim sup
t→∞

p̃(t) ≤ lim sup
t→∞

∫ t

0

Re−a(t−τ)θ dτ ≤ Rθ

a
. (4.2.23)

À òîãäà èìååì

Ñëåäñòâèå 2 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (3.1.1) è (4.2.21). Òîãäà ïðè ëþáîì k

ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

lim sup
t→∞

E(t, k) ≤ NRθ

a
. (4.2.24)

4.2.3 Àïïðîêñèìàöèÿ óñå÷åíèÿìè

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ïîñòðîåíèè ïðåäåëüíîãî ðåæèìà è ïðåäåëüíîãî ñðåä-

íåãî ñ ïîìîùüþ àïïðîêñèìàöèè óñå÷åííûìè ïðîöåññàìè. Ïîëó÷åíèå íå çàâèñÿ-

ùèõ îò âðåìåíè îöåíîê ïðè òàêèõ àïïðîêñèìàöèÿõ îïèñàíî â [81, 84].

Àíàëîãè÷íî ýòèì ðàáîòàì, áóäåì îòîæäåñòâëÿòü êîíå÷íûå âåêòîðû è

ñ÷åòíûå âåêòîðû ñ òåìè æå íåíóëåâûìè êîîðäèíàòàìè. Ðàññìîòðèì "óñå÷åí-

íóþ"ìàòðèöó (äëÿ êðàòêîñòè çàâèñèìîñòü îò t íå çàïèñûâàåì)

A∗K =

−λB
∗
1 − γ µ 0 0 . . . 0

λb1 − (λB∗
2 + µ+ γ) µ 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

λbK λbK . . . . . . . . . . . . . . .− (λB∗
K + µ+ γ)

 ,

ãäå B∗k =
∑K

j=k bj.
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Çàïèøåì àíàëîãè÷íóþ (4.2.1) ñèñòåìó äëÿ óñå÷åííîãî ïðîöåññà â âèäå:

d

dt
pK(t) = A∗(t)pK(t) + g (t) + (A∗K(t)− A∗(t)) pK(t), t ≥ 0. (4.2.25)

Òîãäà

pK(t) = U(t, 0)p(0) +

∫ t

0

U(t, τ)g (τ) dτ +

+

∫ t

0

U(t, τ) (A∗K(τ)− A∗(τ)) pK(τ) dτ =

= p(t) +

∫ t

0

U(t, τ) (A∗K(τ)− A∗(τ)) pK(τ) dτ, (4.2.26)

ãäå U(t, s) - îïåðàòîð Êîøè óðàâíåíèÿ (4.2.1).

Ñëåäîâàòåëüíî, â ëþáîé íîðìå ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

‖p (t)− pK (t)‖ ≤
∫ t

0

‖U(t, τ)‖‖ (A∗K(τ)− A∗(τ)) pK(τ)‖ dτ. (4.2.27)

Ðàññìîòðèì íîðìó ‖x‖Λ = ‖Λx‖, òîãäà ‖Ũ(t, s)‖ = ‖U(t, s)‖Λ ≤ Re−a(t−s).

Äëÿ îöåíêè âòîðîãî ìíîæèòåëÿ ïîä çíàêîì èíòåãðàëà â (4.2.27) îòìåòèì,

÷òî â ëåâîì âåðõíåì êâàäðàòå ìàòðèöû A∗K − A∗ (òî åñòü åñëè îáà èíäåêñà íå

ïðåâîñõîäÿò K) íåíóëåâûìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû, êàæäûé

èç êîòîðûõ ðàâåí −λBK .

Çíà÷èò, (A∗K(τ)− A∗(τ)) pK(τ) = −λ(τ)BK (p0(τ), . . . , pK(τ))T . À òîãäà,

ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî λ(t) ≤ θ ïðè âñåõ t, ïîëó÷àåì ‖ (A∗K(τ)− A∗(τ)) pK(τ)‖ ≤
BKθ

∑
k≤K dkpk(τ) ≤ BKNθ.

Òîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü â (4.2.27) â Λ íîðìå íå ïðåâîñõîäèò BKNRθ
a è ïîëó÷àåì

ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 23 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (3.1.1) è (4.2.21). Òîãäà ïðè X(0) = 0

ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè:

‖p (t)− pK (t)‖ ≤ BKNRθ

a
→ 0 ïðè k →∞, (4.2.28)
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è

|E(t, 0)− EK(t, 0)| ≤ BKN
2Rθ

a
→ 0 ïðè k →∞. (4.2.29)

4.3 Ïðèìåðû

Ñ ïîìîùüþ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîäòâåðäèì òåîðåòè÷åñêèå

âûâîäû.

4.3.1 Ïðèìåð 1

Ðàññìîòðèì ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé çàâèñèìîñòü îò t âåëè÷èí � p0(t)

è E(t, k). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî bk = 1
3

(
2
3

)k−1
, λ(t) = 9 (1 + sin 2πt), µ(t) =

8 (1 + cos 2πt) è γ(t) = 1, ò.å. èíòåíñèâíîñòü êàòàñòðîôû ïîñòîÿííà è ñðåäíèé

ðàçìåð b̄ ïðèáûâàþùåé ïàðòèè íå ïðåâîñõîäèò 3. Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî d = 3
2

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 21. Èç (4.2.11) è (4.2.12) ïîëó÷àåì îöåíêè

‖p∗(t)− p∗∗(t)‖ ≤ 4e−
5
3 t‖z∗(0)− z∗∗(0)‖1D, (4.3.30)

|E(t, k)− E(t, 0)| ≤
1 +

(
3
2

)k−1

9
8

e−
5
3 t, k ≥ 0. (4.3.31)

Íà ðèñóíêå 4.1 ïîêàçàíî, êàê p0(t) âåäåò ñåáÿ ïðè óâåëè÷åíèè t, à íà ðèñóí-

êå 4.2 ïîêàçàíî åãî ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå. Åñëè t ≥ 60, òî ïðàâàÿ ÷àñòü (4.3.30)

íå ïðåâûøàåò 3·10−2, ò.å. íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà t = 60 = t∗ ñèñòåìà "çàáûâàåò"ñâîå

íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå è ðàñïðåäåëåíèå X(t) äëÿ t > t∗ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê

ïðåäåëüíîå. Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå X(t) ÿâëÿåòñÿ ïå-

ðèîäè÷åñêèì, äîñòàòî÷íî ðåøèòü (÷èñëåííî, (ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî, ïîñêîëüêó

bk > 0 äëÿ âñåõ k, ñèñòåìà ÎÄÓ ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî óðàâíåíèé. Òàêèì

îáðàçîì, äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåøèòü åå ÷èñëåííî, íóæíî åå óñå÷ü. Âûïîëíÿåì ýòî

óñå÷åíèå â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì â [119])). ñèñòåìó ÎÄÓ òîëüêî â èíòåðâàëå

[0, t∗ + T ], ãäå T - íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ïåðèîäîâ λ(t) è µ(t), ò.å. T = 1.

Ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé X(t) â èíòåðâàëå [t∗, t∗ + T ] ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé (ñ

îøèáêîé, íå ïðåâûøàþùåé 3 ·10−2 â l1-íîðìå) ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðî-

ÿòíîñòåé X(t). Âåðõíÿÿ îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè óñëîâíîãî ñðåäíåãî ÷èñëà
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êëèåíòîâ â ñèñòåìå E(t, k) ïðèâåäåíà â (4.3.31). Åñëè t ≥ t∗, òî ïðàâàÿ ÷àñòü íå

ïðåâûøàåò 0, 3, ò.å. íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà t = t∗ ñèñòåìà "çàáûâàåò"ñâîå íà÷àëüíîå

ñîñòîÿíèå è çíà÷åíèå E(t, k) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå îò

ñðåäíåãî ÷èñëà òðåáîâàíèé ñ ïîãðåøíîñòüþ íå áîëåå 0, 3. Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè

E(t, k) è ïîâåäåíèå åå ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ ìîæíî óâèäåòü íà ðèñóíêàõ 4.3 è

4.4. Ïîëó÷åííûå âåðõíèå îöåíêè íå ÿâëÿþòñÿ æåñòêèìè: ñèñòåìà ïåðåõîäèò â

ïåðèîäè÷åñêèé ðåæèì îãðàíè÷åíèÿ äî ìîìåíòà t = t∗.

Ðèñ. 4.1: Ïðèìåð 1. Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè âåðîÿòíîñòè ïóñòîé î÷åðåäè p0(t) â èíòåðâàëå [0, 10].
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Ðèñ. 4.2: Ïðèìåð 1. Ïðåäåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü p0(t) ïóñòîé î÷åðåäè.

Ðèñ. 4.3: Ïðèìåð 1. Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ñðåäíåãî E(t, k) ÷èñëà òðåáîâàíèé â ñèñòåìå äëÿ
t ∈ [0, 10].
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Ðèñ. 4.4: Ïðèìåð 1. Àïïðîêñèìàöèÿ ïðåäåëüíîãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ E(t, k) äëÿ t ∈ [19, 20].

4.3.2 Ïðèìåð 2

Ðàññìîòðèì îïèñàííóþ ìîäåëü ñ èíòåíñèâíîñòÿìè γ = 1, λ(t) = 1+sin 2πt,

µ(t) = 1 + cos 2πt, ïðåäïîëàãàÿ ïðè ýòîì, ÷òî bk = 4
k(k+1)(k+2) , òî åñòü óáûâàíèå

èìååò ñòåïåííîé õàðàêòåð.

Íà ïðèâåäåííûõ ðèñóíêàõ ïîêàçàíî ïîâåäåíèå âåðîÿòíîñòè îòñóòñòâèÿ

òðåáîâàíèé â ñèñòåìå p0(t) è ñðåäíåãî ÷èñëà òðåáîâàíèé â ñèñòåìå E(t, k) äëÿ

óñå÷åííûõ ïðîöåññîâ ñ ÷èñëîì ñîñòîÿíèé 100, 200, 300. Ïðè ýòîì ìîæíî îòìå-

òèòü, ÷òî ïîãðåøíîñòü âåêòîðà âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé ïðè óñå÷åíèÿõ, ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ K = 100 è K = 200 ïîëó÷àåòñÿ 1.2 · 10−2 è 1.2 · 10−3 ñîîòâåòñòâåííî,

à äëÿ ñðåäíèõ � 7.2 · 10−2 è 7.2 · 10−3 ñîîòâåòñòâåííî.
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Ðèñ. 4.5: Ïðèìåð 2. Ïîâåäåíèå âåðîÿòíîñòè p0(t) äëÿ óñå÷åííîãî ïðîöåññà, 100 ñîñòîÿíèé,
èíòåðâàë [0, 20].

Ðèñ. 4.6: Ïðèìåð 2. Ïðåäåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü p0(t) äëÿ óñå÷åííîãî ïðîöåññà, 100 ñîñòîÿíèé,
èíòåðâàë [20, 21].
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Ðèñ. 4.7: Ïðèìåð 2. Ïîâåäåíèå ñðåäíåãî E(t, k) äëÿ óñå÷åííîãî ïðîöåññà, 100 ñîñòîÿíèé, èí-
òåðâàë [0, 20].

Ðèñ. 4.8: Ïðèìåð 2. Ïðåäåëüíîå ñðåäíåå E(t, k) äëÿ óñå÷åííîãî ïðîöåññà, 100 ñîñòîÿíèé, èí-
òåðâàë [20, 21].
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Ðèñ. 4.9: Ïðèìåð 2. Ïîâåäåíèå âåðîÿòíîñòè p0(t) äëÿ óñå÷åííîãî ïðîöåññà, 200 ñîñòîÿíèé,
èíòåðâàë [0, 20].

Ðèñ. 4.10: Ïðèìåð 2. Ïðåäåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü p0(t) äëÿ óñå÷åííîãî ïðîöåññà, 200 ñîñòîÿíèé,
èíòåðâàë [20, 21].
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Ðèñ. 4.11: Ïðèìåð 2. Ïîâåäåíèå ñðåäíåãî E(t, k) äëÿ óñå÷åííîãî ïðîöåññà, 200 ñîñòîÿíèé,
èíòåðâàë [0, 20].

Ðèñ. 4.12: Ïðèìåð 2. Ïðåäåëüíîå ñðåäíåå E(t, k) äëÿ óñå÷åííîãî ïðîöåññà, 200 ñîñòîÿíèé,
èíòåðâàë [20, 21].
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Ðèñ. 4.13: Ïðèìåð 2. Ïîâåäåíèå âåðîÿòíîñòè p0(t) äëÿ óñå÷åííîãî ïðîöåññà, 300 ñîñòîÿíèé,
èíòåðâàë [0, 20].

Ðèñ. 4.14: Ïðèìåð 2. Ïðåäåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü p0(t) äëÿ óñå÷åííîãî ïðîöåññà, 300 ñîñòîÿíèé,
èíòåðâàë [20, 21].
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Ðèñ. 4.15: Ïðèìåð 2. Ïîâåäåíèå ñðåäíåãî E(t, k) äëÿ óñå÷åííîãî ïðîöåññà, 300 ñîñòîÿíèé,
èíòåðâàë [0, 20].

Ðèñ. 4.16: Ïðèìåð 2. Ïðåäåëüíîå ñðåäíåå E(t, k) äëÿ óñå÷åííîãî ïðîöåññà, 300 ñîñòîÿíèé,
èíòåðâàë [20, 21].
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Ãëàâà 5

Èññëåäîâàíèå ìîäåëåé, ñâÿçàííûõ ñ

ïðîöåññàìè ðîæäåíèÿ è ãèáåëè

5.1 Íåñòàöèîíàðíàÿ ìàðêîâñêàÿ ñèñòåìà ñ ãðóïïîâûì ïî-

ñòóïëåíèåì è ãðóïïîâûì îáñëóæèâàíèåì òðåáîâàíèé

ñ óïðàâëåíèåì, çàâèñÿùèì îò ñîñòîÿíèÿ

Â ñòàòüå [120] àâòîðû ðàññìîòðåëè ìàðêîâñêóþ ñèñòåìó ìàññîâîãî ïî-

ñòóïëåíèÿ è ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ îáùèì óïðàâëåíèåì, çàâèñÿùèì îò ñî-

ñòîÿíèÿ (ñì. òàêæå [37, 38, 121, 120, 122]). Îáùåå ÷èñëî X(t) òðåáîâàíèé â

ìîìåíò âðåìåíè t â ýòîé ñèñòåìå ñîñòàâëÿåò öåïü Ìàðêîâà ñ íåïðåðûâíûì

âðåìåíåì è ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé {0, 1, 2, . . . }. Ìàòðèöà èíòåíñèâíîñòåé

Q(t) = (qij(t))
∞
i,j=0 èìååò äîâîëüíî ñïåöèôè÷åñêóþ ñòðóêòóðó:

qij(t) =


hij(t), åñëè 0 ≤ i ≤ k − 1, j ≥ 0,

bi−j+k(t), åñëè i ≥ k, j ≥ i− k,

0 èíà÷å,

(5.1.1)

ãäå

hij(t) ≥ 0 (i 6= j),

0 ≤ −hii(t) =
∑
j 6=i

hij(t) < +∞ (0 ≤ i ≤ k − 1),

b0(t) > 0, bj(t) ≤ 0 (j 6= k),
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∞∑

j=N+1

bj(t) > 0 è 0 ≤ −bk(t) =
∑
j 6=k

bj(t) < +∞

äëÿ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî öåëîãî k ≥ 1.

Ïîêàæåì, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ îäíîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ýòîé ñèñòåìû,

äàæå êîãäà èíòåíñèâíîñòè çàâèñÿò îò âðåìåíè, ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêè ñêîðî-

ñòè ñõîäèìîñòè è óñòîé÷èâîñòè. Â ÷àñòíîñòè, âîçüìåì ïðèìåð èç ðàçäåëà 7 [120],

çà èñêëþ÷åíèåì òîãî, ÷òî âñå èíòåíñèâíîñòè ïåðåõîäà çàâèñÿò îò âðåìåíè.

Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ýòîé ìîäåëè, à èìåííî, îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäè-

ìîñòè îïóáëèêîâàíû â [125], óñòîé÷èâîñòè â [134].

5.1.1 Îïèñàíèå ìîäåëè

Ýëåìåíòû ìàòðèöû èíòåíñèâíîñòè Q(t) ñëåäóþùèå: hi,i−1(t) = µ(t),

hi,i+1(t) = λ(t), hi,i(t) = −(λ(t) + µ(t)), b0 = µ, bk+1 = λ(t), bk = −(λ(t) + µ(t))

è k = 3, ãäå λ(t) è µ(t) è íåîòðèöàòåëüíû è ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìû ïî [0,∞).

Òîãäà òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà èíòåíñèâíîñòåé A(t) = (aij(t))
∞
i,j=0 = QT (t)

èìååò âèä

A(t) =



−λ(t) µ(t) 0 µ(t) 0 0 . . .

λ(t) −(λ(t) + µ(t)) µ(t) 0 µ(t) 0 . . .

0 λ(t) −(λ(t) + µ(t)) 0 0 µ(t) . . .

0 0 λ(t) −(λ(t) + µ(t)) 0 0 . . .

0 0 0 λ(t) −(λ(t) + µ(t)) 0 . . .

0 0 0 0 λ(t) −(λ(t) + µ(t)) . . .
...

...
...

...
...

...
. . .


.(5.1.2)

5.1.2 Îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè

Ðàññìîòðèì âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ íóëü-ýðãîäè÷íîñòüþ è ñëàáîé ýðãîäè÷-

íîñòüþ äëÿ ìàðêîâñêîé öåïè X(t).

Îáîçíà÷èì ðàñïðåäåëåíèå X(t) ÷åðåç p(t) ò.å. p(t) = (p0(t), p1(t), . . . )
T è

ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dp (t)

dt
= A (t) p (t) . (5.1.3)
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Íóëü-ýðãîäè÷íîñòü

Ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì óñëîâèå íóëü-ýðãîäè÷îñòè.

Òåîðåìà 24 Åñëè
∫∞

0

(
λ(t)(1− σ) + µ(t)(1− σ−3)

)
dt = +∞ äëÿ íåêîòîðãî

σ ∈ (0, 1), òî Ìàðêîâñêàÿ öåïü X(t) íóëü-ýðãîäè÷íà,

∞∑
i=0

σipi(t) ≤ e−
∫ t
0(λ(u)+µ(u)−σλ(u)−σ−3µ(u)) du

∞∑
i=0

σipi(0), t ≥ 0, (5.1.4)

è äëÿ âñåõ n ≥ 0 è N ≥ 0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

P (X(t) > n|X(0) = N) ≥ 1− σN−ne−
∫ t
0(λ(u)+µ(u)−σλ(u)−σ−3µ(u)) du. (5.1.5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì σ > 0 è îïðåäåëèì óáûâàþùóþ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë {δn, n ≥ 0} íà δn = σn. Ïîëîæèì

p̃(t) = Λp(t), ãäå Λ = diag (δ0, δ1, . . . ). Òîãäà ïîëó÷èì

d

dt
p̃(t) = Ã(t)p̃(t), (5.1.6)

ãäå Ã(t) = ΛA(t)Λ−1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç −α̃i(t) ñóììó âñåõ ýëåìåíòîâ â i-ì ñòîëáöå Ã(t), ò.å.

α̃0(t) = (1− σ)λ(t),

α̃i(t) = (1− σ)
(
λ(t) + µ(t)− σ−1µ(t)

)
, i = 1, 2,

α̃i(t) = λ(t) + µ(t)− σλ(t)− σ−3µ(t)︸ ︷︷ ︸
=β(t)

, i ≥ 3.

Åñëè 0 < σ < 1, òî α̃0(t) ≥ β(t), α̃1(t) ≥ β(t), α̃2(t) ≥ β(t) è âåðõíÿÿ îöåíêà

ñëåäóåò èç (1.3.6), ïðèìåíÿåìîãî ê (5.1.6):

∞∑
i=0

σipi(t) ≤ e−
∫ t
0
β(u) du

∞∑
i=0

σipi(0). (5.1.7)

Åñëè σ âûáðàíî òàê, ÷òî
∫ t

0

(
λ(u) + µ(u)− σλ(u)− σ−3µ(u)

)
du = +∞, òî

èç (5.1.7) ñëåäóåò, ÷òî pi(t)→ 0 ïðè t→∞ äëÿ êàæäîãî i ≥ 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,

X(t) ÿâëÿåòñÿ íóëü ýðãîäè÷íûì. Â òàêîì ñëó÷àå ìîæíî èçâëå÷ü äîïîëíèòåëü-
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íóþ èíôîðìàöèþ èç (5.1.7). Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî n ≥ 0

ñïðàâåäëèâî ÷òî

σn
n∑
i=0

pi(t) ≤
n∑
i=0

σipi(t) ≤
∞∑
i=0

σipi(t).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè X(0) = N , ò.å. pN(0) = 1, òî äëÿ ëþáî-

ãî n ≥ 0 âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè

P (X(t) ≤ n|X(0) = N), N ≥ 0:

P (X(t) ≤ n|X(0) = N) ≤ σN−ne−
∫ t
0
β(u) du. (5.1.8)

Ñëàáàÿ ýðãîäè÷íîñòü

Èñïîëüçóÿ óñëîâèå íîðìàëèçàöèè p0(t) = 1−
∑

i≥1 pi(t) ïåðåïèøåì ñèñòå-

ìó (5.1.3) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

d

dt
z(t) = B(t)z(t) + f(t), (5.1.9)

ãäå ìàòðèöà B(t) ñ ýëåìåíòàìè bij(t) = aij(t) − ai0(t) íå èìååò âåðîÿòíîñòíîãî
çíà÷åíèÿ, à âåêòîðû f(t) è z(t) ðàâíû

f(t) = (λ(t), 0, , 0 . . . )T , z(t) = (p1(t), p2(t), . . . )
T .

Ïóñòü z∗(t) è z∗∗(t) áóäóò äâóìÿ ðåøåíèÿìè (5.1.9), ñîîòâåòñòâóþùè-

ìè äâóì ðàçëè÷íûì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì z∗(0) è z∗∗(0). Òîãäà äëÿ âåêòîðà

y(t) = z∗(t)− z∗∗(t) = (y1(t), y2(t), . . . )
T , ñ ïðîèçâîëüíûìè ýëåìåíòàìè ïîëó÷à-

åì ñèñòåìó
d

dt
y(t) = B(t)y(t). (5.1.10)

Ìàòðèöà B(t) â (5.1.10) ìîæåò èìåòü îòðèöàòåëüíûå íåäèàãîíàëüíûå ýëå-

ìåíòû.

Âîçüì¼ì σ > 1 è âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷è-

ñåë {dn, n ≥ 1} êàê dn = σn−1. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ
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DB(t)D−1 = B∗∗(t), ãäå D - ìàòðèöà âèäà

D =


d1 d1 d1 · · ·
0 d2 d2 · · ·
0 0 d3 · · ·
...

...
... . . .

 (5.1.11)

äà¼ò ìàòðèöó B∗∗(t):

−(λ(t)+µ(t)) µ(t)d1d2 −µ(t)d1d3 µ(t)d1d4 0 0 . . .

λ(t)d2d1 −(λ(t)+µ(t)) 0 0 µ(t)d2d5 0 . . .

0 λ(t)d3d2 −(λ(t)+µ(t)) 0 0 µ(t)d3d6 . . .

0 0 λ(t)d4d3 −(λ(t)+µ(t)) 0 0 . . .

0 0 0 λ(t)d5d4 −(λ(t)+µ(t)) 0 . . .

0 0 0 0 λ(t)d6d5 −(λ(t)+µ(t)) . . .
...

...
...

...
...

...
. . .


. (5.1.12)

Ïîëîæèì w(t) = Dy(t) â (5.1.10), ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé

d

dt
w(t) = B∗∗(t)w(t). (5.1.13)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç −αi(t) ñóììó âñåõ ýëåìåíòîâ â i-ì ñòîëáöå B∗∗(t), ò.å.,

αi (t) =



λ(t) + µ(t)− λ(t)d2d1 , i = 1,

λ(t) + µ(t)− λ(t)d3d2 − µ(t)d1d2 , i = 2,

λ(t) + µ(t)− λ(t)d4d3 − µ(t)d1d3 , i = 3,

λ(t) + µ(t)− λ(t)di+1

di
− µ(t)di−3

di
, i ≥ 4.

(5.1.14)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî dn = σn−1, ïîëó÷èì αi (t) =

λ(t) + µ(t)− λ(t)σ,

λ(t) + µ(t)− λ(t)σ − µ(t)σ−1,

λ(t) + µ(t)− λ(t)σ − µ(t)σ−2,

λ(t) + µ(t)− λ(t)σ − µ(t)σ−3,

≥



µ(t)− λ(t)(σ − 1),

µ(t)(1− σ−1)− λ(t)(σ − 1),

µ(t)(1− σ−2)− λ(t)(σ − 1),

µ(t)(1− σ−3)− λ(t)(σ − 1)

(5.1.15)
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è ëîãàðèôìè÷åñêàÿ íîðìà B∗∗(t) ðàâíà −β(t) =

−min (min1≤k≤3 αk(t), infk≥4 αk(t)) ≥ −
(
µ(t)(1− σ−1)− λ(t)(σ − 1)

)
.

Ïîìíÿ, ÷òî w(t) = Dy(t), âåðõíÿÿ îöåíêà äëÿ y(t) = z∗(t) − z∗∗(t) âî

¾âçâåøåííîé¿ íîðìå èç (1.3.6) èìååò âèä

‖Dy(t)‖ ≤ e−
∫ t
0
β(u) du‖Dy(0)‖. (5.1.16)

Âåðõíÿÿ îöåíêà äëÿ ‖p∗(t) − p∗∗(t)‖ ïîëó÷åíà èç (5.1.16). Çàìåòèì, ÷òî

‖y(t)‖ ≤ 2‖p∗(t)− p∗∗(t)‖ ïîñêîëüêó y(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (5.1.10) � ñèñòå-

ìà ñ èñêëþ÷åííûì íóëåâûì ñîñòîÿíèåì. Âî-âòîðûõ, â [óðàâíåíèè (18)] â [81]

ïîêàçàíî, ÷òî ‖x‖ ≤ 2‖DTx‖ äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x. Ñëåäîâàòåëüíî,

Òåîðåìà 25 Åñëè
∫∞

0

(
µ(t)(1− σ−1)− λ(t)(σ − 1)

)
dt = +∞ äëÿ íåêîòîðîãî

σ > 1, òîãäà öåïü Ìàðêîâà X(t) ñëàáî ýðãîäè÷íà, è âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

‖p∗(t)− p∗∗(t)‖ ≤ 4e−
∫ t
0(µ(u)(1−σ−1)−λ(u)(σ−1)) du‖p∗(0)− p∗∗(0)‖1D. (5.1.17)

5.1.3 Îöåíêè óñòîé÷èâîñòè

Ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå îáùåãî ìåòîäà îöåíêè óñòîé÷èâîñòè (ñì. îáçîð â

[86]) äëÿ èññëåäóåìûõ ìîäåëåé.

Ðàññìîòðèì ïðîöåññ X̄(t), t ≥ 0, îïèñûâàþùèé ÷èñëî òðåáîâàíèé â ¾âîç-

ìóùåííîé¿ ñèñòåìå îáñëóæèâàíèÿ, ñ ñîîòâåòñòâóþùåé òðàíñïîíèðîâàííîé ìàò-

ðèöåé èíòåíñèâíîñòåé Ā(t), ãäå ìàòðèöà ¾âîçìóùåíèÿ¿ Â(t) = A(t) − Ā(t) â

íåêîòîðîì ñìûñëå ìàëà, è èìååò òó æå ñòðóêòóðó, ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè âîçìó-

ùåííûìè èíòåíñèâíîñòÿìè λ̄(t) è µ̄(t).

Ïóñòü

|λ(t)− λ̄(t)| = |λ̂(t)| ≤ ε̂, |µ(t)− µ̄(t)| = |µ̂(t)| ≤ ε̂. (5.1.18)

Òîãäà ïîëó÷àåì èç (5.2.25) îãðàíè÷åíèå

‖Â(t)‖ = 2 sup
k
|âkk (t)| ≤ 4ε̂ (5.1.19)
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è

‖B(t)‖1D ≤ (1 + σ)|λ(t)|+
(

1 +
1

σ

)
|µ(t)| ≤ (3 + σ)L,

‖f(t)‖1D ≤ L,

‖B(t)− B̄(t)‖1D ≤ (1 + σ)|λ̂(t)|+
(

1 +
1

σ

)
|µ̂(t)| ≤ (3 + σ)ε̂,

‖f(t)− f̄(t)‖1D ≤ ε̂

äëÿ âñåõ t ≥ 0. Èç òåîðåìû 2 ñòàòüè [86] ñëåäóþùèå îöåíêè

Òåîðåìà 26 Åñëè ïðîöåññ X(t) 1D−ýêñïîíåíöèàëüíî ñëàáî ýðãîäè÷åí, òî

X̄(t) òàêæå 1D−ýêñïîíåíöèàëüíî ñëàáî ýðãîäè÷åí ò.å.

e
−

t∫
s

β(τ) dτ
≤Me−α(t−s), (5.1.20)

äëÿ íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ M,α. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ îöåíêà

óñòîé÷èâîñòè

lim sup
t→∞

‖p(t)− p̄(t)‖1D ≤
Mε̂ (M(σ + 3)L+ a)

a (a−Mε̂ (σ + 3))
. (5.1.21)

Áîëåå òîãî, åñëè W = infk≥1
dk+1

k > 0, òîãäà

lim sup
t→∞

|E(t, 0)− Ē(t, 0)| ≤ Mε̂ (M(σ + 3)L+ a)

Wa (a−Mε̂ (σ + 3))
. (5.1.22)

Çàìå÷àíèå 1. Èç òåîðåìû 26 ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âåðíà îöåíêà

lim sup
t→∞

‖p(t)− p̄(t)‖ ≤ 4Mε̂ (M(σ + 3)L+ a)

a (a−Mε̂ (σ + 3))
. (5.1.23)

5.1.4 Ïðèìåð

Äëÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ðàññìîòðèì ïåðèîäè÷åñêèé ñëó÷àé ñ

èíòåíñèâíîñòÿìè λ(t) = 3 (1 + sin 2πt) è µ(t) = 4 (1 + cos 2πt).
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Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {dn, n ≥ 1}, îïðåäåëåííàÿ dn =
(

10
9

)n−1
, ïðèâîäèò ê

β(t) = 4 (1 + cos 2πt)

(
1−

(
10

9

)−1
)
− 3 (1 + sin 2πt) (

10

9
− 1) =

=
1

15
+ 0.4 cos 2πt− 1

3
sin 2πt

, íåðàâåíñòâó

e
−

t∫
0

β(τ) dτ
≤ 22e−0.066t.

Òîãäà ïîëîæèì M = 22 è α = 0.066 è èç òåîðåìû 25 ïîëó÷èì îöåíêó

‖p∗(t)− p∗∗(t)‖ ≤ 88e−0.066t‖p∗(0)− p∗∗(0)‖1D.

Ïðåäâàðèòåëüíûå è ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ âåëè÷è p0(t) è E(t, k) ïîêàçàíû

íà ðèñóíêàõ 5.1�5.4.

Ðèñ. 5.1: Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè âåðîÿòíîñòè ïóñòîé î÷åðåäè p0(t) â èíòåðâàëå [0, 47].
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Ðèñ. 5.2: Ïðåäåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü p0(t) ïóñòîé î÷åðåäè.

Ðèñ. 5.3: Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ñðåäíåãî E(t, k) ÷èñëà òðåáîâàíèé â ñèñòåìå â èíòåðâàëå [0, 47].
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Ðèñ. 5.4: Ïðåäåëüíîå ñðåäíåå E(t, k) ÷èñëî òðåáîâàíèé â ñèñòåì.

5.2 Îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè è óñòîé÷èâîñòè äëÿ ñè-

ñòåì ñ íåòåðïåëèâûìè êëèåíòàìè

Ïðèìåíåíèå ìíîãîñåðâåðíûõ ñèñòåì îðãàíèçàöèè î÷åðåäåé ñ íåòåðïåëèâû-

ìè êëèåíòàìè ìîæíî óâèäåòü â ìîäåëèðîâàíèè äîðîæíîãî äâèæåíèÿ, áèçíåñå è

îòðàñëÿõ ïðîìûøëåííîñòè, êîìïüþòåðíûõ êîììóíèêàöèÿõ, çäðàâîîõðàíåíèè è

ìåäèöèíñêèõ íàóêàõ, ñåðâèñíûõ ñèñòåìàõ, ðîçíè÷íûõ ìàãàçèíàõ è ò.ä. Íåòåðïå-

íèå âëèÿåò íà ñêîðîñòü ïîñòóïëåíèÿ â ñèñòåìó ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ. Âàæíî

îòìåòèòü, ÷òî ðàñïðîñòðàíåííîñòü ôåíîìåíà íåòåðïåëèâîñòè êëèåíòîâ îêàçû-

âàåò êðàéíå íåãàòèâíîå âëèÿíèå íà èññëåäóåìóþ ñèñòåìó ìàññîâîãî îáñëóæè-

âàíèÿ. Íåòåðïåëèâîñòü êëèåíòîâ ñòàëà íàñóùíîé ïðîáëåìîé êàê ÷àñòíûõ, òàê

è ãîñóäàðñòâåííûõ ïðåäïðèÿòèé. Åñëè ãîâîðèòü ñ òî÷êè çðåíèÿ áèçíåñà, ôèð-

ìû òåðÿþò ñâîèõ ïîòåíöèàëüíûõ êëèåíòîâ èç-çà íåòåðïåëèâîñòè êëèåíòîâ, ÷òî

ñêàçûâàåòñÿ íà áèçíåñå ôèðì â öåëîì.

Çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ íåñòàöèîíàðíàÿ ñèñòåìà ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ

ñ S ñåðâåðàìè è íåòåðïåëèâûìè êëèåíòàìè, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî èíòåíñèâíî-
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ñòè ïîñòóïëåíèÿ íîâûõ òðåáîâàíèé óìåíüøàþòñÿ ñ ðîñòîì î÷åðåäè. Ðàññìîò-

ðåí ïðîöåññ X(t), îïèñûâàþùèé ÷èñëî òðåáîâàíèé â òàêîé ñèñòåìå, äîêàçàíî

ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëüíîãî ðåæèìà ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé è

ïðåäåëüíîãî ñðåäíåãî äëÿ X(t), ïîëó÷åíû îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ê ïðå-

äåëüíîìó ðåæèìó è ïðåäåëüíîìó ñðåäíåìó. Ïîëó÷åíû îöåíêè óñòîé÷èâîñòè.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ïîíÿòèè ëîãàðèôìè÷å-

ñêîé íîðìû îïåðàòîðíîé ôóíêöèè. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðåíà ïðîñòàÿ

ìîäåëü íåñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû, â êîòîðîé èíòåíñèâíîñòè òðåáîâàíèé ëèíåéíî

óáûâàþò ñ óâåëè÷åíèåì äëèíû î÷åðåäè.

Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ìîäåëè îïóáëèêîâàíû â [132].

5.2.1 Îïèñàíèå ìîäåëè

Ðàññìîòðèì ìîäåëü ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ S ñåðâåðàìè, èíòåíñèâíî-

ñòè ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèé â êîòîðóþ óìåíüøàþòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè äëèíû

î÷åðåäè, òàêîãî ðîäà ìîäåëè èçó÷àëèñü, íàïðèìåð, â [88, 89, 90, 91, 92, 93, 94]

è íàçûâàþòñÿ òàì ñèñòåìàìè, â êîòîðûõ ïîòåíöèàëüíûì êëèåíòàì íå íðàâÿòñÿ

áîëüøèå î÷åðåäè. Çàÿâêè ïîñòóïàþò â ñèñòåìó ñ èíòåíñèâíîñòÿìè φiλ(t) (ãäå

êîýôôèöèåíòû φi ìîíîòîííî óáûâàþò ò.å. èíòåíñèâíîñòü ïîñòóïëåíèÿ òðåáî-

âàíèé óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì î÷åðåäè), à îáñëóæèâàþòñÿ ñ èíòåíñèâíîñòÿìè

µk(t) = µ(t) min(k, S).

Ïóñòü X(t), t ≥ 0 - ïðîöåññ, îïèñûâàþùèé ÷èñëî òðåáîâàíèé â ðàññìàòðè-

âàåìîé ñèñòåìå ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ. Ýòî ïðîöåññ ðîæäåíèÿ è ãèáåëè (ÏÐÃ)

ñ èíòåíñèâíîñòÿìè ðîæäåíèÿ è ãèáåëè λi(t) = φiλ(t), åñëè i ≥ 0 è µi(t) = iµ(t),

åñëè k ≤ S èëè µi(t) = Sµ(t), åñëè k > S ñîîòâåòñòâåííî. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âñå

ôóíêöèè, îïèñûâàþùèå èíòåíñèâíîñòè ïåðåõîäîâ, íåîòðèöàòåëüíû è ëîêàëüíî

èíòåãðèðóåìû íà [0,∞).

5.2.2 Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ïðèìåíèì ïîäõîä, èçëîæåí-

íûé â [95]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç p (t) = (p0 (t) , p1 (t) , . . . )T âåêòîð âåðîÿòíîñòåé

ñîñòîÿíèé â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè t äëÿ ïðîöåññà X(t), ïîëó÷àåì ïðÿìóþ
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ñèñòåìó Êîëìîãîðîâà
dp (t)

dt
= A (t) p (t) , (5.2.24)

ãäå A(t) =
−φ0λ(t) µ(t) 0 0 · · ·
φ0λ(t) −(φ1λ(t) + µ(t)) min(2, S)µ(t) 0 · · ·

0 φ1λ(t) −(φ2λ(t) + min(2, S)µ(t)) min(3, S)µ(t) · · ·
0 0 φ2λ(t) −(φ3λ(t) + min(3, S)µ(t)) · · ·
...

...
...

...
. . .

 , (5.2.25)

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìàòðèöà èíòåíñèâíîñòè ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åíà, ò.å.

sup
i
|aii (t) | ≤ L <∞, (5.2.26)

ïî÷òè äëÿ âñåõ t ≥ 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ‖·‖ l1 - íîðìó âåêòîðà, ‖x‖ =
∑
|xi|, ‖B‖ = supj

∑
i |bij|,

åñëè B = (bij)
∞
i,j=0, è îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ èç l1 ñ

íåîòðèöàòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè è åäèíè÷íîé íîðìîé. Òîãäà èìååì ‖A(t)‖ =

2 supk |akk (t)| ≤ 2L ïî÷òè äëÿ âñåõ t ≥ 0.

Èñêëþ÷èì íóëåâîå ñîñòîÿíèå, ïîëàãàÿ

p0 (t) = 1−
∑
i≥1

pi (t) ,

ïîëó÷àåì èç (5.2.24)
dz

dt
= B(t)z(t) + f(t), (5.2.27)

ãäå

B(t) =



−(φ0λ(t) + φ1λ(t) + µ(t)) min(2, S)µ(t)− φ0λ(t) −φ0λ(t) · · ·

φ1λ(t) −(φ2λ(t) + min(2, S)µ(t)) min(3, S)µ(t) · · ·

0 φ2λ(t) −(φ3λ(t) + min(3, S)µ(t)) · · ·

...
...

...
. . .


(5.2.28)

è f (t) = (φ0λ(t), 0, 0, . . . )T .
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Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íóæíûõ ñâîéñòâ è îöåíîê ïîòðåáóþòñÿ íåêîòîðûå âñïîìî-

ãàòåëüíûå ¾âçâåøåííûå¿ íîðìû. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëü-

íûõ ÷èñåë {di}, òàêóþ ÷òî d = inf di > 0, ìàòðèöó

D =


d1 d1 d1 · · ·
0 d2 d2 · · ·
0 0 d3 · · ·
...

...
... . . .

 (5.2.29)

è ïðîñòðàíñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé l1D = {z/‖z‖1D = ‖Dz‖1 <∞}.
Òîãäà èç (5.2.27) ïîëó÷èì óðàâíåíèå:

du

dt
= W (t)u(t) + g(t), (5.2.30)

ãäå u(t) = Dz(t); g(t) = Df(t); W (t) = DB(t)D−1 =
−(φ0λ(t) + µ(t)) d1

d2
µ(t) 0 · · ·

d2
d1
φ1λ(t) −(φ1λ(t) + min(2, S)µ(t)) d2

d3
min(2, S)µ(t) · · ·

0 d3
d2
φ2λ(t) −(φ2λ(t) + min(3, S)µ(t)) · · ·

...
...

...
...
. . .

 .

Ïîëîæèì

γ∗(t) = inf
i

|wii(t)| −∑
j 6=i

|wji(t)|

 . (5.2.31)

Òîãäà

‖B(t)‖1D = ‖DB(t)D−1‖ = ‖W (t)‖ = sup
i

|wii(t)|+∑
j 6=i

|wji(t)|

 =

= sup
i

2|wii(t)|+
∑
j 6=i

|wji(t)| − |wii(t)|

 ≤ 2 sup
i
|wii(t)| − γ∗(t) ≤ 2L− γ∗(t),

ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîðíàÿ ôóíêöèÿ B(t) îãðàíè÷åíà â ïðîñòðàíñòâå l1D. Ïî-

ëó÷àåì

γ (B(t))1D = γ (W (t)) = sup
i

wii(t) +
∑
j 6=i

|wji(t)|

 = −γ∗(t). (5.2.32)
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Äàëåå îöåíèì ëîãàðèôìè÷åñêóþ íîðìó îïåðàòîðàW (t). Îáîçíà÷èì ÷åðåç

−αk(t) ñóììó âñåõ ýëåìåíòîâ k-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû W (t)

αk (t) =

µ(t)−
(
d2
d1
φ1 − φ0

)
λ(t), k = 1,(

min(k, S)− dk−1

dk
min(k − 1, S)

)
µ(t)−

(
dk+1

dk
φk − φk−1

)
λ(t), k > 1.

(5.2.33)

è γ∗(t) = infk αk. Ïóñòü dk = δ ∈ (1; S
S−1) ïðè 1 ≤ k ≤ S è dk = δdk−1 ïðè k > S

è δ > 1. Ïîëó÷àåì

αk (t) =


µ(t) + (φk−1 − φk)λ(t), 1 ≤ k < S,

µ(t)− (δφk − φk−1)λ(t), k = S,(
S − 1

δS
)
µ(t)− (δφk − φk−1)λ(t), k > S,

≥ (5.2.34)

≥

µ(t)− (δφS − φS−1)λ(t),(
S − 1

δS
)
µ(t)− (δφk − φk)λ(t),

≥

µ(t)− (δ − 1)φSλ(t),(
S − 1

δS
)
µ(t)− (δ − 1)φSλ(t),

(5.2.35)

≥

µ(t)− (δ − 1)φSλ(t),

δ−1
δ (Sµ(t)− δφSλ(t)) ,

(5.2.36)

à çíà÷èò γ∗(t) ≥ δ−1
δ (Sµ(t)− δφSλ(t)) è ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 27 Ïóñòü íàéäåòñÿ òàêîå δ ∈ (1; S
S−1), ÷òî∫∞

0 (Sµ(t)− δφSλ(t)) dt = +∞. Òîãäà X(t) ñëàáî ýðãîäè÷íà, ïðè÷åì∥∥p1(t)− p2(t)
∥∥

1D
≤ e−

δ−1
δ

∫ t
0
(Sµ(u)−δφSλ(u))du

∥∥p1(0)− p2(0)
∥∥

1D
(5.2.37)

äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé p1(0) ∈ Ω, p2(0) ∈ Ω è âñåõ t ≥ 0.

5.2.3 Óñòîé÷èâîñòü

Ïðèìåíèì ïîäõîä òàêîé æå, êàê è â ïðåäûäóùåé ÷àñòè.
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Ðàññìîòðèì ïðîöåññ X̄(t), t ≥ 0, îïèñûâàþùèé ÷èñëî òðåáîâàíèé â "âîç-

ìóùåííîé"ñèñòåìå îáñëóæèâàíèÿ, ñ ñîîòâåòñòâóþùåé òðàíñïîíèðîâàííîé ìàò-

ðèöåé èíòåíñèâíîñòåé Ā(t), ãäå ìàòðèöà "âîçìóùåíèÿ" Â(t) = A(t) − Ā(t) â

íåêîòîðîì ñìûñëå ìàëà, è èìååò òó æå ñòðóêòóðó, ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè âîçìó-

ùåííûìè èíòåíñèâíîñòÿìè λ̄k(t) è µ̄k(t).

Ïóñòü

|λk(t)− λ̄k(t)| = |λ̂k(t)| ≤ ε̂, |µk(t)− µ̄k(t)| = |µ̂k(t)| ≤ ε̂. (5.2.38)

Òîãäà ìû ïîëó÷àåì èç (5.2.25) ñëåäóþùåå îãðàíè÷åíèå

‖Â(t)‖ = 2 sup
k
|âkk (t)| ≤ 4ε̂ (5.2.39)

è èç òåîðåìû 2 ñòàòüè [86] ñëåäóþùèå îöåíêè:

Òåîðåìà 28 Åñëè ïðîöåññ X(t) 1D−ýêñïîíåíöèàëüíî ñëàáî ýðãîäè÷åí, òî

X̄(t) òàêæå 1D−ýêñïîíåíöèàëüíî ñëàáî ýðãîäè÷åí ò.å.

e
−

t∫
s

γ∗(τ) dτ
≤Me−α(t−s), (5.2.40)

äëÿ íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ M,α è

H = sup
|i−j|=1

di
dj
<∞. (5.2.41)

Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ îöåíêà óñòîé÷èâîñòè

lim sup
t→∞

‖p(t)− p̄(t)‖1D ≤
Mε̂ (2M(H + 1) + a)

a (a− 2Mε̂ (H + 1))
. (5.2.42)

Áîëåå òîãî, åñëè W = infk≥1
dk+1

k > 0, òîãäà

lim sup
t→∞

|E(t, 0)− Ē(t, 0)| ≤ Mε̂ (2M(H + 1) + a)

Wa (a− 2Mε̂ (H + 1))
. (5.2.43)

5.2.4 Ïðèìåð

Ïóñòü ÷èñëî ñåðâåðîâ â ñèñòåìå S = 5, à èíòåíñèâíîñòè èìåþò âèä: λ(t) =

2 + 0.5 sin 2πt, µ(t) = 3 + 2 cos 2πt, φk = 3 ïðè k < S è φk = 3
k−S+2 ïðè k ≥ S.
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Äëÿ òåîðåìû 27 è ñîîòâåòñòâóþùåé òåîðåìû 28 îá "óñòîé÷èâîñòè"âîçüìåì

δ = 6
5 . Î÷åâèäíî, ÷òî L ≤ 65. Òîãäà H = δ < 1.25,

e
−

t∫
0

δ−1
δ (Sµ(τ)−δφSλ(τ)) dτ

≤ 7e−1.9t,

ïîýòîìó ìîæíî âçÿòü a = 1.9 è M = 7.

Ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè:

∥∥p1(t)− p2(t)
∥∥

1D
≤ 7e−1.9t

∥∥p1(0)− p2(0)
∥∥

1D
, (5.2.44)

èç òåîðåìû 27.

Ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêè âîçìóùåíèé èìåþò âèä:

lim sup
t→∞

‖p(t)− p̄(t)‖1D ≤
124ε̂

1.9− 31.5ε̂
, (5.2.45)

è

lim sup
t→∞

|E(t, 0)− Ē(t, 0)| ≤ 124ε̂

0.24(1.9− 31.5ε̂)
, (5.2.46)

èç òåîðåìû 28.

Äàëåå ïðîâîäèì îïèñàííûå â �2.4 ýêñïåðèìåíòû äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ ïî-

ëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ è ïîñòîðîåíèÿ ïðåäåëüíûõ õàðàêòåðèñòèê.
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Ðèñ. 5.5: Âåðîÿòíîñòü ïóñòîé î÷åðåäè äëÿ t ∈ [0, 10].

Ðèñ. 5.6: Àïïðîêñèìàöèÿ ïðåäåëüíîé âåðîÿòíîñòè ïóñòîé î÷åðåäè äëÿ t ∈ [10, 11].
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Ðèñ. 5.7: Ñðåäíåå E(t, k) äëÿ t ∈ [0, 10].

Ðèñ. 5.8: Àïïðîêñèìàöèÿ ïðåäåëüíîãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ E(t, k) äëÿ t ∈ [10, 11].
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Ðèñ. 5.9: Îöåíêè óñòîé÷èâîñòè äëÿ ïðåäåëüíîé âåðîÿòíîñòè ïóñòîé î÷åðåäè äëÿ t ∈ [10, 11],
ε̂ = 0.001.

Ðèñ. 5.10: Îöåíêè óñòîé÷èâîñòè äëÿ ïðåäåëüíîãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ äëÿ t ∈ [10, 11], ε̂ = 0.001.
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5.3 Èññëåäîâàíèå ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ

ýëàñòè÷íûì òðàôèêîì è íåñòàöèîíàðíîé èíòåíñèâíî-

ñòüþ

Èññëåäóåìàÿ ñèñòåìà ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ìîäåëè-

ðîâàíèÿ ñöåíàðèÿ ñêà÷èâàíèÿ ôàéëà â ïðåäåëàõ îäíîãî ñåãìåíòà ñåòè ñ íåñòà-

öèîíàðíûìè ñêîðîñòÿìè - ïî ïîñòóïëåíèÿì, ðàçìåðàì ôàéëîâ è ïîòåðÿì èç-çà

íåòåðïåíèÿ. Ýòî îñîáûé, íî äîñòàòî÷íî íåñòàíäàðòíûé, ãåòåðîãåííûé ïðîöåññ

ðîæäåíèÿ è ãèáåëè, äëÿ êîòîðîãî, â ïðèíöèïå, ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîäû, îïè-

ñàííûå, íàïðèìåð, â ñòàòüÿõ [86, 87], íî ìîäåëü èìååò ñâîþ ñïåöèôèêó, â ÷àñò-

íîñòè, ìåäëåííóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè. Îáû÷íî óíèôîðìèçàöèÿ èñïîëüçóåòñÿ

êàê ìåòîä ðàñ÷åòà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé äëÿ öåïåé Ìàðêîâà, êàê â [96, 97].

Îäíàêî, îñíîâàííûå íà íåé ìåòîäû î÷åíü ïëîõî ðàáîòàþò â ñëó÷àå ìåäëåííîé

ñõîäèìîñòè. Êðîìå òîãî, áåç ïðåäâàðèòåëüíîãî ïîíèìàíèÿ ìîìåíòà äîñòèæåíèÿ

ïðåäåëüíîãî ðåæèìà òðåáóþòñÿ çíà÷èòåëüíûå âû÷èñëèòåëüíûå óñèëèÿ, ÷òîáû

áûòü õîòü â êàêîé-òî ñòåïåíè óâåðåííûì â òîì, ÷òî ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ÿâëÿ-

åòñÿ èñêîìûì [98].

Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ìîäåëè îïóáëèêîâàíû â [132].

5.3.1 Îïèñàíèå ìîäåëè

Äëÿ îïèñàíèÿ ïîòîêà çàïðîñîâ ñ ïåðåìåííûì ÷èñëîì ïîëüçîâàòåëåé ïîä-

õîäèò ïóàññîíîâñêèé ïîòîê ïåðâîãî ðîäà ñî ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè: èíòåí-

ñèâíîñòü ïîñòóïëåíèÿ λ(t), ìèíèìàëüíîå òðåáîâàíèå ê ðåñóðñó b è äëèíà ïåðå-

äàâàåìîãî áëîêà äàííûõ � θ(t). Â òàáëèöå 5.1 îòðàæåíû îñíîâíûå ïàðàìåòðû

ñèñòåìû.

Â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå èìååòñÿ ðåñóðñ îáúåìà C, çàïîìèíàþùåå

óñòðîéñòâî ñ êîíå÷íîé åìêîñòüþ r. Êðîìå òîãî, çàïðîñû îáëàäàþò ñâîéñòâîì

íåòåðïåíèÿ - îíè ïîêèäàþò î÷åðåäü ñ èíòåíñèâíîñòüþ γ(t). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

äëèíà áëîêà ðàâíà íåêîòîðîìó çíà÷åíèþ θ(t). Âåñü îáúåì C äåëèòñÿ ïîðîâíó

ìåæäó çàêàçàìè, ò.å. åñëè ÷èñëî êëèåíòîâ ðàâíî 1, òî âåñü ðåñóðñ ïîòðåáëÿåò-

ñÿ ýòèì êëèåíòîì, à ñòîèìîñòü îáñëóæèâàíèÿ ðàâíà θ(t)
C ; åñëè ÷èñëî êëèåíòîâ
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Òàáëèöà 5.1: Ïàðàìåòðû ñèñòåìû
Ïàðàìåòð Îïèñàíèå

λ(t) Èíòåíñèâíîñòü ïîòîêà çàïðîñîâ íà ïåðåäà÷ó ýëàñòè÷-
íûõ äàííûõ

b Ìèíèìàëüíàÿ ãàðàíòèðîâàííàÿ ýëàñòè÷íàÿ ñêîðîñòü
ïåðåäà÷è áëîêîâ äàííûõ

θ(t) Ñðåäíåå çíà÷åíèå äëèíû áëîêà äàííûõ
r Î÷åðåäü çàÿâîê íà ïåðåäà÷ó áëîêà ýëàñòè÷íûõ äàí-

íûõ
γ(t) Èíòåíñèâíîñòü ïîòåðü
C Ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ñåòè (ñêîðîñòü îáñëóæèâà-

íèÿ)

ðàâíî 2, òî ñòîèìîñòü îáñëóæèâàíèÿ ñîñòàâëÿåò 2θ(t)
C - îáúåì ðåñóðñà äåëèòñÿ

ïîïîëàì. Â ñëó÷àå, êîãäà C íå ìîæåò áûòü ðàçäåëåí ïîðîâíó ìåæäó êëèåíòà-

ìè ñ îáåñïå÷åíèåì ìèíèìàëüíîãî ãàðàíòèðîâàííîãî ïîðîãà b, â î÷åðåäü çàõîäèò

íîâûé êëèåíò.

ÏóñòüN(t) ∈ {1, . . . , |Cb |} - ÷èñëî îáðàáîòàííûõ çàêàçîâ íà äàííûé ìîìåíò
t ≥ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî |Cb | = N - ýòî ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî çàïðîñîâ, êî-

òîðûå óñòðîéñòâî ìîæåò îáðàáàòûâàòü îäíîâðåìåííî. Ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé

ñèñòåìû âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì X = {n ∈ 0, ..., N, ..., N + r : c(n) ≤ C}
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äàííàÿ ìîäåëü ìîæåò áûòü îïèñàíà ìàðêîâñêèì ïðî-

öåññîì X(t), t > 0, ãäå X(t) îáîçíà÷àåò ÷èñëî êëèåíòîâ â ñèñòåìå â ìîìåíò

âðåìåíè t (ïðîöåññ äëèíîé î÷åðåäè). Îáîçíà÷èì ÷åðåç pn(t) = P (X(t) = n),

n = 0, 1, 2, 3, . . . , N + r.

Èñõîäÿ èç ïðèâåäåííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèé, ðåçóëüòèðóþùåå ïîâåäåíèå

âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé îïèñûâàåòñÿ ïðÿìîé ñèñòåìîé Êîëìîãîðîâà:

p′0(t) = −λ(t)p0(t) +
C

θ(t)
p1(t) (5.3.47)

p′n(t) = λ(t)pn−1(t)−
(
C

θ(t)
+ λ(t)

)
pn(t) +

C

θ(t)
pn+1(t), 1 ≤ n < N (5.3.48)

p′N(t) = λ(t)pn−1(t)−
(
C

θ(t)
+ λ(t)

)
pn(t) +

(
C

θ(t)
+ γ(t)

)
pn+1(t) (5.3.49)

p′n(t) = λ(t)pn−1(t)−
(
C

θ(t)
+ (n−N) γ(t) + λ(t)

)
pn(t)+
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+

(
C

θ(t)
+ (n+ 1−N) γ(t)

)
pn+1(t), N < n < N + r (5.3.50)

p′N+r(t) = λ(t)pN+r−1(t)−
(
C

θ(t)
+ rγ(t) + λ(t)

)
pN+r(t) (5.3.51)

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ íåñòàöèîíàðíóþ ñèòóàöèþ. À èìåí-

íî, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïðîöåññ äëèíîé â î÷åðåäü {X(t), t ≥ 0} ÿâëÿåòñÿ íåîä-

íîðîäíîé öåïüþ Ìàðêîâà ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå

âîçìîæíûå èíòåíñèâíîñòè ïåðåõîäà, ñêàæåì, qij(t), ÿâëÿþòñÿ íåñëó÷àéíûìè

ôóíêöèÿìè âðåìåíè. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âñå ôóíêöèè èíòåíñèâíîñòè íåîòðè-

öàòåëüíû è ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìû íà [0,∞).

Ïóñòü p (t) = (p0 (t) , p1 (t) , p2 (t) , . . . , pN+r(t))
T âåêòîð âåðîÿòíîñòåé ñî-

ñòîÿíèé â ìîìåíò âðåìåíè t. Ïîëîæèì aij (t) = qji (t) äëÿ j 6= i è aii (t) =

−
∑

j 6=i aji (t) = −
∑

j 6=i qij (t) .

Ìîæåì ðàññìàòðèâàòü ïðÿìóþ ñèñòåìó Êîëìîãîðîâà (5.3.47) � (5.3.51)

êàê äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dp (t)

dt
= A (t) p (t) , (5.3.52)

â ïðîñòðàíñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé l1, ãäå A (t) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ïî÷òè

äëÿ âñåõ t ≥ 0 ëèíåéíûì îïåðàòîðîì â l1 ñ ìàòðèöåé èíòåíñèâíîñòåé

−λ(t) µ1(t) · · · 0 0 · · · 0 0

λ(t) − (µ1(t) + λ(t)) · · · 0 0 · · · 0 0

0 λ(t) · · · 0 0 · · · 0 0
...

...
...

...
...

...
...

...

0 0 · · · − (µN (t) + λ(t)) µN+1(t) · · · 0 0

0 0 · · · λ(t) − (µN+1(t) + λ(t)) · · · 0 0
...

...
...

...
...

...
...

...

0 0 · · · 0 0 · · · λ(t) −µN+r(t)


,

(5.3.53)

ãäå µ(t) = C
θ(t) , è µn(t) = µ(t) + max(0, n−N)γ(t) äëÿ n ≥ 1.



117

Ïîêàçàòåëè ýôôåêòèâíîñòè

Äëÿ àíàëèçà ñèñòåìû ðàññìîòðèì íåêîòîðûå õàðàêòåðèñòèêè ìîäåëè. À

èìåííî, âåðîÿòíîñòü áëîêèðîâêè âõîäÿùåãî ïðèëîæåíèÿ

Pblock(t) = pN+r(t), (5.3.54)

ñðåäíåå ÷èñëî îáñëóæèâàåìûõ çàÿâîê

C̄(t) =
N∑
i=1

ipi(t) +N ·
r∑
i=1

pN+i(t), (5.3.55)

ñðåäíåå ÷èñëî çàÿâîê â î÷åðåäè

Q(t) =
N+r∑
i=N+1

(i−N)pi(t), (5.3.56)

ñðåäíåå âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ çàÿâîê

T (t) =
C̄(t)

λ(t)(1− Pblock(t))
, (5.3.57)

ñðåäíåå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ çàÿâîê â î÷åðåäè

W (t) =
Q(t)

λ(t)(1− Pblock(t))
. (5.3.58)

5.3.2 Ïîëó÷åíèå îöåíîê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî p0 = 1 −
∑N+r

i=1 pi(t), òîãäà èç (5.3.52) ïîëó÷àåì ñëåäó-

þùåå óðàâíåíèå
dp

dt
= B (t) p + g (t) , t ≥ 0, (5.3.59)

ãäå g (t) = (λ (t) , 0, 0, . . . , 0)T è B (t) ðàâíà


− (µ1(t) + 2λ(t)) µ2(t)− λ(t) −λ(t) −λ(t) · · · −λ(t) −λ(t)

λ(t) − (µ2(t) + λ(t)) µ3(t) 0 · · · 0 0

0 λ(t) − (µ3(t) + λ(t)) µ4(t) · · · 0 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 0 0 · · · − (µN+r−1(t) + λ(t)) µN+r(t)

0 0 0 0 · · · λ(t) −µN+r(t)

 . (5.3.60)
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Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â ñëåäóþùåì âèäå

p (t) = U ∗ (t, 0) p (0) +

∫ t

0

U ∗ (t, τ) g (τ) dτ, (5.3.61)

ãäå U ∗ (t, s) îïåðàòîð Êîøè ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

dx

dt
= B (t) x. (5.3.62)

Äàëåå ðàññìîòðèì îöåíêè â "âçâåøåííûõ"íîðìàõ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

d1, d2, . . . , dN+r ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè ÷èñëàìè. Òîãäà

D =


d1 d1 · · · d1

0 d2 · · · d2

... . . . . . . ...

0 0 · · · dN+r

 (5.3.63)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ‖z‖1D = ‖Dz‖1. Òîãäà ïîëó÷àåì B∗∗(t) = DB (t)D−1 =

− (µ1(t) + λ(t)) d1
d2
µ1(t) 0 · · · 0 0

d2
d1
λ(t) − (µ2(t) + λ(t)) d2

d3
µ2(t) · · · 0 0

0 d3
d2
λ(t) − (µ3(t) + λ(t)) · · · 0 0

0 0 d4
d3
λ(t) · · · 0 0

...
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · − (µN+r−1(t) + λ(t)) dN+r−1

dN+r
µN+r−1(t)

0 0 0 · · · dN+r

dN+r−1
λ(t) −(µN+r(t) + λ(t))


.

(5.3.64)

Ïîëîæèì

γ∗∗(t) = inf
i

|bii(t)| −∑
j 6=i

dj
di
bji(t)

 . (5.3.65)

Òîãäà ïîëó÷èì

γ (B(t))1D = γ
(
DB(t)D−1

)
= sup

i

bii(t) +
∑
j 6=i

dj
di
bji(t)

 = −γ∗∗(t). (5.3.66)

Ïóñòü −αk(t) � ýòî ñóììà ýëåìåíòîâ k-ñòîëáöà, òîãäà

α1(t) = µ1(t) + λ(t)− d2

d1
λ(t) = µ(t)−

(
d2

d1
− 1

)
λ(t),
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αk(t) = µk(t) + λ(t)− dk−1

dk
µk−1(t)− dk+1

dk
λ(t) =

=
(

1− dk−1

dk

)
µ(t)−

(
dk+1

dk
− 1
)
λ(t), 2 ≤ k ≤ N,

αN+1(t) = µN+1(t) + λ(t)− dN
dN+1

µN(t)− dN+2

dN+1
λ(t) =

=
(

1− dN
dN+1

)
µ(t) + γ(t)−

(
dN+2

dN+1
− 1
)
λ(t),

(5.3.67)

αk(t) = µk(t) + λ(t)− dk−1

dk
µk−1(t)− dk+1

dk
λ(t) =

=
(

1− dk−1

dk

)
(µ(t) + (k −N)γ(t)) + dk−1

dk
γ(t)−

(
dk+1

dk
− 1
)
λ(t),

N + 2 ≤ k < N + r,

αN+r(t) = µN+r(t)− 1
δµN+r−1(t) + λ(t) =

=
(

1− dk−1

dk

)
(µ(t) + rγ(t)) + dk−1

dk
γ(t) + λ(t)

è γ∗∗(t) = infk αk.

Îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè äëÿ áîëüøèõ èíòåíñèâíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ

Äëÿ íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíîãî δ > 1 ïîëîæèì dk = δk−1 äëÿ k ≥ 1.

Òîãäà ïîëó÷èì ñëåäóþùåå

α1(t) = µ1(t) + λ(t)− δλ(t) = µ(t)− (δ − 1)λ(t),

αk(t) = µk(t) + λ(t)− 1
δµk−1(t)− δλ(t) ≥

(
1− 1

δ

)
µk−1(t)− (δ − 1)λ(t) ≥(

1− 1
δ

)
(µ(t)− δλ(t)) , 2 ≤ k < N + r,

(5.3.68)

αN+r(t) = µN+r(t)−
1

δ
µN+r−1(t) + λ(t) ≥

(
1− 1

δ

)
(µ(t)− δλ(t)) .

Ñëåäîâàòåëüíî

γ∗∗(t) = min (αi(t)) =

(
1− 1

δ

)
(µ(t)− δλ(t)). (5.3.69)

Òåîðåìà 29 Ïóñòü ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî δ > 1 òàêîå, ÷òî∫ ∞
0

(µ(t)− δλ(t))dt = +∞. (5.3.70)

Òîãäà öåïü Ìàðêîâà X(t) ñëàáî ýðãîäè÷íà è èìååò ñëåäóþùèå îöåíêè ñêîðîñòè

ñõîäèìîñòè:
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‖p∗(t)− p∗∗(t)‖1D ≤ e
−

t∫
0
(1− 1

δ)(µ(t)−δλ(t) ) dτ
‖p∗(0)− p∗∗(0)‖1D , (5.3.71)

‖p∗(t)− p∗∗(t)‖ ≤ 4δN+re
−

t∫
0
(1− 1

δ)(µ(t)−δλ(t) ) dτ
‖p∗(0)− p∗∗(0)‖ ≤

≤ 8δN+re
−

t∫
0
(1− 1

δ)(µ(t)−δλ(t) ) dτ
,

(5.3.72)

äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé p∗(0),p∗∗(0) è ëþáîãî t ≥ 0.

Ïîëîæèì W = mink≥1
dk
k = mink≥0

δk

k+1 .Òîãäà ïîëó÷èì W‖p‖1E ≤ ‖p‖1D.

Ñëåäñòâèå 1. Èç óñëîâèé òåîðåìû 29 X(t) èìååò ïðåäåëüíîå ñðåäíåå

çíà÷åíèå, òîãäà φ(t) = E(t, 0), è ïîëó÷àåì, ÷òî ñëåäóþùàÿ îöåíêà âåðíà äëÿ

ëþáîãî j è ëþáîãî t ≥ 0:

|E(t, j)− E(t, 0)| ≤ 1 + δj−1

W
e
−

t∫
0
(1− 1

δ)(µ(t)−δλ(t) ) dτ
. (5.3.73)

Îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè äëÿ áîëüøèõ èíòåíñèâíîñòåé ïîñòóïëåíèÿ

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé δ < 1, ïðåäïîëîæèì, ÷òî δ ∈ [r−1
r , 1) è ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü dk = δk−1 äëÿ 1 ≤ k ≤ N è dk = δN−1 äëÿ k > N . Â ýòîì

ñëó÷àå

α1(t) ≥ µ(t) + (1− δ)λ(t),

αk(t) =
(
1− 1

δ

)
µ(t)− (δ − 1)λ(t) ≥

(
1
δ − 1

)
(δλ(t)− µ(t)) , 2 ≤ k ≤ N,

αk(t) = γ(t), N + 1 ≤ k < N + r, (5.3.74)

αN+r(t) = γ(t) + λ(t) ≥ γ(t)

Òîãäà èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî

γ∗∗(t) = min (αi(t)) = min

((
1

δ
− 1

)
(δλ(t)− µ(t)) , γ(t)

)
(5.3.75)
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Òåîðåìà 30 Ïóñòü ∫ ∞
0

γ∗∗(t) dt = +∞, (5.3.76)

äëÿ íåêîòîðîãî δ ∈ [r−1
r , 1). Òîãäà öåïü Ìàðêîâà X(t) ñëàáî ýðãîäè÷íà è èìååò

ñëåäóþùèå îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè:

‖p∗(t)− p∗∗(t)‖1D ≤ e
−

t∫
0

γ∗∗(τ) dτ
‖p∗(0)− p∗∗(0)‖1D , (5.3.77)

è

‖p∗(t)− p∗∗(t)‖ ≤ 8

δN−1
e
−

t∫
0

γ∗∗(τ) dτ
, (5.3.78)

äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé p∗(0),p∗∗(0) è ëþáîãî t ≥ 0. Êðîìå òîãî, òàêæå

ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíîå ñðåäíåå è îöåíêà (5.3.73).

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè ïðîöåññ îäíîðîäåí (ò.å. âñå èíòåíñèâíîñòè ïîñòî-

ÿííû), òî óñëîâèÿ òåîðåìû 29 è òåîðåìû 30 ýêâèâàëåíòíû íåðàâåíñòâàì

µ > λ è µ < λ ñîîòâåòñòâåííî.

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè âñå èíòåíñèâíîñòè ïðîöåññà ÿâëÿþòñÿ 1-

ïåðèîäè÷åñêèìè, òî ñëàáàÿ ýðãîäè÷íîñòü X(t) è îöåíêè òåîðåìû 29 èëè òåî-

ðåìû 30 ñóùåñòâóþò åñëè ∫ 1

0

λ(t) dt 6=
∫ 1

0

µ(t) dt. (5.3.79)

5.3.3 Ïîëó÷åíèå îöåíîê óñòîé÷èâîñòè

Ðàññìîòðèì "âîçìóùåííûé" ïðîöåññ äëèíû î÷åðåäè X̄(t), t ≥ 0

ñ ñîîòâåòñòâóþùåé òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöåé èíòåíñèâíîñòè Ā(t), ãäå

"âîçìóùàþùàÿ" ìàòðèöà Â(t) = A(t)− Ā(t) â íåêîòîðîì ñìûñëå ìàëà. Òî åñòü

ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âîçìóùåííàÿ î÷åðåäü èìååò òó æå ïðèðîäó, ÷òî è èñõîäíàÿ.

Òîãäà ìàòðèöà âîçìóùåííîé èíòåíñèâíîñòè òàêæå èìååò òó æå ñòðóêòóðó ñ

ñîîòâåòñòâóþùèìè âîçìóùåííûìè èíòåíñèâíîñòÿìè θ̄(t), γ̄(t), λ̄(t). Ïðåäïîëà-

ãàåì, ÷òî µ̄n(t) = C
θ̄(t)

+ max(0, n−N)γ̄(t) äëÿ n ≥ 1.
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Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî∣∣∣ 1
θ(t) −

1
θ̄(t)

∣∣∣ =
∣∣∣ 1

θ̂(t)

∣∣∣ ≤ ε̂, |γ(t)− γ̄(t)| = |γ̂(t)| ≤ ε̂, |λ(t)− λ̄(t)| = |λ̂(t)| ≤ ε̂.

(5.3.80)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå

|µn(t)− µ̄n(t)| = |µ̂n(t)| = | Cθ(t) + max(0, n−N)γ(t)− C
θ̄(t)
−

−max(0, n−N)γ̄(t)| ≤
≤
∣∣∣ Cθ(t) − C

θ̄(t)

∣∣∣+ max(0, n−N) |(γ(t)− γ̄(t))| ≤

≤ Cε̂+ rε̂ = (C + r)ε̂

(5.3.81)

Çàòåì èç (5.3.53) ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó

‖Â(t)‖ = 2 sup
k
|âkk (t)| = 2 max

(
|λ̂(t)|, |λ̂(t)|+ |µ̂n(t)|, |µ̂N+r(t)|

)
≤

≤ 2 (C + r + 1) ε̂. (5.3.82)

Òåïåðü èç òåîðåìû 1 è ñëåäñòâèÿ 1 ñòàòüè [86] ñëåäóþò ñëåäóþùèå îöåíêè

âîçìóùåíèÿ.

Òåîðåìà 31 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïî óñëîâèÿì òåîðåìû 29 èëè òåîðåìû 30

öåïü Ìàðêîâà X(t) ýêñïîíåíöèàëüíî ýðãîäè÷íà, ò.å.

e
−

t∫
s

γ∗∗(τ) dτ
≤ Ke−γ0(t−s), (5.3.83)

äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ K, γ0. Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå îöåíêè âîçìóùå-

íèÿ:

lim sup
t→∞

‖p(t)− p̄(t)‖ ≤

≤ 2ε̂ (C + r + 1) (1 + log(4K) + (N + r)| log(δ)|)
γ0

(5.3.84)
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è

lim sup
t→∞

|E(t, 0)− Ē(t, 0)| ≤

≤ 2(N + r)ε̂ (C + r + 1) (1 + log(4K) + (N + r)| log(δ)|)
γ0

, (5.3.85)

äëÿ ëþáîé âîçìóùåííîé î÷åðåäè ñ ñîîòâåòñòâåííî çàìêíóòûìè èíòåíñèâíî-

ñòÿìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè (5.3.80).

5.3.4 Ïðèìåð

Ðàññìîòðèì ïðèìåð, â êîòîðîì îáúåì ðåñóðñíîãî áëîêà ðàâåí C = 100

Ìáèò/ñ, à íàêîïèòåëü êîíå÷íîé åìêîñòè ðàâåí r = 100. Ðàçìåð ïåðåäàâàåìîãî

ôàéëà ðàâåí θ(t) = θ = 10 Máàéò, òî åñòü 80 Ìáèò, à ìèíèìàëüíàÿ ñêîðîñòü

ïåðåäà÷è ñîñòàâëÿåò b = 1 Ìáèò/ñ. Èíòåíñèâíîñòü ïîñòóïëåíèÿ ðàâíà λ(t) =

3 · a(t), ãäå

a(t) = 0.6521− 0.08888 · cos(wt)− 0.3963 · sin(wt)+

+0.1384 · cos(2wt)− 0.1411 · sin(2wt)−
−0.01446 · cos(3wt) + 0.05875 · sin(3wt)

(5.3.86)

ñ w = 0.2603 è èíòåíñèâíîñòü ïîòåðè íåòåðïåëèâûõ çàÿâîê γ(t) = γ = 0.01.

Ïîëîæèì δ = 0.99, dk = δk−1 äëÿ 1 ≤ k ≤ N è dk = δN−1 äëÿ k > N .

Î÷åâèäíî, ÷òî γ∗∗(t) = γ(t) = 0.01 è âåðíî íåðàâåíñòâî

e
−

t∫
s

γ∗∗(τ) dτ
≤ e−0.016(t−s), (5.3.87)

ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïîëó÷èòü K = 1 è γ0 = 0.01 â (5.3.83).

Òîãäà èç òåîðåìû 30 ïîëó÷àåì îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè

‖p∗(t)− p∗∗(t)‖1D ≤ e−0.01t ‖p∗(0)− p∗∗(0)‖1D

è

‖p∗ (t)− p∗∗ (t)‖ ≤ 22e−0.01t.
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Äëÿ ñðåäíåãî èç ñëåäñòâèÿ 1 òåîðåìû 30 âåðíà îöåíêà

|E(t, j)− E(t, 0)| ≤ 1 + 0.99j−1

W
e−0.01t

Èç òåîðåìû 31 îöåíêè âîçìóùåíèÿ èìåþò âèä

lim sup
t→∞

‖p(t)− p̄(t)‖ ≤ 105ε̂

è

lim sup
t→∞

|E(t, 0)− Ē(t, 0)| ≤ 2 ∗ 107ε̂.

Íà ðèñóíêàõ 5.11-5.19 ïîêàçàíû ãðàôèêè ñõîäèìîñòè õàðàêòåðèñòèê, óêà-

çàííûõ â ðàçäåëå 5.3.1 äëÿ äâóõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé p0(0) = 1 (X(0) = 0) è

p200(0) = 1 (X(0) = 200).

Íà ðèñóíêàõ 5.11 è 5.12 ïîêàçàíû ãðàôèêè âåðîÿòíîñòè áëîêèðîâêè. Îò-

ìåòèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåñòâà 5.3.78 â ìîìåíò âðåìåíè t = 1000 íåïðå-

âûøàåò 10−3, à ïåðèîä êîëåáàíèÿ ñîñòàâëÿåò 24. Äàëåå, íà ðèñóíêàõ 5.13 è 5.14

çàìåòèì, ÷òî ñðåäíåå ÷èñëî çàïðîñîâ íà îáñëóæèâàíèå ñõîäèòñÿ íà óðîâíå 100,

ýòî ìîæåò óêàçûâàòü íà âûñîêóþ çàãðóçêó óñòðîéñòâ â ñèñòåìå. Îäíàêî âåðî-

ÿòíîñòü áëîêèðîâêè íåâåëèêà.
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Ðèñ. 5.11: Âåðîÿòíîñòü áëîêèðîâêè äëÿ t ∈ [0, 1000].

Ðèñ. 5.12: Àïðîêñèìàöèÿ âåðîÿòíîñòè áëîêèðîâêè äëÿ t ∈ [1000, 1025].
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Ðèñ. 5.13: Ñðåäíåå ÷èñëî ïîäàííûõ çàÿâîê E(t, k) äëÿ t ∈ [0, 1000].

Ðèñ. 5.14: Àïðîêñèìàöèÿ ñðåäíåãî ÷èñëà ïîäàííûõ çàÿâîê E(t, k) äëÿ t ∈ [1000, 1025].
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Ðèñ. 5.15: Ñðåäíåå ÷èñëî çàÿâîê â î÷åðåäè Q(t) äëÿ t ∈ [0, 1000].

Ðèñ. 5.16: Àïðîêñèìàöèÿ ñðåäíååãî ÷èñëà çàÿâîê â î÷åðåäè Q(t) äëÿ t ∈ [1000, 1025].
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Ðèñ. 5.17: Ñðåäíåå âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ çàÿâîê Q(t) äëÿ t ∈ [0, 1000].

Ðèñ. 5.18: Àïðîêñèìàöèÿ ñðåäíååãî âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ çàÿâîê Q(t) äëÿ t ∈ [1000, 1025].
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Ðèñ. 5.19: Ñðåäíåå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ çàÿâîê â î÷åðåäè Q(t) äëÿ t ∈ [0, 1000].

Ðèñ. 5.20: Àïðîêñèìàöèÿ ñðåäíååãî âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ çàÿâîê â î÷åðåäè Q(t) äëÿ t ∈
[1000, 1025].
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Çàêëþ÷åíèå

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Â õîäå ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííûõ â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå çàäà÷ ïîëó÷åíû

îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè è óñòîé÷èâîñòè äëÿ

� ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ òèïà Mt/Mt/1 ñ îòêàçàìè, êàòàñòðîôà-

ìè, ñáîÿìè è ðåìîíòàìè ñåðâåðà;

� ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ îäíèì ñåðâåðîì, ñïåöèàëüíûìè ãðóïïî-

âûìè ïîñòóïëåíèÿìè òðåáîâàíèé è ñïåöèàëüíîé ïîëèòèêîé ïðîïóñêà î÷å-

ðåäè;

� ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ îäíèì ñåðâåðîì, ñïåöèàëüíûìè ãðóï-

ïîâûìè ïîñòóïëåíèÿìè òðåáîâàíèé, ñïåöèàëüíîé ïîëèòèêîé ïðîïóñêà î÷å-

ðåäè è êàòàñòðîôàìè;

� ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ ãðóïïîâûì ïîñòóïëåíèåì è ãðóïïîâûì

îáñëóæèâàíèåì òðåáîâàíèé ñ óïðàâëåíèåì, çàâèñÿùèì îò ñîñòîÿíèÿ;

� ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ íåòåðïåëèâûìè êëèåíòàìè;

� ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ ýëàñòè÷íûì òðàôèêîì è íåñòàöèîíàð-

íîé èíòåíñèâíîñòüþ.

Îöåíêè ïðèìåíåíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðåäåëüíûõ õàðàêòåðèñòèê.

Äëÿ ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ îäíèì ñåðâåðîì, ñïåöèàëüíûìè

ãðóïïîâûìè ïîñòóïëåíèÿìè òðåáîâàíèé è ñïåöèàëüíîé ïîëèòèêîé ïðîïóñêà î÷å-

ðåäè ïîëó÷åíû

� îöåíêè ìîùíîñòè ñåðâåðà è ìîùíîñòè ïîòîêà, ïðè êîòîðîé ñðåäíåå ÷èñëî

òðåáîâàíèé â ñèñòåìå íå ïðåâûøàåò çàäàííîãî ÷èñëà;
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� ãðàíèöû èíòåíñèâíîñòè îáñëóæèâàíèÿ è ãðàíèöû èíòåíñèâíîñòè ïîñòóï-

ëåíèÿ òðåáîâàíèé, ÷òîáû ñðåäíåå îñòàâàëîñü â çàäàííûõ ãðàíèöàõ.

Äëÿ êàæäîé èç ìîäåëåé ñ ïîìîùüþ ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìîâ è ïðîãðàìì

ñ ïðèìåíåíèåì ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ïðîâåäåíû âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû,

ïîäòâåðæäàþùèå òåîðåòè÷åñêèå âûâîäû.

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äàííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå, ïîçâîëÿþò

ðàñøèðèòü êðóã ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷, äîïóñêàþùèõ àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâà-

íèå âàæíåéøèõ âåðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê.
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Îïèñàíèå ïðîãðàììû

Îïèñàíèå ïðîãðàììû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû îäíîðîä-

íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 1-ãî ïîðÿäêà ìåòîäîì Àäàìñà-Ìóëòîíà 4-

ãî ïîðÿäêà Ôóíêöèîíàë ïðîãðàììû ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè

ìåòîäîì Àäàìñà-Ìóëòîíà 4-ãî ïîðÿäêà ïî ñëåäóþùèì âõîäíûì äàííûì: ìàò-

ðèöà ðàçìåðíîñòè N + 1, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìå îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé I-îãî ïîðÿäêà, ïðèìåð: ìàòðèöà A(t); ïàðà íà÷àëüíûõ óñëî-

âèé, íàïðèìåð, äâà íà÷àëüíûõ (t = 0) N -ìåðíûõ âåêòîðà: p1(0) = (1, 0, ..., 0)

è p2(0) = (0, ..., 0, 1); îòðåçîê âðåìåíè è âðåìåííîé øàã, íåîáõîäèìûé äëÿ ñõå-

ìû âû÷èñëåíèÿ ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòà, ïðèìåð: 0.001. Ïî íàéäåííûì ðåçóëüòàòàì

äëÿ îáîèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé: âåêòîð-ðåøåíèå ïî îïðåäåëåííîé êîîðäèíàòå è

ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, ñòðîÿòñÿ ãðàôèêè ñ öåëüþ èëëþñòðèðîâàíèÿ ïðåä-

ïîëàãàåìîé ñõîäèìîñòè ðåøåíèé. Ïðîãðàììà ðåàëèçîâàíà íà ÿçûêå Java ñ ïðè-

ìåíåíèåì ôóíêöèîíàëà áèáëèîòåêè JFreeChart, èñïîëüçóåìîãî äëÿ ïîñòðîåíèÿ

ðàçëè÷íîãî âèäà ãðàôèêîâ.

Âêëþ÷àåò ñëåäóþùèå ôóíêöèîíàëüíûå âîçìîæíîñòè:

1. ðåøåíèå ñèñòåì ÎÄÓ 1-ãî ïîðÿäêà ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèì êîëè÷åñòâîì

óðàâíåíèé,

2. Ïîñòðîåíèå ãðàôèêîâ âåðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê íà îñíîâàíèè ðåçóëü-

òàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ïðîöåññå ðåøåíèÿ ñèñòåìû.

Ïðîãðàììà äëÿ ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ [137] èìååò

ñâèäåòåëüñòâî î ãîñóäàðñòâåííîé ðåãèñòðàöèè â Ðååñòðå ïðîãðàìì äëÿ ÝÂÌ çà

íîìåðîì 2020615415 îò 22 ìàÿ 2020 ãîäà.
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