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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ è ñòåïåíü å¼ ðàçðàáîòàííîñòè

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ êðàåâûå çàäà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâ-

íåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà íà èíòåðâàëå êîíå÷íîé äëèíû. Â óðàâíåíèÿõ ïîäîáíîãî òèïà ïðè-

ñóòñòâóþò íå òîëüêî äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû, íî è îïåðàòîðû ñäâèãà, êîòîðûå ìîãóò

îòîáðàæàòü òî÷êè ãðàíèöû èíòåðâàëà âíóòðü ýòîãî èíòåðâàëà.

Ñîâðåìåííîé òåîðèè ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ íà÷àëàñü ñ

ðàáîò À. Ä. Ìûøêèñà1,2, ïîñâÿùåí öåëûé ðÿä òðóäîâ, ñðåäè êîòîðûõ øèðîêî èçâåñòíû ðà-

áîòû Ë. Ý. Ýëüñãîëüöà3, Í. Í. Êðàñîâñêîãî4, Þ. Ñ. Îñèïîâà5, Ð. Áåëëìàíà è Ê. Êóêà6, Ë. Ý.

Ýëüñãîëüöà è Ñ. Á. Íîðêèíà7, Ã. À. Êàìåíñêîãî è À. Ä. Ìûøêèñà8, À. Ã. Êàìåíñêîãî9, Äæ.

Õåéëà10, Ã. À. Êàìåíñêîãî, À. Ä. Ìûøêèñà è À. Ë. Ñêóáà÷åâñêîãî11, À. Ë. Ñêóáà÷åâñêîãî12

è äð. Èíòåðåñ ê òàêèì óðàâíåíèÿì ñâÿçàí ñî ìíîãèìè âàæíûìè ïðèëîæåíèÿìè: â òåîðèè ñè-

ñòåì óïðàâëåíèÿ ñ ïîñëåäåéñòâèåì5,4,13,14,15, â òåîðèè ìíîãîñëîéíûõ ïëàñòèí è îáîëî÷åê16,12,

â òåîðèè äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ17,12 è äð.

Ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáî-

òàõ Ô. Õàðòìàíà è Ã. Ñòàìïàêüÿ18, À. Á. Àíòîíåâè÷à19, Â. Ñ. Ðàáèíîâè÷à20 è äð.

À. Ë. Ñêóáà÷åâñêèì ñîçäàíû îñíîâû îáùåé òåîðèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ
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Íàóêà, Ì., 1971.
8 Êàìåíñêèé Ã. À., Ìûøêèñ À. Ä., Ïîñòàíîâêà êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îòêëîíÿþùè-

ìèñÿ àðãóìåíòàìè â ñòàðøèõ ÷ëåíà // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ, 10: 409�418 (1974).
9 Êàìåíñêèé À. Ã., Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé ñ ôîðìàëüíî ñèììåòðè÷íûìè äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûìè

îïåðàòîðàìè // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ, 12(5): 815�824 (1976).
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ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ íåéòðàëüíîãî òèïà // Óêð. ìàòåì. æóðíàë, 37(5): 581�585 (1985).
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1997.
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Ïðèêë. ìàò. ìåõ., 47 (6): 883�890 (1983).
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(1994).
16 Îíàíîâ Ã. Ã., Ñêóáà÷åâñêèé À. Ë., Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ îòêëîíÿþùèìèñÿ àðãóìåíòàìè â ñòàöèîíàð-

íûõ çàäà÷àõ ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òåëà // Ïðèêë. ìåõ., 15 (5): 39�47 (1979).
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(1966).
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ãðóïïîé ñäâèãîâ íà ãðàíèöå // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ, 8 (2): 309�317 (1972).
20 Ðàáèíîâè÷ Â. Ñ., Î ðàçðåøèìîñòè äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé íà Rn è â ïîëóïðîñòðàíñòâå // Äîêë.

ÀÍ ÑÑÑÐ, 243 (5): 1134�1137 (1978).
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ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåöèàëüíûõ óðàâíåíèé21,12,22. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî êðàåâûå çàäà÷è

äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìîãóò îáëàäàòü ïðèíöè-

ïèàëüíî íîâûìè ñâîéñòâàìè â îòëè÷èå îò ýëëèïòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ê

ïðèìåðó, ïðè íàëè÷èè ñäâèãîâ àðãóìåíòîâ â ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ, îòîáðàæàþùèõ òî÷êè

ãðàíèöû âíóòðü îáëàñòè, âîçíèêàþò íåãëàäêèå ðåøåíèÿ äàæå äëÿ ñëó÷àÿ áåñêîíå÷íî äèô-

ôåðåíöèðóåìîé ïðàâîé ÷àñòè. Îäíàêî, ãëàäêîñòü òàêèõ ðåøåíèé ìîæåò ñîõðàíÿòüñÿ â ïîä-

îáëàñòÿõ.

Ó÷åíèêè À. Ë. Ñêóáà÷åâñêîãî ïðîäîëæèëè èññëåäîâàíèå êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ

äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé. Òàê, êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ

äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ23,24,25,26,27, êðàåâûå çà-

äà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ íåñîèçìåðèìûìè ñäâèãàìè àðãóìåíòîâ

ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ28,29, à äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ âû-

ðîæäåíèåì â30; êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ñ àôôèííûìè ïðåîáðàçîâàíèÿì àðãóìåíòîâ è ðàñòÿæåíèÿìè-ñæàòèÿìè èçó÷àëèñü

â ðàáîòàõ31,32. Êðîìå òîãî, âòîðàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíî-

ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ èññëåäîâàëàñü â ðàáîòå33, à ñìåøàííûå çàäà÷è äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ

äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñî ñäâèãàìè ïî ïðîñòðàíñòâåííûì

ïåðåìåííûì â ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ34,35,36.

Â ðàáîòå37 èññëåäîâàëèñü ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ

21 Skubachevskii A. L., The �rst boundary value problem for strongly elliptic di�erential-di�erence equations // J.

Di�erential Equations, 63 (3): 332�361 (1986).
22 Ñêóáà÷åâñêèé À. Ë., Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è èõ

ïðèëîæåíèÿ // ÓÌÍ, 71 (5): 3�112 (2016).
23 Öâåòêîâ Å. Ë., Ðàçðåøèìîñòü è ñïåêòð òðåòüåé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíî-

ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ // Ìàòåì. çàìåòêè, 51 (1): 107�114 (1992).
24 Öâåòêîâ Å. Ë., Î ãëàäêîñòè îáîáùåííûõ ðåøåíèé òðåòüåé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíî-

ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ // Óêð. ìàò. æ., 45 (8): 1140�1150 (1993).
25 Íåâåðîâà Ä. À., Ñêóáà÷åâñêèé À. Ë., Î êëàññè÷åñêèõ è îáîáùåííûõ ðåøåíèÿõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ

äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè // Ìàòåì. çàìåòêè, 94 (5): 702�719
(2013).

26 Neverova D. A., Generalized and classical solutions to the second and third boundary-value problem for di�erential-
di�erence equations // Funct. Di�er. Equat., 21: 47�65 (2014).

27 Íåâåðîâà Ä. À., Ãëàäêîñòü îáîáùåííûõ ðåøåíèé çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíî-
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28 Èâàíîâà Å. Ï., Î êîýðöèòèâíîñòè äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ íåñîèçìåðèìûìè ñäâèãàìè àðãó-
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29 Èâàíîâà Å. Ï., O ãëàäêèõ ðåøåíèÿõ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ íåñîèçìåðèìûìè ñäâèãàìè àðãó-
ìåíòîâ // Ìàòåì. çàìåòêè, 105 (1): 145�148 (2019).

30 Ïîïîâ Â. À., Ñêóáà÷åâñêèé À. Ë., Àïðèîðíûå îöåíêè äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ îïåðàòî-
ðîâ ñ âûðîæäåíèåì // Ñîâðåì. ìàò. Ôóíäàì. íàïðàâë., 36: 125�142 (2010).

31 Ðîññîâñêèé Ë. Å., Ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñî ñæàòèåì è ðàñòÿæåíèåì àð-
ãóìåíòîâ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè // Ñîâðåì. ìàò. Ôóíäàì. íàïðàâë., 54: 3�138 (2014).

32 Ðîññîâñêèé Ë. Å., Òàñåâè÷ À. Ë., Îá îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
ñ îðòîòðîïíûìè ñæàòèÿìè â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ, 53 (12): 1679�1692 (2017).

33 Ñåëèöêèé À. Ì., Ñêóáà÷åâñêèé À. Ë., Âòîðàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîãî
óðàâíåíèÿ // Òð. ñåì. èì. È. Ã. Ïåòðîâñêîãî, 26: 324�347 (2007).

34 Ëèéêî Â. Â., Ñêóáà÷åâñêèé À. Ë., Ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ ñî ñìåøàííû-
ìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè â öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè // Ñîâðåì. ìàò. Ôóíäàì. íàïðàâë., 65 (4): 635�654 (2019).

35 Ëèéêî Â. Â., Ñêóáà÷åâñêèé À. Ë., Ñìåøàííûå çàäà÷è äëÿ ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ
óðàâíåíèé â öèëèíäðå // Ìàòåì. çàìåòêè, 107 (5): 693�716 (2020).

36 Liiko V. V., Mixed boundary value problem for strongly elliptic di�erential di�erence equations in a bounded domain //
Russian J. Math. Phys, 28 (2): 270�274 (2021).

37 Nazaikinskii V. E., Savin A. Yu., Sternin B. Yu., Elliptic theory and noncommutative geometry. Nonlocal elliptic

operators, Birkh�auser: Basel�Boston�Berlin, 2008.
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ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïåðåìåííûõ, îòîáðàæàþùèìè îáëàñòü â ñåáÿ. Ñòàòüè38,39 ïîñâÿùåíû êðà-

åâûì çàäà÷àì äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé â ïîëóïðîñòðàí-

ñòâå. Íåëèíåéíûå ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ èçó÷àëèñü

â ðàáîòàõ40,41.

Â äèññåðòàöèè îñíîâíîå ìåñòî óäåëÿåòñÿ èññëåäîâàíèþ ãëàäêîñòè îáîáùåííûõ ðåøåíèé

êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòà-

ìè íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå.

Îáîáùåííûå ðåøåíèÿ ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé íåéòðàëüíîãî òèïà íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå Q = (0, d) âïåðâûå ðàññìàòðèâàëèñü

â ðàáîòàõ8,9. Â ðàáîòàx11,12 ðàññìàòðèâàëàñü ïåðâàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-

ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå. Èñïîëüçóÿ

òåîðåìó îá èçîìîðôèçìå ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà W̊ 1
2 (Q) è ïîäïðîñòðàíñòâà W 1

2 (Q), ñîñòî-

ÿùåãî èç ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåëîêàëüíûì êðàåâûì óñëîâèÿì, èñõîäíàÿ êðàåâàÿ

çàäà÷à äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ áûëà ñâåäåíà ê íåëîêàëüíîé êðàåâîé

çàäà÷å äëÿ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëèë â ÿâíîì

âèäå ïîëó÷èòü óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ êîíå÷íîìó ÷èñëó ëèíåéíî

íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé â L2(Q), îáåñïå÷èâàþùèå ãëàäêîñòü îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ íà âñåì èí-

òåðâàëå. Ãëàäêîñòü îáîáùåííûõ ðåøåíèé íà âñåì èíòåðâàëå êîíå÷íîé äëèíû â ñëó÷àå ïåðâîé

êðàåâîé çàäà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåí-

òàìè ðàíåå íå ðàññìàòðèâàëàñü.

Â ðàáîòàõ25,26 äëÿ ïåðâîé è âòîðîé êðàåâûõ çàäà÷ èññëåäîâàí âîïðîñ î òîì, ïðè êàêèõ

óñëîâèÿõ íà êîýôôèöèåíòû äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ ãëàäêîñòü îáîáùåí-

íûõ ðåøåíèé ñîõðàíÿåòñÿ íà âñåì èíòåðâàëå äëÿ ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè. Îáîáùåííûå ðåøåíèÿ

òðåòüåé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ðàñ-

ñìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ23,24.

Âîïðîñ î íàõîæäåíèè óñëîâèé íà ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ, îáåñïå÷èâàþùèõ ãëàäêîñòü

îáîáùåííûõ ðåøåíèé âòîðîé êðàåâîé çàäà÷è è êðàåâîé çàäà÷è ñî ñìåøàííûìè ãðàíè÷íûìè

óñëîâèÿìè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå ðàíåå íå

èçó÷àëñÿ.

Öåëè è çàäà÷è

Öåëü ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â èññëåäîâàíèè îáîáùåííûõ ðåøåíèé ïåðâîé è âòîðîé

êðàåâûõ çàäà÷, à òàêæå êðàåâîé çàäà÷è ñî ñìåøàííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè äëÿ

äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè íà èíòåðâàëå êî-

íå÷íîé äëèíû. Îäíèì èç ïðèíöèïèàëüíûõ ñâîéñòâ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-

ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå íåãëàäêèõ ðåøåíèé. Ãëàäêîñòü îáîáùåííûõ ðåøå-

íèé òàêèõ çàäà÷ ìîæåò íàðóøàòüñÿ íà ñäâèãàõ êîíöîâ èíòåðâàëà âíóòðü èíòåðâàëà äàæå ïðè

óñëîâèè áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé ïðàâîé ÷àñòè äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîãî óðàâ-

íåíèÿ è ñîõðàíÿòüñÿ ëèøü íà ïîäûíòåðâàëàõ, îáðàçóþùèõñÿ âûáðàñûâàíèåì îðáèò êîíöîâ

ðàññìàòðèâàåìîãî èíòåðâàëà, ïîðîæäåííûõ ãðóïïîé öåëî÷èñëåííûõ ñäâèãîâ. Äëÿ óêàçàí-

38 Ìóðàâíèê À. Á., Ýëëèïòè÷åñêèå çàäà÷è ñ íåëîêàëüíûì ïîòåíöèàëîì, âîçíèêàþùèå â ìîäåëÿõ íåëèíåéíîé îïòè-
êè // Ìàòåì. çàìåòêè, 105 (5): 747�762 (2019).

39 Ìóðàâíèê À. Á., Ýëëèïòè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ â ïîëóïðîñòðàíñòâå // Ìàòåì. çà-

ìåòêè, 108 (5): 764�770 (2020).
40 Ñîëîíóõà Î. Â., Îá îäíîé íåëèíåéíîé íåëîêàëüíîé çàäà÷å ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà //Æ. âû÷èñë. ìàòåì. è ìàòåì.

ôèç., 57 (3): 417�428 (2017).
41 Ñîëîíóõà Î. Â., Îáîáùåííûå ðåøåíèÿ êâàçèëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíå-

íèé // Æ. âû÷èñë. ìàòåì. è ìàòåì. ôèç., 60 (12): 2085�2097 (2020).
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íûõ çàäà÷ èññëåäóþòñÿ óñëîâèÿ íà ïðàâóþ ÷àñòü äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ,

ãàðàíòèðóþùèå ãëàäêîñòü îáîáùåííûõ ðåøåíèé íà âñåì èíòåðâàëå êîíå÷íîé äëèíû.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Â ðàáîòå ïîëó÷åíû íîâûå ðåçóëüòàòû î ãëàäêîñòè îáîáùåííûõ ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷

äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, ðàññìàòðè-

âàåìûõ íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå.

Äëÿ ïåðâîé è âòîðîé êðàåâûõ çàäà÷, à òàêæå êðàåâîé çàäà÷è ñî ñìåøàííûìè ãðàíè÷íûìè

óñëîâèÿìè ïîëó÷åíû óñëîâèÿ íà ïðàâóþ ÷àñòü äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ,

îáåñïå÷èâàþùèå ãëàäêîñòü îáîáùåííûõ ðåøåíèé íà âñåì èíòåðâàëå.

Òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü

Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð, à åå ðåçóëüòàòû îêàçûâàþò âëèÿíèå íà ðàçâèòèå

îáùåé òåîðèè íåëîêàëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷, à òàêæå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ àíàëèçà

ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðåøåíèé ïîäîáíûõ çàäà÷.

Ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Èçó÷åíèå êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé îñíîâàíî íà êîì-

áèíàöèè ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñâîéñòâàõ ðàçíîñòíûõ îïåðà-

òîðîâ è òåîðèè ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ãëàäêîñòè îáîáùåííûõ ðåøåíèé ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ

äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè áûë ðàçðàáîòàí

ìåòîä ñâåäåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòà-

ìè è îäíîðîäíûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå ê îáûêíîâåííîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

ñ ìíîãîòî÷å÷íûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè11,12. Îäíàêî, óêàçàííûé ïîäõîä íåâîçìîæåí â ñëó-

÷àå äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, òàê êàê ðàç-

íîñòíûé îïåðàòîð ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè è îäíîðîäíûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå íå

êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ïîäîáíûõ òðóäíîñòåé ïðè èçó÷åíèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ

äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè áûë ðàçðà-

áîòàí áîëåå óíèâåðñàëüíûé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ïðåäñòàâëåíèè ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ

ðåøåíèÿ íà êîíöàõ èíòåðâàëà Q â âèäå ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèîíàëîâ â ïðî-

ñòðàíñòâå Ëåáåãà L2(Q), çàâèñÿùèõ îò ïðàâûõ ÷àñòåé äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîãî

óðàâíåíèÿ.

Âïåðâûå äàííûé ïîäõîä áûë ðàçðàáîòàí â ðàáîòàõ42,43 ïðè èññëåäîâàíèè ãëàäêîñòè îáîá-

ùåííûõ ðåøåíèé âòîðîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ ñ

ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàíèÿ äàííîãî ïîäõîäà áûëà îáó-

ñëîâëåíà íåâîçìîæíîñòüþ ñâåäåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ ñ óñëîâèÿìè

âòîðîãî ðîäà ê îáûêíîâåííîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ñ íåëîêàëüíûìè óñëîâèÿ-

ìè34,35.

42 Ñêóáà÷åâñêèé À. Ë., Èâàíîâ Í. Î., Îá îáîáùåííûõ ðåøåíèÿõ âòîðîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-
ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè // Ñîâðåì. ìàò. Ôóíäàì. íàïðàâë., 67 (3): 576�595 (2021).

43 Ñêóáà÷åâñêèé À. Ë., Èâàíîâ Í. Î., Îá îáîáùåííûõ ðåøåíèÿõ âòîðîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-
ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè íà èíòåðâàëå íåöåëîé äëèíû // Ìàòåì. çàìåòêè, 111 (6):
873�886 (2022).
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Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó

1) Äîêàçàíû òåîðåìû î ãëàäêîñòè îáîáùåííûõ ðåøåíèé ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ

äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

2) Äîêàçàíû òåîðåìû î ãëàäêîñòè îáîáùåííûõ ðåøåíèé âòîðîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ

äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

3) Äîêàçàíû òåîðåìû î ãëàäêîñòè îáîáùåííûõ ðåøåíèé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ

äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ñî

ñìåøàííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè è àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè ïîëó÷åííûõ â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòîâ îáåñïå÷èâàåòñÿ ñòðîãîñòüþ

äîêàçàòåëüñòâ, èìåþùèìèñÿ ïóáëèêàöèÿìè â ðåöåíçèðóåìûõ èçäàíèÿõ, êîòîðûå èíäåêñèðó-

þòñÿ â ìåæäóíàðîäíûõ áàçàõ äàííûõ, à òàêæå âûñòóïëåíèÿìè íà ñåìèíàðàõ, êîíôåðåíöèÿõ

è øêîëàõ.

Ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå, áûëè äîëîæåíû íà ñëåäóþùèõ

ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ:

� XXVII Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ìàòåìàòèêà. Ýêîíîìèêà. Îáðàçîâàíèå�. XI Ìåæ-

äóíàðîäíûé ñèìïîçèóì �Ðÿäû Ôóðüå è èõ ïðèëîæåíèÿ�, Íîâîðîññèéñê, 27 ìàÿ � 3 èþíÿ

2021.

� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �XXXII Êðûìñêàÿ Îñåííÿÿ Ìàòåìàòè÷åñêàÿ Øêîëà-

ñèìïîçèóì ïî ñïåêòðàëüíûì è ýâîëþöèîííûì çàäà÷àì� (ÊÐÎÌØ), Àëóøòà, 17�26

ñåíòÿáðÿ 2021.

� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �The 9th International Conference on Di�erential and

Functional Di�erential Equations� (DFDE), Ìîñêâà, 28 èþíÿ � 5 èþëÿ 2022.

� Ìåæäóíàðîäíàÿ øêîëà-ñåìèíàð �The 7th International Conference �Nonlinear Analysis

and Extremal Problems� (NLA), Èðêóòñê, 15�22 èþëÿ 2022.

� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Óôèìñêàÿ îñåííÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà� (ÓÎÌØ),

Óôà, 28 ñåíòÿáðÿ � 1 îêòÿáðÿ 2022.

� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ïîíòðÿãèíñêèå ÷òåíèÿ � XXXIV� â ðàìêàõ Ìåæäóíà-

ðîäíîé Âîðîíåæñêîé âåñåííåé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëû �Ñîâðåìåííûå ìåòîäû òåîðèè

êðàåâûõ çàäà÷� (ÂÂÌØ), Âîðîíåæ, 3�9 ìàÿ 2023.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäóùèõ íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ:

� Íàó÷íûé ñåìèíàð Ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà èì. Ñ.Ì. Íèêîëüñêîãî ÐÓÄÍ ïî äèô-

ôåðåíöèàëüíûì è ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì, ðóê. À. Ë. Ñêóáà-

÷åâñêèé, 24.05.2022, 31.05.2022.

� Íàó÷íûé ñåìèíàð �Êèíåòè÷åñêèå è íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè�

Ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà èì. Ñ.Ì. Íèêîëüñêîãî ÐÓÄÍ èì. Ï. Ëóìóìáû, ðóê. Ñ. Á.

Êóêñèí, À. Ë. Ïÿòíèöêèé, À. Ë. Ñêóáà÷åâñêèé, 28.10.2023

� Íàó÷íûé ñåìèíàð êàôåäðû òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà,

ðóê. Î. Í. Àãååâ, Å. À. Àñòàøîâ, È. À. Áîãàåâñêèé, À. À. Äàâûäîâ, Ì. Å. Ëèïàòîâ,

02.10.2023.

� Íàó÷íûé ñåìèíàð �Èçáðàííûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà� Èíñòèòóòà ìàòåìà-

òèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ, ðóê. Ã. Â. Äåìèäåíêî, 09.10.2023.
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� Íàó÷íûé ñåìèíàð �Ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûå è èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå

óðàâíåíèÿ è èõ ïðèëîæåíèÿ� ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, ðóê. À. Ñ. Øàìàåâ, Í. À.

Ðàóòèàí, 16.10.2023.

Ïóáëèêàöèè

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 11 ðàáîòàõ, èç íèõ 5 ñòàòåé â íàó÷íûõ æóðíàëàõ,

èíäåêñèðóåìûõ â ìåæäóíàðîäíûõ áàçàõ äàííûõ è 6 � â òåçèñàõ äîêëàäîâ íà ìåæäóíàðîäíûõ

êîíôåðåíöèÿõ. Èõ ñïèñîê ïðèâåä¼í â êîíöå àâòîðåôåðàòà. Ðåçóëüòàòû ñîâìåñòíûõ ðàáîò,

âêëþ÷¼ííûå â äèññåðòàöèþ, ïîëó÷åíû àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè.

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Ïîëíûé

îáú¼ì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 113 ñòðàíèö, âêëþ÷àÿ 2 ðèñóíêà. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåð-

æèò 76 íàèìåíîâàíèé.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Ãëàâà 1 ñîñòîèò èç 6 ïàðàãðàôîâ è ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ðàçðåøèìîñòè ïåðâîé êðà-

åâîé çàäà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè

íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå, à òàêæå èññëåäîâàíèþ ãëàäêîñòè îáîáùåííûõ ðåøåíèé òàêîé çàäà÷è.

Ïàðàãðàô 1.1 íîñèò âñïîìîãàòåëüíûé õàðàêòåð, à îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ, ñîäåðæà-

ùèåñÿ â íåì, èñïîëüçóþòñÿ âî âñåé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå. Â äàííîì ïàðàãðàôå ïðèâîäÿò-

ñÿ ðåçóëüòàòû, ïîñâÿùåííûå ðàçíîñòíûì îïåðàòîðàì íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå Q = (0, d), ãäå

d = N+θ, N ∈ N, 0 < θ ⩽ 1. Ââîäèòñÿ ðàçáèåíèå èíòåðâàëà íà ïîäûíòåðâàëû, îáðàçóþùèåñÿ

âûáðàñûâàíèåì îðáèò êîíöîâ ðàññìàòðèâàåìîãî èíòåðâàëà, ïîðîæäåííûõ ãðóïïîé öåëî÷èñ-

ëåííûõ ñäâèãîâ ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà. Ïðèâîäÿòñÿ ñâîéñòâà ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ â L2(Q)

è â ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà, êîòîðûå íåîáõîäèìû äëÿ ôîðìóëèðîâêè ðåçóëüòàòîâ î ðàçðåøè-

ìîñòè è ãëàäêîñòè îáîáùåííûõ ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ

óðàâíåíèé.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå.

− (RQu
′)
′
= f(x), x ∈ Q, (1)

ãäå f ∈ L2(Q) � êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ. Îïåðàòîð RQ : L2(Q) → L2(Q) çàäàí ôîðìóëîé

RQ = PQRIQ,

ãäå IQ : L2(Q) → L2(R) � îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ íóëåì ôóíêöèé èç L2(Q) â R \ Q, PQ :

L2(R) → L2(Q) � îïåðàòîð ñóæåíèÿ ôóíêöèé èç L2(R) íà Q, à îïåðàòîð R : L2(R) → L2(R)
îïðåäåëåí ïî ôîðìóëå

(Ru)(x) =
N∑

j=−N

aj(x)u(x+ j),

ãäå aj(x) ∈ C∞(R) � êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè.
Åñëè θ = 1, òî ìû èññëåäóåì îäèí êëàññ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäûíòåðâàëîâ Q1k = (k−1, k),

k = 1, ..., N + 1, åñëè æå 0 < θ < 1, òî ìû ðàññìàòðèâàåì äâà êëàññà íåïåðåñåêàþùèõñÿ

ïîäûíòåðâàëîâ Q1k = (k − 1, k − 1 + θ), k = 1, ..., N + 1, è Q2k = (k − 1 + θ, k), k = 1, ..., N .

Ââåäåì àññîöèèðîâàííûå ñ ðàçíîñòíûì îïåðàòîðîì ìàòðèöû Rs = Rs(x) (s = 1, åñëè θ = 1,

è s = 1, 2, åñëè 0 < θ < 1) ñ ýëåìåíòàìè rsij(x) = aj−i(x + i − 1), x ∈ R, i, j = 1, ..., N(s), ãäå
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N(1) = N + 1, N(2) = N . ×åðåç G1
j = G1

j(x) (G2
j = G2

j(x)), j = 1, ..., N + 1, îáîçíà÷èì j-ûå

ñòîëáöû ìàòðèöû ïîðÿäêà N × (N + 1), ïîëó÷åííîé èç ìàòðèöû R1 âû÷åðêèâàíèåì ïåðâîé

(ïîñëåäíåé) ñòðîêè.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî óðàâíåíèå (1) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñèëüíîé ýëëèïòè÷íîñòè, ò.

å. ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

Re(RsY, Y )CN(s) ⩾ c∥Y ∥2CN(s) (2)

äëÿ âñåõ x ∈ Qs1, s è Y ∈ CN(s), ãäå s = 1, åñëè θ = 1, è s = 1, 2, åñëè 0 < θ < 1; c > 0 íå

çàâèñèò îò x è Y . Äàííîå óñëîâèå èñïîëüçóåòñÿ âî âñåõ îñíîâíûõ ðåçóëüòàòàõ î ðàçðåøèìîñòè

è ãëàäêîñòè îáîáùåííûõ ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷, ïðèâåäåííûõ â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå.

Ïàðàãðàô 1.2 ïîñâÿùåí èçëîæåíèþ íåêîòîðûõ îïðåäåëåíèé è ðåçóëüòàòîâ èç âàðèàöè-

îííîé òåîðèè êðàåâûõ çàäà÷, íåîáõîäèìûõ â èññëåäîâàíèè ðàçðåøèìîñòè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ

äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ.

Â ïàðàãðàôå 1.3 ôîðìóëèðóåòñÿ ïåðâàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-

ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ, è èññëåäóåòñÿ åå ðàçðåøèìîñòü. À èìåííî, ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à

− (RQu
′)
′
= f(x), x ∈ Q, (3)

u(0) = u(d) = 0, (4)

ãäå Q = (0, d), d = N + θ, N ∈ N, 0 < θ ⩽ 1, f ∈ L2(Q) � êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ.

Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî W̊ 1
2 (Q) = {u ∈ W 1

2 (Q) : u(0) = u(d) = 0} è ñôîðìóëèðóåì îïðåäåëå-

íèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (3), (4).

Îïðåäåëåíèå 1.3.2.Ôóíêöèÿ u ∈ W̊ 1
2 (Q) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (3), (4),

åñëè äëÿ âñåõ v ∈ W̊ 1
2 (Q) âûïîëíåíî èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî

(RQu
′, v′)L2(Q) = (f, v)L2(Q).

Îïðåäåëèì íà W̊ 1
2 (Q) ïîëóòîðàëèíåéíóþ ôîðìó bR(u, v) ïî ôîðìóëå

bR(u, v) = (RQu
′, v′)L2(Q) .

Èç (2) ñëåäóåò ñåêòîðèàëüíîñòü ôîðìû bR(u, v), ÷òî ïîçâîëèëî äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 1.3.1. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå ñèëüíîé ýëëèïòè÷íîñòè (2). Òîãäà äëÿ ëþ-

áîé ôóíêöèè f ∈ L2(Q) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå u ∈ W̊ 1
2 (Q) çàäà-

÷è (3), (4), ïðè ýòîì èìååò ìåñòî îöåíêà

∥u∥W 1
2 (Q) ⩽ c∥f∥L2(Q),

ãäå c > 0 � ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò f .

Â ïàðàãðàôå 1.4 äîêàçàíà Òåîðåìà 1.4.1. î ãëàäêîñòè îáîáùåííûõ ðåøåíèé çàäà-

÷è (3), (4) íà ïîäûíòåðâàëàõ.

Òåîðåìà 1.4.1. Ïóñòü óðàâíåíèå (3) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñèëüíîé ýëëèïòè÷íî-

ñòè (2), è ïóñòü u ∈ W̊ 1
2 (0, d) � îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (3), (4). Òîãäà u ∈ W 2

2 (Qsk),

s = 1, k = 1, ..., N + 1, åñëè θ = 1, è s = 1, 2, k = 1, ..., N(s), åñëè 0 < θ < 1, ïðè ýòîì

∥u∥W 2
2 (Qsk) ⩽ c∥f∥L2(0,d),

ãäå c > 0 íå çàâèñèò îò f .

Ïàðàãðàôû 1.5 è 1.6 ïîñâÿùåíû èññëåäîâàíèþ ãëàäêîñòè îáîáùåííûõ ðåøåíèé çàäà-

÷è (3), (4) íà âñåì èíòåðâàëå Q.
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Ââåäåì îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð A0
R : W 2

2 (0, d) ⊃ D(A0
R) → L2(0, d) ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ

D(A0
R) = {u ∈ W 2

2 (0, d) : RQu
′ ∈ W 1

2 (0, d), u(0) = u(d) = 0}, äåéñòâóþùèé ïî ôîðìóëå

A0
Ru = −(RQu

′)′, u ∈ D(A0
R).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ñëó÷àå θ = 1

N∑
k=1

|a−k(k)| ≠ 0 èëè
N∑
k=1

|ak(N + 1− k)| ≠ 0, (5)

ò. å. G1
1(0) ̸= 0 èëè G2

N+1(1) ̸= 0. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (5) äîêàçàíà Òåîðåìà 1.5.1. î

ãëàäêîñòè îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (3), (4) íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå Q = (0, d) ïðè θ = 1.

Òåîðåìà 1.5.1. Ïóñòü θ = 1, è ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2) è (5).

Åñëè ñòîëáöû G1
1(0) è G2

N+1(1) ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð A0
R :

W 2
2 (0, d) ⊃ D(A0

R) → L2(0, d) ôðåäãîëüìîâ è dimN (A0
R) = 0, codimR(A0

R) = 2.

Åñëè ñòîëáöû G1
1(0) è G2

N+1(1) ëèíåéíî çàâèñèìû, òî îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð A0
R :

W 2
2 (0, d) ⊃ D(A0

R) → L2(0, d) ôðåäãîëüìîâ è dimN (A0
R) = 0, codimR(A0

R) = 1.

Åñëè æå 0 < θ < 1, òî â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî

N∑
k=1

|a−k(k)| ≠ 0 èëè
N∑
k=1

|ak(N + θ − k)| ≠ 0, (6)

ò. å. G1
1(0) ̸= 0 èëè G2

N+1(θ) ̸= 0, äîêàçàíà Òåîðåìà 1.6.1. î ãëàäêîñòè îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ

çàäà÷è (3), (4) íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå Q = (0, d) ïðè 0 < θ < 1.

Òåîðåìà 1.6.1. Ïóñòü 0 < θ < 1, è ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2) è (6).

Åñëè G1
1(0) ̸= 0 è G2

N+1(θ) ̸= 0, òî îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð A0
R : W 2

2 (0, d) ⊃ D(A0
R) →

L2(0, d) ôðåäãîëüìîâ è dimN (A0
R) = 0, codimR(A0

R) = 2.

Åñëè G1
1(0) = 0 èëè G2

N+1(θ) = 0, òî îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð A0
R : W 2

2 (0, d) ⊃ D(A0
R) →

L2(0, d) ôðåäãîëüìîâ è dimN (A0
R) = 0, codimR(A0

R) = 1.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïåðâîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [4] èç ñïèñêà ïóáëèêàöèé àâ-

òîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè.

Ãëàâà 2 ñîñòîèò èç 4 ïàðàãðàôîâ è ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ðàçðåøèìîñòè âòîðîé êðà-

åâîé çàäà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè

íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå, à òàêæå ãëàäêîñòè îáîáùåííûõ ðåøåíèé òàêîé çàäà÷è.

Ïàðàãðàô 2.1 ïîñâÿùåí ïîñòàíîâêå âòîðîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-

ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ, à òàêæå èññëåäîâàíèþ åå ðàçðåøèìîñòè.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à

− (RQu
′)
′
= f(x), x ∈ Q, (7)

(RQu
′)(0) = (RQu

′)(d) = 0, (8)

ãäå Q = (0, d), d = N + θ, N ∈ N, 0 < θ ⩽ 1, f ∈ L2(Q) � êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ.

Â ïðîñòðàíñòâå W 1
2 (Q)×W 1

2 (Q) ââîäèòñÿ ïîëóòîðàëèíåéíàÿ ôîðìà bR(u, v) ïî ôîðìóëå

bR(u, v) = (RQu
′, v′)L2(Q) ,

êîòîðóþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

bR(u, v) = ⟨ARu, v⟩ , u, v ∈ W 1
2 (Q),

ãäå AR : W 1
2 (Q) → (W 1

2 (Q))
′ � ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð.
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Îïðåäåëåíèå 2.1.2. Ôóíêöèþ u ∈ W 1
2 (Q) áóäåì íàçûâàòü îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà-

÷è (7), (8), åñëè äëÿ âñåõ v ∈ W 1
2 (Q) âûïîëíÿåòñÿ èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî

bR(u, v) = (f, v)L2(Q).

Òåîðåìà 2.1.1 Åñëè óðàâíåíèå (7) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñèëüíîé ýëëèïòè÷íîñòè (2),

òî âòîðàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à (7), (8) ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

d�

0

f(x)dx = 0,

ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå u ∈ W 1
2 (Q) çàäà÷è (7), (8), óäî-

âëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ
d�

0

u(x)dx = 0.

Ïàðàãðàô 2.2 ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû î ãëàäêîñòè îáîáùåííûõ ðåøåíèé çà-

äà÷è (7), (8) íà ïîäûíòåðâàëàõ.

Òåîðåìà 2.2.1. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ñèëüíîé ýëëèïòè÷íîñòè (2), u ∈ W 1
2 (0, d)

� ðåøåíèå îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ (AR + λ0I)u = f c Reλ0 > 0 è f ∈ L2(0, d). Òîãäà u ∈
W 2

2 (Qsk), s = 1, k = 1, ..., N + 1, åñëè θ = 1, è s = 1, 2, k = 1, ..., N(s), åñëè 0 < θ < 1. Ïðè

ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥u∥W 2
2 (Qsk) ⩽ c∥f∥L2(0,d),

ãäå c > 0 íå çàâèñèò îò f .

Â ïàðàãðàôå 2.3 èññëåäóåòñÿ ãëàäêîñòü îáîáùåííûõ ðåøåíèé çàäà÷è (7), (8) íà âñåì

èíòåðâàëå Q = (0, d) ïðè θ = 1.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ââåäåì áëî÷íóþ ìàòðèöó R1 ïîðÿäêà (N +2)×
(2N + 2) âèäà

R1 =
(
R̃1|R̃2

)
,

ãäå R̃1, R̃2 � ìàòðèöû ïîðÿäêà (N + 2)× (N + 1), êîòîðûå èìåþò âèä

R̃1 =

(
R1(0)

0

)
, R̃2 =

(
0

R1(1)

)
,

ïðè ýòîì 0 îáîçíà÷àåò íóëåâóþ ñòðîêó äëèíû N + 1. ×åðåç R1
1 (R2

1) îáîçíà÷èì ìàòðèöó

ïîðÿäêà (N + 2)× (2N + 1), ïîëó÷åííóþ èç ìàòðèöû R1 âû÷åðêèâàíèåì ïåðâîãî (ïîñëåäíå-

ãî) ñòîëáöà ñîîòâåòñòâåííî, à ÷åðåç R0
1 ìàòðèöó ïîðÿäêà (N + 2) × 2N , ïîëó÷åííóþ èç R1

âû÷åðêèâàíèåì ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî ñòîëáöîâ.

Ââåäåííûå ìàòðèöû íåîáõîäèìû äëÿ ïîäñ÷åòà ÷èñëà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé, êî-

òîðûì äîëæíà áûòü îðòîãîíàëüíà ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (7), ÷òîáû îáåñïå÷èòü ãëàäêîñòü

îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (7), (8) íà âñåì èíòåðâàëå öåëîé äëèíû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå

N∑
k=1

(|ak(0)|+ |a−k(N + 1)|) ̸= 0. (9)

Ëåììà 2.3.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2) è (9). Òîãäà rankR1 = N + 2 è rankR0
1 ⩾

N + 1.
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Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

R0
1Φ

0 = −φ0H1 + ψN+1H2, (10)

ãäå Φ0 := (φ1, . . . , φN ,−ψ1, . . . ,−ψN)
T , H1 := (a0(0), a−1(1), . . . , a−N(N), 0)T , H2 :=

(0, aN(1), . . . , a1(N), a0(N + 1))T .

Ëåììà 2.3.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2) è (9). Ïóñòü, êðîìå òîãî, rankR0
1 = N + 1,

ïðè ýòîì rankR1
1 = rankR2

1 = N + 2. Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé (10) ñîâìåñòíà òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî φ0 = αHψN+1, ãäå 0 ̸= αH ∈ C.
Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî

N∑
k=1

|a−k(k)| ≠ 0,
N∑
k=1

|ak(N + 1− k)| ≠ 0, (11)

ò. å. G1
1(0) ̸= 0 è G2

N+1(1) ̸= 0, à òàêæå, ÷òî â ñëó÷àå ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ñòîëáöîâ G1
1(0) è

G2
N+1(1) ñóùåñòâóåò òàêîå 0 ̸= α ∈ C, ÷òî

G2
N+1(1) = αG1

1(0).

Ââåäåì îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð A0
R : W 2

2 (0, d) ⊃ D(A0
R) → L2(0, d) ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ

D(A0
R) =

{
u ∈ W 2

2 (0, d) : RQu
′ ∈ W 1

2 (0, d), (RQu
′)(0) = (RQu

′)(d) = 0
}
,

äåéñòâóþùèé ïî ôîðìóëå A0
Ru = ARu, u ∈ D(A0

R).

Òåîðåìà 2.3.1 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2) è (9), à θ = 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñòîëáöû

G1
1(0) è G2

N+1(1) ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Òîãäà îïåðàòîð A0
R : W 2

2 (0, d) ⊃ D(A0
R) → L2(0, d)

ôðåäãîëüìîâ, 1 ∈ N (A0
R) è dimN (A0

R) = 1. Åñëè ê òîìó æå rankR0
1 = rankR1

1 = rankR2
1,

òî codimR(A0
R) = 3; åñëè æå rankR0

1 < max
{
rankR1

1, rankR
2
1

}
, òî codimR(A0

R) = 2.

Òåîðåìà 2.3.2 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2), (9) è (11), à θ = 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ñòîëáöû G1
1(0) è G2

N+1(1) ëèíåéíî çàâèñèìû. Òîãäà îïåðàòîð A0
R : W 2

2 (0, d) ⊃ D(A0
R) →

L2(0, d) ôðåäãîëüìîâ, 1 ∈ N (A0
R) è dimN (A0

R) = 1, ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåð-

æäåíèÿ:

1. Åñëè rankR0
1 = rankR1

1 èëè rankR
0
1 = rankR2

1, òî codimR(A0
R) = 2.

2. Åñëè rankR0
1 = N + 1, rankR1

1 = rankR2
1 = N + 2 è α ̸= αH , òî codimR(A0

R) = 2.

3. Åñëè rankR0
1 = N + 1, rankR1

1 = rankR2
1 = N + 2 è α = αH , òî codimR(A0

R) = 1.

Ïàðàãðàô 2.4 ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ ãëàäêîñòè îáîáùåííûõ ðåøåíèé çàäà÷è (7), (8)

íà âñåì èíòåðâàëå Q = (0, d) ïðè 0 < θ < 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
N∑
k=1

|ak(0)| ≠ 0,
N∑
k=1

|a−k(N + θ)| ≠ 0, (12)

N∑
k=1

|a−k(k)| ≠ 0,
N∑
k=1

|ak(N − k + θ)| ≠ 0. (13)

Òåîðåìà 2.4.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2), (12) è (13), à 0 < θ < 1. Òîãäà îïåðàòîð

A0
R : W 2

2 (0, d) ⊃ D(A0
R) → L2(0, d) ôðåäãîëüìîâ, 1 ∈ N (A0

R), dimN (A0
R) = 1 è codimR(A0

R) =

3.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû âòîðîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [1-3] èç ñïèñêà ïóáëèêàöèé

àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè.
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Ãëàâà 3 ñîñòîèò èç 4 ïàðàãðàôîâ è ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ðàçðåøèìîñòè êðàåâîé çà-

äà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè íà êî-

íå÷íîì èíòåðâàëå ñî ñìåøàííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, à òàêæå ãëàäêîñòè îáîáùåííûõ

ðåøåíèé òàêîé çàäà÷è.

Ïàðàãðàô 3.1 ïîñâÿùåí ïîñòàíîâêå êðàåâîé çàäà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîãî

óðàâíåíèÿ ñî ñìåøàííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, à òàêæå èññëåäîâàíèþ åå ðàçðåøèìîñòè.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

− (RQu
′)
′
= f(x), x ∈ Q, (14)

u(0) = 0, (15)

(RQu
′)(d) = 0. (16)

ãäå Q = (0, d), d = N + θ, N ∈ N, 0 < θ ⩽ 1, f ∈ L2(Q) � êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ.

Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî W 1
2,0(Q) = {u ∈ W 1

2 (Q) : u(0) = 0}.
Îïðåäåëåíèå 3.1.2. Ôóíêöèþ u ∈ W 1

2,0(Q) áóäåì íàçûâàòü îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà-

÷è (14)�(16), åñëè äëÿ âñåõ v ∈ W 1
2,0(Q) âûïîëíåíî èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî

(RQu
′, v′)L2(Q) = (f, v)L2(Q).

Òåîðåìà 3.1.1. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (2). Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L2(Q)

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå u ∈ W 1
2,0(Q) çàäà÷è (14)�(16), ïðè ýòîì

èìååò ìåñòî îöåíêà

∥u∥W 1
2 (Q) ⩽ c∥f∥L2(Q),

ãäå c > 0 � ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò f .

Â ïàðàãðàôå 3.2 èññëåäóåòñÿ âîïðîñ î ãëàäêîñòè îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (14)�(16)

íà ïîäûíòåðâàëàõ.

Òåîðåìà 3.2.1. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå ñèëüíîé ýëëèïòè÷íîñòè (2). Åñëè u ∈
W 1

2,0(0, d) � îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (14)�(16), òîãäà u ∈ W 2
2 (Qsk), s = 1, k = 1, ..., N +1,

åñëè θ = 1, è s = 1, 2, k = 1, ..., N(s), åñëè 0 < θ < 1; ïðè ýòîì

∥u∥W 2
2 (Qsk) ⩽ c∥f∥L2(0,d),

ãäå c > 0 íå çàâèñèò îò f .

Â ïàðàãðàôå 3.3 èññëåäóåòñÿ ãëàäêîñòü îáîáùåííûõ ðåøåíèé êðàåâîé çàäà÷è (14)�(16)

íà âñåì èíòåðâàëå Q = (0, d) ïðè θ = 1.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ââåäåì áëî÷íóþ ìàòðèöó R1 ïîðÿäêà (N +1)×
(2N + 2) âèäà

R1 =
(
R̃1|R̃2

)
,

ãäå R̃1, R̃2 �ìàòðèöû ïîðÿäêà (N + 1)× (N + 1), êîòîðûå èìåþò âèä

R̃1 =


a−1(1) a0(1) . . . aN−2(1) aN−1(1)

a−2(2) a−1(2) . . . aN−3(2) aN−2(2)

. . . . . . . . . . . . . . .

a−N(N) a−N+1(N) . . . a−1(N) a0(N)

0 0 . . . 0 0

 ,

R̃2 = R1(1).

×åðåç R1
1 (R2

1) ââåäåì ìàòðèöó ïîðÿäêà (N + 1) × (2N + 1), ïîëó÷åííóþ èç ìàòðèöû R1

âû÷åðêèâàíèåì ïåðâîãî (ïîñëåäíåãî) ñòîëáöà ñîîòâåòñòâåííî, à ÷åðåç R0
1 ìàòðèöó ïîðÿäêà

(N + 1)× 2N , ïîëó÷åííóþ èç R1 âû÷åðêèâàíèåì ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî ñòîëáöîâ.
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Ëåììà 3.3.1. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå ñèëüíîé ýëëèïòè÷íîñòè (2). Òîãäà rankR1 =

rankR1
1 = N + 1 è rankR0

1 = rankR2
1 ⩾ N .

Ââåäåì îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð A0
R : W 2

2 (0, d) ⊃ D(A0
R) → L2(0, d) ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ

D(A0
R) =

{
u ∈ W 2

2 (0, d) : RQu
′ ∈ W 1

2 (0, d), u(0) = (RQu
′)(d) = 0

}
,

äåéñòâóþùèé ïî ôîðìóëå

A0
Ru = −(RQu

′)′, u ∈ D(A0
R).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

N∑
k=1

|a−k(k)| ≠ 0 èëè
N∑
k=1

|ak(N + 1− k)| ≠ 0, (17)

ò. å. G1
1(0) ̸= 0 èëè G2

N+1(1) ̸= 0. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (17) äîêàçàíà Òåîðåìà 3.3.1. î

ãëàäêîñòè îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (14)�(16) íà âñåì èíòåðâàëå Q = (0, d) ïðè θ = 1.

Òåîðåìà 3.3.1. Ïóñòü θ = 1, è ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2) è (17).

1. Åñëè ñòîëáöû G1
1(0) è G2

N+1(1) ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî îïåðàòîð A0
R : W 2

2 (0, d) ⊃
D(A0

R) → L2(0, d) ôðåäãîëüìîâ è dimN (A0
R) = 0. Åñëè ê òîìó æå rankR0

1 = rankR1
1 =

rankR2
1 = N + 1, òî codimR(A0

R) = 2; åñëè æå rankR0
1 = rankR2

1 = N , òî codimR(A0
R) = 1.

2. Åñëè α1G
1
1(0) + α2G

2
N+1(1) = 0 è ïðè ýòîì αi ̸= 0, i = 1, 2, ò. å. G1

1(0) ̸= 0 è

G2
N+1(1) ̸= 0, òî îïåðàòîð A0

R : W 2
2 (0, d) ⊃ D(A0

R) → L2(0, d) ôðåäãîëüìîâ, dimN (A0
R) = 0, à

codimR(A0
R) = 1.

3. Åñëè α1G
1
1(0) + α2G

2
N+1(1) = 0 è ïðè ýòîì ëèáî rankR0

1 = rankR1
1 = N + 1 è G1

1(0) = 0

èëè G2
N+1(1) = 0, ëèáî rankR0

1 = rankR2
1 = N è G2

N+1(1) = 0, òî îïåðàòîð A0
R : W 2

2 (0, d) ⊃
D(A0

R) → L2(0, d) ôðåäãîëüìîâ, dimN (A0
R) = 0, à codimR(A0

R) = 1.

4. Åñëè G1
1(0) = 0 è rankR0

1 = rankR2
1 = N , òî îïåðàòîð A0

R : W 2
2 (0, d) ⊃ D(A0

R) → L2(0, d)

ôðåäãîëüìîâ, dimN (A0
R) = 0, à codimR(A0

R) = 0.

Â ïàðàãðàôå 3.4 èçëàãàþòñÿ ðåçóëüòàòû î ãëàäêîñòè îáîáùåííûõ ðåøåíèé êðàåâîé çà-

äà÷è (14)�(16) íà âñåì èíòåðâàëå Q = (0, d) ïðè 0 < θ < 1.

Ââåäåì ìàòðèöó R1 ïîðÿäêà N × (2N + 1) âèäà

R1 =


a−1(1) . . . aN−1(1) a0(1) . . . aN−1(1)

a−2(2) . . . aN−2(2) a−1(2) . . . aN−2(2)

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

a−N(N) . . . a0(N) a−N+1(N) . . . a0(N)


è ìàòðèöó R2 ïîðÿäêà (N + 1)× (2N + 1) âèäà

R2 =


a0(θ) . . . aN−1(θ) a0(θ) . . . aN (θ)

a−1(1 + θ) . . . aN−2(1 + θ) a−1(1 + θ) . . . aN−1(1 + θ)

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

a−N+1(N − 1 + θ) . . . a0(N − 1 + θ) a−N+1(N − 1 + θ) . . . a1(N − 1 + θ)

0 . . . 0 a−N (N + θ) . . . a0(N + θ)

 .

×åðåçR1
1 îáîçíà÷èì ìàòðèöó ïîðÿäêà N×2N , ïîëó÷åííóþ èç ìàòðèöûR1 âû÷åðêèâàíèåì

ïåðâîãî ñòîëáöà, à ÷åðåç R2
2 ìàòðèöó ïîðÿäêà (N + 1) × 2N , ïîëó÷åííóþ èç ìàòðèöû R2

âû÷åðêèâàíèåì ïîñëåäíåãî ñòîëáöà.

Ëåììà 3.4.1. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (2). Òîãäà rankR1 = rankR1
1 = N+1 è rankR0

1 =

rankR2
1 ⩾ N .
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

N∑
k=1

|a−k(k)| ≠ 0 èëè
N∑
k=1

|ak(N − k + θ)| ≠ 0, (18)

ò. å. G1
1(0) ̸= 0 èëè G2

N+1(θ) ̸= 0. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (18) äîêàçàíà Òåîðåìà 3.4.1. î

ãëàäêîñòè îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (14)�(16) íà âñåì èíòåðâàëå Q = (0, d) ïðè 0 < θ < 1.

Òåîðåìà 3.4.1. Ïóñòü 0 < θ < 1, è ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2) è (18).

1. Åñëè G1
1(0) ̸= 0, G2

N+1(θ) ̸= 0 è rankR2
2 = rankR2 = N +1, òî îïåðàòîð A0

R : W 2
2 (0, d) ⊃

D(A0
R) → L2(0, d) ôðåäãîëüìîâ, dimN (A0

R) = 0 è codimR(A0
R) = 2.

2. Åñëè G1
1(0) ̸= 0, G2

N+1(θ) ̸= 0 è rankR2
2 = N , òî îïåðàòîð A0

R : W 2
2 (0, d) ⊃ D(A0

R) →
L2(0, d) ôðåäãîëüìîâ, dimN (A0

R) = 0 è codimR(A0
R) = 1.

3. Åñëè G2
N+1(θ) = 0 èëè G1

1(0) = 0 è rankR2
2 = rankR2 = N + 1, òî îïåðàòîð A0

R :

W 2
2 (0, d) ⊃ D(A0

R) → L2(0, d) ôðåäãîëüìîâ, dimN (A0
R) = 0 è codimR(A0

R) = 1.

4. Åñëè G1
1(0) = 0 è rankR2

2 = N , òî îïåðàòîð A0
R : W 2

2 (0, d) ⊃ D(A0
R) → L2(0, d) ôðåä-

ãîëüìîâ, dimN (A0
R) = 0 è codimR(A0

R) = 0.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû òðåòüåé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [5] èç ñïèñêà ïóáëèêàöèé

àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè.

Çàêëþ÷åíèå

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì.

1. Äëÿ ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ â äèâåðãåíò-

íîì âèäå ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè íà èíòåðâàëå êîíå÷íîé äëèíû ïîëó÷åíû

óñëîâèÿ íà ïðàâóþ ÷àñòü äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå

ãëàäêîñòü îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ íà âñåì èíòåðâàëå.

2. Äëÿ âòîðîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ â äèâåðãåíò-

íîì âèäå ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè íà èíòåðâàëå êîíå÷íîé äëèíû èññëåäîâàíà

ðàçðåøèìîñòü, à òàêæå ãëàäêîñòü îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ. Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ íà ïðàâóþ

÷àñòü äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå ãëàäêîñòü îáîáùåí-

íîãî ðåøåíèÿ íà âñåì èíòåðâàëå êîíå÷íîé äëèíû.

3. Äëÿ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ â äèâåðãåíòíîì âè-

äå ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ñî ñìåøàííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà èí-

òåðâàëå êîíå÷íîé äëèíû äîêàçàíà ðàçðåøèìîñòü, à òàêæå ãëàäêîñòü îáîáùåííîãî ðå-

øåíèÿ íà ïîäûíòåðâàëàõ è íà âñåì èíòåðâàëå. Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ íà ïðàâóþ ÷àñòü

äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå ãëàäêîñòü îáîáùåííîãî ðå-

øåíèÿ òàêîé çàäà÷è íà âñåì èíòåðâàëå êîíå÷íîé äëèíû.

Â çàêëþ÷åíèå àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü è áîëüøóþ ïðèçíàòåëüíîñòü íà-

ó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ Ñêóáà÷åâñêîìó À.Ë. çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è, ïîääåðæêó è âíèìàíèå ê

ðàáîòå.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ Ðîññèéñêîé

Ôåäåðàöèè (Ìåãàãðàíò, ñîãëàøåíèå � 075-15-2022-1115)
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Íèêèòà Îëåãîâè÷ Èâàíîâ

Ðåãóëÿðíîñòü ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ
äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå â îäíîìåðíîì ñëó÷àå èññëåäóþòñÿ ïåðâàÿ è âòîðàÿ êðàåâûå çà-

äà÷è, à òàêæå êðàåâàÿ çàäà÷à ñî ñìåøàííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-

ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Äëÿ óêàçàííûõ çàäà÷ ïðèâîäÿòñÿ

òåîðåìû î ðàçðåøèìîñòè, à òàêæå î ãëàäêîñòè îáîáùåííûõ ðåøåíèé íà ïîäûíòåðâàëàõ, îáðà-

çîâàííûõ âûáðàñûâàíèåì îðáèò êîíöîâ ðàññìàòðèâàåìîãî èíòåðâàëà, ïîðîæäàåìûõ ãðóïïîé

öåëî÷èñëåííûõ ñäâèãîâ ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ãëàäêîñòè îáîáùåííûõ ðå-

øåíèé êðàåâûõ çàäà÷ íà âñåì èíòåðâàëå Q = (0, d) (d = N + θ, N ∈ N, 0 < θ ⩽ 1) îñóùåñòâ-

ëÿåòñÿ ïîèñê óñëîâèé íà ôóíêöèþ f ∈ L2(Q) â ïðàâîé ÷àñòè äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîãî

óðàâíåíèÿ. Ïðè íåêîòîðûõ åñòåñòâåííûõ óñëîâèÿõ íà êîýôôèöèåíòû äèôôåðåíöèàëüíî-

ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ ïðîâåäåí àíàëèç êîðàçìåðíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé f ∈ L2(Q).

Ïîêàçàíî, ÷òî îáîáùåííûå ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êðàåâûõ çàäà÷ ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàí-

ñòâó Ñîáîëåâà W 2
2 (Q), ò. å. îáëàäàþò ñîîòâåòñòâóþùåé ãëàäêîñòüþ, ïðè óñëîâèè îðòîãî-

íàëüíîñòè ïðàâîé ÷àñòè äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ êîíå÷íîìó ÷èñëó ëèíåéíî

íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé â L2(Q).

Nikita Olegovich Ivanov

Regularity of solutions of boundary value problems for
di�erential-di�erence equations on a �nite interval

The dissertation is devoted to the �rst and second boundary value problems, as well as the

boundary value problem with mixed boundary conditions for di�erential-di�erence equations with

variable coe�cients in the one-dimensional case. There are given the solvability theorems, as well as

the theorems of the smoothness of generalized solutions on the subintervals obtained by deleting

the orbits of the ends of the interval generated by the group of integer shifts of the di�erence

operator. To study the smoothness of generalized solutions of boundary value problems over the

entire interval Q = (0, d) (d = N + θ, N ∈ N, 0 < θ ⩽ 1) we investigate conditions for the

function f ∈ L2(Q) on the right-hand side of the di�erential-di�erence equation. Under some

natural conditions on the coe�cients of the di�erential-di�erence equation, the codimension of

the subspace of functions f ∈ L2(Q) is analyzed. It is shown that the generalized solutions of the

corresponding boundary value problems belong to the Sobolev space W 2
2 (Q), i.e. they have the

corresponding smoothness, provided that the right-hand side of the di�erential-di�erence equation

is orthogonal to a �nite number of linearly independent functions in L2(Q).
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