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Введение

Актуальность темы исследования и степень ее разработанности.

Данная диссертация посвящена изучению дифференциальных

свойства сверток функций с ядрами, обобщающими классические ядра

Бесселя–Макдональда 𝐺α(𝑥), 𝑥 ∈ ℝ𝑛, 0 < α < 𝑛. Теория классических по-

тенциалов Бесселя является важным разделом общей теории пространств

дифференцируемых функций дробной гладкости и ее приложений в тео-

рии дифференциальных уравнений в частных производных. Свойства

классических ядер Бесселя–Макдональда подробно изучены в книгах

Беннетта и Шарпли [1], С.М. Никольского [2], В. Г. Мазьи [3]. Условия

локализации средних Рисса спектрального разложения подробно изучены

в работах V.A. Il’in, Sh. A. Alimov [4]. Условия локализации для более об-

щих γ-средних спектральных разложений и разлагаемых функций из про-

странства обобщенной гладкости рассмотрены в работах M. L. Goldman,

T. G. Ayele [5]. Вопросы локализация γ-средних спектрального разло-

жения играют важную роль в теории дифференциальных уравнений с

частными производными.

Свойства Бесселевых потенциалов подробно изложены в работе

В. Г. Мазьи [3]. Развитию теории этих пространств и их приложениям по-

священы исследования многих выдающихся специалистов в области ма-

тематического анализа и теории уравнений в частных производных в на-

шей стране и за рубежом. Отметим здесь работы таких исследователей как

С. Л. Соболев, С.М. Никольский, О. В. Бесов, В. И. Буренков, Л. Д. Куд-

рявцев, П.И. Лизоркин, Ю. Г. Решетняк, Л. Хермандер, И. Стейн, В. Г. Ма-

зья, X. Брезис и многие другие. В работах этих исследователей для про-
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странств классических потенциалов построена полная теория вложения.

Теория обобщенных бесселевых потенциалов и ее приложения развива-

лись в работах М.Л. Гольдмана, Р. Кермана, Д. Хароске и др. [6––11].

Цель диссертационной работы состоит в исследовании дифферен-

циальных свойств обобщенных потенциалов типа Бесселя.

Для достижения поставленной цели необходимо было решить сле-

дующие задачи:

1. исследовать дифференциальные свойства обобщенных потенциа-

лов Бесселя;

2. описать точные по порядку оценки равномерных модулей непре-

рывности потенциалов в случае вложения пространства потенци-

алов в пространство непрерывных ограниченных функций

3. исследовать критерии вложений пространства потенциалов в про-

странство Кальдерона. Привести конкретизацию этих вложений в

случае базовых весовых пространств Лоренца;

4. описать точные по порядку оценки равномерных модулей непре-

рывности потенциалов в случае базовых весовых пространств Ло-

ренца;

5. оценить аппроксимативные числа оператора вложения простран-

ства потенциалов в пространство ограниченных и равномерно

непрерывных функций;

6. получить необходимые и достаточные условия для вложения про-

странства потенциалов в пространство𝐿2(ℝ𝑛);

7. получить условии локализации γ-средних спектрального разло-

жения обобщенного потенциала Бесселя в случае базовых весо-

вых пространств Лоренца.
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Научная новизна. В данной работе получены следующие новые ре-

зультаты:

1. получены точные по порядку оценки равномерных модулей

непрерывности потенциалов в случае вложения пространства по-

тенциалов в пространство непрерывных ограниченных функций;

2. установлены критерии вложений пространства потенциалов в

пространство Кальдерона. Приведена конкретизация этих вложе-

ний в случае базовых весовых пространств Лоренца;

3. получены точные по порядку оценки равномерных модулей

непрерывности потенциалов в случае базовых весовых про-

странств Лоренца;

4. получены оценки аппроксимативных чисел оператора вложения

пространства потенциалов в пространство ограниченных и рав-

номерно непрерывных функций;

5. даны необходимые и достаточные условия для вложения про-

странства потенциалов в пространство 𝐿2(ℝ𝑛);

6. получены условия локализации γ-средних спектрального разло-

жения обобщенного потенциала Бесселя по собственным функ-

циям оператора Лапласа в случае базовых весовых пространств

Лоренца.

Теоретическая и практическая значимость. Результаты работы

носят теоретический характер.

– установлены критерии вложений пространства потенциалов в про-

странство Кальдерона. Приведена конкретизация этих вложений в

случае базовых весовых пространств Лоренца;
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– получены точные по порядку оценки равномерных модулей непре-

рывности потенциалов в случае базовых весовых пространств Ло-

ренца;

– получены оценки аппроксимативных чисел оператора вложения

пространства потенциалов в пространство ограниченных и равно-

мерно непрерывных функций;

– даны необходимые и достаточные условия для вложения про-

странства потенциалов в пространство 𝐿2(ℝ𝑛);

– получены условия локализации γ-средних спектрального разло-

жения обобщенного потенциала Бесселя по собственным функци-

ям оператора Лапласа в случае базовых весовых пространств Ло-

ренца.

Методология и методы исследования. Исследования дифферен-

циальных свойств потенциалов опираются на оценки модулей непрерыв-

ности сверток функций из весовых пространств Лоренца с ядрами по-

тенциалов. Изучение вопросов локализации спектральных разложений по

собственным функциям оператора Лапласа для обобщенных потенциалов

Бесселя опирается на оценки модулей непрерывности потенциалов во вза-

имосвязи их со свойствами функций, определяющих методы суммирова-

ния спектральных разложений.

Основные положения, выносимые на защиту: Основные положе-

ния, выносимые на защиту:

1. Получены точные по порядку оценки равномерных модулей

непрерывности потенциалов в случае вложения пространства по-

тенциалов в пространство непрерывных ограниченных функций.
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2. Построены критерии вложений пространства потенциалов в про-

странство Кальдерона. Приведена конкретизация этих вложений

в случае базовых весовых пространств Лоренца.

3. Доказаны теоремы о точных по порядку оценках равномерныхмо-

дулей непрерывности потенциалов в случае базовых весовых про-

странств Лоренца.

4. Доказаны теоремы о оценке аппроксимативных чисел оператора

вложения пространства потенциалов в пространстве ограничен-

ных и равномерно непрерывных функций.

5. Доказаны теоремы о необходимых и достаточных условиях для

вложения пространства потенциалов в пространство 𝐿2(ℝ𝑛).

6. Получены условии локализации γ-средних спектрального разло-

жения обобщенного потенциала Бесселя в случае базовых весо-

вых пространств Лоренца.

Степень достоверности результатов, полученных в диссертации,

обеспечивается строгостью приведенных доказательств, многочисленны-

ми выступлениями на семинарах, конференциях и школах, а также имею-

щимися публикациями в рецензируемых изданиях, которые индексируют-

ся международными базами данных.

Апробация работы. Результаты, представленные в диссертацион-

ной работе, излагались на научном семинаре Северо-Кавказского центра

математических исследований ВНЦ РАН и Южного математического

института ВНЦ РАН под руководством д.ф.-м.н., проф. А. Г. Кусраева,

к.ф.-м.н. М.А. Плиева; в Российском университете дружбы народов

на научном семинаре под руководством профессоров А. В. Арутюно-

ва, В. И. Буренкова и М.Л. Гольдмана, в МГУ им. М.В. Ломоносова
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на научном семинаре на механико-математическом факультете под ру-

ководством профессоров Г. Г. Магарил-Ильяева и К.Ю. Осипенко, на

научном семинаре на факультете вычислительной математики и ки-

бернетики под руководством академика Е.И. Моисеева и профессора

И. С. Ломова. По результатам диссертации были сделаны доклады наа

Международной научной конференции студентов, аспирантов и моло-

дых ученых Ломоносов (Москва, 2019–2020–2021); на Международной

научной конференции (Ninth International Scientific Conference “Modern

Methods, Problems and Applications of Operator Theory and Harmonic

Analysis IX”. Rostov-on-Don, 2018–2019); на 31-й Крымской Осенней

Математической Школе-симпозиуме по спектральным и эволюционным

задачам (Севастополь, 2020); на 5-й Международной конференции «Функ-

циональные пространства. Дифференциальные операторы. Проблемы

математического образования» (Москва, 2018); на Международной науч-

ной конференции «Interdisciplinary Research in Science, Engineering and

Technology» (Bangalore, India, 2021); на Международн. ой научной конфе-

ренции «Order Analysis and Related Questions of Mathematical Modelling,

XVI» (Vladikavkaz, 2021).

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены

в 12 печатных изданиях, 5 из которых изданы в журналах, рекомендован-

ных ВАК, 7 –– в тезисах докладов.

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения,

3 глав и заключения. Полный объём диссертации составляет 105 страниц.

Список литературы содержит 70 наименований.
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Содержание работы

Во введении обосновывается актуальность исследований, проводимых в

рамках данной диссертационной работы, приводится краткий обзор наи-

более важных публикаций, связанных с темой исследования, и анализ ос-

новных результатов диссертации.

Глава 1. Критерии вложений пространства потенциалов в простран-

ство Кальдерона в случае базовых весовых пространств Лоренца.

Параграф 1.1. Общие свойства потенциалов, построенных на базе ве-

совых пространств Лоренца с общими весами. (см. Определение 1.1.9

ниже).

В этом параграфе будут представлены общие свойства потенциалов,

построенных на базе весовых пространств Лоренца с общими весами. Че-

рез (𝑋,Σ,µ) (кратко: (𝑋;µ)) обозначим пространство с σ-алгеброй и мерой,

которую считаем неотрицательной и σ-конечной. Через 𝐿 = 𝐿(𝑋;µ) обо-

значим множество µ-измеримых функций, далее 𝐿0 = 𝐿0(𝑋;µ) есть мно-

жество µ-измеримых конечных почти всюду функций, 𝐿+(𝑋;µ) = {𝑓 ∈

𝐿(𝑋;µ), 𝑓 ⩾ 0}; 𝐿+
0 (𝑋;µ) = 𝐿0(𝑋;µ) ∩ 𝐿+(𝑋;µ).

Определение 1.1.1. Отображение ρ ∶ 𝐿+ → [0,∞] есть идеальная ква-

зинорма (кратко: ИКН), если для всех 𝑓 , 𝑔, 𝑓𝑛 ∈ 𝐿+, 𝑛 ∈ ℕ выполнены

условия:

(p1) ρ(𝑓 ) = 0 ⇒ 𝑓 = 0, µ–почти всюду (кратко: µ–п.в.);

ρ(α𝑓 ) = αρ(𝑓 ), α ⩾ 0; ρ(𝑓 +𝑔) ⩽ 𝐶[ρ(𝑓 )+ρ(𝑔)], 𝑓 , 𝑔 ∈ 𝐿+; 𝐶 ⩾ 1

(свойство квазинормы);

(p2) 𝑓 ⩽ 𝑔, (µ–п.в.) ⇒ ρ(𝑓 ) ⩽ ρ(𝑔) (монотонность нормы);

(p3) 𝑓𝑛 ∈ 𝐿+, 𝑓𝑛 ↑ 𝑓 ⇒ ρ(𝑓𝑛) ↑ ρ(𝑓 )(𝑛 → ∞) (свойство Фату);

(p4) ρ(𝑓 ) < ∞ ⇒ 𝑓 < ∞ (µ–п.в.).
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(p5) 0 < µ(σ) < ∞ ⇒ ρ(χσ) < ∞.

Здесь 𝑓𝑛 ↑ 𝑓 означает, что 𝑓𝑛 ⩽ 𝑓𝑛+1, lim𝑛→∞
𝑓𝑛 = 𝑓 , (µ–п.в.).

Понятие ИПшире понятия банахова функционального пространства

(кратко: БФП) введенного Беннеттом и Шарпли [1], идеальное квазибана-

хово пространство со свойством Фату есть идеальная структура в терми-

нологии книги Крейна–Петунина–Семенова [12].

Напомним определения функциональной нормы (кратко: ФН) и по-

рожденного его банахова функционального пространства (кратко: БФП)

(см. [1, Гл. 1]).

Определение 1.1.2. Пусть ρ есть ИКН множество 𝑥 = 𝑥(𝑓 ) всех функ-

ций из𝐿, для которых ρ(|𝑓 |) < ∞, называется идеальным пространством

(кратко: ИП) порожденных ИКН ρ; при этом для 𝑓 полагаем ‖𝑓‖𝑥 =

ρ(|𝑓 |).
Определение 1.1.3. Отображение ρ ∶ 𝐿+ → [0,∞] есть ФН, если для

всех 𝑓 , 𝑔, 𝑓𝑛 ∈ 𝐿+, 𝑛 ∈ ℕ, всех констант α ⩾ 0 и всех µ-измеримых под-

множеств 𝐸 ⊂ 𝑋 выполнены следующие условия:

(�̂�1) ρ(𝑓 ) = 0 ⇔ 𝑓 = 0, µ–п.в.;

ρ(α𝑓 ) = αρ(𝑓 ); ρ(𝑓 + 𝑔) ⩽ ρ(𝑓 ) + ρ(𝑔);

(p2) 0 ⩽ 𝑔 ⩽ 𝑓 , µ–п.в. ⇒ ρ(𝑔) ⩽ ρ(𝑓 ) (монотонность);

(p3) 0 ⩽ 𝑓𝑛 ↑ 𝑓 µ–п.в. ⇒ ρ(𝑓𝑛) ↑ ρ(𝑓 ) (𝑛 → ∞) (свойство Фату);

(�̂�4) µ(𝐸) < ∞ ⇒ ∫𝐸 𝑓 dµ ⩽ ℎ𝐸ρ(𝑓 ) (локальная интегрируемость)

для некоторой ℎ𝐸 ∈ ℝ, зависящей от 𝐸 и ρ, но не от 𝑓 ;

(�̂�5) µ(𝐸) < ∞ ⇒ ρ(χ𝐸) < ∞.

Замечание 1.1.1. Условие (�̂�1) является усилением условия (p1) из Опре-

деления 1.1.1, когда 𝐶 = 1, то есть квазинорма превращается в норму.
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Определение 1.1.4. Пусть ρ есть ФН. Множество 𝑋 = 𝑋(ρ) всех функ-

ций из 𝐾 , для которых ρ(|𝑓 |) < ∞, называется банаховым функциональ-

ным пространством (кратко: БФП), порожденным ФН ρ; при этом для

𝑓 полагаем ‖𝑓‖𝑋 = ρ(|𝑓 |).
Обозначим для 𝑓 ∈ 𝐿0 ⇒ λ𝑓 (𝑦) = µ

{
𝑥 ∈ 𝑆 ∶ |𝑓 (𝑥)| > 𝑦

}
, 𝑦 ∈

[0,∞) –– Лебегова функция распределения. Через �̇�0 обозначим множество

функций 𝑓 ∈ 𝐿0: λ𝑓 (𝑦) не тождественна∞.

Для 𝑓 ∈ �̇�0 введем невозрастающую перестановку 𝑓 ∗ как правую

обратную функцию к невозрастающей функции λ𝑓 , т. е.

𝑓 ∗(𝑡) = inf
{
𝑦 ∈ [0,∞) ∶ λ𝑓 (𝑦) ⩽ 𝑡

}
, 𝑡 ∈ ℝ+ = (0,∞).

Здесь 𝑓 ∗ ∶ ℝ+ → [0,∞] –– убывающая перестановка функции 𝑓 ∶ ℝ𝑛 →

ℝ, т. е. 𝑓 ∗ –– неотрицательная убывающая непрерывная справа функция

на ℝ+ = (0,∞), которая является равноизмеримой с 𝑓 :

µ𝑛
{
𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ |𝑓 (𝑥)| > 𝑦

}
= µ1

{
𝑡 ∈ ℝ+ ∶ |𝑓 ∗(𝑡)| > 𝑦

}
, 𝑦 ∈ ℝ+,

где µ𝑛 –– 𝑛-мерная мера Лебега.

Определение 1.1.5. БФП 𝐸 = 𝐸(ℝ𝑛) называется перестановочно инвари-

антным пространством (кратко: ПИП), если его норма монотонна от-

носительно перестановок, т. е.

𝑓 ∗(𝑡) ⩽ 𝑔∗(𝑡), и 𝑔 ∈ 𝐸 ⇒ 𝑓 ∈ 𝐸 и ‖𝑓‖𝐸 ⩽ ‖𝑔‖𝐸 .
Примерами ПИП служат пространства Лебега 𝐿𝑝(ℝ𝑛), пространства

Лоренца, Орлича [12, с. 145], [13, с. 7].

Пространство потенциалов 𝐻𝐺
𝐸 ≡ 𝐻𝐺

𝐸 (ℝ
𝑛) определяем как множе-

ство сверток ядер потенциалов с функциями из базового пространства

𝐻𝐺
𝐸 (ℝ

𝑛) =
{
𝑢 = 𝐺 ∗ 𝑓 ∶ 𝑓 ∈ 𝐸(ℝ𝑛)

}
, (1)
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где𝐸 –– перестановочно инвариантное пространство, а ядро𝐺 –– специаль-

ного вида ‖𝑢‖𝐻𝐺
𝐸
= inf

{‖𝑓‖𝐸 ∶ 𝑓 ∈ 𝐸(ℝ), 𝐺 ∗ 𝑓 = 𝑢
}
. (2)

Здесь свертка 𝐺 ∗ 𝑓 определяется как интеграл

(𝐺 ∗ 𝑓 )(𝑥) = (2π)−
𝑛
2 ∫
ℝ𝑛

𝐺(𝑥 − 𝑦)𝑓 (𝑦) d𝑦, (3)

(мы ввели здесь множитель (2π)−
𝑛
2 для удобства при использовании преоб-

разования Фурье).

Здесь мы существенно используем результаты работы [14], в которой

установлены точные теоремы вложения в ПИП для обобщенных потенци-

алов Бесселя:

𝐻𝐺
𝐸 (ℝ

𝑛) ⊂ 𝑋(ℝ𝑛). (4)

Для ПИП 𝐸 ≡ 𝐸(ℝ𝑛) обозначим через 𝐸′ ≡ 𝐸′(ℝ𝑛) –– ассоциирован-

ное ПИП, т. е. ПИП, в котором норма задается соотношением

‖𝑔‖𝐸′ = sup
{
∫ℝ𝑛

|𝑓𝑔| dµ𝑛 ∶ 𝑓 ∈ 𝐸; ‖𝑓‖𝐸 ⩽ 1
}
, (5)

где µ𝑛 –– 𝑛-мерная мера Лебега, 𝐸 ≡ 𝐸(ℝ+), 𝐸′ ≡ 𝐸′(ℝ+) –– их представле-

ния Люксембурга, т. е. такие ПИП, что

‖𝑓‖𝐸 = ‖𝑓 ∗‖𝐸 , ‖𝑔‖𝐸′ = ‖𝑔∗‖𝐸′, (6)

где 𝑓 , 𝑔 измеримые функции.

Здесь 𝑓 ∗ ∶ ℝ+ → [0,∞] –– убывающая перестановка функции

𝑓 ∶ ℝ𝑛 → ℝ+, т. е. 𝑓 ∗ –– неотрицательная убывающая непрерывная справа

функция на ℝ+ = (0,∞), которая является равноизмеримой с 𝑓 :

µ𝑛
{
𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ |𝑓 (𝑥)| > 𝑦

}
= µ1

{
𝑡 ∈ ℝ+ ∶ |𝑓 ∗(𝑡)| > 𝑦

}
, 𝑦 ∈ ℝ+.
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Ядро представления 𝐺 назовем допустимым, если

𝐺 ∈ 𝐿1(ℝ𝑛) + 𝐸′(ℝ𝑛).

Для 𝑅 ∈ ℝ+ введем класс монотонных функций ℑ𝑛(𝑅) следующим обра-

зом. Функция Φ ∶ (0,𝑅) → ℝ+ принадлежит классу ℑ𝑛(𝑅), если

1. Φ убывающая и непрерывная на (0,𝑅);

2. существует постоянная 𝑐 ∈ ℝ+ такая, что

𝑟

∫
0

Φ(ρ)ρ𝑛−1 dρ ⩽ 𝑐Φ(ρ)𝑟𝑛, 𝑟 ∈ (0,𝑅). (7)

φ(τ) = Φ
((

τ

𝑉𝑛

) 1
𝑛
)

∈ ℑ1(𝑇 ), 𝑇 = 𝑉𝑛𝑅
𝑛.

Здесь 𝑉𝑛 –– объем 𝑛-мерного единичного шара.

Свойства ядер обсуждаются в определениях 1.1.6 – 1.1.8 ниже.

Замечание 1.1.2. Пусть𝐴(𝑥),𝐵(𝑥) –– положительные функции на множе-

стве𝐷 ⊂ ℝ𝑛. Мы пишем𝐴(𝑥) ≅ 𝐵(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐷, если существует постоянная

𝑐 ⩾ 1 такая, что 𝑐−1 ⩽ 𝐴(𝑥)
𝐵(𝑥)

⩽ 𝑐, ∀𝑥 ∈ 𝐷.

Определение 1.1.6. Пусть Φ ∈ ℑ𝑛(𝑅). Считаем, что 𝐺 ∈ 𝑆𝑅(Φ), если

𝐺(𝑥) ≅ Φ(|𝑥|), 𝑥 ∈ 𝐵𝑅 =
{
𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ |𝑥| < 𝑅

}
, 𝑅 ∈ ℝ+. (8)

Определение 1.1.7. Пусть Φ ∈ ℑ𝑛(𝑅), 𝑋(ℝ𝑛) –– ПИП. Считаем, что 𝐺 ∈

𝑆𝑅(Φ;𝑋), если

𝐺(𝑥) = 𝐺0
𝑅(𝑥) + 𝐺1

𝑅(𝑥);

𝐺0
𝑅(𝑥) = 𝐺(𝑥)χ𝐵𝑅

(𝑥); 𝐺1
𝑅(𝑥) = 𝐺(𝑥)χ𝐵𝑐

𝑅
(𝑥), (9)

где 𝐵𝑐
𝑅 дополнение к 𝐵𝑅,

𝐺0
𝑅(𝑥) ≅ Φ(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐵𝑅, 𝐺1

𝑅 ∈ 𝑋(ℝ𝑛).
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Определение 1.1.8. Потенциалы 𝑢 ∈ 𝐻𝐺
𝐸 (ℝ

𝑛) ,𝐸(ℝ𝑛) = Λ𝑝(𝑣) называются

обобщенными потенциалами Бесселя, если

Φ ∈ ℑ𝑛(𝑅), 𝐺 ∈ 𝑆𝑅(Φ;𝐿1 ∩ 𝐸′), ∫ℝ𝑛
𝐺 dµ𝑛 ≠ 0. (10)

А если Φ ∈ ℑ𝑛(∞), потенциалы 𝑢 ∈ 𝐻𝐺
𝐸 (ℝ

𝑛) называются обобщенными

потенциалами Рисса, если 𝐺(𝑥) ≅ Φ(|𝑥|), |𝑥| ∈ ℝ+.

Замечание 1.1.3. Отметим, что классические ядра Бесселя–МакДональ-

да имеют вид

𝐺α(𝑥) = 𝑐(α,𝑛)ρ−γ𝐾γ(ρ), ρ = |𝑥| ∈ ℝ+, α ∈ (0,𝑛); γ = 𝑛 − α
2

, (11)

где𝐾γ –– функцияМакДональда, см. [2]. Хорошо известные свойства этих

ядер устанавливают, что

𝐺α(𝑥) ≅ Φ(|𝑥|), 0 < |𝑥| < 𝑅; Φ(ρ) = ρα−𝑛 ∈ ℑ𝑛(𝑅);

𝐺α(𝑥) ≅ |𝑥|−γ− 1
2𝑒−|𝑥|, |𝑥| > 𝑅.

(12)

Определение 1.1.9. Пространством Лоренца Λ𝑝(𝑣) , где 𝑣 > 0 –– измери-

мая функция, называется пространство всех измеримых функций на ℝ𝑛 с

конечными (квази) нормами:

‖𝑓‖Λ𝑝(𝑣) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

( ∞

∫
0

𝑓 ∗(𝑡)𝑝𝑣(𝑡) d𝑡
) 1

𝑝

; 0 < 𝑝 < ∞,

ess sup
𝑡∈(0,∞)

{
𝑓 ∗(𝑡)𝑣(𝑡)

}
; 𝑝 = ∞.

(13)

Параграф 1.2. Точные по порядку оценки равномерных модулей непре-

рывности потенциалов в случае вложения пространства потенциалов

в пространство непрерывных ограниченных функций.

Определение 1.2.1. Пусть 𝐶(ℝ𝑛) пространство ограниченных и равно-

мерно непрерывных функций с нормой ‖𝑢‖𝐶 = sup𝑥∈ℝ𝑛 |𝑢(𝑥)|.
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Модуль непрерывности для 𝑢 ∈ 𝐶(ℝ𝑛) в равномерной норме:

ω𝑘
𝐶(𝑢; τ) = sup

{‖‖‖Δ𝑘
ℎ𝑢
‖‖‖𝐶 ∶ |ℎ| ⩽ τ}, τ ∈ ℝ+.

Здесь Δ𝑘
ℎ𝑢(𝑥) –– 𝑘-я разность с шагом ℎ ∈ ℝ𝑛 в точке 𝑥 ∈ ℝ𝑛. Заметим,

что для 𝑢 ∈ 𝐶(ℝ𝑛)∶ ω𝑘
𝐶(𝑢; τ) → 0, (τ→ +0).

В наших результатах мы использовали Теорему 1.2.1 и Лемму 1.2.1.

Теорема 1.2.1. [15] Пусть 𝐺 ∈ 𝐿1(ℝ𝑛), 𝐺 ≠ 0, φ(τ) = 𝐺∗(τ), τ ∈ ℝ+, и

функция 𝑓 ∶ ℝ𝑛 → ℝ+, такова, что при некотором 𝑇 ∈ ℝ+

𝑇

∫
0

φ(τ)𝑓 ∗(τ) dτ < ∞. (14)

Тогда

1. Для свёртки

𝑢(𝑥) = ∫ℝ𝑛
𝐺(𝑥 − 𝑦)𝑓 (𝑦) d𝑦, 𝑥 ∈ ℝ𝑛, (15)

справедлива оценка

sup
𝑥∈ℝ𝑛

|𝑢(𝑥)| ⩽ 𝑐0

𝑇

∫
0

φ(τ)𝑓 ∗(τ) dτ, (16)

𝑐0 = 1 +

( ∞

∫
𝑇

φ(τ) dτ

)( 𝑇

∫
0

φ(τ) dτ

)−1

. (17)

2. Пусть, кроме того, 𝐺 ∈ 𝐶𝑘(ℝ𝑛∖{0}), 𝑘 ∈ ℕ, для

𝐺𝑘(𝑥) =
∑
|α|=𝑘

|||𝐷α𝐺(𝑥)|||, 𝑥 ∈ ℝ𝑛, (18)

при 𝑐1 ∈ ℝ+ имеет место оценка

|𝐺𝑘(𝑥)| ⩽ 𝑐1Ψ𝑘(|𝑥|), 𝑥 ∈ ℝ𝑛, (19)
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где

0 ⩽ β𝑘(τ) ∶= Ψ𝑘

((
τ

𝑉𝑛

) 1
𝑛

)
↓ на ℝ+, (20)

и выполнены соотношения

β𝑘(τ) ⩽ τ−𝑘∖𝑛φ(τ), τ ∈ (0,𝑇 ], (21)

∞

∫
𝑇

β𝐾(τ) dτ < ∞. (22)

Тогда свёртка 𝑢, определенная в (15), непрерывна на ℝ𝑛 и для 𝑡 ∈

(0,𝑇 ]

ω𝑘
𝐶

(
𝑢; 𝑡

1
𝑛

)
⩽ 𝑐2

𝑇

∫
0

[
τ−

𝑘
𝑛

τ−
𝑘
𝑛 + 𝑡−

𝑘
𝑛

]
φ(τ)𝑓 ∗(τ) dτ. (23)

Здесь 𝑐2 = 𝑐1𝑐𝑑, где

𝑑 = 1 + 2
𝑇β𝐾(𝑇 )

( ∞

∫
𝑇

β𝐾(τ) dτ

)
, (24)

𝑐1 –– поcтоянная из условия (19), 𝑐 = 𝑐(𝑘,𝑛) ∈ ℝ+. Далее рассмотрены

некоторые более простые оценки модулей непрерывности при дополни-

тельных ограничениях на ядра потенциалов.

Лемма 1.2.1. [15] Пусть выполнено следующее условие:

𝑇

∫
𝑡

τ−
𝑘
𝑛φ(τ) dτ ⩽ 𝐵0𝑡

1− 𝑘
𝑛φ(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ], (25)

где 𝐵0 ∈ ℝ+ не зависит от 𝑡.

Кроме того, пусть выполнены условия Tеоремы 1.2.1. Тогда

ω𝑘
𝐶

(
𝑢; 𝑡

1
𝑛

)
⩽ 𝑐3

𝑡

∫
0

φ(τ)𝑓 ∗(τ) dτ, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ], (26)

где 𝑐3 = (1 + 𝐵0)𝑐2, 𝑐2 –– постоянная из (23).
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Теорема 1.2.2. Пусть 1 < 𝑞 < ∞, 1
𝑞
+ 1

𝑞′
= 1 и пусть 𝑣, ω веса, и

Φ0(𝑡) = ∫ 𝑡
0 φ(τ)𝑑τ, 𝑉 (𝑠) = ∫ 𝑠

0 𝑣(𝑡)𝑑𝑡, �̃�(𝑡) = ω(𝑡)
Φ0(𝑡)𝑞

, и пусть выполнены усло-

вия леммы 1.2.1 и, кроме того

𝐴3 ∶= sup
𝑥>0

{( ∞

∫
0

(
Φ0(𝑥)

Φ0(𝑡) + Φ0(𝑥)

)𝑞

𝑤(𝑡) d𝑡

) 1
𝑞

( ∞

∫
0

(
Φ0(𝑡)

Φ0(𝑡) + Φ0(𝑥)

)𝑞′ 𝑣(𝑡)
𝑉 𝑞′(𝑡)

d𝑡

) 1
𝑞′
}

< ∞,

тогда ‖‖‖‖ω𝑘
𝐶

(
𝑢; 𝑡

1
𝑛

)‖‖‖‖𝐿𝑞(�̃�)
⩽ 𝑐3𝑐‖𝑓‖Λ𝑞(𝑣), (27)

𝑐3 –– постоянная из (26). Наилучшая постоянная 𝑐 в оценке (27) удовлетво-

ряет условию 𝑐 ≈ 𝐴3.

Здесь символ ≈ означает, что отношение левой и правой части на-

ходятся между положительными константами, зависящими только от

𝑝 (а не от 𝑣 или 𝑔).

Параграф 1.4. Критерии вложений пространства потенциалов в про-

странство Кальдерона. Приведена конкретизация этих вложений в

случае базовых весовых пространств Лоренца.

Определение 1.4.1. Пусть𝑋 = 𝑋(0,𝑇 ) идеальное пространство (см. [1])

и 𝑘 ∈ ℕ. Мы вводим пространство Кальдерона Λ𝑘(𝐶;𝑋), так

Λ𝑘(𝐶;𝑋) =
{
𝑢 ∈ 𝐶(ℝ𝑛) ∶ ω𝑘

𝐶

(
𝑢; 𝑡

1
𝑛

)
∈ 𝑋(0,𝑇 )

}
; (28)

‖𝑢‖Λ𝑘(𝐶;𝑋) = ‖𝑢‖𝐶 + ‖‖‖ω𝑘
𝐶

(
𝑢; 𝑡

1
𝑛

)‖‖‖𝑋(0,𝑇 )
. (29)

Теорема 1.4.1. Пусть выполнены условия леммы 1.2.1, тогда при �̃� =

Λ𝑞(𝑣), 𝑋 = 𝐿𝑞(ω̃) имеет место критерий

𝐻𝐺
𝐸 (ℝ

𝑛) ⊂ Λ𝑘(𝐶;𝑋) ⇔ 𝐴3 < ∞,
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где

𝐴3 ∶= sup
𝑥>0

{( ∞

∫
0

(
Φ0(𝑥)

Φ0(𝑡) + Φ0(𝑥)

)𝑞

𝑤(𝑡) d𝑡

) 1
𝑞

( ∞

∫
0

(
Φ0(𝑡)

Φ0(𝑡) + Φ0(𝑥)

)𝑞′ 𝑣(𝑡)
𝑉 𝑞′(𝑡)

d𝑡

) 1
𝑞′
}

.

Здесь 1 < 𝑞 < ∞, 1
𝑞
+ 1

𝑞′
= 1, �̃�(𝑡) = ω(𝑡)

Φ0(𝑡)𝑞
.

Основные результаты первой главы опубликованы в работе [16] из

списка публикаций автора по теме диссертации.

В Главе 2 установлены точные по порядку оценки равномерных мо-

дулей непрерывности потенциалов в случае базовых весовых пространств

Лоренца. Затем применяется этот результат для оценки аппроксимативных

чисел обобщенных потенциалов Бесселя, когда обобщенные потенциалы

Бесселя построены по основному весовому пространству Лоренца. Дока-

зана Теорема 2.2.1.

Параграф 2.1. Определения и предварительные сведения.

Будем рассматривать случай, когда ассоциированное пространство

𝐸(ℝ𝑛) является пространством Лоренца: 𝐸(ℝ𝑛) = Λ𝑝(𝑣).

Пусть 𝑣 > 0 –– измеримая функция на ℝ+. Рассмотрим пространство

Лоренца Λ𝑝(𝑣) (Определение 1.1.9). Считаем, что

0 < 𝑉 (𝑡) ∶=

𝑡

∫
0

𝑣(τ) dτ < ∞, 𝑡 ∈ ℝ+, и sup
𝑡∈ℝ+

[
𝑉 (2𝑡)
𝑉 (𝑡)

]
< ∞, (30)

так называемое Δ2-условие. В этих предположениях 𝐸(ℝ𝑛) = Λ𝑝(𝑣)

является (квази) банаховым пространством, которое дает важный при-

мер перестановочно-инвариантного пространства (сокращенно ПИП) из-

за свойства:

𝑔∗ ⩽ 𝑓 ∗, 𝑓 ∈ 𝐸(ℝ𝑛) ⇒ 𝑔 ∈ 𝐸(ℝ𝑛), ‖𝑔‖𝐸 ⩽ ‖𝑓‖𝐸 ,
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(К. Беннетт и Р.Шарпли [1]).𝐸′ = 𝐸′(ℝ𝑛) является ассоциированным.𝐸′ ––

это ПИП (5).)

При 1 < 𝑝 < ∞ описание ассоциированного пространства для

𝐸(ℝ𝑛) = Λ𝑝(𝑣) было получено Э. Сойером [17]. А именно,

‖𝑔‖𝐸′ = sup
0⩽ℎ↓

∞∫
0
𝑔∗(τ)ℎ(τ) dτ

(∞∫
0
ℎ(τ)𝑝𝑣(τ) dτ

) 1
𝑝

≈

≈

( ∞

∫
0

(( ξ

∫
0

𝑔∗(τ) dτ
)𝑝′

)
𝑣(ξ) dξ
𝑉 (ξ)𝑝′

) 1
𝑝′

. (31)

Замечание 2.1.1. Обратим внимание, что для 𝐸(ℝ𝑛) = Λ𝑝(𝑣)

𝐸′(ℝ𝑛) ≠ {0} ⇔ ∃𝑇 > 0 ∶

𝑇

∫
0

𝑡𝑝′𝑣(𝑡) d𝑡
𝑉 (𝑡)𝑝′

< ∞. (32)

Действительно, для 𝐷 ⊂ ℝ𝑛, µ𝑛(𝐷) = 𝑇 , имеем 𝑔(𝑥) = χ𝐷(𝑥) ∈ 𝐸′(ℝ𝑛),

поскольку 𝑔∗(τ) = χ(0,𝑇 )(τ) и

ξ

∫
0

𝑔∗(τ) dτ =

⎧⎪⎨⎪⎩
ξ, 0 < ξ ⩽ 𝑇 ,

𝑇 , ξ > 𝑇 ;

(‖𝑔‖𝐸′

)𝑝′ ⩽ 𝑐1

∞

∫
0

( ξ

∫
0

𝑔∗(τ) dτ

)𝑝′
𝑣(ξ) dξ
𝑉 (ξ)𝑝′

=

= 𝑐1

𝑇

∫
0

ξ𝑝
′𝑣(ξ) dξ
𝑉 (ξ)𝑝′

+ 𝑐1𝑇
𝑝′

∞

∫
𝑇

𝑣(ξ) dξ
𝑉 (ξ)𝑝′

< ∞,

где
∞

∫
𝑇

𝑣(ξ) dξ
𝑉 (ξ)𝑝′

= 𝑉 (ξ)1−𝑝′

1 − 𝑝′
||||∞ξ=𝑇 ⩽ 𝑉 (𝑇 )1−𝑝′

𝑝′ − 1
< ∞.
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С другой стороны, если ∃𝑔 ∈ 𝐸′(ℝ𝑛), 𝑔 ≠ 0, тогда существует 𝑐 > 0 и

𝑇 ∈ ℝ+ такой, что 𝑔∗(τ) ⩾ 𝑐, τ ∈ (0,𝑇 ). Тогда

∞ >
(‖𝑔‖𝐸′

)𝑝′

⩾ 𝑐2

𝑇

∫
0

( ξ

∫
0

𝑔∗(τ) dτ

)𝑝′
𝑣(ξ) dξ
𝑉 (ξ)𝑝′

⩾ 𝑐2𝑐
𝑝′

𝑇

∫
0

ξ𝑝
′𝑣(ξ) dξ
𝑉 (ξ)𝑝′

.

Всюду в этой главе мы предполагаем, что выполнено условие (32).

Параграф 2.2. Доказательство результатов об оценке равномерных

модулей непрерывности потенциалов в случае базовых весовых про-

странств Лоренца.

Теорема 2.2.1. Пусть 𝐸(ℝ𝑛) = Λ𝑝(𝑣) –– пространство Лоренца, см. (13),

(5), (30) – (32) и 𝐻𝐺
𝐸 (ℝ

𝑛) пространство обобщенных бесселевых потенци-

алов, см. (1);

φ(τ) = Φ
((

τ

𝑉𝑛

) 1
𝑛

)
, τ ∈ (0,𝑇 ); 𝑇 = 𝑉𝑛𝑅

𝑛;

φ(τ) = 𝐺∗(τ); τ > 𝑇 . (33)

Кроме того, мы предполагаем, что верна оценка (25), ядро 𝐺 удовлетво-

ряет предположениям Теоремы 1.2.1 и

sup
𝑡∈(0,𝑇 ]

{
1

𝑉 (𝑡)
1
𝑝

𝑡

∫
0

φ(τ) dτ

}
< ∞, 0 < 𝑝 ⩽ 1; (34)

( 𝑇

∫
0

( 𝑡

∫
0

φ(τ) dτ

)𝑝′
𝑣(𝑡) d𝑡
𝑉 (𝑡)𝑝′

) 1
𝑝′

< ∞, 1 < 𝑝 < ∞, 𝑝′ =
𝑝

𝑝 − 1
. (35)

Тогда верны следующие утверждения:

1. 𝑢 ∈ 𝐶(ℝ𝑛);

2. Если 0 < 𝑝 ⩽ 1, то существует 𝑐3 ∈ ℝ+ такое, что при 0 < 𝑡 < 𝑇

ω𝑘
𝐶

(
𝑢; 𝑡

1
𝑛

)
⩽ 𝑐3𝐴𝑝(𝑡)‖𝑢‖𝐻𝐺

Λ𝑝(𝑣)
, (36)
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где

𝐴𝑝(𝑡) = sup
ξ∈(0,𝑡)

{
1

𝑉 (ξ)
1
𝑝

ξ

∫
0

φ(τ) dτ

}
. (37)

3. Если 1 < 𝑝 < ∞, то существует 𝑐4 ∈ ℝ+ такое, что при 0 < 𝑡 ⩽ 𝑇

ω𝑘
𝐶

(
𝑢; 𝑡

1
𝑛

)
⩽ 𝑐4𝐷𝑝(𝑡)‖𝑢‖𝐻𝐺

Λ𝑝(𝑣)
, (38)

где

𝐷𝑝(𝑡) =

[ 𝑡

∫
0

( ξ

∫
0

φ(τ) dτ

)𝑝′
𝑣(ξ) dξ
𝑉 (ξ)𝑝′

+

( 𝑡

∫
0

φ(τ) dτ

)𝑝′

𝑉 (𝑡)−
𝑝′

𝑝

] 1
𝑝′

. (39)

Параграф 2.3. Доказаны теоремы об оценке аппроксимативных чи-

сел оператора вложения пространства потенциалов в пространство

непрерывных функций.

Определение 2.3.1. [18] Для (квази)нормированногофункционального про-

странства 𝑋 на ℝ𝑛, с 𝑋 ↪ 𝐶 , его оболочкой модулей непрерывности

ξ𝑋𝐶 ∶ (0,∞) → (0,∞] назовем функцию

ξ𝑋𝐶 (𝑡) = sup‖𝑓‖𝑋⩽1
ω(𝑓,𝑡)

𝑡
, 𝑡 > 0, (40)

гдеω(𝑓,𝑡) = sup|ℎ|⩽𝑡 sup𝑥∈ℝ𝑛
|(𝑓 + ℎ) − 𝑓 (𝑥)|, 𝑡 > 0.

Определение 2.3.2. [18] Мы также можем определить мажорантную

функцию

𝑒𝑋(𝑡) = 𝑡ξ𝑋𝐶 (𝑡) = sup‖𝑓‖𝑋⩽1ω(𝑓,𝑡), 𝑡 ⩾ 0, (41)

неотрицательная, монотонно возрастающая функция. Кроме того, мож-

но также рассмотреть оболочку модулей гладкости, адаптированную к

модулям гладкости более высокого порядка,

ξ𝑋𝐶,𝑘(𝑡) = sup‖𝑓‖𝑋⩽1
ω𝑘

𝐶(𝑓,𝑡)
𝑡𝑘

= 𝑡−𝑘𝑒𝑋𝑘 (𝑡), 𝑡 ⩾ 0, 𝑘 ∈ ℕ. (42)
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В частности, мы обозначаем ξ𝑋𝐶,1 = ξ𝑋𝐶 . Mы хотим сосредоточиться

на связи между оболочками непрерывности и аппроксимативными числа-

ми компактных вложений. Напомним вкратце это понятие.

Определение 2.3.3. [18] Пусть 𝐴1, 𝐴2 –– два банаховых пространства и

пусть 𝑇 ∈ 𝐿(𝐴1,𝐴2) –– линейный и непрерывный оператор из 𝐴1 в 𝐴2. Aп-

проксимативные числа оператора 𝑇 определяются выражением:

𝑎𝑚 = inf
{‖𝑇 − 𝑆‖ ∶ 𝑆 ∈ 𝐿(𝐴1,𝐴2), rank𝑆 < 𝑚

}
. (43)

Пусть теперь Ω ⊂ ℝ𝑛 некоторая ограниченная область, 𝑋 –– некото-

рое функциональное пространство на ℝ𝑛, а 𝑋(Ω) –– сужение 𝑋(ℝ𝑛) на Ω.

Предположим, что 𝑋(Ω) ↪ 𝐶(Ω). Тогда существует 𝑐 > 0 такое, что для

всех 𝑚 ∈ ℕ, cм. [18; 19]

𝑎𝑚+1
(
𝑖𝑑 ∶ 𝑋(Ω) ↪ 𝐶(Ω)

)
⩽ 𝑐𝑚− 1

𝑛ξ𝑋𝐶,𝑘

(
𝑚− 1

𝑛

)
. (44)

Теорема 2.3.1. Пусть 𝐸 = Λ𝑝(𝑣) –– пространство Лоренца и Ω ⊂ ℝ𝑛 ––

некоторая ограниченная область. Здесь мы сохраняем введенные выше

обозначения и предполагаем, что выполнены условия Теоремы 2.2.1. Тогда,

есть следующие оценки.

1. Если 0 < 𝑝 ⩽ 1, то существует 𝑐0 ∈ ℝ+ такое, что

𝑎𝑚+1
(
𝑖𝑑 ∶ 𝐻𝐺

𝐸 (Ω) ↪ 𝐶(Ω)
)
⩽ 𝑐0𝐴𝑝

(
𝑚−1

)
; (45)

2. Если 1 < 𝑝 < ∞, то существует 𝑐1 ∈ ℝ+ такое, что

𝑎𝑚+1
(
𝑖𝑑 ∶ 𝐻𝐺

𝐸 (Ω) ↪ 𝐶(Ω)
)
⩽ 𝑐1𝐷𝑝

(
𝑚−1

)
. (46)

Основные результаты второй главы опубликованы в работах [20; 21]

из списка публикаций автора по теме диссертации.
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В Главе 3 установлены условия локализации γ-средних спектрально-

го разложения обобщенного потенциала Бесселя в случае базовых весовых

пространств Лоренца.

В третьей главе исследуются свойства спектральных разложений

обобщенных потенциалов Бесселя–Рисса в ряды по собственным функци-

ям оператора Лапласа в произвольных областях многомерного евклидова

пространства. Установлен критерий квадратичной суммируемости потен-

циалов, который необходим для построения разложений. Исследованы

условия локализации спектральных разложений. Их выполнение основа-

но на оценках, связывающих установленные ранее свойства равномерных

модулей непрерывности потенциалов с функциональными характеристи-

ками метода суммирования спектральных разложений. Рассмотренный

метод суммирования существенно обобщает классический метод средних

Рисса.

Параграф 3.1. Обоснование свойств локализации.

Пусть ℝ𝑛 мерное евклидово пространство и при 1 ⩽ 𝑝 ⩽ ∞ через

𝐿𝑝(ℝ𝑛) обозначается пространство Лебега с нормой

‖𝑓‖𝐿𝑝(ℝ𝑛) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

(
∫
ℝ𝑛

|𝑓 (𝑥)|𝑝 d𝑥) 1
𝑝

; 1 ⩽ 𝑝 < ∞;

ess sup
𝑥∈ℝ𝑛

{|𝑓 (𝑥)|}; 𝑝 = ∞.
(47)

Пусть 𝐹 ⊂ ℝ𝑛 –– произвольная область, (−Δ̂) –– произвольное самосопря-

женное неотрицательное расширение оператора Лапласа в 𝑛-мерной обла-

сти 𝐹 , 𝑦(𝑥,𝑡) –– упорядоченное спектральное представление пространства

𝐿2(𝐹 ) относительно (−Δ̂), dρ(𝑡) –– соответствующая спектральная мера, а{
𝑦𝑖(𝑥,𝑡)

}𝑚
𝑖=1 –– система собственных функций. Таким образом, при любом
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фиксированном 𝑡 ⩾ 0,

𝑦𝑖(𝑥,𝑡) ∈ 𝐶∞(𝐹 ) ∩ 𝐿2(𝐹 ), Δ𝑦𝑖(𝑥,𝑡) + 𝑡2𝑦𝑖(𝑥,𝑡) = 0, 𝑥 ∈ 𝐹 . (48)

Здесь 𝑚 ⩽ ∞ –– кратность представления. Для каждого 𝑢 ∈ 𝐿2(𝐹 ) опреде-

лены преобразования Фурье

�̂� ∶=
{
�̂�𝑖(𝑡)

}𝑚
𝑖=1, �̂�𝑖(𝑡) = ∫𝐹

𝑢(𝑥)𝑦𝑖(𝑥,𝑡) d𝑥,

и спектральное разложение по системе 𝑦(𝑥,𝑡) ∶=
{
𝑦𝑖(𝑥,𝑡)

}𝑚
𝑖=1

𝑆µ(𝑢,𝑥) =

µ

∫
0

�̂�(𝑡)𝑦(𝑥,𝑡) dρ(𝑡), µ > 0, (49)

�̂�𝑦 =
𝑚∑
𝑖=1

�̂�𝑖𝑦𝑖.

Пусть 𝑠 > 0 и ψ –– функция на (0,1] со свойствами: 0 < ψ ↓ при (0,1] и

ψ(𝑡) ≅ ψ(τ), если 𝑡 ≅ τ. Кроме того, для 𝑠 > 0 положим 𝑠0 = 𝑠 если 𝑠 ⩽ 1;

𝑠0 = 1, если 𝑠 > 1 и потребуем, чтобы

1. ψ𝑠0(𝑡) =

𝑡

∫
0

τ𝑠0−1ψ(τ) dτ < ∞, 𝑡 ∈ (0,1]; (50)

2. ψ ∈ 𝐶2(0,1); |||ψ′(τ)||| ⩽ 𝑐ψ(τ)τ−1, |||ψ(τ)′′||| ⩽ 𝑐ψ(τ)τ−2; (51)

τ ∈ (0,1],

3.

1

∫
0

(1 − τ)𝑠−1ψ(τ) dτ = Γ(𝑠). (52)

Определим γ как 𝑠-й интеграл Римана–Лиувилля.

γ(𝑡) = 1
Γ(𝑠)

𝑡

∫
0

(𝑡 − τ)𝑠−1ψ(τ) dτ, 𝑡 ∈ (0,1]. (53)

Введем γ-средние спектрального разложения как

σγ
µ
(𝑢,𝑥) =

µ

∫
0

�̂�(𝑡)𝑦(𝑥,𝑡)γ
(
1 − 𝑡2

µ2

)
dρ(𝑡), µ > 0, (54)
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для 𝑢 ∈ 𝐻𝐺
𝐸 (ℝ

𝑛). Мы видим, что γ(1) = 1 и если ψ(τ) ≡ Γ(𝑠 + 1), τ ∈ (0,1],

γ(𝑡) = 𝑡𝑠, то γ-средние сводятся к классическим средним Рисса порядка 𝑠,

см. [4] и [5].

Мы определяем

ω0(𝑡) =
𝑡
𝑛−1
2
+𝑠0−𝑠

ψ𝑠0(𝑡)
, 𝑡 ∈ (0,1].

Пусть α, β ⩾ 0 такие, что

𝑛 − 2
2

− 𝑠 < α ⩽ β < min
{
α + 3

2
, 𝑛
2
+ 1

}
.

Пусть функцияω удовлетворяет условиям

ω ∈ 𝐶[0,1], ω(𝑡)𝑡−α ↑, ω(𝑡)𝑡−β ↓ на (0,1],

lim
𝑡→+0

ω(𝑡)
ω0(𝑡)

= 0.

Параграф 3.2. Необходимые и достаточные условия для вложения

пространства потенциалов в пространство 𝐿2(ℝ𝑛).

Определение 3.2.1. Пусть 𝑘, 𝑛 ∈ ℕ; 𝑅 ∈ ℝ+. Говорят, что функция Φ

принадлежит классу ℑ𝑘,𝑛(𝑅), если она удовлетворяет следующим услови-

ям:

1. 0 < Φ ↓ on (0,𝑅); ∃ 𝑐 ∈ ℝ+ такой, что
𝑟

∫
0

Φ(ρ)ρ𝑛−1 dρ ⩽ 𝑐Φ(𝑟)𝑟𝑛, 𝑟 ∈ (0,𝑅);

∞

∫
𝑅

Φ(ρ)ρ𝑛−1 dρ < ∞.

2. 𝐺(𝑥) ∶= Φ(|𝑥|) ∈ 𝐶𝑘(ℝ𝑛∖{0}), и для

𝐺𝑘(𝑥) ∶=
∑
|α|=𝑘 |𝐷α𝐺(𝑥)|, 𝑥 ∈ ℝ𝑛∖{0},

справедлива оценка: для некоторых 𝑐1 ∈ ℝ+

|𝐺𝑘(𝑥)| ⩽ 𝑐1Ψ𝑘(|𝑥|), 𝑥 ∈ ℝ𝑛∖{0};
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где Ψ𝑘 ∈ 𝐶(ℝ+), 𝑇 = 𝑉𝑛𝑅𝑛

φ𝑘(τ) ∶= Ψ𝑘

((
τ

𝑉𝑛

) 1
𝑛

)
⩽ τ−𝑘∕𝑛φ(τ), τ ∈ (0,𝑇 ];

∞

∫
𝑇

φ𝑘(τ) dτ < ∞.

Теорема 3.2.1. Пусть выполнены обозначения и предположения (1), (2),

(13), и 𝐺(𝑥) = Φ(|𝑥|) ∈ 𝐿1(ℝ𝑛), Φ(|𝑥|) ∈ ℑ𝑘,𝑛(𝑅), 𝑉 (∞) = ∞ и более того

𝐵𝑝 ∶= 𝑠𝑢𝑝
[
𝑡
1
2𝑉 (𝑡)

−1
𝑝 ∶ 𝑡 ∈ ℝ+

]
< ∞, 0 < 𝑝 ⩽ 2;

𝐵𝑝 ∶=

( ∞

∫
0

[
𝑡
1
2𝑉 (𝑡)

−1
𝑝

]𝑠𝑣(𝑡) d𝑡
𝑉 (𝑡)

) 1
𝑠

< ∞, 2 < 𝑝 < ∞, 𝑠 =
2𝑝

𝑝 − 2
.

Тогда для 𝐸(ℝ𝑛) = Λ𝑝(𝑣) имеется вложение пространства обобщенных

бесселевых потенциалов

𝐻𝐺
𝐸 (ℝ

𝑛) ⊂ 𝐿2(ℝ𝑛).

Параграф 3.3. Сформулируем результат об условиях локализации γ-

средних спектрального разложения обобщенного потенциала Бесселя

в случае базовых весовых пространств Лоренца.

Пусть 𝐻𝐺
𝐸 (ℝ

𝑛) –– пространство обобщенных Бесселевых потенциа-

лов с 𝐸(ℝ𝑛) = Λ𝑝(𝑣). Мы полагаем, что справедливы обозначения и пред-

положения Tеоремы 2.2.1 и параграфа 2.2.

Теорема 3.3.1. Пусть выполнены условия Tеоремы 3.2.1 и пусть 𝐷, 𝐹 ––

области в ℝ𝑛, и 𝐷 ⊂⊂ 𝐹 .

lim
𝑡→+0

𝐴𝑝(𝑡𝑛)
ω0(𝑡)

= 0; при 0 < 𝑝 ⩽ 1, lim
𝑡→+0

𝐷𝑝(𝑡𝑛)
ω0(𝑡)

= 0; при 1 < 𝑝 < ∞,

гдеω0(𝑡) =
𝑡
𝑛−1
2
+𝑠0−𝑠

ψ0(𝑡)
, 𝑡 ∈ (0,1]. Кроме того, пусть

𝑢 ∈ 𝐻𝐺
𝐸 (ℝ

𝑛); 𝑢(𝑥) ≡ 0, 𝑥 ∈ 𝐷, (55)
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тогда для каждого компакта 𝐾 ⊂ 𝐷 равномерно по 𝑥 ∈ 𝐾 выполняется

соотношение:

lim
µ→∞

σγ
µ
(𝑢,𝑥) = 0. (56)

Пример 3.3.1. Для γ-средних Рисса порядков 𝑠, где 0 < 𝑠 < (𝑛 − 1)∕2,

мы полагаем что ψ(τ) = 𝑐, 𝑐 ∈ ℝ+, тогда ψ𝑠0(𝑡) = 𝑐𝑡𝑠0, и получаем, что

ω0(𝑡) =
1
𝑐
𝑡
𝑛−1
2
−𝑠. Тогда принцип локализации принимает вид

lim
𝑡→+0

𝐴𝑝(𝑡𝑛)
1
𝑐
𝑡
𝑛−1
2
−𝑠

= 0; при 0 < 𝑝 ⩽ 1,

и

lim
𝑡→+0

𝐷𝑝(𝑡𝑛)
1
𝑐
𝑡
𝑛−1
2
−𝑠

= 0; при 1 < 𝑝 < ∞,

𝑢 ∈ 𝐻𝐺
𝐸 (ℝ

𝑛); 𝑢(𝑥) ≡ 0, 𝑥 ∈ 𝐷. (57)

Для каждого компакта 𝐾 ⊂ 𝐷 равномерно по 𝑥 ∈ 𝐾 выполняется соот-

ношение:

lim
µ→∞

σγ
µ
(𝑢,𝑥) = 0. (58)

Замечание 3.3.1. Заметим, что функции Φ ∈ ℑ𝑘,𝑛(𝑅) могут обладать

свойством

Φ(ρ) = 0, ρ ∈ [2𝑅,∞). (59)

Таким образом, случай ядер с компактным носителем включен в нашу схе-

му.

Замечание 3.3.2. Заметим, что если ядро 𝐺 обобщенных бесселевых по-

тенциалов имеет компактный носитель на 𝐵2𝑅 =
{
𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ |𝑥| < 2𝑅

}
,

см. условие (59), то для 𝑢 ∈ 𝐻𝐺
𝐸 (ℝ

𝑛) имеем

𝑢(𝑥) = (𝐺 ∗ 𝑓 )(𝑥) ≡ 0, 𝑥 ∈ 𝐷,
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если функция 𝑓 ∈ 𝐸(ℝ𝑛) удовлетворяет условию

𝑓 (𝑥) ≡ 0, 𝑥 ∈ 𝐷2𝑅 =
{
𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ ρ(𝑥,𝐷) < 2𝑅

}
,

где

ρ(𝑥,𝐷) = inf
{|𝑥 − 𝑦| ∶ 𝑦 ∈ 𝐷

}
,

расстояние от 𝑥 до 𝐷.

Основные результаты третьей главы опубликованы в работе [22] из

списка публикаций автора по теме диссертации.

Степень достоверности результатов, полученных в диссертации,

обеспечивается строгостью приведенных доказательств, многочисленны-

ми выступлениями на семинарах, конференциях и школах, а также имею-

щимися публикациями в рецензируемых изданиях, которые индексируют-

ся международными базами данных.

Апробация результатов

Результаты, представленные в диссертационной работе, излагались

на научном семинаре Северо-Кавказского центра математических ис-

следований ВНЦ РАН и Южного математического института ВНЦ РАН

под руководством д.ф.-м.н., проф. А. Г. Кусраева, к.ф.-м.н. М. А. Пли-

ева; в Российском университете дружбы народов на научном семинаре

под руководством профессоров А. В. Арутюнова, В. И. Буренкова и М.

Л. Гольдмана, в МГУ им. М. В. Ломоносова на научном семинаре на

механико-математическом факультете под руководством профессоров Г.

Г. Магарил-Ильяева и К.Ю. Осипенко, на научном семинаре на факультете

вычислительной математики и кибернетики под руководством академика

Е. И.Моисеева и профессора И. С. Ломова. Кроме того, результаты диссер-

тации докладывались на Международной научной конференции студен-

тов, аспирантов и молодых ученых Ломоносов (Москва, 2019-2020-2021);
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на Международной научной конференции (Ninth International Scientific

Conference ”Modern Methods, Problems and Applications of Operator Theory

and Harmonic Analysis IX”. Rostov-on-Don, 2018–2019); на 31-й Крым-

ской Осенней Математической Школе-симпозиуме по спектральным

и эволюционным задачам (Севастополь, 2020); на 5-й Международ-

ной конференции «Функциональные пространства. Дифференциальные

операторы. Проблемы математического образования» (Москва, 2018);

на Международной научной конференции «Interdisciplinary Research in

Science, Engineering and Technology» (Bangalore, India, 2021); на Между-

народной научной конференции «Order Analysis and Related Questions of

Mathematical Modelling, XVI.» (Vladikavkaz, 2021).

Публикации

Основные результаты диссертации опубликованы в статьях [16;

20––23] из списка литературы, а также в следующих тезисах конференций.
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Глава 1. Критерии вложений пространства потенциалов в

пространство Кальдерона в случае базовых весовых пространств

Лоренца

В данной главе установлены точные оценки модулей непрерывности

порядка 𝑘 ∈ ℕ. Отметим, что общие точные по порядку оценки для моду-

лей непрерывности потенциалов были получены работах М.Л. Гольдмана

и A. В. Малышевой [15]. Здесь мы конкретизируем эти общие результа-

ты в случае, когда базовое пространство для потенциалов является весо-

вым пространством Лоренца с общими весовыми функциями. Полученная

конкретизация общих построений позволяет дать явные выражения для

точных мажорант модулей непрерывности потенциалов и применить эти

оценки для описания пространств типа Кальдерона, в которые вложены

пространства потенциалов. Результаты этого раздела опубликованы в ра-

боте [16] из списка публикаций автора по теме диссертации.

1.1 Определения и предварительные сведения. Общие свойства

потенциалов, построенных на базе весовых пространств Лоренца с

общими весами

В этом параграфе будут представлены общие свойства потенциалов,

построенных на базе весовых пространств Лоренца с общими весами. Че-

рез (𝑋,Σ,µ) (кратко: (𝑋;µ)) обозначим пространство с σ-алгеброй и мерой,

которую считаем неотрицательной и σ-конечной. Через 𝐿 = 𝐿(𝑋;µ) обо-

значим множество µ-измеримых функций, далее 𝐿0 = 𝐿0(𝑋;µ) есть мно-
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жество µ-измеримых конечных почти всюду функций, 𝐿+(𝑋;µ) = {𝑓 ∈

𝐿(𝑋;µ), 𝑓 ⩾ 0}; 𝐿+
0 (𝑋;µ) = 𝐿0(𝑋;µ) ∩ 𝐿+(𝑋;µ).

Определение 1.1.1. Отображение ρ ∶ 𝐿+ → [0,∞] есть идеальная ква-

зинорма (кратко: ИКН), если для всех 𝑓 , 𝑔, 𝑓𝑛 ∈ 𝐿+, 𝑛 ∈ ℕ выполнены

условия:

(p1) ρ(𝑓 ) = 0 ⇒ 𝑓 = 0, µ–почти всюду (кратко: µ–п.в.);

ρ(α𝑓 ) = αρ(𝑓 ), α ⩾ 0; ρ(𝑓 +𝑔) ⩽ 𝐶[ρ(𝑓 )+ρ(𝑔)], 𝑓 , 𝑔 ∈ 𝐿+; 𝐶 ⩾ 1

(свойство квазинормы);

(p2) 𝑓 ⩽ 𝑔, (µ–п.в.) ⇒ ρ(𝑓 ) ⩽ ρ(𝑔) (монотонность нормы);

(p3) 𝑓𝑛 ∈ 𝐿+, 𝑓𝑛 ↑ 𝑓 ⇒ ρ(𝑓𝑛) ↑ ρ(𝑓 )(𝑛 → ∞) (свойство Фату);

(p4) ρ(𝑓 ) < ∞ ⇒ 𝑓 < ∞ (µ–п.в.).

(p5) 0 < µ(σ) < ∞ ⇒ ρ(χσ) < ∞.

Здесь 𝑓𝑛 ↑ 𝑓 означает, что 𝑓𝑛 ⩽ 𝑓𝑛+1, lim𝑛→∞
𝑓𝑛 = 𝑓 , (µ–п.в.).

Понятие ИПшире понятия банахова функционального пространства

(кратко: БФП) введенного Беннеттом и Шарпли [1], идеальное квазибана-

хово пространство со свойством Фату есть идеальная структура в терми-

нологии книги Крейна–Петунина–Семенова [12].

Напомним определения функциональной нормы (кратко: ФН) и по-

рожденного его банахова функционального пространства (кратко: БФП)

(см. [1, Гл. 1]).

Определение 1.1.2. Пусть ρ есть ИКН множество 𝑥 = 𝑥(𝑓 ) всех функ-

ций из𝐿, для которых ρ(|𝑓 |) < ∞, называется идеальным пространством

(кратко: ИП) порожденных ИКН ρ; при этом для 𝑓 полагаем ‖𝑓‖𝑥 =

ρ(|𝑓 |).
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Определение 1.1.3. Отображение ρ ∶ 𝐿+ → [0,∞] есть ФН, если для

всех 𝑓 , 𝑔, 𝑓𝑛 ∈ 𝐿+, 𝑛 ∈ ℕ, всех констант 𝑎 ⩾ 0 и всех µ-измеримых под-

множеств 𝐸 ⊂ 𝑋 выполнены следующие условия:

(�̂�1) ρ(𝑓 ) = 0 ⇔ 𝑓 = 0, µ–п.в.;

ρ(α𝑓 ) = αρ(𝑓 ); ρ(𝑓 + 𝑔) ⩽ ρ(𝑓 ) + ρ(𝑔);

(p2) 0 ⩽ 𝑔 ⩽ 𝑓 , µ–п.в. ⇒ ρ(𝑔) ⩽ ρ(𝑓 ) (монотонность);

(p3) 0 ⩽ 𝑓𝑛 ↑ 𝑓 µ–п.в. ⇒ ρ(𝑓𝑛) ↑ ρ(𝑓 ) (𝑛 → ∞) (свойство Фату);

(�̂�4) µ(𝐸) < ∞ ⇒ ∫𝐸 𝑓 dµ ⩽ ℎ𝐸ρ(𝑓 ) (локальная интегрируемость)

для некоторой ℎ𝐸 ∈ ℝ, зависящей от 𝐸 и ρ, но не от 𝑓 ;

(�̂�5) µ(𝐸) < ∞ ⇒ ρ(χ𝐸) < ∞.

Замечание 1.1.1. Условие (�̂�1) является усилением условия (p1) из Опреде-

ления 1.1.1, когда 𝐶 = 1, то есть квазинорма превращается в норму.

Определение 1.1.4. Пусть ρ есть ФН. Множество 𝑋 = 𝑋(ρ) всех функ-

ций из 𝐾 , для которых ρ(|𝑓 |) < ∞, называется банаховым функциональ-

ным пространством (кратко: БФП), порожденным ФН ρ; при этом для

𝑓 полагаем ‖𝑓‖𝑋 = ρ(|𝑓 |).
Обозначим для 𝑓 ∈ 𝐿0 ⇒ λ𝑓 (𝑦) = µ

{
𝑥 ∈ 𝑆 ∶ |𝑓 (𝑥)| > 𝑦

}
, 𝑦 ∈

[0,∞) –– Лебегова функция распределения.Через �̇�0 обозначим множество

функций 𝑓 ∈ 𝐿0: λ𝑓 (𝑦) не тождественна∞.

Для 𝑓 ∈ �̇�0 введем невозрастающую перестановку 𝑓 ∗ как правую

обратную функцию к невозрастающей функции λ𝑓 , т. е.

𝑓 ∗(𝑡) = inf
{
𝑦 ∈ [0,∞) ∶ λ𝑓 (𝑦) ⩽ 𝑡

}
, 𝑡 ∈ ℝ+ = (0,∞).

Здесь 𝑓 ∗ ∶ ℝ+ → [0,∞] –– убывающая перестановка функции 𝑓 ∶ ℝ𝑛 →

ℝ, т. е. 𝑓 ∗ –– неотрицательная убывающая непрерывная справа функция
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на ℝ+ = (0,∞), которая является равноизмеримой с 𝑓 :

µ𝑛
{
𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ |𝑓 (𝑥)| > 𝑦

}
= µ1

{
𝑡 ∈ ℝ+ ∶ |𝑓 ∗(𝑡)| > 𝑦

}
, 𝑦 ∈ ℝ+,

где µ𝑛 –– 𝑛-мерная мера Лебега.

Определение 1.1.5. БФП 𝐸 = 𝐸(ℝ𝑛) называется перестановочно инвари-

антным пространством (кратко: ПИП), если его норма монотонна от-

носительно перестановок, т. е.

𝑓 ∗(𝑡) ⩽ 𝑔∗(𝑡), и 𝑔 ∈ 𝐸 ⇒ 𝑓 ∈ 𝐸 и ‖𝑓‖𝐸 ⩽ ‖𝑔‖𝐸 .
Примерами ПИП служат пространства Лебега 𝐿𝑝(ℝ𝑛), пространства

Лоренца, Орлича [12, с. 145], [13, с. 7].

Пространство потенциалов 𝐻𝐺
𝐸 ≡ 𝐻𝐺

𝐸 (ℝ
𝑛) определяем как множе-

ство сверток ядер потенциалов с функциями из базового пространства

𝐻𝐺
𝐸 (ℝ

𝑛) =
{
𝑢 = 𝐺 ∗ 𝑓 ∶ 𝑓 ∈ 𝐸(ℝ𝑛)

}
, (1.1)

где𝐸 –– перестановочно инвариантное пространство, а ядро𝐺 –– специаль-

ного вида ‖𝑢‖𝐻𝐺
𝐸
= inf

{‖𝑓‖𝐸 ∶ 𝑓 ∈ 𝐸(ℝ), 𝐺 ∗ 𝑓 = 𝑢
}
. (1.2)

Здесь свертка 𝐺 ∗ 𝑓 определяется как интеграл

(𝐺 ∗ 𝑓 )(𝑥) = (2π)−
𝑛
2 ∫
ℝ𝑛

𝐺(𝑥 − 𝑦)𝑓 (𝑦) d𝑦, (1.3)

(мы ввели здесь множитель (2π)−
𝑛
2 для удобства при использовании преоб-

разования Фурье).

Здесь мы существенно используем результаты работы [14], в которой

установлены точные теоремы вложения в ПИП для обобщенных потенци-

алов Бесселя:

𝐻𝐺
𝐸 (ℝ

𝑛) ⊂ 𝑋(ℝ𝑛). (1.4)
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Для ПИП 𝐸 ≡ 𝐸(ℝ𝑛) обозначим через 𝐸′ ≡ 𝐸′(ℝ𝑛) –– ассоциирован-

ное ПИП, т. е. ПИП, в котором норма задается соотношением

‖𝑔‖𝐸′ = sup
{
∫ℝ𝑛

|𝑓𝑔| dµ𝑛 ∶ 𝑓 ∈ 𝐸; ‖𝑓‖𝐸 ⩽ 1
}
, (1.5)

где µ𝑛 –– n мерного мера Лебега, 𝐸 ≡ 𝐸(ℝ+), 𝐸′ ≡ 𝐸′(ℝ+) –– их представ-

ления Люксембурга, т. е. такие ПИП, что

‖𝑓‖𝐸 = ‖𝑓 ∗‖𝐸 , ‖𝑔‖𝐸′ = ‖𝑔∗‖𝐸′, (1.6)

где 𝑓 , 𝑔 измеримые функции.

Ядро представления 𝐺 назовем допустимым, если

𝐺 ∈ 𝐿1(ℝ𝑛) + 𝐸′(ℝ𝑛).

Для 𝑅 ∈ ℝ+ введем класс монотонных функций ℑ𝑛(𝑅) следующим обра-

зом. Функция Φ ∶ (0,𝑅) → ℝ+ принадлежит классу ℑ𝑛(𝑅), если

1. Φ убывающая и непрерывная на (0,𝑅);

2. существует постоянная 𝑐 ∈ ℝ+ такая, что

𝑟

∫
0

Φ(ρ)ρ𝑛−1 dρ ⩽ 𝑐Φ(ρ)𝑟𝑛, 𝑟 ∈ (0,𝑅), (1.7)

φ(τ) = Φ
((

τ

𝑉𝑛

) 1
𝑛
)

∈ ℑ1(𝑇 ), 𝑇 = 𝑉𝑛𝑅
𝑛,

где 𝑉𝑛 –– объем 𝑛-мерного единичного шара.

Свойства ядер обсуждаются в определениях 1.1.6 – 1.1.8 ниже.

Замечание 1.1.2. Пусть𝐴(𝑥), 𝐵(𝑥) –– положительные функции на множе-

стве𝐷 ⊂ ℝ𝑛. Мы пишем𝐴(𝑥) ≅ 𝐵(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐷, если существует постоянная

𝑐 ⩾ 1 такая, что 𝑐−1 ⩽ 𝐴(𝑥)
𝐵(𝑥)

⩽ 𝑐, ∀𝑥 ∈ 𝐷.
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Определение 1.1.6. Пусть Φ ∈ ℑ𝑛(𝑅). Считаем, что 𝐺 ∈ 𝑆𝑅(Φ), если

𝐺(𝑥) ≅ Φ(|𝑥|), 𝑥 ∈ 𝐵𝑅 =
{
𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ |𝑥| < 𝑅

}
, 𝑅 ∈ ℝ+. (1.8)

Определение 1.1.7. Пусть Φ ∈ ℑ𝑛(𝑅), 𝑋(ℝ𝑛) –– ПИП. Считаем, что 𝐺 ∈

𝑆𝑅(Φ;𝑋), если

𝐺(𝑥) = 𝐺0
𝑅(𝑥) + 𝐺1

𝑅(𝑥);

𝐺0
𝑅(𝑥) = 𝐺(𝑥)χ𝐵𝑅

(𝑥); 𝐺1
𝑅(𝑥) = 𝐺(𝑥)χ𝐵𝑐

𝑅
(𝑥), (1.9)

где 𝐵𝑐
𝑅 дополнение к 𝐵𝑅,

𝐺0
𝑅(𝑥) ≅ Φ(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐵𝑅, 𝐺1

𝑅 ∈ 𝑋(ℝ𝑛).

Определение 1.1.8. Потенциалы 𝑢 ∈ 𝐻𝐺
𝐸 (ℝ

𝑛), 𝐸(ℝ𝑛) = Λ𝑝(𝑣) называются

обобщенными потенциалами Бесселя, если

Φ ∈ ℑ𝑛(𝑅), 𝐺 ∈ 𝑆𝑅(Φ;𝐿1 ∩ 𝐸′), ∫ℝ𝑛
𝐺 dµ𝑛 ≠ 0. (1.10)

Ввиду вложения𝐿1∩𝐿∞ ⊂ 𝐿1∩𝐸′, где𝐸(ℝ𝑛) = Λ𝑝(𝑣) наша схема включает

потенциалы Бесселя.

Определение 1.1.9. Пространствами Лоренца Λ𝑝(𝑣) и Γ𝑝
δ
(𝑣), где δ и

𝑣 > 0 –– измеримыефункции, называются пространства измеримыхфунк-

ций c конечными (квази)нормами:

‖𝑓‖Λ𝑝(𝑣) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

( ∞

∫
0

𝑓 ∗(𝑡)𝑝𝑣(𝑡) d𝑡
) 1

𝑝

; 0 < 𝑝 < ∞,

ess sup
𝑡∈(0,∞)

{
𝑓 ∗(𝑡)𝑣(𝑡)

}
; 𝑝 = ∞.

(1.11)

Пусть

𝑓 ∗∗
δ

= 1
𝑢(𝑡)

𝑡

∫
0

𝑓 ∗(𝑠)δ(𝑠) d𝑠; 𝑢(𝑡) =

𝑡

∫
0

δ(𝑠) d𝑠,
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‖𝑓‖Γ𝑝
δ
(𝑣) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

( ∞

∫
0

𝑓 ∗∗𝑝
δ

(𝑡)𝑣(𝑡) d𝑡
) 1

𝑝

; 0 < 𝑝 < ∞,

ess sup
𝑡∈(0,∞)

{
𝑓 ∗∗
δ
(𝑡)𝑣(𝑡)

}
; 𝑝 = ∞.

(1.12)

В частности, когда δ = 1,

‖𝑓‖Γ𝑝(𝑣) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

( ∞

∫
0

𝑓 ∗∗𝑝(𝑡)𝑣(𝑡) d𝑡
) 1

𝑝

; 0 < 𝑝 < ∞,

ess sup
𝑡∈(0,∞)

{
𝑓 ∗∗(𝑡)𝑣(𝑡)

}
; 𝑝 = ∞.

(1.13)

Замечание 1.1.3. Пусть 𝑓 ∗∗(𝑡) = 1
𝑡
∫ 𝑡
0 𝑓

∗(𝑠) d𝑠, 𝑓 ∗∗ ⩾ 𝑓 ∗ ⇒

⇒ ‖𝑓‖Γ𝑝(𝑣) ⩾ ‖𝑓‖Λ𝑝(𝑣)

⇒ Γ𝑝(𝑣) ⊂ Λ𝑝(𝑣). (1.14)

1.2 Точные по порядку оценки равномерных модулей непрерывности

потенциалов в случае вложения пространства потенциалов в

пространство непрерывных ограниченных функций

В этом параграфе будут установлены точные по порядку оценки рав-

номерных модулей непрерывности потенциалов в случае вложения про-

странства потенциалов в пространство непрерывных ограниченных функ-

ций.

Замечание 1.2.1. [24] Пусть 𝑝, 𝑞 ∈ (0,∞] и пусть 𝑣, δ, ω веса, и 𝑌 (𝑠) =

∫ 𝑠
0 δ(𝑡) d𝑡, 𝑉 (𝑠) = ∫ 𝑠

0 𝑣(𝑡) d𝑡, мы будем использовать результат из рабо-

ты [24]. Именно, при 1 < 𝑝 ⩽ 𝑞 < ∞, 1
𝑝
+ 1

𝑝′
= 1

‖𝑓‖Γ𝑞
δ
(𝑤) ⩽ 𝐶‖𝑓‖Λ𝑝(𝑣) ⟺
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𝐴3 = sup
𝑥>0

{( ∞

∫
0

(
𝑌 (𝑥)

𝑌 (𝑥) + 𝑌 (𝑡)

)𝑞

𝑤(𝑡) d𝑡
) 1

𝑞

( ∞

∫
0

(
𝑌 (𝑡)

𝑌 (𝑡) + 𝑌 (𝑥)

)𝑝′

.
𝑣(𝑡)
𝑉 𝑝′(𝑡)

d𝑡
) 1

𝑝′
}

< ∞.

Кроме того, наилучшая постоянная 𝐶 в оценке ‖𝑓‖Γ𝑞
δ
(𝑤) ⩽ 𝐶‖𝑓‖Λ𝑝(𝑣) удо-

влетворяет условию 𝐶 ≈ 𝐴3.

Определение 1.2.1. Пусть 𝐶(ℝ𝑛) пространство ограниченных и равно-

мерно непрерывных функций с нормой ‖𝑢‖𝐶 = sup𝑥∈ℝ𝑛 |𝑢(𝑥)|.
Модуль непрерывности для 𝑢 ∈ 𝐶(ℝ𝑛) в равномерной норме:

ω𝑘
𝐶(𝑢; τ) = sup

{‖‖‖Δ𝑘
ℎ𝑢
‖‖‖𝐶 ∶ |ℎ| ⩽ τ}, τ ∈ ℝ+.

Здесь Δ𝑘
ℎ𝑢(𝑥) –– 𝑘-я разность с шагом ℎ ∈ ℝ𝑛 в точке 𝑥 ∈ ℝ𝑛. Заметим,

что для 𝑢 ∈ 𝐶(ℝ𝑛)∶ ω𝑘
𝐶(𝑢; τ) → 0, (τ→ +0).

В наших результатах мы использовали Теорему 1.2.1 и Лемму 1.2.1.

Теорема 1.2.1. [15] Пусть 𝐺 ∈ 𝐿1(ℝ𝑛), 𝐺 ≠ 0, φ(τ) = 𝐺∗(τ), τ ∈ ℝ+, и

функция 𝑓 ∶ ℝ𝑛 → ℝ+, такова, что при некотором 𝑇 ∈ ℝ+

𝑇

∫
0

φ(τ)𝑓 ∗(τ) dτ < ∞. (1.15)

Тогда

1. Для свёртки

𝑢(𝑥) = ∫ℝ𝑛
𝐺(𝑥 − 𝑦)𝑓 (𝑦) d𝑦, 𝑥 ∈ ℝ𝑛, (1.16)

справедлива оценка

sup
𝑥∈ℝ𝑛

|𝑢(𝑥)| ⩽ 𝑐0

𝑇

∫
0

φ(τ)𝑓 ∗(τ) dτ, (1.17)
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𝑐0 = 1 +

( ∞

∫
𝑇

φ(τ) dτ

)( 𝑇

∫
0

φ(τ) dτ

)−1

. (1.18)

2. Пусть, кроме того, 𝐺 ∈ 𝐶𝑘(ℝ𝑛∖{0}), 𝑘 ∈ ℕ, для

𝐺𝑘(𝑥) =
∑
|α|=𝑘

|||𝐷α𝐺(𝑥)|||, 𝑥 ∈ ℝ𝑛, (1.19)

при 𝑐1 ∈ ℝ+ имеет место оценка

|𝐺𝑘(𝑥)| ⩽ 𝑐1Ψ𝑘(|𝑥|), 𝑥 ∈ ℝ𝑛, (1.20)

где

0 ⩽ β𝑘(τ) ∶= Ψ𝑘

((
τ

𝑉𝑛

) 1
𝑛

)
↓ на ℝ+, (1.21)

и выполнены соотношения

β𝑘(τ) ⩽ τ−𝑘∖𝑛φ(τ), τ ∈ (0,𝑇 ], (1.22)

∞

∫
𝑇

β𝐾(τ) dτ < ∞. (1.23)

Тогда свёртка 𝑢, определенная в (1.16), непрерывна на ℝ𝑛 и для 𝑡 ∈

(0,𝑇 ]

ω𝑘
𝐶

(
𝑢; 𝑡

1
𝑛

)
⩽ 𝑐2

𝑇

∫
0

[
τ−

𝑘
𝑛

τ−
𝑘
𝑛 + 𝑡−

𝑘
𝑛

]
φ(τ)𝑓 ∗(τ) dτ. (1.24)

Здесь 𝑐2 = 𝑐1𝑐𝑑, где

𝑑 = 1 + 2
𝑇β𝐾(𝑇 )

( ∞

∫
𝑇

β𝐾(τ) dτ

)
, (1.25)

𝑐1 –– поcтоянная из условия (1.20), 𝑐 = 𝑐(𝑘,𝑛) ∈ ℝ+.

Для полноты изложения приведем доказательство теоремы 1.2.1 [15].
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Доказательство. 1. По лемме Харди из равенства (1.16) следует,

что

|𝑢(𝑥)| ⩽ ∫ℝ𝑛
|𝐺(𝑥−𝑦)||𝑓 (𝑦)| d𝑦 ⩽

∞

∫
0

[𝐺(𝑥−∙)]∗(τ)𝑓 ∗(τ) dτ. (1.26)

Но функция 𝐺(𝑥 − 𝑦) как функция от 𝑦 ∈ ℝ𝑛 равноизмерима с 𝐺(𝑦)

при любом 𝑥 ∈ ℝ𝑛, так что

[𝐺(𝑥 − ∙)]∗(τ) = 𝐺∗(τ) = φ(τ), τ ∈ ℝ+.

Итак, для любого 𝑥 ∈ ℝ𝑛

|𝑢(𝑥)| ⩽ ∞

∫
0

φ(τ)𝑓 ∗(τ) dτ =

𝑇

∫
0

φ(τ)𝑓 ∗(τ) dτ +

∞

∫
𝑇

φ(τ)𝑓 ∗(τ) dτ. (1.27)

Но 𝑓 ∗(τ) убывающая функция, поэтому
𝑇

∫
0

φ(τ)𝑓 ∗(τ) dτ ⩾ 𝑓 ∗(𝑇 )

𝑇

∫
0

φ(τ) dτ,

∞

∫
𝑇

φ(τ)𝑓 ∗(τ) dτ ⩽ 𝑓 ∗(𝑇 )

∞

∫
𝑇

φ(τ) dτ.

Итак
∞

∫
𝑇

φ(τ)𝑓 ∗(τ) dτ ⩽
𝑇

∫
0

φ(τ)𝑓 ∗(τ) dτ

( ∞

∫
𝑇

φ(τ) dτ

)( 𝑇

∫
0

φ(τ) dτ

)−1

. (1.28)

Подставив эту оценку в (1.27) приходим к соотношениям (1.17) и (1.18).

Подставив оценку
(
Δ𝑘

ℎ𝑢
)
(𝑥), в силу (1.16) получим(

Δ𝑘
ℎ𝑢
)
(𝑥) = 1 + 2, (1.29)

где

1 = ∫𝐵(𝑥,2𝑘|ℎ|)
(
Δ𝑘

ℎ𝐺
)
(𝑥 − 𝑦)𝑓 (𝑦) d𝑦, (1.30)

2 = ∫ℝ𝑛∖𝐵(𝑥,2𝑘|ℎ|)
(
Δ𝑘

ℎ𝐺
)
(𝑥 − 𝑦)𝑓 (𝑦) d𝑦. (1.31)
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Известна формула(
Δ𝑘

ℎ𝐺
)
(τ) =

𝑘∑
𝑙=0

(−1)𝑘−𝑙𝐶 𝑙
𝑘𝐺(τ + 𝑙𝑘), τ ∈ ℝ𝑛.

Из экстремальных свойств убывающих перестановок

|||||∫𝐷
𝑓 (𝑦)𝑔(𝑦) d𝑦

||||| ⩽
µ(𝐷)

∫
𝐷

𝑓 ∗(τ)𝑔∗(τ) dτ.

При 𝐷 = 𝐵(𝑥,2𝑘|ℎ|), т. е. µ(𝐷) = 𝑉𝑛(2𝑘|ℎ|)𝑛 ≡ δ(ℎ).
Где 𝑔(𝑦) = 𝐺(𝑥 + 𝑙ℎ − 𝑦) равноизмерима с 𝐺(𝑦), и так

𝑔∗(τ) = 𝐺∗(𝑥) = φ(τ).

Получим

|||||∫𝐵(𝑥,2𝑘|ℎ|)𝐺(𝑥 + 𝑙ℎ − 𝑦)𝑓 (𝑦) d𝑦
||||| ⩽

δ(ℎ)

∫
𝐷

φ(τ)𝑓 ∗(τ) dτ.

Из этой оценки и формулы для 1, учитывая, что
∑𝑘

𝑙=0 𝐶
𝑙
𝑘 = 2𝑘, получим

|1| ⩽ 2𝑘
δ(ℎ)

∫
0

φ(τ)𝑓 ∗(τ) dτ, δ(ℎ) = 𝑉𝑛(2𝑘|ℎ|)𝑛.
Итак

|1| ⩽ 2𝑘+𝑛
2−𝑛δ(ℎ)

∫
0

φ(τ)𝑓 ∗(τ) dτ, 2−𝑛δ(ℎ) = 𝑉𝑛(𝑘|ℎ|)𝑛. (1.32)

𝑓 ∗ убывает, а тогда убывает среднее интегральное

1
δ(ℎ)

δ(ℎ)

∫
0

φ(τ)𝑓 ∗(τ) dτ ⩽ 1
2−𝑛δ(ℎ)

2−𝑛δ(ℎ)

∫
0

φ(τ)𝑓 ∗(τ) dτ.

Из нее следует (1.32).

Tеперь оценим 2 (1.31). Мы используем известную формулу

(
Δ𝑘

ℎ𝐺)(𝑧) = |ℎ|𝑘 𝑘

∫
0

𝜕𝑘𝐺
𝜕ℎ𝑘 (𝑧 + λℎ)𝑀𝑘(λ) dλ, 𝑧 ∈ ℝ𝑛. (1.33)
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Здесь𝑀𝑘 –– ядра представления, и они определяются индуктивно:

𝑀1(λ) = χ(0;1)(λ), 𝑀𝑗(λ) =
(
𝑀1 ∗ 𝑀𝑗−1

)
(λ), 𝑗 = 2, 3,… (1.34)

𝜕𝑘𝐺
𝜕ℎ𝑘 –– производная порядка 𝑘 по направлению вектора ℎ ∈ ℝ𝑛, ℎ ≠ 0. Те-

перь можно использовать свойства ядер:

0 ⩽ 𝑀𝑘(λ) ⩽ 1, supp𝑀𝑘 = [0,𝑘],

𝑘

∫
0

𝑀𝑘(λ) dλ = 1, (1.35)

𝑀𝑘(λ) ≅ λ𝑘−1, λ ∈ (0,1]. (1.36)

Известна формула

||||𝜕𝑘𝐺𝜕ℎ𝑘 (𝑥)
|||| ⩽ 𝑐𝑘,𝑛

∑
|α|=𝑘 |𝐷α𝐺(𝑥)| = 𝑐𝑘,𝑛𝐺𝑘(𝑥).

Из этой оценки и (1.33), получим

|||(Δ𝑘
ℎ𝐺

)
(𝑥 − 𝑦)||| ⩽ 𝑐𝑘,𝑛|ℎ|𝑘 𝑘

∫
0

𝐺𝑘(𝑥 + λℎ − 𝑦)𝑀𝑘(λ) dλ.

Из этой оценки и (1.20), получим

|||(Δ𝑘
ℎ𝐺

)
(𝑥 − 𝑦)||| ⩽ 𝑐1𝑐𝑘,𝑛|ℎ|𝑘 𝑘

∫
0

β𝑘
(|𝑥 + λℎ − 𝑦|)𝑀𝑘(λ) dλ.

У нас для 𝑦 ∈ ℝ𝑛∖𝐵(𝑥,2𝑘|ℎ|) будет |𝑥 − 𝑦| ⩾ 2𝑘|ℎ| и при λ ∈ (0,𝑘].

1
2
|𝑥 − 𝑦| ⩽ |𝑥 + λℎ − 𝑦| ⩽ 3

2
|𝑥 − 𝑦|.

Из убывания Ψ𝑘 и (1.31) следует

Ψ𝑘(|𝑥 + λℎ − 𝑦|) ⩽ Ψ𝑘(2−1|𝑥 − 𝑦|), λ ∈ (0,𝑘].

Из (1.35), получаем

|||(Δ𝑘
ℎ𝐺

)
(𝑥 − 𝑦)||| ⩽ 𝑐1𝑐𝑘,𝑛|ℎ|𝑘Ψ𝑘(2−1|𝑥 − 𝑦|).
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Из этой оценки и (1.31), получаем

|2| ⩽ 𝑐1𝑐𝑘,𝑛|ℎ|𝑘 ∫
ℝ𝑛∖𝐵(𝑥,2𝑘|ℎ|)

Ψ𝑘(2−1|𝑥 − 𝑦|)|𝑓 (𝑦)| d𝑦. (1.37)

Пусть функция

Ψ̃𝑘,ℎ(𝑦) =

⎧⎪⎨⎪⎩
Ψ𝑘(𝑘|ℎ|), при 0 < |𝑦| < 2𝑘|ℎ|,
Ψ𝑘

(|𝑦|
2

)
, при 2𝑘|ℎ| < |𝑦| < ∞.

(1.38)

Тогда в силу (1.37) получаем

|2| ⩽ 𝑐1𝑐𝑘,𝑛|ℎ|𝑘 ∫
ℝ𝑛

Ψ̃𝑘,ℎ(|𝑥 − 𝑦|)|𝑓 (𝑦)| d𝑦.
Но функция Ψ̃𝑘,ℎ(𝑥− 𝑦) равноизмерима с Ψ̃𝑘,ℎ(𝑦). Применим лемму Харди,

получаем

|2| ⩽ 𝑐1𝑐𝑘,𝑛|ℎ|𝑘 ∞

∫
0

Ψ̃∗
𝑘,ℎ(τ)𝑓

∗(τ) dτ. (1.39)

Mожно перейти к функции

Ψ𝑘,ℎ(𝑦) = Ψ̃𝑘,ℎ(2𝑦) =

⎧⎪⎨⎪⎩
Ψ𝑘(𝑘|ℎ|), при 0 < |𝑦| < 𝑘|ℎ|,
Ψ𝑘(|𝑦|), при 𝑘|ℎ| < |𝑦| < ∞.

(1.40)

Но Ψ̃∗
𝑘,ℎ(τ) = Ψ∗

𝑘,ℎ(2
−𝑛τ), τ ∈ ℝ+, и из (1.39)

|2| ⩽ 𝑐1𝑐𝑘,𝑛|ℎ|𝑘 ∞

∫
0

Ψ̃∗
𝑘,ℎ(2

−𝑛τ)𝑓 ∗(τ) dτ = 2𝑛𝑐1𝑐𝑘,𝑛|ℎ|𝑘 ∞

∫
0

Ψ∗
𝑘,ℎ(τ)𝑓

∗(2𝑛τ) dτ.

Имеем для τ ∈ ℝ+: поскольку 𝑓 ∗(2𝑛τ) ⩽ 𝑓 ∗(τ)

|2| ⩽ 𝑐1𝑐|ℎ|𝑘 ∞

∫
0

Ψ∗
𝑘,ℎ(τ)𝑓

∗(τ) dτ, 𝑐 = 2𝑛𝑐𝑘,𝑛. (1.41)

Но функция Ψ𝑘,ℎ (1.40) радиально симметрична и непрерывна справа как

функция от |𝑦| и она убывает по |𝑦| наℝ+, и такΨ∗
𝑘,ℎ из правой части (1.40),
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можно заменить в ней |𝑦| на ( τ

𝑉𝑛

) 1
𝑛 . Учитывая при этом равенства

β𝑘(τ) = Ψ𝑘

((
τ

𝑉𝑛

) 1
𝑛

)
, φ(τ) = Φ

((
τ

𝑉𝑛

) 1
𝑛

)
,.

Итак

Ψ̃∗
𝑘,ℎ(𝑦) =

⎧⎪⎨⎪⎩
β𝑘

(
2−𝑛δ(ℎ)

)
, при 0 < τ < 𝑉𝑛(𝑘|ℎ|)𝑛 ≡ 2−𝑛δ(ℎ),

β𝑘(τ), при τ ⩾ 2−𝑛δ(ℎ).

Из этой оценки и (1.41) получаем

|2| ⩽ 𝑐1𝑐|ℎ|𝑘[β𝑘
(
2−𝑛δ(ℎ)

) 2−𝑛δ(ℎ)

∫
0

𝑓 ∗(τ) dτ +  + ′

]
. (1.42)

Здесь

 =

𝑇

∫
2−𝑛δ(ℎ)

β𝑘(τ)𝑓 ∗(τ) dτ, ′ =

∞

∫
𝑇

β𝑘(τ)𝑓 ∗(τ) dτ. (1.43)

Но 𝑓 ∗(τ) убывающая функция и из (1.33) получим

′ ⩽ 𝑓 ∗(𝑇 )

∞

∫
𝑇

β𝑘(τ) dτ. (1.44)

Из убывания β𝑘𝑓 ∗, и если 0 ⩽ 2−𝑛δ(ℎ) ⩽ 𝑇 ∕2, то

 ⩾
𝑇

∫
𝑇 ∕2

β𝑘(τ)𝑓 ∗(τ) dτ ⩾ β𝑘(𝑇 )𝑓 ∗(𝑇 )𝑇
2
.

Если же 2−𝑛δ(ℎ) ∈ (𝑇 ∕2,𝑇 ], то

β𝑘
(
2−𝑛δ(ℎ)

) 2−𝑛δ(ℎ)

∫
0

𝑓 ∗(τ) dτ ⩾ β𝑘(𝑇 )𝑓 ∗(𝑇 )

𝑇 ∕2

∫
0

dτ = β𝑘(𝑇 )𝑓 ∗(𝑇 )𝑇
2
.

Поэтому можно писать

β𝑘
(
2−𝑛δ(ℎ)

) 2−𝑛δ(ℎ)

∫
0

𝑓 ∗(τ) dτ +  ⩾
β𝑘(𝑇 )𝑓 ∗(𝑇 )𝑇

2
. (1.45)
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Из (1.45) и (1.44) получим, что

′ ⩽

( ∞

∫
𝑇

β𝑘(τ) dτ

)
2

𝑇β𝑘(𝑇 )

[
β𝑘(2−𝑛δ(ℎ))

2−𝑛δ(ℎ)

∫
0

𝑓 ∗(τ) dτ + 
]
.

Подставим эту оценку в (1.42) и из (1.25) получим

|2| ⩽ 𝑐1𝑐|ℎ|𝑘𝑑(β𝑘)

[
β𝑘(2−𝑛δ(ℎ))

2−𝑛δ(ℎ)

∫
0

𝑓 ∗(τ) dτ + 
]
.

Но в (1.29) у нас (
Δ𝑘

ℎ𝑢
)
(𝑥) = 1 + 2.

Подставим значение 1, 2 в этой оценке

|||(Δ𝑘
ℎ𝑢
)
(𝑥)||| ⩽ 2𝑘+𝑛

2−𝑛δ (ℎ)

∫
0

φ(τ)𝑓 ∗(τ) dτ+

+ 𝑐(𝑘,𝑛)|ℎ|𝑘𝑑(β𝑘)

[
β𝑘(2−𝑛δ(ℎ))

2−𝑛δ(ℎ)

∫
0

𝑓 ∗(τ) dτ + 
]
. (1.46)

Теперь из условия (1.22) и из (1.43) следует, что

 ⩽
𝑇

∫
2−𝑛δ(ℎ)

τ−
𝑘
𝑛φ(τ) dτ,

|ℎ|𝑘β𝑘(2−𝑛δ(ℎ))

2−𝑛δ(ℎ)

∫
0

𝑓 ∗(τ) dτ ⩽

⩽ ̃̃𝑐(𝑘,𝑛)φ(2−𝑛δ(ℎ))

2−𝑛δ(ℎ)

∫
0

𝑓 ∗(τ) dτ ⩽ ̃̃𝑐(𝑘,𝑛)

2−𝑛δ(ℎ)

∫
0

φ(τ)𝑓 ∗(τ) dτ.

Подставим эти оценки в (1.46). Тогда,

|||(Δ𝑘
ℎ𝑢
)
(𝑥)||| ⩽ 𝑐1𝑐(𝑘,𝑛)𝑑(β𝑘)

[ 2−𝑛δ(ℎ)

∫
0

φ(τ)𝑓 ∗(τ) dτ+|ℎ|𝑘 𝑇

∫
2−𝑛δ(ℎ)

τ−𝑘∖𝑛φ(τ)𝑓 ∗(τ) dτ

]
.
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Имеем, что

τ−
𝑘
𝑛

τ−
𝑘
𝑛 + |ℎ|−𝑘 ≅

⎧⎪⎨⎪⎩
1, при τ ∈ (0,2−𝑛δ(ℎ)],

|ℎ|𝑘τ− 𝑘
𝑛 , при τ ∈ (2−𝑛δ(ℎ),𝑇 ],

с постоянными, зависящими от 𝑘, 𝑛.

Итак получим, что
𝑇

∫
0

[
τ−

𝑘
𝑛

τ−
𝑘
𝑛 + |ℎ|−𝑘

]
φ(τ)𝑓 ∗(τ) dτ ≅

≅

2−𝑛δ(ℎ)

∫
0

φ(τ)𝑓 ∗(τ) dτ + |ℎ|𝑘 𝑇

∫
2−𝑛δ(ℎ)

τ−𝑘∖𝑛φ(τ)𝑓 ∗(τ) dτ.

Таким образом,

sup
𝑥∈ℝ𝑛

|||(Δ𝑘
ℎ𝑢
)
(𝑥)||| ⩽ 𝑐1𝑐(𝑘,𝑛)𝑑(β𝑘)∫

0

[
τ−

𝑘
𝑛

τ−
𝑘
𝑛 + |ℎ|−𝑘

]
φ(τ)𝑓 ∗(τ) dτ.

Заметим теперь, что

ω𝑘
𝐶

(
𝑢; 𝑡

1
𝑛

)
= sup|ℎ|⩽𝑡 1𝑛

‖‖‖Δ𝑘
ℎ𝑢
‖‖‖𝐶(ℝ𝑛)

.

Итак,

ω𝑘
𝐶

(
𝑢; 𝑡

1
𝑛

)
⩽ 𝑐2

𝑇

∫
0

[
τ−

𝑘
𝑛

τ−
𝑘
𝑛 + 𝑡−

𝑘
𝑛

]
φ(τ)𝑓 ∗(τ) dτ. (1.47)

Здесь 𝑐2 = 𝑐1𝑐𝑑, где

𝑑 = 1 + 2
𝑇β𝐾(𝑇 )

( ∞

∫
𝑇

β𝐾(τ) dτ

)
.

Теорема 1.2.1 доказана.

Замечание 1.2.2. При выполнении условия φ(τ) ∈ 𝐸′(0,𝑇 ) неравен-

ство (1.15) выполнено для любой функции 𝑓 ∈ 𝐸(ℝ𝑛), т. е. Tеорема 1.2.1

применима для любого потенциала 𝑢 ∈ 𝐻𝐺
𝐸 (ℝ

𝑛), поскольку для него верна

формула (1.16).



49

Далее рассмотрены некоторые более простые оценки модулей непре-

рывности при дополнительных ограничениях на ядра потенциалов.

Лемма 1.2.1. [15] Пусть выполнено следующее условие:
𝑇

∫
𝑡

τ−
𝑘
𝑛φ(τ) dτ ⩽ 𝐵0𝑡

1− 𝑘
𝑛φ(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ], (1.48)

где 𝐵0 ∈ ℝ+ не зависит от 𝑡.

Кроме того, пусть выполнены условия Tеоремы 1.2.1. Тогда

ω𝑘
𝐶

(
𝑢; 𝑡

1
𝑛

)
⩽ 𝑐3

𝑡

∫
0

φ(τ)𝑓 ∗(τ) dτ, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ], (1.49)

где 𝑐3 = (1 + 𝐵0)𝑐2, 𝑐2 –– постоянная из (1.47).

Лемма 1.2.2. [15] Для классических потенциалов, если 𝑘 > α (см. замеча-

ние 1.3.1 и замечание 1.3.4), справедлива оценка

ω𝑘
𝐶

(
𝑢; 𝑡

1
𝑛

)
⩽ 𝑐

𝑡

∫
0

τ
α

𝑛
−1𝑓 ∗(τ) dτ, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ],

где 𝑐 = 𝑐(𝑘,𝑛,α,𝑇 ) ∈ ℝ+.

Теорема 1.2.2. Пусть 1 < 𝑞 < ∞, и пусть выполнены условия леммы 1.2.1

и, кроме того

𝐴3 ∶= sup
𝑥>0

{( ∞

∫
0

(
Φ0(𝑥)

Φ0(𝑡) + Φ0(𝑥)

)𝑞

𝑤(𝑡) d𝑡

) 1
𝑞

( ∞

∫
0

(
Φ0(𝑡)

Φ0(𝑡) + Φ0(𝑥)

)𝑞′ 𝑣(𝑡)
𝑉 𝑞′(𝑡)

d𝑡

) 1
𝑞′
}

< ∞,

тогда ‖‖‖‖ω𝑘
𝐶

(
𝑢; 𝑡

1
𝑛

)‖‖‖‖𝐿𝑞(�̃�)
⩽ 𝑐3𝑐‖𝑓‖Λ𝑞(𝑣), (1.50)

где �̃�(𝑡) = ω(𝑡)
Φ0(𝑡)𝑞

, Φ0(𝑡) = ∫ 𝑡
0 φ(τ) dτ, 𝑐3 –– постоянная из (1.49). Наилучшая

постоянная 𝑐 в оценке (1.50) удовлетворяет условию 𝑐 ≈ 𝐴3.
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Доказательство. Теоремы 1.2.2. Из леммы 1.2.1 следует, что

ω𝑘
𝐶

(
𝑢; 𝑡

1
𝑛

)
⩽ 𝑐3

𝑡

∫
0

φ(τ)𝑓 ∗(τ) dτ, 𝑡 ∈ (0𝑇 ,].

Мы будем использовать следующее обозначение

𝑓 ∗∗
φ
(𝑡) = 1( 𝑡∫

0
φ(τ) dτ

)
𝑡

∫
0

φ(τ)𝑓 ∗(τ) dτ,

и обозначим Φ0(𝑡) = ∫ 𝑡
0 φ(τ) dτ.

Подставим в (1.49) и получим неравенства

ω𝑘
𝐶

(
𝑢; 𝑡

1
𝑛

)
⩽ 𝑐3Φ0(𝑡)

1
Φ0(𝑡)

𝑡

∫
0

φ(τ)𝑓 ∗(τ) dτ, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ], (1.51)

итак,

ω𝑘
𝐶

(
𝑢; 𝑡

1
𝑛

)
⩽ 𝑐3Φ0(𝑡)𝑓 ∗∗

φ
(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ].

Из этой оценки следует, что

ω𝑘
𝐶

(
𝑢; 𝑡

1
𝑛

)
Φ0(𝑡)

⩽ 𝑐3𝑓
∗∗
φ
(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ].

Тогда получим ‖‖‖‖‖‖‖
ω𝑘

𝐶

(
𝑢; 𝑡

1
𝑛

)
Φ0(𝑡)

‖‖‖‖‖‖‖𝐿𝑞(ω)

⩽ 𝑐3
‖‖‖𝑓 ∗∗

φ

‖‖‖𝐿𝑞(ω)
.

Из определения нормы в 𝐿𝑞(ω), следует

⎛⎜⎜⎜⎝
∞

∫
0

|||||||
ω𝑘

𝐶

(
𝑢; 𝑡

1
𝑛

)
Φ0(𝑡)

|||||||
𝑞

ω(𝑡) d𝑡

⎞⎟⎟⎟⎠
1
𝑞

⩽ 𝑐3
‖‖‖𝑓 ∗∗

φ

‖‖‖𝐿𝑞(ω)
.

Итак, ‖‖‖ω𝑘
𝐶

(
𝑢; 𝑡

1
𝑛

)‖‖‖𝐿𝑞(ω̃)
⩽ 𝑐3

‖‖‖𝑓 ∗∗
φ

‖‖‖𝐿𝑞(ω)
,
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где �̃�(𝑡) = ω(𝑡)
Φ0(𝑡)𝑞

.

Но ‖‖‖𝑓 ∗∗
φ

‖‖‖𝐿𝑞(ω)
= ‖𝑓‖Γ𝑞

φ(ω) по определению 𝑓 ∗∗
φ
, так что последняя

оценка дает ‖‖‖ω𝑘
𝐶

(
𝑢; 𝑡

1
𝑛

)‖‖‖𝐿𝑞(ω̃)
⩽ 𝑐3‖𝑓‖Γ𝑞

φ(ω).

По Замечанию 1.2.1 отсюда следует, что

‖‖‖ω𝑘
𝐶

(
𝑢; 𝑡

1
𝑛

)‖‖‖𝐿𝑞(ω̃)
⩽ 𝑐3𝑐‖𝑓‖Λ𝑞(𝑣), (1.52)

причем наилучшая постоянная 𝑐 в оценке (1.50) удовлетворяет условию

𝑐 ≈ 𝐴3.

Здесь

𝐴3 ∶= sup
𝑥>0

{( ∞

∫
0

(
Φ0(𝑥)

Φ0(𝑡) + Φ0(𝑥)

)𝑞

𝑤(𝑡) d𝑡

) 1
𝑞

( ∞

∫
0

(
Φ0(𝑡)

Φ0(𝑡) + Φ0(𝑥)

)𝑞′ 𝑣(𝑡)
𝑉 𝑞′(𝑡)

d𝑡

) 1
𝑞′
}

< ∞,

где 𝑐3 –– постоянная из (1.49) и 𝑐 ≈ 𝐴3.

1.3 Оценка сверху модуля непрерывности для классического

потенциала Бесселя

Мы рассмотрим некоторые результаты [11]. Для пространства клас-

сических бесселевых потенциалов. yстановлены двусторонние оценки мо-

дуля непрерывности порядка 𝑘 ∈ ℕ. Рассмотрим некоторые выводы и

примеры об этом. Такие оценки допускают точные теоремы вложения про-

странства потенциалов в пространства 𝐶(ℝ𝑛).
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Замечание 1.3.1. Отметим, что классические ядра Бесселя–МакДональда

имеют вид

𝐺α(𝑥) = 𝑐(α,𝑛)ρ−γ𝐾γ(ρ), ρ = |𝑥| ∈ ℝ+, α ∈ (0,𝑛);

γ = 𝑛 − α
2

, (1.53)

где𝐾γ –– функцияМакДональда, см. [2]. Хорошо известные свойства этих

ядер устанавливают, что

𝐺α(𝑥) ≅ Φ(|𝑥|), 0 < |𝑥| < 𝑅; Φ(ρ) = ρα−𝑛 ∈ ℑ𝑛(𝑅);

𝐺α(𝑥) ≅ |𝑥|−γ− 1
2𝑒−|𝑥|, |𝑥| > 𝑅.

(1.54)

Теорема 1.3.1. Пусть 𝑘 ∈ ℕ, 0 < α < 𝑛, и функция 𝑓 ∶ ℝ𝑛 → 𝑅 такова

что

‖𝑓‖Λα∕𝑛(0,𝑇1) ∶=

𝑇1

∫
0

τα∕𝑛−1𝑓 ∗(τ) dτ < ∞, 𝑇1 ∈ (0,∞). (1.55)

Тогда свертка (1.3) ограничена и непрерывна, и для любого 𝑇 ∈ (0,∞) вы-

полняются следующие оценки:

‖𝑢‖𝐶(ℝ𝑛) ⩽ 𝑐0

𝑇1

∫
0

τα∕𝑛−1𝑓 ∗(τ) dτ = 𝑐0‖𝑓‖Λα∕𝑛(0,𝑇1); (1.56)

ω𝑘
𝐶

(
𝑢; 𝑡

1
𝑛

)
⩽ 𝑐1

𝑇

∫
0

ℎ𝑡(τ)𝑓 ∗(τ) dτ, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ]. (1.57)

Здесь,

ℎ𝑡(τ) = τ(α−𝑘)∕𝑛−1
(
τ−𝑘∕𝑛 + 𝑡−𝑘∕𝑛

)−1; (1.58)

𝑐𝑖 = 𝑐𝑖(𝑘,𝑛,α,𝑇1,𝑇 ) ∈ ℝ+, 𝑖 = 0,1.

Следствие 1.3.1. Пусть 𝑘 > α в теореме 1.3.1. Тогда,

ω𝑘
𝐶

(
𝑢; 𝑡

1
𝑛

)
⩽ 𝑐2

𝑡

∫
0

τα∕𝑛−1𝑓 ∗(τ) dτ, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ] (1.59)

с некоторой константой 𝑐2 = 𝑐2(𝑘,𝑛,α,𝑇1,𝑇 ) ∈ ℝ+.
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Замечание 1.3.2. Для любых 𝑇 ,𝑇1 ∈ ℝ+ будет верно следующее соотно-

шение:

min
{
1, 𝑇
𝑇1

}
⩽

( 𝑇

∫
0

τα∕𝑛−1𝑓 ∗(τ) dτ

)( 𝑇1

∫
0

τα∕𝑛−1𝑓 ∗(τ) dτ

)−1

⩽ max
{
1, 𝑇
𝑇1

}
.

Замечание 1.3.3. Пусть α > 𝑘, и функция 𝑓 ∶ ℝ𝑛 → ℝ, такова, что

𝑇1

∫
0

τ(α−𝑘)∕𝑛−1𝑓 ∗(τ) dτ < ∞.

Тогда из (1.57) и (1.58) следует, что,

ω𝑘
𝐶

(
𝑢; 𝑡

1
𝑛

)
⩽ 𝑐2𝑡

𝑘∕𝑛

𝑇

∫
0

τ(α−𝑘)∕𝑛−1𝑓 ∗(τ) dτ, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ].

Отметим, что такая оценка является наилучшей из возможных для мо-

дуля непрерывности порядка 𝑘. Также отметим, что при α ⩽ 𝑘, правая

часть оценки конечна только для нулевой функции 𝑓 .

Теорема 1.3.2. Пусть 𝑇 ∈ ℝ+, а функция σ ∶ ℝ+ → [0,∞) удовлетворяет

условиям:

σ ↓; σ(τ + 0) = σ(τ), τ ∈ (0,𝑇 ); σ(τ) = 0, τ ⩾ 𝑇 ;

𝑇

∫
0

τα∕𝑛−1σ(τ) dτ < ∞,

𝑇

∫
0

τ(α−𝑘)∕𝑛−1σ(τ) dτ = ∞. (1.60)

Тогда существует функция такая 𝑓0 ∶ ℝ𝑛 → ℝ, что

𝑓 ∗
0 (τ) ⩽ σ(τ), τ ∈ ℝ+, (1.61)

и для свертки

𝑢0(𝑥) = ∫
ℝ𝑛

𝐺α(𝑥 − 𝑦)𝑓0(𝑦) d𝑦
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справедлива следующая оценка

ω𝑘
𝐶

(
𝑢0; 𝑡

1
𝑛

)
⩾ 𝑐3

𝑇

∫
0

ℎ𝑡(τ)σ(τ) dτ, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ), (1.62)

с некоторой константой 𝑐3 = 𝑐3(𝑘,𝑛,α,𝑇 ) ∈ ℝ+.

Следствие 1.3.2. В условиях теоремы 1.3.2 имеет место и следующая

оценка с константой.

ω𝑘
𝐶

(
𝑢 ; 𝑡

1
𝑛

)
⩾ 2−1𝑐3

𝑡

∫
0

τα∕𝑛−1σ(τ) dτ, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ]. (1.63)

Замечание 1.3.4. [25] Пространство классических потенциалов

𝐻α
𝐸 ≡ 𝐻α

𝐸(ℝ
𝑛) определяем как множество сверток ядер Бесселя–

Макдональда с функциями из базового пространства

𝐻α
𝐸(ℝ

𝑛) =
{
𝑢 = 𝐺α ∗ 𝑓 ∶ 𝑓 ∈ 𝐸(ℝ𝑛)

}
, (1.64)

c нормой ‖𝑢‖𝐻α
𝐸
= ‖𝑓‖𝐸 ,

где 𝑢(𝑥) = 𝐺α ∗ 𝑓 (𝑥) = ∫
ℝ𝑛

𝐺α(𝑥 − 𝑦)𝑓 (𝑦)𝑑𝑦.

Отметим, что

𝐻α
𝐸(ℝ

𝑛) ⊂ 𝐶(ℝ𝑛) ⇔ τα∕𝑛−1 ∈ 𝐸′(0,𝑇 ), 𝑇 ∈ ℝ+. (1.65)

Это условие эквивалентно вложению в пространство Лоренца с нор-

мой (1.56). Поэтому такое пространство Лоренца является наибольшим ба-

зовым ПИП, для которого имеет смысл задача о поведении равномерного

модуля непрерывности. Рассмотрим следующий вариант функции, явля-

ющейся мажорантой модулей непрерывности на единичном шаре в про-

странстве потенциалов Бесселя:

Ω𝑘
𝐸,α(δ) = sup

{
ω𝑘

𝐶(𝑢; δ) ∶ 𝑢 ∈ 𝐻α
𝐸(ℝ

𝑛), ‖𝑢‖𝐻α
𝐸
⩽ 1

}
, δ ∈ ℝ+. (1.66)
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Тогда 0 ⩽ Ω𝑘
𝐸,α ↑. Наша цель –– получить точную по порядку оценку этой

функции вблизи начала координат.

Теорема 1.3.3. Пусть 𝑇 ∈ ℝ+ и 𝐸 = 𝐸(ℝ𝑛) –– ПИП.

1. Если τ(α−𝑘)∕𝑛−1 ∈ 𝐸′(0,𝑇 ), тогда для 𝑢 ∈ 𝐻α
𝐸(ℝ

𝑛) справедлива

оценка

ω𝑘
𝐶

(
𝑢; 𝑡

1
𝑛

)
⩽ 𝑐4‖𝑢‖𝐻α

𝐸
𝑡𝑘∕𝑛, 𝑡 ∈ (0,T), (1.67)

где 𝑐4 = 𝑐4(𝑘,𝑛,α,𝑇 ) ∈ ℝ+.

2. Если τ(α−𝑘)∕𝑛−1 ∉ 𝐸′(0,𝑇 ), то имеет место следующая двусто-

ронняя оценка с константами зависящими только от: 𝑘,𝑛,α,𝑇

Ω𝑘
𝐸,α

(
𝑡
1
𝑛

)
≅ ‖ℎ𝑡‖𝐸′(0,𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ). (1.68)

Следствие 1.3.3. Пусть 𝑘 > α в теореме 1.3.3. Тогда

Ω𝑘
𝐸,α

(
𝑡
1
𝑛

)
≅ ‖‖‖τα∕𝑛−1‖‖‖𝐸′(0,𝑡)

, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ). (1.69)

Следствие 1.3.4. Пусть 𝑘 = 1, в условиях теоремы 1.3.3. Тогда

𝐻α
𝐸(ℝ

𝑛) ⊂ 𝐿𝑖𝑝1(ℝ𝑛) ⇔ τ(α−1)∕𝑛−1 ∈ 𝐸′(0,𝑇 ), 𝑇 ∈ ℝ+.

Здесь ‖𝑢‖𝐿𝑖𝑝1 = ‖𝑢‖𝑐 + sup
{
ω1

𝐶(𝑢; δ)∕δ ∶ δ ∈ (0,1)
}
.

Следствие 1.3.5. [25] Из общих свойств модулей непрерывности следу-

ет, что оценка (1.67) является наилучшей из возможных. Кроме того, в

условиях части 2 теоремы 1.3.3 в силу (1.68) имеем следующую оценку:

ω𝑘
𝐶

(
𝑢; 𝑡

1
𝑛

)
⩽ 𝑐5‖𝑢‖𝐻α

𝐸
‖ℎ𝑡‖𝐸′(0,𝑇 ), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ). (1.70)

Она точна по порядку на единичном шаре потенциального пространства

Бесселя. Если 𝑘 > α, то эта оценка имеет следующий вид

ω𝑘
𝐶

(
𝑢; 𝑡

1
𝑛

)
⩽ 𝑐6‖𝑢‖𝐻α

𝐸

‖‖‖τα∕𝑛−1‖‖‖𝐸′(0,𝑇 )
, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ).
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Некоторые выводы и примеры.

Пример 1.3.1. Пусть 𝐸 = 𝐿𝑝(ℝ𝑛), 1 < 𝑝 < ∞. Потом, 𝐸′(0,𝑇 ) = 𝐿𝑝′(0,𝑇 ),

𝑝′ = 𝑝∕(𝑝 − 1). Кроме того

(1.65) ⇔ τα∕𝑛−1 ∈ 𝐿𝑝′(0,𝑇 ) ⇔ α > 𝑛∕𝑝;

Ω𝑘
𝐸,α

(
𝑡
1
𝑛

)
≅

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑡α∕𝑛−
1
𝑝 , 𝑛∕𝑝 < α < 𝑛∕𝑝 + 𝑘;

𝑡𝑛∕𝑘| ln |1∕𝑝′, α = 𝑛∕𝑝 + 𝑘;

𝑡𝑛∕𝑘, α > 𝑛∕𝑝 + 𝑘.

(1.71)

Пример 1.3.2. Пусть 𝐸 = Λ𝑝(𝑣), 1 < 𝑝 < ∞ пространство Лоренца (1.11).

Тогда,

𝐸′(0,𝑇 ) = Γ𝑝′(𝑤; (0,𝑇 )), 𝑤(τ) = τ𝑝′𝑣(τ)

( τ

∫
0

𝑣

)−𝑝′

;

‖𝑓‖Γ𝑝′ (𝑤;(0,𝑇 )) =

( 𝑇

∫
0

𝑓 ∗∗(τ)𝑝′𝑤(τ) dτ

) 1
𝑝′

; 𝑓 ∗∗(τ) = τ−1
τ

∫
0

𝑓 ∗ d𝑡.

Кроме того,

(1.65) ⇔ ‖‖‖τα∕𝑛−1‖‖‖Γ𝑝′ (𝑤;(0,𝑇 ))
≅

( 𝑇

∫
0

τ(α∕𝑛−1)𝑝
′𝑤(τ) dτ

) 1
𝑝′

< ∞.

Если это условие выполнено и 𝑘 > α, то

Ω𝑘
𝐸,α

(
𝑡
1
𝑛

)
≅

( 𝑡

∫
0

τ(α∕𝑛−1)𝑝
′𝑤(τ) dτ

) 1
𝑝′

, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) (1.72)

из-за (1.69); и если α ⩾ 𝑘, тогда из (1.68) следует

Ω𝑘
𝐸,α

(
𝑡
1
𝑛

)
≅

( 𝑇

∫
0

(ℎ𝑡
∗∗)𝑝′𝑤(τ) dτ

) 1
𝑝′

, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ). (1.73)
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Здесь ℎ𝑡 определяется по (1.58), а для τ ∈ (0,𝑇 ) имеет место следующая

оценка:

ℎ𝑡
∗∗(τ) ≅ τα∕𝑛−1χ(0,𝑡)(τ) + 𝑡𝑘∕𝑛χ(𝑡,𝑇 )(τ)

⎧⎪⎨⎪⎩
τ−1

(
1 + ln(𝑡−1τ)

)
, α = 𝑘,

τ(α−𝑘)∕𝑛−1, α > 𝑘.

Пример 1.3.3. Пусть 𝐺 ⊂ ℝ𝑛 ограниченная область, а 𝐻α
𝐸(𝐺),𝐶(𝐺) огра-

ничения на 𝐺 пространств 𝐻α
𝐸(ℝ

𝑛), 𝐶(ℝ𝑛). Тогда для τα∕𝑛−1 ∈ 𝐸′(0,𝑇 ),

𝑇 ∈ ℝ+ имеем вложение 𝐻α
𝐸(𝐺) ⊂ 𝐶(𝐺), и для аппроксимационных чи-

сел оператора вложения (см. Определение 2.3.3) имеет место следующая

оценка (см. [11])

𝑎𝑚(𝐼) ⩽ 𝑐Ω1
𝐸,α

(
𝑚

−1
𝑛

)
, 𝑚 ∈ 𝑁.

По порядку точные оценки дляΩ1
𝐸,α приведены (для 𝑘 = 1) в (1.68) и (1.69)

в общем случае, а также в (1.71), (1.72) для примеров 1.3.1 и 1.3.2.

1.4 Критерии вложений пространства потенциалов в пространство

Кальдерона. Приведена конкретизация этих вложений в случае

базовых весовых пространств Лоренца

В этом параграфе установлены критерии вложений пространства по-

тенциалов в пространствоКальдерона. Приведена конкретизация этих вло-

жений в случае базовых весовых пространств Лоренца.

Определение 1.4.1. Пусть 𝑋 = 𝑋(0,𝑇 ) идеальное пространство и 𝑘 ∈ ℕ.

Мы вводим пространство Кальдерона Λ𝑘(𝐶;𝑋), так

Λ𝑘(𝐶;𝑋) =
{
𝑢 ∈ 𝐶(ℝ𝑛) ∶ ω𝑘

𝐶

(
𝑢; 𝑡

1
𝑛

)
∈ 𝑋(0,𝑇 )

}
; (1.74)

‖𝑢‖Λ𝑘(𝐶;𝑋) = ‖𝑢‖𝐶 + ‖‖‖ω𝑘
𝐶

(
𝑢; 𝑡

1
𝑛

)‖‖‖𝑋(0,𝑇 )
. (1.75)
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Теорема 1.4.1. Пусть выполнены условия леммы 1.2.1, тогда при �̃� =

Λ𝑞(𝑣), 𝑋 = 𝐿𝑞(ω̃) имеет место критерий

𝐻𝐺
𝐸 (ℝ

𝑛) ⊂ Λ𝑘(𝐶;𝑋) ⇔ 𝐴3 < ∞,

где

𝐴3 ∶= sup
𝑥>0

{( ∞

∫
0

(
Φ0(𝑥)

Φ0(𝑡) + Φ0(𝑥)

)𝑞

𝑤(𝑡) d𝑡

) 1
𝑞

( ∞

∫
0

(
Φ0(𝑡)

Φ0(𝑡) + Φ0(𝑥)

)𝑞′ 𝑣(𝑡)
𝑉 𝑞′(𝑡)

d𝑡

) 1
𝑞′
}

.

Здесь 1 < 𝑞 < ∞, 1
𝑞
+ 1

𝑞′
= 1, �̃�(𝑡) = ω(𝑡)

Φ0(𝑡)𝑞
.

Доказательство. Теоремы 1.4.1.

Согласно теореме 1.2.2, при 𝐴3 < ∞, справедлива оценка

‖‖‖ω𝑘
𝐶

(
𝑢; 𝑡

1
𝑛

)‖‖‖𝐿𝑞(�̃�)
⩽ 𝑐‖𝑓‖Λ𝑞(𝑣). (1.76)

Отсюда следует вложение

𝐻𝐺
𝐸 (ℝ

𝑛) ⊂ Λ𝑘(𝐶;𝑋).

Теперь покажем, что

𝐻𝐺
𝐸 (ℝ

𝑛) ⊂ Λ𝑘(𝐶;𝑋) ⇒ 𝐴3 < ∞. (1.77)

где 𝐸 = Λ𝑞(𝑣), 𝑋 = 𝐿𝑞(�̃�), �̃�(𝑡) = ω(𝑡)
Φ0(𝑡)𝑞

, Φ0(𝑡) = ∫ 𝑡
0 φ(τ) dτ.

В работе [26] установлено, что

𝐻𝐺
𝐸 (ℝ

𝑛) ⊂ Λ𝑘(𝐶;𝑋) ⇔ 𝐾 ⟼ 𝑋,

где 𝐾 конус из функций в (0,𝑇 )

𝐾 =

{
ℎ(𝑡) =

𝑇

∫
0

Ω(𝑡,τ)σ(τ) dτ ∶ σ ∈ 𝐸0(0,𝑇 )

}
,
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ρ𝐾(ℎ) = inf

{‖σ‖𝐸(0,𝑇 );

𝑇

∫
0

Ω(𝑡,τ)σ(τ) dτ = ℎ(𝑡)

}
,

где

𝐸0(0,𝑇 ) =
{
σ ∈ 𝐸(0,𝑇 ) ∶ 0 ⩽ σ ↓

}
; Ω(𝑡,τ) = φ(τ)

(
1 + (τ∕𝑡)𝑘∕𝑛

)−1.
Поэтому можно писать

ℎ(𝑡) =

𝑇

∫
0

[
τ−

𝑘
𝑛

τ−
𝑘
𝑛 + 𝑡−

𝑘
𝑛

]
φ(τ)(τ) dτ, 0 ⩽ σ ↓ .

Но 0 < τ < 𝑡

⇒ τ−
𝑘
𝑛 > 𝑡−

𝑘
𝑛 ⇒ τ−

𝑘
𝑛 + 𝑡−

𝑘
𝑛 ≅ 𝑡−

𝑘
𝑛 ⇒

τ−
𝑘
𝑛

τ−
𝑘
𝑛 + 𝑡−

𝑘
𝑛

≅ 1.

Поэтому можно писать

ℎ(𝑡) ≅

𝑡

∫
0

φ(τ)σ(τ) dτ +

𝑇

∫
𝑡

[
τ−

𝑘
𝑛

τ−
𝑘
𝑛 + 𝑡−

𝑘
𝑛

]
φ(τ)σ(τ) dτ.

При условии
τ

∫
𝑡

τ−
𝑘
𝑛φ(τ) dτ ⩽ 𝐵0𝑡

1− 𝑘
𝑛φ(τ), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ],

где 𝐵0 ∈ ℝ+ не зависит от 𝑡, имеем:
𝑇

∫
𝑡

[
τ−

𝑘
𝑛

τ−
𝑘
𝑛 + 𝑡−

𝑘
𝑛

]
φ(τ)σ(τ) dτ ⩽

𝑡

∫
0

φ(τ)σ(τ) dτ.

Тогда

ℎ(𝑡) ≅

𝑡

∫
0

φ(τ)σ(τ) dτ; σ ∈ 𝐸0, ‖σ‖𝐸 = ρ𝐾(ℎ).

Вложение 𝐾 → 𝑋 означает, что 𝐾 ⊂ 𝑋, и ∃ 𝑐𝑘 ∈ ℝ+; ‖ℎ‖𝑥 ⩽ 𝑐𝑘ρ𝐾(ℎ), это

дает оценку ‖‖‖‖‖
𝑡

∫
0

φ(τ)σ(τ) dτ
‖‖‖‖‖𝑥 ⩽ 𝑐𝑘‖σ‖𝐸; 𝑐𝑘 ∈ ℝ+.
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При 𝐸 = Λ𝑞(𝑢), 𝑋 = 𝐿𝑞(�̃�), оценка примет вид

‖‖‖‖‖
𝑡

∫
0

φ(τ)σ(τ) dτ
‖‖‖‖‖𝐿𝑞(�̃�)

⩽ 𝑐𝑘‖σ‖Λ𝑞(𝑣).

Но

‖‖‖‖‖
𝑡

∫
0

φ(τ)σ(τ) dτ
‖‖‖‖‖𝐿𝑞(�̃�)

=

( ∞

∫
0

( 𝑡

∫
0

φ(τ)σ(τ) dτ

)𝑞

�̃�(𝑡) d𝑡

) 1
𝑞

=

=

( ∞

∫
0

(
1

Φ0(𝑡)

𝑡

∫
0

φ(τ)σ∗(τ) dτ

)𝑞

𝑤(𝑡) d𝑡

) 1
𝑞

=

=

( ∞

∫
0

φ(τ)σ∗∗(τ)𝑞𝑤(𝑡) d𝑡

) 1
𝑞

= ‖σ‖Γ𝑞
φ(𝑤).

Отсюда следует ‖σ‖Γ𝑞
φ(𝑤) ⩽ 𝑐𝑘‖σ‖Λ𝑞(𝑣)

По Замечанию 1.2.1 отсюда следует, что

𝐴3 < ∞,

где

𝐴3 ∶= sup
𝑥>0

{( ∞

∫
0

(
Φ0(𝑥)

Φ0(𝑡) + Φ0(𝑥)

)𝑞

𝑤(𝑡) d𝑡

) 1
𝑞

( ∞

∫
0

(
Φ0(𝑡)

Φ0(𝑡) + Φ0(𝑥)

)𝑞′ 𝑣(𝑡)
𝑉 𝑞′(𝑡)

d𝑡

) 1
𝑞′
}

.
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Глава 2. Точные по порядку оценки равномерных модулей

непрерывности потенциалов в случае базовых весовых пространств

Лоренца

В данной главе описано точные по порядку оценки равномерных мо-

дулей непрерывности потенциалов в случае базовых весовых пространств

Лоренца. Затем применяется этот результат для оценки аппроксимативных

чисел обобщенных потенциалов Бесселя, когда обобщенные потенциалы

Бесселя построены по основному весовому пространству Лоренца. Дока-

зана Теорема 2.2.1.

2.1 Определения и предварительные сведения

Будем рассматривать случай, когда ассоциированное пространство

𝐸(ℝ𝑛) является пространством Лоренца: 𝐸(ℝ𝑛) = Λ𝑝(𝑣).

Пусть 𝑣 > 0 –– измеримая функция на ℝ+. Рассмотрим пространство

Лоренца Λ𝑝(𝑣) (Определение 1.1.9). Считаем, что

0 < 𝑉 (𝑡) ∶=

𝑡

∫
0

𝑣(τ) dτ < ∞, 𝑡 ∈ ℝ+, sup
𝑡∈ℝ+

[
𝑉 (2𝑡)
𝑉 (𝑡)

]
< ∞, (2.1)

так называемое Δ2-условие. В этих предположениях 𝐸(ℝ𝑛) = Λ𝑝(𝑣)

является (квази) банаховым пространством, которое дает важный при-

мер перестановочно-инвариантного пространства (сокращенно ПИП) из-

за свойства:

𝑔∗ ⩽ 𝑓 ∗, 𝑓 ∈ 𝐸(ℝ𝑛) ⇒ 𝑔 ∈ 𝐸(ℝ𝑛), ‖𝑔‖𝐸 ⩽ ‖𝑓‖𝐸 ,
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(К. Беннетт и Р. Шарпли [1]). 𝐸′ = 𝐸′(ℝ𝑛) является ассоциированным. 𝐸′

это ПИП (1.5).)

При 1 < 𝑝 < ∞ описание ассоциированного пространства для

𝐸(ℝ𝑛) = Λ𝑝(𝑣) было получено Э. Сойером [17]. А именно,

‖𝑔‖𝐸′ = sup
0⩽ℎ↓

∞∫
0
𝑔∗(τ)ℎ(τ) dτ

(∞∫
0
ℎ(τ)𝑝𝑣(τ) dτ

) 1
𝑝

≈

≈

( ∞

∫
0

(( ξ

∫
0

𝑔∗(τ) dτ
)𝑝′

)
𝑣(ξ) dξ
𝑉 (ξ)𝑝′

) 1
𝑝′

. (2.2)

Здесь символ ≈ означает, что отношение левой и правой части находятся

между положительными константами, зависящими только от 𝑝 (а не от 𝑣

или 𝑔).

Замечание 2.1.1. Обратим внимание, что для 𝐸(ℝ𝑛) = Λ𝑝(𝑣)

𝐸′(ℝ𝑛) ≠ {0} ⇔ ∃𝑇 > 0 ∶

𝑇

∫
0

𝑡𝑝′𝑣(𝑡) d𝑡
𝑉 (𝑡)𝑝′

< ∞. (2.3)

Действительно, для 𝐷 ⊂ ℝ𝑛, µ𝑛(𝐷) = 𝑇 , имеем 𝑔(𝑥) = χ𝐷(𝑥) ∈ 𝐸′(ℝ𝑛),

поскольку 𝑔∗(τ) = χ(0,𝑇 )(τ) и

ξ

∫
0

𝑔∗(τ) dτ =

⎧⎪⎨⎪⎩
ξ, 0 < ξ ⩽ 𝑇 ,

𝑇 , ξ > 𝑇 ;

(‖𝑔‖𝐸′

)𝑝′ ⩽ 𝑐1

∞

∫
0

( ξ

∫
0

𝑔∗(τ) dτ

)𝑝′
𝑣(ξ) dξ
𝑉 (ξ)𝑝′

=

= 𝑐1

𝑇

∫
0

ξ𝑝
′𝑣(ξ) dξ
𝑉 (ξ)𝑝′

+ 𝑐1𝑇
𝑝′

∞

∫
𝑇

𝑣(ξ) dξ
𝑉 (ξ)𝑝′

< ∞,
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где
∞

∫
𝑇

𝑣(ξ) dξ
𝑉 (ξ)𝑝′

= 𝑉 (ξ)1−𝑝′

1 − 𝑝′
||||∞ξ=𝑇 ⩽ 𝑉 (𝑇 )1−𝑝′

𝑝′ − 1
< ∞.

С другой стороны, если ∃𝑔 ∈ 𝐸′(ℝ𝑛), 𝑔 ≠ 0, тогда существует 𝑐 > 0 и

𝑇 ∈ ℝ+ такой, что 𝑔∗(τ) ⩾ 𝑐, τ ∈ (0,𝑇 ). Тогда

∞ >
(‖𝑔‖𝐸′

)𝑝′

⩾ 𝑐2

𝑇

∫
0

( ξ

∫
0

𝑔∗(τ) dτ

)𝑝′
𝑣(ξ) dξ
𝑉 (ξ)𝑝′

⩾ 𝑐2𝑐
𝑝′

𝑇

∫
0

ξ𝑝
′𝑣(ξ) dξ
𝑉 (ξ)𝑝′

.

Всюду в этой главе мы предполагаем, что выполнено условие (2.3).

2.2 Доказательство результатов об оценке равномерных модулей

непрерывности потенциалов в случае базовых весовых пространств

Лоренца

Замечание 2.2.1. Пусть в условиях Tеоремы 1.2.1 𝐺 ∈ 𝐿1(ℝ𝑛) ∩𝐸′(ℝ𝑛) для

𝐸(ℝ𝑛) = Λ𝑝(𝑣), см. (1.11), (1.5), (2.1) – (2.3), а 𝑓 ∈ 𝐸(ℝ𝑛). Тогда неравен-

ство (1.17) показывает, что свертка (1.16) равномерно ограничена. Более

того, формула (1.24) показывает, что ω𝑘
𝐶

(
𝑢; 𝑡

1
𝑛

)
→ 0 при 𝑡 → +0, что

подразумевает, что 𝑢 ∈ 𝐶(ℝ𝑛).

Теорема 2.2.1. Пусть 𝐸(ℝ𝑛) = Λ𝑝(𝑣) –– пространство Лоренца, см. (1.11),

(1.5), (2.1) – (2.3) и𝐻𝐺
𝐸 (ℝ

𝑛) пространство обобщенных бесселевых потен-

циалов, см. (1.10);

φ(τ) = Φ
((

τ

𝑉𝑛

) 1
𝑛

)
, τ ∈ (0,𝑇 ); 𝑇 = 𝑉𝑛𝑅

𝑛;

φ(τ) = 𝐺∗(τ); τ > 𝑇 , (2.4)

где 𝑉𝑛 –– объем 𝑛-мерного единичного шара.
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Кроме того, мы предполагаем, что верна оценка (1.48), ядро 𝐺 удо-

влетворяет предположениям Теоремы 1.2.1 и

sup
𝑡∈(0,𝑇 ]

{
1

𝑉 (𝑡)
1
𝑝

𝑡

∫
0

φ(τ) dτ

}
< ∞, 0 < 𝑝 ⩽ 1; (2.5)

( 𝑇

∫
0

( 𝑡

∫
0

φ(τ) dτ

)𝑝′
𝑣(𝑡) d𝑡
𝑉 (𝑡)𝑝′

) 1
𝑝′

< ∞, 1 < 𝑝 < ∞, 𝑝′ =
𝑝

𝑝 − 1
. (2.6)

Тогда верны следующие утверждения:

1. 𝑢 ∈ 𝐶(ℝ𝑛);

2. Если 0 < 𝑝 ⩽ 1, то существует 𝑐3 ∈ ℝ+ такое, что при 0 < 𝑡 < 𝑇

ω𝑘
𝐶

(
𝑢; 𝑡

1
𝑛

)
⩽ 𝑐3𝐴𝑝(𝑡)‖𝑢‖𝐻𝐺

Λ𝑝(𝑣)
, (2.7)

где

𝐴𝑝(𝑡) = sup
ξ∈(0,𝑡)

{
1

𝑉 (ξ)
1
𝑝

ξ

∫
0

φ(τ) dτ

}
. (2.8)

3. Если 1 < 𝑝 < ∞, то существует 𝑐4 ∈ ℝ+ такое, что при 0 < 𝑡 ⩽ 𝑇

ω𝑘
𝐶

(
𝑢; 𝑡

1
𝑛

)
⩽ 𝑐4𝐷𝑝(𝑡)‖𝑢‖𝐻𝐺

Λ𝑝(𝑣)
, (2.9)

где

𝐷𝑝(𝑡) =

[ 𝑡

∫
0

( ξ

∫
0

φ(τ) dτ

)𝑝′
𝑣(ξ) dξ
𝑉 (ξ)𝑝′

+

( 𝑡

∫
0

φ(τ) dτ

)𝑝′

𝑉 (𝑡)−
𝑝′

𝑝

] 1
𝑝′

. (2.10)

Доказательство. теоремы 2.2.1

1) По теореме 1.2.1 (см. Замечание 2.2.1) имеем включение

𝐻𝐺
𝐸 (ℝ

𝑛) ⊂ 𝐶(ℝ𝑛).

В условиях теоремы 2.2.1 имеем эквивалентность (1.8), так что

𝐺∗(τ) ≅ φ(τ), 0 < τ ⩽ 𝑇 = 𝑉𝑛𝑅
𝑛.
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Вместе с равенством φ(τ) = 𝐺∗(τ), τ > 𝑇 , получаем

φ(τ) ≅ 𝐺∗(τ), τ ∈ ℝ+. (2.11)

Таким образом, применение Tеоремы 1.2.1 и замечания 2.2.1 к функции

𝑢 ∈ 𝐻𝐺
𝐸 (ℝ

𝑛), 𝐸(ℝ𝑛) = Λ𝑝(𝑣), дает: 𝑢 ∈ 𝐶(ℝ𝑛) и формулы (1.16) – (1.25),

(1.48), (1.49) верны. Здесь 𝑢 = 𝐺 ∗ 𝑓 , 𝑓 ∈ Λ𝑝(𝑣). Теперь воспользуемся

равенством

𝑡

∫
0

φ(τ)𝑓 ∗(τ) dτ =

{ 𝑡∫
0
φ(τ)𝑓 ∗(τ) dτ

‖𝑓‖Λ𝑝(𝑣)

}‖𝑓‖Λ𝑝(𝑣).

Тогда согласно (1.49) при 0 < 𝑡 < 𝑇

ω𝑘
𝐶

(
𝑢; 𝑡

1
𝑛

)
⩽ 𝑐3 sup

𝑔∈Λ𝑝(𝑣)

{ 𝑡∫
0
φ(τ)𝑔∗(τ) dτ

‖𝑔‖Λ𝑝(𝑣)

}‖𝑓‖Λ𝑝(𝑣). (2.12)

Обозначим

𝑔∗ = ℎ ∈ 𝐿𝑃 (𝑣); ‖𝑔‖Λ𝑝(𝑣) =

( ∞

∫
0

ℎ𝑝𝑣 dτ

) 1
𝑝

; 0 ⩽ ℎ ↓;

и получим

𝐹𝑡 ≡ sup
𝑔∈Λ𝑝(𝑣)

{ 𝑡∫
0
φ(τ)𝑔∗(τ) dτ

‖𝑔‖Λ𝑝(𝑣)

}
= sup

0⩽ℎ↓

{ 𝑡∫
0
φ(τ)ℎ(τ) dτ

(
∞∫
0
ℎ𝑝𝑣 dτ)

1
𝑝

}
. (2.13)

Здесь числитель не зависит от значений ℎ(τ) при τ ∈ (𝑡,∞). Следовательно,

“sup” реализуется на функциях ℎ, таких что ℎ(τ) = 0 при τ ∈ (𝑡,∞). Это

означает, что

sup
𝑔∈Λ𝑝(𝑣)

{ 𝑡∫
0
φ(τ)𝑔∗(τ) dτ

‖𝑔‖Λ𝑝𝑣

}
= sup

0⩽ℎ↓

𝑡∫
0
φ(τ)ℎ(τ) dτ

( 𝑡∫
0
ℎ𝑝𝑣dτ

) 1
𝑝

≡ 𝐵(𝑡). (2.14)
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2) Пусть 0 < 𝑝 ⩽ 1. Для вычисления 𝐵(𝑡) применим результат [27]. А

именно, где

𝐵(𝑡) ≡ sup
ξ∈(0,𝑡)

{ ξ∫
0
φ(τ) dτ

(
ξ∫
0
𝑣(τ) dτ)

1
𝑝

}
= 𝐴𝑝(𝑡).

Из (2.12) – (2.14) получаем для 𝑢 ∈ 𝐻𝐺
𝐸 (ℝ

𝑛), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ],

ω𝑘
𝐶

(
𝑢; 𝑡

1
𝑛

)
⩽ 𝑐3𝐴𝑝(𝑡)‖𝑓‖Λ𝑝(𝑣), 0 < 𝑝 ⩽ 1.

Здесь 𝑓 ∈ Λ𝑝(𝑣) –– любая функция такая, что 𝐺 ∗ 𝑓 = 𝑢 для данного

𝑢 ∈ 𝐻𝐺
𝐸 (ℝ

𝑛), возмем “inf” по множеству таких функций 𝑓 ∈ Λ𝑝(𝑣) для

данного 𝑢 ∈ 𝐻𝐺
𝐸 (ℝ

𝑛), и получаем

ω𝑘
𝐶

(
𝑢; 𝑡

1
𝑛

)
⩽ 𝑐3𝐴𝑝(𝑡) ‖𝑢‖𝐻𝐺

𝐸
, 𝐸 = Λ𝑝(𝑣). (2.15)

Это оценка (2.7) с постоянной 𝑐3 из (1.49).

3) Пусть 1 < 𝑝 < ∞. Положим в равенстве (2.13)

φ𝑡(τ) = φ(τ)χ(0,𝑡)(τ); 0 ⩽ φ𝑡(τ) ↓ ⇒ φ∗
𝑡 (τ) = φ𝑡(τ).

Тогда

𝐹𝑡 = sup
0⩽ℎ↓

{ ∞∫
0
φ𝑡(τ)ℎ(τ) dτ

(
∞∫
0
ℎ𝑝𝑣 dτ)

1
𝑝

}
= sup

0⩽ℎ↓

{ 𝑡∫
0
φ∗

𝑡 (τ)ℎ(τ) dτ

(
∞∫
0
ℎ𝑝𝑣 dτ)

1
𝑝

}
.

Теперь применим формулу (2.2) с 𝑔(τ) = φ𝑡(τ), τ ∈ ℝ+, и получим

𝐹𝑡 = ‖φ𝑡‖𝐸′ ≅

( ∞

∫
0

( ξ

∫
0

φ𝑡(τ) dτ

)𝑝′
𝑣(ξ)𝑑ξ
𝑉 (ξ)𝑝′

) 1
𝑝′

. (2.16)

Отметим, что
ξ

∫
0

φ𝑡(τ) dτ =

ξ

∫
0

φ(τ) dτ, ξ ∈ (0,𝑡);

ξ

∫
0

φ𝑡(τ) dτ =

𝑡

∫
0

φ(τ) dτ, ξ ⩾ 𝑡.
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Подставляем эти равенства в (2.16) и видим, что 𝐹𝑡 ≅ 𝐷𝑝(𝑡), 0 < 𝑡 ⩽ 𝑇 .

Поэтому из (2.12), (2.13) следует

ω𝑘
𝐶

(
𝑢; 𝑡

1
𝑛

)
⩽ 𝑐3𝐹𝑡‖𝑓‖Λ𝑝(𝑣) ⩽ 𝑐4𝐷𝑝(𝑡)‖𝑓‖Λ𝑝(𝑣), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ].

Отсюда аналогично (2.15) получаем, что при 𝑡 ∈ (0,𝑇 ].

ω𝑘
𝐶

(
𝑢; 𝑡

1
𝑛

)
⩽ 𝑐4𝐷𝑝(𝑡) ‖𝑢‖𝐻𝐺

𝐸
, 𝐸 = Λ𝑝(𝑣). (2.17)

Это завершает доказательство Tеоремы 2.2.1.

Замечание 2.2.2. Конкретизируем ответы в классических случаях: для

классического пространства потенциалы полагаем

φ(𝑡) = 𝑡
α

𝑛
−1, 0 < α < 𝑛, (2.18)

см. Замечание 1.3.1; для классического пространства Лоренца 𝐸(ℝ𝑛) =

Λ𝑝(𝑣) и 𝑣(𝑡) = 𝑡β. В этом случае условие нетривиальности 𝐸′(ℝ𝑛) ≠ {0},

см. (2.3) будет следующим: −1 < β ⩽ 𝑝 − 1 для 0 < 𝑝 ⩽ 1; −1 < β < 𝑝 − 1

для 𝑝 > 1.

Во всех формулах

𝑡

∫
0

φ(τ) dτ = 𝑛
α
𝑡
α

𝑛 , 𝑡 ∈ (0,𝑇 ); (2.19)

и условие (1.48) будет таким: 0 < α < 𝑘. В ответ получим

𝐴𝑝(𝑡) =
(β + 1)
α

𝑡
(

α

𝑛
−β−1

)
, α

𝑛
⩾ β + 1, 0 < 𝑝 ⩽ 1; (2.20)

𝐷𝑝(𝑡) ≅ 𝑡
(

α

𝑛
−β−1

)
; α

𝑛
⩾ β+1

𝑝
, 1 < 𝑝 < ∞. Доказательство результатов об

оценке равномерных модулей непрерывности потенциалов в случае базо-

вых весовых пространств Лоренца.
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2.3 Доказаны теоремы об оценке аппроксимативных чисел оператора

вложения пространства потенциалов в пространство непрерывных

функций

Определение 2.3.1. [18] Для (квази)нормированного функционального

пространства 𝑋 на ℝ𝑛, с 𝑋 ↪ 𝐶 , его оболочкой модулей непрерывности

ξ𝑋𝐶 ∶ (0,∞) → (0,∞] назовем функцию

ξ𝑋𝐶 (𝑡) = sup‖𝑓‖𝑋⩽1
ω(𝑓,𝑡)

𝑡
, 𝑡 > 0, (2.21)

гдеω(𝑓,𝑡) = sup|ℎ|⩽𝑡 sup𝑥∈𝑅𝑛
|(𝑓 + ℎ) − 𝑓 (𝑥)|, 𝑡 > 0.

Определение 2.3.2. [18] Мы также можем определить мажорантную

функцию

𝑒𝑋(𝑡) = 𝑡ξ𝑋𝐶 (𝑡) = sup‖𝑓‖𝑋⩽1ω(𝑓,𝑡), 𝑡 ⩾ 0, (2.22)

неотрицательная, монотонно возрастающая функция. Кроме того, мож-

но также рассмотреть оболочку модулей гладкости, адаптированную к

модулям гладкости более высокого порядка,

ξ𝑋𝐶,𝑘(𝑡) = sup‖𝑓‖𝑋⩽1
ω𝑘

𝐶(𝑓,𝑡)
𝑡𝑘

= 𝑡−𝑘𝑒𝑋𝑘 (𝑡), 𝑡 ⩾ 0, 𝑘 ∈ ℕ. (2.23)

В частности, мы обозначаем ξ𝑋𝐶,1 = ξ𝑋𝐶 . Mы хотим сосредоточиться

на связи между оболочками непрерывности и аппроксимативными числа-

ми компактных вложений. Напомним вкратце это понятие.

Определение 2.3.3. [18] Пусть 𝐴1, 𝐴2 –– два банаховых пространства и

пусть 𝑇 ∈ 𝐿(𝐴1,𝐴2) –– линейный и непрерывный оператор из 𝐴1 в 𝐴2. Aп-

проксимативные числа оператора 𝑇 определяются выражением:

𝑎𝑚 = inf
{‖𝑇 − 𝑆‖ ∶ 𝑆 ∈ 𝐿(𝐴1,𝐴2), rank𝑆 < 𝑚

}
. (2.24)
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Пусть теперь Ω ⊂ ℝ𝑛 некоторая ограниченная область, 𝑋 –– некото-

рое функциональное пространство на ℝ𝑛, а 𝑋(Ω) –– сужение 𝑋(ℝ𝑛) на Ω.

Предположим, что 𝑋(Ω) ↪ 𝐶(Ω). Тогда существует 𝑐 > 0 такое, что для

всех 𝑚 ∈ ℕ, cм. [19]

𝑎𝑚+1
(
𝑖𝑑 ∶ 𝑋(Ω) ↪ 𝐶(Ω)

)
⩽ 𝑐𝑚− 1

𝑛ξ𝑋𝐶,𝑘

(
𝑚− 1

𝑛

)
. (2.25)

Теорема 2.3.1. Пусть 𝐸 = Λ𝑝(𝑣) –– пространство Лоренца и Ω ⊂ ℝ𝑛 ––

некоторая ограниченная область. Здесь мы сохраняем введенные выше

обозначения и предполагаем, что выполнены условия Теоремы 2.2.1. Тогда,

есть следующие оценки.

1. Если 0 < 𝑝 ⩽ 1, то существует 𝑐0 ∈ ℝ+ такое, что

𝑎𝑚+1
(
𝑖𝑑 ∶ 𝐻𝐺

𝐸 (Ω) ↪ 𝐶(Ω)
)
⩽ 𝑐0𝐴𝑝

(
𝑚−1

)
; (2.26)

2. Если 1 < 𝑝 < ∞, то существует 𝑐1 ∈ ℝ+ такое, что

𝑎𝑚+1
(
𝑖𝑑 ∶ 𝐻𝐺

𝐸 (Ω) ↪ 𝐶(Ω)
)
⩽ 𝑐1𝐷𝑝

(
𝑚−1

)
. (2.27)

Доказательство. Tеоремы 2.3.1.

1. Если 0 < 𝑝 ⩽ 1, из неравенства (2.7) можно записать

ω𝑘
𝐶

(
𝑢; 𝑡

1
𝑛

)
𝑡
𝑘
𝑛

⩽ 𝑐3
𝐴𝑝(𝑡)

𝑡
𝑘
𝑛

‖𝑢‖𝐻𝐺
𝐸
.

Тогда подставим в неравенство (2.22)

ξ
𝐻𝐺

𝐸
𝐶,𝑘

(
𝑡
1
𝑛

)
= sup‖𝑢‖𝐻𝐺

𝐸⩽1

ω𝑘
𝐶

(
𝑢,𝑡

1
𝑛

)
𝑡
𝑘
𝑛

⩽ 𝑐3
𝐴𝑝(𝑡)

𝑡
𝑘
𝑛

.

Имеем 𝐻𝐺
𝐸 (Ω) ↪ 𝐶(Ω). Итак, используя [18; 19], что существует 𝑐 > 0

такое, что для всех 𝑚 ∈ ℕ,

𝑎𝑚+1
(
𝑖𝑑 ∶ 𝐻𝐺

𝐸 (Ω) ↪ 𝐶(Ω)
)
⩽ 𝑐𝑚− 1

𝑛ξ
𝐻𝐺

𝐸
𝐶,𝑘

(
𝑚− 1

𝑛

)
⩽ 𝑐0𝐴𝑝

(
𝑚−1

)
,
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где 𝑐0 = 𝑐𝑐3𝑚𝑘.

Более того, подставим сюда формулу (2.23), и получим

𝑒𝐻
𝐺
𝐸

𝑘

(
𝑡
1
𝑛

)
∶= 𝑡

𝑘
𝑛ξ

𝐻𝐺
𝐸

𝐶,𝑘

(
𝑡
1
𝑛

)
⩽ 𝑐3𝐴𝑝(𝑡).

2. Если 1 < 𝑝 < ∞, из неравенства (2.9) можно записать

ω𝑘
𝐶

(
𝑢; 𝑡

1
𝑛

)
𝑡
𝑘
𝑛

⩽ 𝑐4
𝐷𝑝(𝑡)

𝑡
𝑘
𝑛

‖𝑢‖𝐻𝐺
𝐸
.

Тогда подставим в неравенство (2.23)

ξ
𝐻𝐺

𝐸
𝐶,𝑘

(
𝑡
𝑘
𝑛

)
= sup‖𝑢‖𝐻𝐺

𝐸⩽1

ω𝑘
𝐶

(
𝑢,𝑡

1
𝑛

)
𝑡
𝑘
𝑛

⩽ 𝑐4
𝐷𝑝(𝑡)

𝑡
𝑘
𝑛

. (2.28)

Тогда, аналогично предыдущему

𝑎𝑚+1
(
𝑖𝑑 ∶ 𝐻𝐺

𝐸 (Ω) ↪ 𝐶(Ω)
)
⩽ 𝑐𝑚− 1

𝑛ξ
𝐻𝐺

𝐸
𝐶,𝑘

(
𝑚− 1

𝑛

)
⩽ 𝑐1𝐷𝑝(𝑚−1); , (2.29)

где 𝑐1 = 𝑐𝑐4𝑚𝑘.

Более того, подставим сюда формулу (2.23), и получим

𝑒𝐻
𝐺
𝐸

𝑘

(
𝑡
1
𝑛

)
∶= 𝑡

𝑘
𝑛ξ

𝐻𝐺
𝐸

𝐶,𝑘

(
𝑡
1
𝑛

)
⩽ 𝑐4𝐷𝑝(𝑡).

2.4 Некоторые следствия

В этом параграфе рассмотрены оболочки модулей непрерывности и

оценены аппроксимативные числа некоторых вложений. Для пространств

классических бесселевых потенциалов мы используем результаты рабо-

ты [28].
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Для вложения𝐻α
𝐸(ℝ

𝑛) ⊂ ℂ(ℝ𝑛) мы должны предполагать, что

τ
α

𝑛−1 ∈ 𝐸′(0,𝑇 ), 𝑇 ∈ ℝ+. (2.30)

Предложение 2.4.1. [28] Пусть 𝑘 ∈ ℕ, α ∈ (0,𝑛), 𝐸(ℝ𝑛) –– ПИП. Предпо-

ложим, что (2.30) выполнено. Тогда

𝑒𝐻
α
𝐸

𝑘

(
𝑡
1
𝑛

)
⋍
‖‖‖‖‖ τ

α−𝑘
𝑛

−1

τ−
𝑘
𝑛 + 𝑡−

𝑘
𝑛

‖‖‖‖‖𝐸′(0,𝑇 )

, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ); (2.31)

и

ξ
𝐻α

𝐸
𝐶,𝑘

(
𝑡
1
𝑛

)
⋍ 𝑡−

𝑘
𝑛

‖‖‖‖‖ τ
α−𝑘
𝑛

−1

τ−
𝑘
𝑛 + 𝑡−

𝑘
𝑛

‖‖‖‖‖𝐸′(0,𝑇 )

, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ). (2.32)

B частности, получаем

ξ
𝐻α

𝐸
𝐶

(
𝑡
1
𝑛

)
⋍ 𝑡−

1
𝑛

‖‖‖‖‖ τ
α−1
𝑛
−1

τ−
1
𝑛 + 𝑡−

1
𝑛

‖‖‖‖‖𝐸′(0,𝑇 )

⋍ 𝑡−
𝑘
𝑛
‖‖‖τα

𝑛
−1‖‖‖𝐸′(0,𝑇 )

+ ‖‖‖τα−1
𝑛
−1‖‖‖𝐸′(0,𝑇 )

. (2.33)

Доказательство. Ясно, что (2.32) является прямым следствием (2.31) и

определения (2.22), тогда как (2.33) является частным случаем (2.32). За-

метим, что вторая эквивалентность связана с тем, что функция

ℎ𝑡(τ) =
τ

α−1
𝑛
−1

τ−
1
𝑛 + 𝑡−

1
𝑛

, 𝑡 ∈ (0,𝑇 )

монотонно убывает, поэтому

ℎ∗
𝑡 (τ) = ℎ𝑡(τ) ≃

⎧⎪⎨⎪⎩
τ

α

𝑛
−1, 0 < τ ⩽ 𝑡,

𝑡
1
𝑛τ

α−1
𝑛
−1, τ > 𝑡.

(2.34)

Таким образом, остается показать (2.31). Пусть 𝑢 ∈ 𝐻α
𝐸(ℝ

𝑛) с ‖𝑢‖𝐻α
𝐸

⩽

1. Ввиду (1.64) отсюда следует существование некоторого 𝑓 ∈ 𝐸 (ℝ𝑛) с‖𝑓‖𝐸 ⩽ 1. Кроме того, из неравенства Гельдера заключаем

𝑇

∫
0

τ
α

𝑛
−1𝑓 ∗(τ) dτ ⩽ ‖‖‖τα∕𝑛−1‖‖‖𝐸′(0,𝑇 )

‖𝑓 ∗(τ)‖𝐸(0,𝑇 ) ⩽
‖‖‖τα

𝑛
−1‖‖‖𝐸′(0,𝑇 )
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ввиду (1.6). Таким образом, (1.15) выполнено, а из (1.24)
(
φ(τ) ≅ τ

α

𝑛
−1) так

же, как и выше, следует, что

ω𝑘
𝐶

(
𝑢; 𝑡

1
𝑛

)
⩽ 𝑐

‖‖‖‖‖ τ
α−𝑘
𝑛

−1

τ−
𝑘
𝑛 + 𝑡−

𝑘
𝑛

‖‖‖‖‖𝐸′(0,𝑇 )

, (2.35)

равномерно по 𝑢 ∈ 𝐻α
𝐸(ℝ

𝑛) с ‖𝑢‖𝐻α
𝐸
⩽ 1. Это доказывает верхнюю оценку

в (2.31).

Для обратной оценки вернемся к постановке Замечания 1.3.3 и нач-

нем с некоторой непрерывной справа, неотрицательной, монотонно убы-

вающей функции η на (0,𝑇 ) с

η(τ) = 0, τ ⩾ 𝑇 , и ‖η‖𝐸(ℝ+)
= ‖η‖𝐸(0,𝑇 ) = 1,

напомним (1.6). Таким образом, неравенство Гёльдера вместе с предполо-

жением (2.30) приводят к оценке
𝑇

∫
0

τα∕𝑛−1η(τ) dτ ⩽ ‖‖‖τα∕𝑛−1‖‖‖𝐸′(0,𝑇 )
,

так, что выполняется ∫ ∞
0 τα∕𝑛−1η(τ) dτ < ∞ и можно применить

ω𝑘
𝐶

(
𝑢0; 𝑡

1
𝑛

)
⩾ 𝑐

𝑇

∫
0

τ
α−𝑘
𝑛

−1

τ−
𝑘
𝑛 + 𝑡−

𝑘
𝑛

η(τ) dτ, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ],

где 𝑢0 –– потенциал Бесселя специального вида (см. [28]). Более того, по-

скольку ‖𝑢0‖𝐻α
𝐸
= ‖𝑓0‖𝐸 = ‖𝑓0∗‖�̌�(ℝ+) ⩽ ‖η‖�̌�(ℝ+) ⩽ 1,

мы приходим к оценке

𝑒𝐻
α
𝐸

𝑘

(
𝑡
1
𝑛

)
⩾ 𝑐

𝑇

∫
0

τ
α−𝑘
𝑛

−1

τ−
𝑘
𝑛 + 𝑡−

𝑘
𝑛

η(τ) dτ,

для любого такого η. Взяв супремум по η, принцип двойственности в ПИП

завершает доказательство (2.31).
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Замечание 2.4.1. [28] Если 𝐸 = 𝐿𝑝(ℝ𝑛), 1 < 𝑝 < ∞ и 0 < α < 𝑛, то (1.65)

можно переписать в виде𝐻α
𝐸(ℝ

𝑛) ⊂ 𝐶(ℝ𝑛) ⇔ α > 𝑛
𝑝
.

Пример 2.4.1. [28] Вернемся к нашему стандартному примеру 𝐸 =

𝐿𝑝(ℝ𝑛), 1 < 𝑝 < ∞, α > 0. Как уже отмечалось в замечании 2.4.1, нам

необходимо обеспечить 𝐻α
𝐸(ℝ

𝑛) ↪ 𝐶(ℝ𝑛). Тогда (см. Следствие 1.3.4 сов-

падает с известным вложением Соболева в этом случае.

𝐻α
𝐸(ℝ

𝑛) ⊂ Lip1(ℝ𝑛) тогда, и только тогда, когда α > 𝑛
𝑝
+ 1.

Что касается оболочки модулей непрерывности, то условие

τα∕𝑛−1 ∈ 𝐸′(0,𝑇 ), но τ
α−1
𝑛
−1 ∉ 𝐸′(0,𝑇 ), 𝑇 ∈ ℝ+, (2.36)

эквивалентно тому, что 𝑛
𝑝
< α < 𝑛

𝑝
+ 1, и (2.33)

ξ
𝐻α

𝐸
𝐶

(
𝑡
1
𝑛

)
≃

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑡
α−1
𝑛
− 1

𝑝 , 𝑛
𝑝
< α < 𝑛

𝑝
+ 1,

| log 𝑡| 1
𝑝′ , α = 𝑛

𝑝
+ 1.

(2.37)

поскольку

‖‖‖τα

𝑛
−1‖‖‖𝐿𝑝′ (0,𝑡)

≃ 𝑡
α

𝑛
− 1

𝑝 , и ‖‖‖τα−1
𝑛
−1‖‖‖𝐿𝑝′ (𝑡,𝑇 )

≃

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑡
α−1
𝑛
− 1

𝑝 , α < 𝑛
𝑝
+ 1,

| log 𝑡| 1
𝑝′ , α = 𝑛

𝑝
+ 1.

Пример 2.4.2. [28] Пусть α ∈ (0,𝑛), 𝐸(ℝ𝑛) –– ПИП и пусть выполняет-

ся (2.36). Пусть 𝑘0 ∈ ℕ, где 𝑘0 ≃ 𝑇 −1. Тогда для 𝑘 ∈ ℕ, 𝑘 > 𝑘0 получаем,

что

𝑎𝑘
(
𝑖𝑑 ∶ 𝐻α

𝐸(Ω) ↪ 𝐶(Ω)
)
⩽ 𝑐

‖‖‖‖‖ τ
α−1
𝑛
−1

τ−
1
𝑛 + 𝑘−

1
𝑛

‖‖‖‖‖𝐸′

(
0, 1

𝑘0

). (2.38)

В частности, если,

lim
𝑘→∞

‖‖‖‖‖ τ
α−1
𝑛
−1

τ−
1
𝑛 + 𝑘−

1
𝑛

‖‖‖‖‖𝐸′

(
0, 1

𝑘0

) = 0,

тогда 𝑖𝑑 ∶ 𝐻α
𝐸(Ω) ↪ 𝐶(Ω) компакт.
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Замечание 2.4.2. [28] Ввиду предложения 2.4.1 очевидно, что (2.38) мож-

но заменить на

𝑎𝑘
(
𝑖𝑑 ∶ 𝐻α

𝐸(Ω) ↪ 𝐶(Ω)
)
⩽ 𝑐‖‖‖τα

𝑛
−1‖‖‖𝐸′

(
0, 1

𝑘

) + 𝑘
−1
𝑛
‖‖‖τα−1

𝑛
−1‖‖‖𝐸′

(
1
𝑘
, 1
𝑘0

), (2.39)

где 𝑘 > 𝑘0.

Пример 2.4.3. [28] В терминах нашего стандартного примера𝐸 = 𝐿𝑝(ℝ𝑛),

1 < 𝑝 < ∞, α > 0, мы уже подробно вычислили в примере 2.4.1 слагаемые

в правой части (2.39), что приводит к оценке

𝑎𝑘
(
𝑖𝑑 ∶ 𝐻α

𝐸(Ω) ↪ 𝐶(Ω)
)
⩽ 𝑐𝑘−

α

𝑛
+ 1

𝑝 , 𝑛
𝑝
< α < 𝑛

𝑝
+ 1.

Замечание 2.4.3. [28] Для пространства 𝑋 ↪ 𝐿∞, его (локальная) обо-

лочка модулей непрерывности ξ𝑋𝐶 (𝑡) ∶ (0,∞) → [0,∞] имеет вид

ξ𝑋𝐶 (𝑡) = sup‖𝑓‖𝑋⩽1

𝑓 ∗(τ), 𝑡 > 0.

В частности, когда 𝑋 = 𝐸 –– ПИП с фундаментальной функцией φ𝐸(𝑡) =‖‖‖χ𝐴𝑡

‖‖‖𝐸 , где |𝐴𝑡| = 𝑡, то

ξ𝑋𝐶 (𝑡) ≃
1

φ𝐸(𝑡)
. (2.40)

Пример 2.4.4. [28] Наконец, мы сосредоточимся на частном случае 𝐸 =

Λ𝑝(𝑣), 1 < 𝑝 < ∞, как введено в (1.11). Тогда 𝐸′ = Γ𝑝′(𝑤), 1
𝑝
+ 1

𝑝′
= 1,

𝑤(τ) = τ
𝑝′𝑣(τ)
𝑉 (τ)𝑝′

,

где

‖𝑓‖Γ𝑝′ (𝑤;(0,𝑇 )) =

( 𝑇

∫
0

𝑓 ∗∗(τ)𝑝′𝑤(τ) dτ

) 1
𝑝′

; 𝑉 (τ) =

τ

∫
0

𝑣(𝑠) d𝑠.
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Таким образом, с учетом (2.34) мы можем переписать (2.38) в этом случае

в виде

𝑎𝑘
(
𝑖𝑑 ∶ 𝐻α

Λ𝑝(𝑣)(Ω) ↪ 𝐶(Ω)
)
⩽ 𝑐‖‖‖ℎ1∕𝑘

‖‖‖Γ𝑝′
(
𝑤;
(
0, 1

𝑘0

)) ≃

≃

( 1
𝑘0

∫
0

ℎ∗∗
1∕𝑘(τ)

𝑝′𝑤(τ) dτ

) 1
𝑝′

. (2.41)

Из ℎ∗∗(𝑡) = 1
𝑡

𝑡∫
0
ℎ∗(𝑠) d𝑠 мы получаем из (2.34), что

ℎ∗∗
1∕𝑘(τ) ≃ τ

α

𝑛
−1χ(

0, 1
𝑘

](τ) + χ(
1
𝑘
, 1
𝑘0

)(τ)
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑘
−α
𝑛 τ−1, α ∈ (0,1),

𝑘
−1
𝑛 τ−1

(
1 + log(𝑘τ)

)
, α = 1,

𝑘
−1
𝑛 τ

α−1
𝑛
−1, α > 1.

Пусть 𝑊 (τ) = ∫ τ0 𝑤(𝑠) d𝑠 и определим последовательность положитель-

ных чисел {λ𝑛}𝑛∈ℕ0
формулой

λ0 =
1
𝑘0

, 𝑊
(
λ𝑛
)
= 1

2
𝑊

(
λ𝑛−1

)
= 2−𝑛𝑊

(
1
𝑘0

)
, 𝑛 ∈ ℕ.

Тогда λ𝑛 > λ𝑛+1, 𝑛 ∈ ℕ0, причем lim𝑛→∞ λ𝑛 = 0. Ввиду монотонности

ℎ∗∗
1∕𝑘(τ), таким образом, можно продолжить (2.40) на

𝑎𝑘
(
𝑖𝑑 ∶ 𝐻α

Λ𝑝(𝑣)(Ω) ↪ 𝐶(Ω)
)
⩽ 𝑐

( 1∕𝑘0

∫
0

ℎ∗∗
1∕𝑘(τ)

𝑝′𝑤(τ) dτ

) 1
𝑝′

≃

≃ 𝑊
(

1
𝑘0

) 1
𝑝′
( ∞∑

𝑛=0

(
2−𝑛ℎ∗∗

1∕𝑘

(
λ𝑛
))𝑝′

) 1
𝑝′

.

Пусть, как и в замечании 2.4.2, фундаментальную функцию Γ𝑝′(𝑤) обозна-

чим через

φΓ𝑝′ (𝑤)(𝑡) =
‖‖‖χ𝐴𝑡

‖‖‖Γ𝑝′ (𝑤)
, где |𝐴𝑡| = 𝑡.
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Тогда непосредственный расчет дает

φΓ𝑝′ (𝑤)(𝑡) =

( 1∕𝑘0

∫
0

min
(
1, 𝑡
τ

)𝑝′

𝑤(τ) dτ

) 1
𝑝′

,

который –– с использованием понятия так называемой (локальная) оболоч-

ки функции непрерывности ξΓ
𝑝′ (𝑤)

𝐶 (𝑡) и (2.40) –– приводит к

1
ξ
Γ𝑝′ (𝑤)
𝐶 (𝑡)

≃ φΓ𝑝′ (𝑤)(𝑡) =

( 1∕𝑘0

∫
0

min
(
1, 𝑡
τ

)𝑝′

𝑤(τ) dτ

) 1
𝑝′

.

Хорошо известно, что φΓ𝑝′ (𝑤)(𝑡) возрастает по 𝑡, тогда как φΓ𝑝′ (𝑤)(𝑡)𝑡−1 убы-

вает. Предположим дополнительно, что

lim
𝑡→0
φΓ𝑝′ (𝑤)(𝑡) = 0, и lim

𝑡→0

φΓ𝑝′ (𝑤)(𝑡)
𝑡

= ∞.

Снова определим последовательность положительных чисел {µ𝑛}𝑛∈ℕ0
ин-

дуктивно по формуле

µ𝑛 =
1
𝑘0

,

µ𝑛+1 = sup

{
𝑡 ∶ max

(
φΓ𝑝′ (𝑤)(𝑡)

φΓ𝑝′ (𝑤)
(
µ𝑛
) , φΓ𝑝′ (𝑤)(µ𝑛)

µ𝑛

𝑡
φΓ𝑝′ (𝑤)(𝑡)

)
= 1

2

}
, 𝑛 ∈ ℕ0.

Тогда µ𝑛 > µ𝑛+1 > 0, 𝑛 ∈ ℕ0, причем lim𝑛→∞ µ𝑛 = 0. Снова монотонность

ℎ∗∗
1∕𝑘(τ) следует, что (2.41) можно распространить на

𝑎𝑘
(
𝑖𝑑 ∶ 𝐻α

Λ𝑝(𝑣)(Ω) ↪ 𝐶(Ω)
)
⩽ 𝑐

( 1∕𝑘0

∫
0

ℎ∗∗
1∕𝑘(τ)

𝑝′𝑤(τ) dτ

) 1
𝑝′

≃

≃

( ∞∑
𝑛=0

(
ℎ∗∗
1∕𝑘

(
µ𝑛
)

ξ
Γ𝑝′ (𝑤)
𝐶

(
µ𝑛
))𝑝′) 1

𝑝′

,

где мы снова использовали (2.40). Заметим, что построение последователь-

ности {µ𝑛}𝑛∈ℕ0
в [29] приводится, кроме того, возможность разложения
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ℕ0 на непересекающиеся множества индексов 𝐼𝑛 ⊂ ℕ0, 𝑚 = 1, 2, т. е. с

𝐼1 ∩ 𝐼2 = ∅ и 𝐼1 ∪ 𝐼2 = ℕ0, такие что⎧⎪⎨⎪⎩
φΓ𝑝′ (𝑤)(𝑡) ≃ φΓ𝑝′ (𝑤)

(
µ𝑛
)
, если 𝑡 ∈

[
µ𝑛+1,µ𝑛

]
, 𝑛 ∈ 𝐼1,

φΓ𝑝′ (𝑤)(𝑡)

𝑡
≃
φΓ𝑝′ (𝑤)

(
µ𝑛

)
µ𝑛

, если 𝑡 ∈
[
µ𝑛+1,µ𝑛

]
, 𝑛 ∈ 𝐼2.

Основные результаты второй главы опубликованы в работах [20; 21]

из списка публикаций автора по теме диссертации.
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Глава 3. Условия локализации γ-средних спектрального разложения

обобщенного потенциала Бесселя в случае базовых весовых

пространств Лоренца

В третьей главе устанавливается условие локализации γ-средних

спектрального разложения по системе фундаментальных функций опера-

тора Лапласа в произвольной многомерной области. Результат получен в

терминах принадлежности разлагаемой функции пространству обобщен-

ных потенциалов Бесселя в случае базовых весовых пространств Лоренца.

Mы сохраняем и добавляем к понятиям и определениям, приведенным вы-

ше.

3.1 Обоснование свойств локализации

Пусть ℝ𝑛 мерное евклидово пространство и при 1 ⩽ 𝑝 ⩽ ∞ через

𝐿𝑝(ℝ𝑛) обозначается пространство Лебега с нормой

‖𝑓‖𝐿𝑝(ℝ𝑛) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

(
∫
ℝ𝑛

|𝑓 (𝑥)|𝑝 d𝑥) 1
𝑝

; 1 ⩽ 𝑝 < ∞;

ess sup
𝑥∈ℝ𝑛

{|𝑓 (𝑥)|}; 𝑝 = ∞.
(3.1)

Пусть 𝐹 ⊂ ℝ𝑛 –– произвольная область, (−Δ̂) –– произвольное самосопря-

женное неотрицательное расширение оператора Лапласа в 𝑛-мерной об-

ласти 𝐷; 𝑦(𝑥,𝑡) –– упорядоченное спектральное представление простран-

ства 𝐿2(𝐹 ) относительно (−Δ̂), dρ(𝑡) –– соответствующая спектральная ме-

ра, а
{
𝑦𝑖(𝑥,𝑡)

}𝑚
𝑖=1 –– система фундаментальных функций. Таким образом,
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при любом фиксированном и 𝑡 ⩾ 0, 𝑦𝑖(∙,𝑡) ∈ 𝐶∞(𝐹 ) и

Δ𝑦𝑖(𝑥,𝑡) + 𝑡2𝑦𝑖(𝑥,𝑡) = 0, 𝑥 ∈ 𝐹 . (3.2)

Здесь 𝑚 ⩽ ∞ –– кратность представления. Для каждого 𝑓 ∈ 𝐿2(𝐹 ) опреде-

лены преобразования Фурье

𝑓 ∶=
{
𝑓𝑖(𝑡)

}𝑚
𝑖=1; 𝑓𝑖(𝑡) = ∫𝐹

𝑓 (𝑥)𝑦𝑖(𝑥,𝑡) d𝑥,

и спектральное разложение по системе 𝑦(𝑥,𝑡) ∶=
{
𝑦𝑖(𝑥,𝑡)

}𝑚
𝑖=1

𝑆µ(𝑓 ; 𝑥) =

µ

∫
0

𝑓 (𝑡)𝑦(𝑥,𝑡) dρ(𝑡), µ > 0, (3.3)

где

𝑓𝑦 =
𝑚∑
𝑖=1

𝑓𝑖𝑦𝑖.

Пусть 𝑠 > 0 и ψ –– функция на (0,1] со свойствами: 0 < ψ ↑ при (0,1] и

ψ(𝑡) ≅ ψ(τ), если 𝑡 ≅ τ. Кроме того, для 𝑠 > 0 положим 𝑠0 = 𝑠 если 𝑠 ⩽ 1;

𝑠0 = 1, если 𝑠 > 1 и потребуем, чтобы

1. ψ𝑠0(𝑡) =

𝑡

∫
0

τ𝑠0−1ψ(τ) dτ < ∞, 𝑡 ∈ (0,1]; (3.4)

2. ψ ∈ 𝐶2(0,1); |||ψ′(τ)||| ⩽ 𝑐ψ(τ)τ−1, |||ψ(τ)′′||| ⩽ 𝑐ψ(τ)τ−2; (3.5)

τ ∈ (0,1],

3.

1

∫
0

(1 − τ)𝑠−1ψ(τ) dτ = Γ(𝑠). (3.6)

Определим γ как 𝑠-й интеграл Римана–Лиувилля.

γ(𝑡) = 1
Γ(𝑠)

𝑡

∫
0

(𝑡 − τ)𝑠−1ψ(τ) dτ, 𝑡 ∈ (0,1]. (3.7)
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Введем γ-средние спектрального разложения как

σγ
µ
(𝑓,𝑥) =

µ

∫
0

𝑓 (𝑡)𝑦(𝑥,𝑡)γ
(
1 − 𝑡2

µ2

)
dρ(𝑡), µ > 0, (3.8)

для 𝑓 ∈ 𝐿2(𝐹 ). Мы видим, что γ(1) = 1 и если ψ(τ) ≡ Γ(𝑠 + 1), τ ∈ (0,1],

γ(𝑡) = 𝑡𝑠, то такие γ-средние сводятся к классическим средним Рисса с

порядка 𝑠, см. [4; 5]. Мы определяем

ω0(𝑡) =
𝑡
𝑛−1
2
+𝑠0−𝑠

ψ𝑠0(𝑡)
, 𝑡 ∈ (0,1]. (3.9)

Пусть α, β ⩾ 0 такие, что

𝑛 − 2
2

− 𝑠 < α ⩽ β < min
{
α + 3

2
, 𝑛
2
+ 1

}
. (3.10)

Пусть функцияω удовлетворяет условиям

ω(𝑡)𝑡−α ↑, ω(𝑡)𝑡−β ↓ на (0,1] и lim
𝑡→+0

ω(𝑡)
ω0(𝑡)

= 0. (3.11)

Пусть Ω ⊂⊂ 𝐹 , т. е. Ω –– ограниченная область и Ω̄ ⊂ 𝐹 ,

𝑓 ∈ 𝐻ω(.)
2 (Ω) ∩ 𝐿2(𝐹 ). (3.12)

Определение 3.1.1. Пространство типа Никольского с обобщенной глад-

костью𝐻ω(.)
2 (Ω) определяется следующим образом:

𝐻ω(.)
2 (Ω) =

{
𝑓 ∈ 𝐿2(Ω) ∶ ‖𝑓‖𝐻ω(.)

2 (Ω) < ∞
}
, (3.13)

‖𝑓‖𝐻ω(.)
2 (Ω) = ‖𝑓‖𝐿2(Ω) + sup

0<𝑡⩽1

[ω𝑘
2,Ω(𝑓 ; 𝑡)

ω(𝑡)

]
, (3.14)

где

ω𝑘
𝑝,Ω(𝑓 ; 𝑡) = sup‖‖‖Δ𝑘

ℎ,Ω𝑓
‖‖‖𝐿𝑝(Ω)

, 𝑡 > 0,

ω(𝑡) определена в (3.11) и является функцией сравнения для модуля непре-

рывности порядка 𝑘 для функции 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(Ω) с

Δ𝑘
ℎ,Ω𝑓 (𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
Δ𝑘

ℎ𝑓 (𝑥) =
𝑘∑

𝑚=0
(−1)𝑘−𝑚𝐶𝑚

𝑘 𝑓, [𝑥,𝑥 + 𝑘ℎ] ⊂ Ω;

0; [𝑥,𝑥 + 𝑘ℎ] ⊈ Ω.
(3.15)
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Обоснование свойств локализации

Предварительные сведения [4; 5].

Мы используем предыдущие обозначения и определения, свойства

фундаментальных функций описаны в [4; 5].

1. 𝑦𝑖(.,𝑡) ∈ 𝐶∞(𝐹 ), Δ𝑦𝑖(𝑥,𝑡) + 𝑡2𝑦𝑖(𝑥,𝑡) = 0 на 𝐹 .

2. Справедлива следующая формула среднего значения

∫
θ

𝑦𝑖(𝑥0 + 𝑟θ, 𝑡) dθ = (2π)
𝑛
2𝑦𝑖(𝑥0,𝑡)

𝐽(𝑛−2)∕2(𝑟𝑡)
(𝑟𝑡)(𝑛−2)∕2

, (3.16)

где 𝐽𝑣(.) –– функция Бесселя. Интеграл вычисляется по всем углам

θ сферической системы координат (𝑟,θ), 0 < 𝑟 < ρ(𝑥0,𝜕𝐹 ).

3. Для любой подобласти Ω ⊂⊂ 𝐹 , µ ⩾ 1, 𝑉 ∈ [1,µ] системы коор-

динат.

sup
𝑥∈Ω ∫|𝑡−µ|⩽𝑉

|𝑦(𝑥,𝑡)|2 dρ(𝑡) ⩽ 𝑐(Ω)𝑉 µ𝑛−1. (3.17)

4. Для 𝑓 ∈ 𝐿2(Ω) верно равенство Парсеваля.

∞

∫
0

||| ̂𝑓 (𝑡)|||2 dρ(𝑡) = ∫
𝐹

|𝑓 (𝑡)|2 d𝑥.
5. Если 𝑓 ∈ 𝐶∞

0 (𝐹 ), то для любой подобласти Ω ⊂⊂ 𝐹 справедливо

равномерно сходящееся в Ω-разложении

𝑓 (𝑥) =

∞

∫
0

𝑓 (𝑡)𝑦(𝑥,𝑡) dρ(𝑡). (3.18)

Интегро-дифференциальные операторы Бесселя [5]

Пусть ℎ ∈ 𝐶∞(ℝ1
+) –– конечная функция в окрестности нуля. Опре-

делим «производную Бесселя» следующим образом

𝔻1[ℎ](𝑟) =
(
𝑟−1 d

d𝑟

)
ℎ(𝑟), 𝔻𝑙 = 𝔻

(
𝔻𝑙−1), 𝑙 = 2,3,… .
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Введем соответствующий оператор интегрирования

𝕋 𝑎[ℎ](𝑟) =
(
2𝑎−1Γ(𝑎)

)−1 𝑟

∫
0

ℎ(𝑟2 −  2)𝑎−1 d , 0 ⩽ 𝑎 ⩽ 1,

𝕋 𝓁 = 𝕋 𝑎𝕋 𝑛 для 𝓁 = 𝑛 + 𝑎, 𝑛 ∈ ℕ, 0 ⩽ 𝑎 ⩽ 1.

Для 𝓁 = 𝑛 − 𝑎, 𝑛 ∈ ℕ, 0 < 𝑎 < 1, положим 𝔻𝓁 = 𝔻𝑛𝕋 𝑎. Операторы

обратны друг другу, и

𝕋 𝓁𝔻𝓁[ℎ] = 𝔻𝓁𝕋 𝓁[ℎ] = ℎ.

Таким образом, мы определяем обозначение 𝔻𝓁 = 𝕋−𝓁 при 𝓁 < 0. Опера-

торы могут быть распространяется на более широкие классы функций, для

которых введенные формулы имеют смысл.

Справедлива следующая формула (ср. [30; 31])

𝔻𝓁[𝑟𝑞𝐽𝑞(𝑟𝑡)] = 𝑡𝓁𝑟𝑞−𝓁𝐽𝑞−𝓁(𝑟𝑡), 𝑞 > −1, 𝓁 ∈ ℝ1, (3.19)

где операторы действуют в 𝑟.

Представление γ-средних спектрального разложения для фи-

нитной функции. Представление Фурье–Бесселя для функции γ [5]

Используя замену переменных в (3.7), мы получаем следующую

формулу для дальнейшего использования.

γ

(
1 − τ

2

µ2

)
= 1

Γ(𝑠)µ2𝑠

µ

∫
0

(𝑡2 − τ2)𝑠−1ψ
(
1 − 𝑡2

µ2

)
𝑡 d𝑡. (3.20)

Мы также будем использовать следующие обозначения

𝐿 ≡ 𝐿𝑠,𝑉 (𝑡,τ,𝑅) ∶= 𝑡𝑉 +𝑠+1τ−𝑉

∞

∫
𝑅

𝑟1−𝑠𝐽𝑉 +𝑠(𝑡𝑟) d𝑟, (3.21)

𝑀𝑅(µ,τ) ∶= 2𝑠µ−2𝑠
µ

∫
0

ψ

(
1 − 𝑡2

µ2

)
𝐿𝑠,𝑉 (𝑡,τ,𝑅) d𝑡. (3.22)
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Предложение 3.1.1. [5]. Для 𝑠 > 0, 𝑉 > −1 справедлива следующая фор-

мула

γ

(
1 − τ

2

µ2

)
= τ−𝑉

𝐴

∫
0

γ
µ
(𝑟)𝐽𝑉 (𝑟τ) d𝑟, τ,µ > 0, (3.23)

где

γ
µ
(𝑟) = 𝑟1−𝑠2𝑠

µ2𝑠

µ

∫
0

𝑡𝑉 +𝑠+1ψ

(
1 − 𝑡2

τ2

)
𝐽𝑉 +𝑠(𝑟𝑡) d𝑡. (3.24)

Представление γ-средних

Пусть 𝑥0 ∈ 𝐹 , 𝑓 ∈ 𝐶∞
0

(
𝐾𝑥0,𝑀

)
, где 𝐾𝑥0,𝑀 =

{
𝑥 ∶ |𝑥 − 𝑥0| ⩽ 𝑀 ,

0 < 𝑀 < ρ(𝑥0,𝜕𝐹 ) и

𝐹 (𝑟) = (2π)
−𝑛
2 𝑟𝑛−2 ∫

θ

𝑓 (𝑥0 + 𝑟θ) d𝑟. (3.25)

Положим 𝑥 = 𝑥0 + 𝑟θ в (3.18) и проинтегрируем относительно θ. В силу

равномерной сходимости интеграл с.р.т. θможно взять внутрь и применить

формулу среднего значения (3.16) Получим

𝐹 (𝑟) =

∞

∫
0

𝑓 (τ)𝑦(𝑥0,τ)τ(2−𝑛)∕2
[
𝑟(𝑛−2)∕2𝐽(𝑛−2)∕2(𝑟τ)

]
dρ(τ).

Для 𝑓 ∈ 𝐶∞
0

(
𝐾𝑥0,𝑀

)
такое разложение быстро сходится. Применение опе-

ратора 𝔻𝓁, 𝓁 ∈ ℝ1 под знаком интеграла относительно τ и учитывая урав-

нение (3.19), получаем

𝔻𝓁𝐹 (𝑟) =

∞

∫
0

𝑓 (τ)𝑦(𝑥0,τ)τ−𝑉 𝑟𝑉 𝐽𝑉 (𝑟τ) dρ(τ), 𝑉 = 𝑛 − 2
2

− 𝓁. (3.26)

Предложение 3.1.2. Пусть 𝑥0 ∈ 𝐹 , 𝑓 ∈ 𝐶∞
0

(
𝐾𝑥0,𝑀

)
,𝑀 < ρ(𝑥0,𝜕𝐹 ), 𝑠 > 0,

𝓁 < 𝑛
2
, 𝑉 = 𝑛−2

2
− 𝓁, δ = 𝑉 + 1∕2 − 𝑠 ⩽ 0. Тогда

σγ
µ
(𝑓,𝑥0) =

∞

∫
0

𝑟−𝑉𝔻𝓁𝐹 (𝑟)γ
µ
(𝑟) d𝑟, (3.27)

где γµ (𝑟) имеет вид (3.24).
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Доказательство. Для 𝐴 > 0 обозначим

𝐾𝐴(µ) =

𝐴

∫
0

𝑟−𝑉𝔻𝓁𝐹 (𝑟)γ
µ
(𝑟) d𝑟.

Подставим сюда быстро сходящееся разложение (3.26)

𝐴(µ) =

∞

∫
0

𝑓 (τ)𝑦(𝑥0,τ)

[ ∞

∫
0

τ−𝑉γ
µ
(𝑟)𝐽𝑉 (𝑟τ) d𝑟

]
dρ(τ).

Внутренний интеграл есть 𝐴(µ,τ) = γ
(
1 − τ2

µ2

)
− 𝐴(µ,τ) (см. [5]), и

уравнения (3.8) даeт

𝐴(µ) = σγµ(𝑓,𝑥0) −

∞

∫
0

𝑓 (τ)𝑦(𝑥0,τ)𝐴(µ,τ) dρ(τ).

Для доказательства соотношения (3.27) нам нужно показать, что

σ𝐴(µ) ∶= σγµ(𝑓,𝑥0) −

∞

∫
0

𝑓 (τ)𝑦(𝑥0,τ)𝐴(µ,τ) dρ(τ) → 0 при 𝐴 → ∞.

(3.28)

Доказательство соотношения (3.28) зависит от предложения 3.1.4.

Следствие 3.1.1. Пусть в предложении 3.1.2 𝑓 (𝑥) ≡ 0, если |𝑥 − 𝑥0| ⩽ 𝑅

для 0 < 𝑅 < 𝑀 . Тогда

σγ
µ
(𝑓,𝑥0) =

∞

∫
𝑅

𝑟−𝑉𝔻𝓁𝐹 (𝑟)γ
µ
(𝑟) d𝑟. (3.29)

На самом деле в (3.27), 𝔻𝓁𝐹 (𝑟) ≡ 0 при 0 < 𝑟 < 𝑅.

Предложение 3.1.3. Пусть в предложении 3.1.2, 𝑓 (𝑥) ≡ 0, если |𝑥−𝑥0| ⩽ 𝑅

для 0 < 𝑅 < 𝑀 . Тогда справедливо представление

σγ
µ
(𝑓,𝑥0) =

∞

∫
0

𝑓 (τ)𝑦(𝑥0,τ)𝐴(µ,τ) dρ(τ). (3.30)

Ниже мы даем оценки значения 𝐴(µ,τ) во всех областях аргументов.

Оценки необходимы для изучения свойств σγµ(𝑓,𝑥0) (3.29).



85

Предложение 3.1.4. Пусть ξ = 𝑉 +1
2

− 𝑠

1. При µ ⩾ 3
𝑅
, 0 < τ < 1∕𝑅, ξ ⩽ 0 справедлива оценка

|||𝑅(µ,τ)
||| ⩽ 𝑐1(µ𝑅)ξψ1

(
1
µ𝑅

)
. (3.31)

2. При µ ⩾ 1
𝑅
, τ > 1∕𝑅 справедлива оценка

|||𝑅(µ,τ)
||| ⩽ 𝑐2𝑅

−𝑠µξ+1ψ1

(
1
µ𝑅

)
τ
−
(
𝑉 + 1

2

)|µ−τ|−1, |µ−τ| > 1∕𝑅, (3.32)

|||𝑅(µ,τ)
||| ⩽ 𝑐3𝑅

𝑠0−𝑠µξ+𝑠0ψ𝑠0

(
1
µ𝑅

)
τ
−
(
𝑉 + 1

2

)|µ − τ|−1,
|µ − τ| ⩽ 1∕𝑅, (3.33)

где 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3 не зависят от τ, µ, 𝑅.

Предложение 3.1.5. Пусть 0 < µ < 3𝑅, ξ = 𝑉 + 1
2
− 𝑠. Тогда

|||𝑅(µ,τ)
||| ⩽ 𝑐1, если 0 < τ ⩽ 2µ, ξ ⩽ 0, (3.34)

|||𝑅(µ,τ)
||| ⩽ 𝑐2µ

𝑉 + 3
2τ

−
(
𝑉 + 3

2

)
, если τ > 2µ, 𝑉 ⩾ −1

2
, (3.35)

где 𝑐1, 𝑐2 не зависят от τ, µ, 𝑅.

Предложение 3.1.6. Пусть 𝑠 > 0, α, β и функция ω(𝑡) удовлетворяют

следующим соотношениям

ω(𝑡)𝑡−αal. ↑, ω(𝑡)𝑡−βal. ↓ на (0,1],

ω(𝑡) ⩽ 𝑐ω0(𝑡), 𝑡 ∈ (0,1], ω0(𝑡) =
𝑡((𝑛−1)∕2)+𝑠0−𝑠

ψ𝑠0(𝑡)
. (3.36)

Ω ⊂⊂ 𝐺, 𝑥0 ∈ Ω, 0 < 𝑅 < ρ(𝑥0,𝜕Ω), 𝑅 ⩽ 1, 𝑓 ∈ 𝐶∞
0 (Ω), 𝑓 (𝑥) ≡ 0 для|𝑥−𝑥0| ⩽ 𝑅. Тогда для всех µ ⩾ 3∕𝑅 справедливо следующее неравенство:

|||σγµ(𝑓,𝑥0)||| ⩽ 𝑐‖𝑓‖𝐻ω
2

{
(µ𝑅)𝑠0−𝑠−1∕2ψ𝑠0

(
1
µ𝑅

)
ω

(
1
µ

)
(µ)𝑛∕2+

+ (µ𝑅)ξψ1

(
1
µ𝑅

)
ω(𝑅)𝑉β(𝑅)

}
. (3.37)
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Здесь 𝑐 не зависит от µ, 𝑅, 𝑓 , 𝑥0 и

𝑉β(𝑅) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑅− 𝑛
2 , β < 𝑛

2
,

𝑅− 𝑛
2 log2

(
1
𝑅

)
, β = 𝑛

2
,

𝑅β, β > 𝑛
2
.

Теорема 3.1.1. [5] В обозначениях и предположениях параграфа 3.1, (3.4) –

(3.15), (3.36) пусть 𝐷 ⊂ Ω и функция 𝑓 ∈ 𝐶∞
0 (Ω) удовлетворяет условию

𝑓 (𝑥) ≡ 0, 𝑥 ∈ 𝐷. Тогда каждого компакта 𝐾 ⊂ 𝐷 равномерно в 𝑥 ∈ 𝐾

выполняется соотношение:

lim
µ→∞

σγ
µ
(𝑓,𝑥) = 0. (3.38)

Замечание 3.1.1. Теорема 3.1.1 дает условия локализации γ-средних спек-

трального разложения. В типичных ситуациях имеем 𝑠 < 𝑛−1
2
,

ψ𝑠0(𝑡) ≅ 𝑡𝑠0ψ(𝑡), ω0(𝑡) =
𝑡
𝑛−1
2
−𝑠

ψ(𝑡)
, 𝑡 ∈ (0,1].

В частности, для средних Рисса ψ(𝑡) ≡ Γ(𝑠 + 1) и (3.11) дает условие

ω(𝑡) = ̄̄o
(
𝑡
𝑛−1
2
−𝑠
)
.

3.2 Необходимые и достаточные условия для вложения пространства

потенциалов в пространство 𝐿2(ℝ𝑛)

Определение 3.2.1. Пусть 𝑘, 𝑛 ∈ ℕ; 𝑅 ∈ ℝ+. Говорят, что функция Φ

принадлежит классу ℑ𝑘,𝑛(𝑅), если она удовлетворяет следующим услови-

ям:
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1. 0 < Φ ↓ on (0,𝑅); ∃ 𝑐 ∈ ℝ+ такой, что
𝑟

∫
0

Φ(ρ)ρ𝑛−1 dρ ⩽ 𝑐Φ(𝑟)𝑟𝑛, 𝑟 ∈ (0,𝑅);

∞

∫
𝑅

Φ(ρ)ρ𝑛−1 dρ < ∞. (3.39)

2. 𝐺(𝑥) ∶= Φ(|𝑥|) ∈ 𝐶𝑘(ℝ𝑛∖{0}), и для

𝐺𝑘(𝑥) ∶=
∑
|α|=𝑘 |𝐷α𝐺(𝑥)|, 𝑥 ∈ ℝ𝑛∖{0},

справедлива оценка: для некоторых 𝑐1 ∈ ℝ+

|𝐺𝑘(𝑥)| ⩽ 𝑐1Ψ𝑘(|𝑥|), 𝑥 ∈ ℝ𝑛∖{0}; (3.40)

где Ψ𝑘 ∈ 𝐶(ℝ+), 𝑇 = 𝑉𝑛𝑅𝑛

φ𝑘(τ) ∶= Ψ𝑘

((
τ

𝑉𝑛

) 1
𝑛

)
⩽ τ−𝑘∕𝑛φ(τ), τ ∈ (0,𝑇 ]; (3.41)

∞

∫
𝑇

φ𝑘(τ) dτ < ∞. (3.42)

Пусть ПИП 𝐸(ℝ𝑛) = Λ𝑝(𝑣) –– пространство Лоренца, см. обозначе-

ния и предположения (2.1), (2.2), (1.5), (1.11) и𝐻𝐺
𝐸 (ℝ

𝑛) –– соответствующее

пространство обобщенных бесселевых потенциалов (1.1), (1.2) с 𝐺(𝑥) =

Φ(|𝑥|), Φ ∈ ℑ𝑛,𝑘(𝑅), см. Определения (1.7) и Теорему 1.2.1. Для 0 < 𝑝 < ∞

определим функцию на (0,𝑇 ], 𝑇 = 𝑉𝑛𝑅𝑛, Мы требуем, чтобы

𝐴𝑝(𝑡) < ∞, 𝐷𝑝(𝑡) < ∞, см. (2.8), (2.10). (3.43)

Теорема 3.2.1. Пусть выполнены обозначения и предположения (1.48), и

𝑉 (∞) = ∞ и более того

𝐵𝑝 ∶= 𝑠𝑢𝑝
[
𝑡
1
2𝑉 (𝑡)

−1
𝑝 ∶ 𝑡 ∈ ℝ+

]
< ∞, 0 < 𝑝 ⩽ 2; (3.44)

𝐵𝑝 ∶=

( ∞

∫
0

[
𝑡
1
2𝑉 (𝑡)

−1
𝑝

]𝑠𝑣(𝑡) d𝑡
𝑉 (𝑡)

) 1
𝑠

< ∞, 2 < 𝑝 < ∞, 𝑠 =
2𝑝

𝑝 − 2
. (3.45)



88

Тогда для 𝐸(ℝ𝑛) = Λ𝑝(𝑣) имеется вложение пространства обобщенных

бесселевых потенциалов

𝐻𝐺
𝐸 (ℝ

𝑛) ⊂ 𝐿2(ℝ𝑛). (3.46)

Доказательство. Теоремы 3.2.1. Отметим, что условия (3.44), (3.45) дают

критерий вложения

𝐸 = Λ𝑝(𝑣) ⊂ 𝐿2(ℝ𝑛). (3.47)

Из утверждений следует (см. [27; 32]): пусть

𝐶𝑝 = sup
𝑓∈Λ𝑝(𝑣)

[( ∞

∫
0

𝑓 ∗(τ)2 dτ

) 1
2
( ∞

∫
0

𝑓 ∗(τ)𝑝𝑣(τ) dτ

)− 1
𝑝
]
. (3.48)

Тогда,

𝐶𝑝 = 𝐵𝑝, 0 < 𝑝 ⩽ 2; 𝐶𝑝 ≅ 𝐵𝑝, 2 < 𝑝 < ∞.

Из вложения (3.47) следует вложение

𝐻𝐺
𝐸 (ℝ

𝑛) ⊂ 𝐻𝐺
𝐿2
(ℝ𝑛).

Но, в предположениях параграфа 3.2 и параграфа 1.2, ядро

𝐺(𝑥) = Φ(|𝑥|) ∈ 𝐿1(ℝ𝑛),

и в соответствии с обобщенным неравенством Минковского для сверток

𝑓 ∈ 𝐿2(ℝ𝑛) ⇒ 𝑢 = 𝐺 ∗ 𝑓 ∈ 𝐿2(ℝ𝑛), ‖𝑢‖𝐿2(ℝ𝑛) ⩽ ‖𝐺‖𝐿1(ℝ𝑛)‖𝑓‖𝐿2(ℝ𝑛).

Это дает вложение (3.46).
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3.3 Локализация γ-средних спектрального разложения обобщенного

потенциала Бесселя в случае базовых весовых пространств Лоренца

Пусть 𝐹 ⊂ ℝ𝑛 –– произвольная область, (−Δ̂) –– произвольное само-

сопряженное неотрицательное расширение оператора Лапласа в 𝑛-мерной

области 𝐹 , 𝑦(𝑥,𝑡) –– упорядоченное спектральное представление простран-

ства 𝐿2(𝐹 ) относительно (−Δ̂), dρ(𝑡) –– соответствующая спектральная ме-

ра, а
{
𝑦𝑖(𝑥,𝑡)

}𝑚
𝑖=1 –– система собственных функций. Таким образом, при лю-

бом фиксированном 𝑡 ⩾ 0,

𝑦𝑖(𝑥,𝑡) ∈ 𝐶∞(𝐹 ) ∩ 𝐿2(𝐹 ), Δ𝑦𝑖(𝑥,𝑡) + 𝑡2𝑦𝑖(𝑥,𝑡) = 0, 𝑥 ∈ 𝐹 . (3.49)

Здесь 𝑚 ⩽ ∞ –– кратность представления. Для каждого 𝑢 ∈ 𝐻𝐺
𝐸 (ℝ

𝑛) опре-

делены преобразования Фурье

�̂� ∶=
{
�̂�𝑖(𝑡)

}𝑚
𝑖=1, �̂�𝑖(𝑡) = ∫𝐹

𝑢(𝑥)𝑦𝑖(𝑥,𝑡) d𝑥,

и спектральное разложение по системе 𝑦(𝑥,𝑡) ∶=
{
𝑦𝑖(𝑥,𝑡)

}𝑚
𝑖=1

𝑆µ(𝑢,𝑥) =

µ

∫
0

�̂�(𝑡)𝑦(𝑥,𝑡) dρ(𝑡), µ > 0, (3.50)

�̂�𝑦 =
𝑚∑
𝑖=1

�̂�𝑖𝑦𝑖.

Пусть 𝑠 > 0 и ψ –– функция на (0,1] со свойствами: 0 < ψ ↓ на (0,1] и

ψ(𝑡) ≅ ψ(τ), если 𝑡 ≅ τ. Кроме того, для 𝑠 > 0 положим 𝑠0 = 𝑠 если 𝑠 ⩽ 1;
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𝑠0 = 1, если 𝑠 > 1 и потребуем, чтобы

1. ψ𝑠0(𝑡) =

𝑡

∫
0

τ𝑠0−1ψ(τ) dτ < ∞, 𝑡 ∈ (0,1]; (3.51)

2. ψ ∈ 𝐶2(0,1); |||ψ′(τ)||| ⩽ 𝑐ψ(τ)τ−1, |||ψ(τ)′′||| ⩽ 𝑐ψ(τ)τ−2, (3.52)

τ ∈ (0,1];

3.

1

∫
0

(1 − τ)𝑠−1ψ(τ) dτ = Γ(𝑠). (3.53)

Определим γ как 𝑠-й интеграл Римана–Лиувилля.

γ(𝑡) = 1
Γ(𝑠)

𝑡

∫
0

(𝑡 − τ)𝑠−1ψ(τ) dτ, 𝑡 ∈ (0,1]. (3.54)

Введем γ-средние спектрального разложения как

σγ
µ
(𝑢,𝑥) =

µ

∫
0

�̂�(𝑡)𝑦(𝑥,𝑡)γ
(
1 − 𝑡2

µ2

)
dρ(𝑡), µ > 0, (3.55)

для 𝑢 ∈ 𝐿2(𝐹 ) ∩𝐻𝐺
𝐸 (ℝ

𝑛). Мы видим, что γ(1) = 1 и если ψ(τ) ≡ Γ(𝑠 + 1),

τ ∈ (0,1], γ(𝑡) = 𝑡𝑠, то γ-средние сводятся к классическим средним Рисса

порядка 𝑠, см. [4] и [5].

Мы определяем

ω0(𝑡) =
𝑡
𝑛−1
2
+𝑠0−𝑠

ψ𝑠0(𝑡)
, 𝑡 ∈ (0,1].

Пусть α, β ⩾ 0 такие, что

𝑛 − 2
2

− 𝑠 < α ⩽ β < min
{
α + 3

2
, 𝑛
2
+ 1

}
.

Пусть функцияω удовлетворяет условиям

ω ∈ 𝐶[0,1], ω(𝑡)𝑡−α ↑, ω(𝑡)𝑡−β ↓ на (0,1],
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lim
𝑡→+0

ω(𝑡)
ω0(𝑡)

= 0. (3.56)

Пусть выполнены условия Tеоремы 3.2.1 и 𝐻𝐺
𝐸 (ℝ

𝑛) –– пространство

обобщенных Бесселевых потенциалов с 𝐸(ℝ𝑛) = Λ𝑝(𝑣). Мы предполагаем,

что обозначения и предположения Tеоремы 3.1.1, (3.4) – (3.9). В соответ-

ствии с утверждениями (2.8) и (2.10) определим

ω(𝑡) ∶=

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐴𝑝(𝑡𝑛), 0 < 𝑝 ⩽ 1;

𝐷𝑝(𝑡𝑛), 1 < 𝑝 < ∞.
(3.57)

Теорема 3.3.1. По условиям третьей главы и пусть 𝐷, 𝐹 –– области в ℝ𝑛,

и 𝐷 ⊂⊂ 𝐹 .
lim
𝑡→+0

𝐴𝑝(𝑡𝑛)
ω0(𝑡)

= 0 при 0 < 𝑝 ⩽ 1 и

lim
𝑡→+0

𝐷𝑝(𝑡𝑛)
ω0(𝑡)

= 0 при 1 < 𝑝 < ∞,

где ω0(𝑡) =
𝑡
𝑛−1
2
+𝑠0−𝑠

ψ𝑠0(𝑡)
. Тогда, если

𝑢 ∈ 𝐻𝐺
𝐸 (ℝ

𝑛); 𝑢(𝑥) ≡ 0, 𝑥 ∈ 𝐷, (3.58)

то для каждого компакта 𝐾 ⊂ 𝐷 равномерно по 𝑥 ∈ 𝐾 выполняется

соотношение:

lim
µ→∞

σγ
µ
(𝑢,𝑥) = 0. (3.59)

Доказательство. Теоремы 3.3.1. По Теореме 3.2.1 имеем вложение (3.46).

Это означает, что

𝑢 ∈ 𝐻𝐺
𝐸 (ℝ

𝑛) ⇒ 𝑢 ∈ 𝐿2(ℝ𝑛) ⇒ 𝑢 ∈ 𝐿2(𝐹 ),

и γ-средние спектрального разложения σγµ(𝑢,𝑥) правильно определены

формулой

σγ
µ
(𝑢,𝑥) =

µ

∫
0

�̂�(𝑡)𝑦(𝑥,𝑡)γ
(
1 − 𝑡2

µ2

)
dρ(𝑡), (3.60)
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где 𝑦(𝑥,𝑡) –– система фундаментальных функций

�̂�𝑦 =
𝑚∑
𝑖=1

�̂�𝑖𝑦𝑖; �̂�𝑖(𝑡) = ∫
𝐹

𝑢(𝑥)𝑦𝑖(𝑥,𝑡) d𝑥,

см. обозначения в параграфе 3.1.

Более того, для 𝑢 ∈ 𝐻𝐺
𝐸 (ℝ

𝑛) у нас есть оценка для Ω ⊂ ℝ𝑛,

mesΩ < ∞:

ω2,Ω(𝑢; 𝑡) ⩽ ω𝐶(𝑢; 𝑡)
(
mesΩ

) 1
2 . (3.61)

Действительно,

‖‖‖Δ𝑘
ℎ𝑢
‖‖‖𝐿2(Ω𝑘ℎ)

=

(
∫Ω𝑘ℎ

|||Δ𝑘
ℎ𝑢
|||2
) 1

2

⩽ sup
𝑥∈Ω𝑘ℎ

|||Δ𝑘
ℎ𝑢 (𝑥)

|||(mesΩ𝑘ℎ
) 1

2 ,

и для

ω𝑘
2,Ω(𝑢; 𝑡) = sup|ℎ|⩽𝑡‖‖‖Δ𝑘

ℎ𝑢
‖‖‖𝐿2(Ω𝑘ℎ)

у нас есть оценки

ω𝑘
2,Ω(𝑢; 𝑡) ⩽ sup|ℎ|⩽𝑡 sup𝑥∈ℝ𝑛

|||Δ𝑘
ℎ𝑢(𝑥)

|||(mesΩ𝑘ℎ
) 1

2 =

= sup|ℎ|⩽𝑡‖‖‖Δ𝑘
ℎ𝑢
‖‖‖𝐶(ℝ𝑛)

(
mesΩ𝑘ℎ

) 1
2 ⩽ ω𝑘

𝐶(𝑢; 𝑡)
(
mesΩ

) 1
2 ,

и следует (3.61). Таким образом, по теореме 2.2.1, см. (2.7), (2.9) имеем

⇒

⎧⎪⎨⎪⎩
ω𝑘

2,Ω(𝑢; 𝑡) ⩽
(
mesΩ

) 1
2‖𝑢‖𝐻𝐺

𝐸 (ℝ𝑛)𝐴𝑝(𝑡𝑛), 0 < 𝑝 ⩽ 1, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ];

ω𝑘
2,Ω(𝑢; 𝑡) ⩽

(
mesΩ

) 1
2‖𝑢‖𝐻𝐺

𝐸 (ℝ𝑛)𝐷𝑝(𝑡𝑛), 1 < 𝑝 < ∞, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ].
(3.62)

Теперь применим Tеорему 3.1.1.

Эти оценки показывают, что

𝑢 ∈ 𝐻𝐺
𝐸 (ℝ

𝑛) ⇒ 𝑢 ∈ 𝐻ω(.)
2 (Ω), ω(𝑡) ∶=

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐴𝑝(𝑡𝑛), 0 < 𝑝 ⩽ 1;

𝐷𝑝(𝑡𝑛), 1 < 𝑝 < ∞.
(3.63)

Наконец, 𝑢 ∈ 𝐻ω(.)
2 (Ω) ∩𝐿2(𝐹 ), и мы получаем утверждение (3.59), приме-

нив Теорему 3.1.1.
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Пример 3.3.1. Для γ-средних Рисса порядков 𝑠, где 0 < 𝑠 < (𝑛 − 1)∕2,

мы полагаем что ψ(τ) = 𝑐, 𝑐 ∈ ℝ+, тогда ψ𝑠0(𝑡) = 𝑐𝑡𝑠0, и получаем, что

ω0(𝑡) =
1
𝑐
𝑡
𝑛−1
2
−𝑠. Тогда принцип локализации принимает вид

lim
𝑡→+0

𝐴𝑝(𝑡𝑛)
1
𝑐
𝑡
𝑛−1
2
−𝑠

= 0; при 0 < 𝑝 ⩽ 1,

и

lim
𝑡→+0

𝐷𝑝(𝑡𝑛)
1
𝑐
𝑡
𝑛−1
2
−𝑠

= 0; при 1 < 𝑝 < ∞,

𝑢 ∈ 𝐻𝐺
𝐸 (ℝ

𝑛); 𝑢(𝑥) ≡ 0, 𝑥 ∈ 𝐷. (3.64)

Для каждого компакта 𝐾 ⊂ 𝐷 равномерно по 𝑥 ∈ 𝐾 выполняется соотно-

шение:

lim
µ→∞

σγ
µ
(𝑢,𝑥) = 0. (3.65)

Замечание 3.3.1. Заметим, что функции Φ ∈ ℑ𝑘,𝑛(𝑅) могут обладать

свойством

Φ(ρ) = 0, ρ ∈ [2𝑅,∞). (3.66)

Таким образом, случай ядер с компактным носителем включен в нашу схе-

му.

Замечание 3.3.2. Заметим, что если ядро 𝐺 обобщенных бесселевых по-

тенциалов имеет компактный носитель на 𝐵2𝑅 =
{
𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ |𝑥| < 2𝑅

}
,

см. условие (3.66), то для 𝑢 ∈ 𝐻𝐺
𝐸 (ℝ

𝑛) имеем

𝑢(𝑥) = (𝐺 ∗ 𝑓 )(𝑥) ≡ 0, 𝑥 ∈ 𝐷,

если функция 𝑓 ∈ 𝐸(ℝ𝑛) удовлетворяет условию

𝑓 (𝑥) ≡ 0, 𝑥 ∈ 𝐷2𝑅 =
{
𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ ρ(𝑥,𝐷) < 2𝑅

}
,
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где

ρ(𝑥,𝐷) = inf
{|𝑥 − 𝑦| ∶ 𝑦 ∈ 𝐷

}
,

расстояние от 𝑥 до 𝐷.

Основные результаты третьей главы опубликованы в работе [22] из

списка публикаций автора по теме диссертации.
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Заключение

В Заключении приведены основные результаты работы, которые со-

стоят в следующем:

1. исследованы дифференциальные свойства обобщенных потенци-

алов Бесселя;

2. получены точные по порядку оценки равномерных модулей

непрерывности потенциалов в случае вложения пространства по-

тенциалов в пространство непрерывных ограниченных функций;

3. исследованы критерии вложений пространства потенциалов в

пространство Кальдерона. Приведена конкретизация этих вложе-

ний в случае базовых весовых пространств Лоренца;

4. описаны точные по порядку оценки равномерных модулей непре-

рывности потенциалов в случае базовых весовых пространств Ло-

ренца;

5. оценены аппроксимативные числа оператора вложения простран-

ства потенциалов в пространство ограниченных и равномерно

непрерывных функций;

6. получены необходимые и достаточные условия для вложения

пространства потенциалов в пространство 𝐿2(ℝ𝑛);

7. получены условия локализации γ-средних спектрального разло-

жения обобщенного потенциала Бесселя в случае базовых весо-

вых пространств Лоренца.
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Список сокращений и условных обозначений

ℕ множество натуральных чисел

𝐿𝑝 пространство Лебега

ℝ множество действительных чисел

𝐸(ℝ𝑛) перестановочно-инвариантное пространство

Λ𝑝(𝑣) весовое пространство Лоренца

𝐻𝐺
𝐸 (ℝ

𝑛) пространство потенциалов

𝐺 ∗ 𝑓 свертка (𝐺 ∗ 𝑓 ) = (2π)−
𝑛
2 ∫ℝ𝑛 𝐺(𝑥 − 𝑦)𝑓 (𝑦) y

χ𝐴 характеристическая функция

ρ функциональная норма

ω𝑘
𝑐 (𝑢; τ) модуль непрерывности

λ𝑓 (𝑓 ) Лебегова функция распределения

µ мера Лебега

𝐸′(ℝ𝑛) ассоциированное пространство

�̃�(ℝ+) представления Люксембурга

𝐶(ℝ𝑛) пространство ограниченных и равномерно непрерывных

функций

𝐺α(𝑥) классические ядра Бесселя–Макдональда

Λ𝑘(𝐶;𝑋) пространство Кальдерона

𝑎𝑚(𝑇 ) аппроксимативные числа

σ
γ
µ(𝑓 ; 𝑥) γ-средние спектрального разложения

𝐻ω(⋅)
𝑝 (Ω) пространство типа Никольского с обобщенной гладкостью
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