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Введение

Актуальность темы исследования

В физике и технике возникают новые все более сложные задачи, предъявля-

ющие чрезвычайно требования к точности и надежности расчета. Это приводит

к бурному развитию приближенных методов расчета, из которых наиболее уни-

версальными являются методы конечных разностей (МКР) и конечных элемен-

тов (МКЭ). В рамках этих подходов разработано большое количество алгорит-

мов как общего назначения, так и ориентированных на конкретные прикладные

задачи. Эти алгоритмы реализованы в широко известных прикладных пакетах.

Применение традиционных алгоритмов МКР к новым задачам сталкивается

со значительными трудностями: потеря точности, замедление или отсутствие

сходимости, потеря устойчивости и т.д. В этом случае обобщение МКР на новые

классы задач требует разработки новых алгоритмов, повышающих точность и

надежность этого метода.

Большой вклад в развитие МКР был сделан чл.-корр. РАН Н.Н. Калитки-

ным и его учениками: предложенные ими алгоритмы позволили значительно

расширить круг задач, которые удается успешно решать с помощью МКР.

Алгоритмы, развиваемые школой Калиткина, имеют следующие особенно-

сти. Во-первых, они включают многосеточный расчет с апостериорным контро-

лем фактической погрешности и реккурентным повышением точности. Основы

этого подхода были заложены в работах Ричардсона. Во-вторых, для краевых

задач используются консервативные схемы. Калиткиным были впервые вве-

дены бикомпактные схемы, обобщающие консервативные схемы Самарского.

В-третьих, для начальных задач широко применяется параметризации через

длину дуги интегральной кривой.

Однако, несмотря на достигнутые успехи, ряд задач по-прежнему не удается

решить в рамках существующих реализаций МКР. Общим свойством этих

задач является наличие принципиальных трудностей, связанных с наличием
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особенностей в решении: пограничных слоев (которые в пределе при уменьше-

нии ширины стремятся к разрывам), сингулярностей (в которых решение или

его производные обращаются в бесконечность), разрывов на границах раздела

сред. Поэтому разработка новых подходов, позволяющих решать данные задачи

в рамках МКР, является актуальной.

Разработанность темы диссертации

1) До сих пор значительные трудности представляет расчет жестких и плохо

обусловленных задач Коши (к ним относятся кинетика реакций, модели нели-

нейных осцилляторов, системы ОДУ, полученные в результате применения ме-

тода прямых к УрЧП и др.). Значительный вклад в развитие соответствующих

численных методов внесли работы следующих авторов. Дж. Гиршфельдер и Ч.

Кертисс предложили одну из первых численных схем для жестких задач. Дж.

Бутчер систематически развивал теорию схем Рунге-Кутты и впервые построил

большое количество схем высоких порядков точности. В работах Х. Розенброка

были предложены исключительно удачные явно-неявные схемы. Дальнейшему

их развитию посвящен работы Э. Хайрера, Г. Ваннера, С.С. Филиппова, Е.А.

Новикова. Особенно отметим работы представителей школы Калиткина: П.Д.

Ширков, А.Б. Альшин и Е.А. Альшина впервые предложили двухстадийные

явно-неявные схемы с комплексными коэффициентами. В работах Калиткина

и И.П. Пошивайло предложены оптимальные обратные схемы Рунге-Кутты,

обладающие одновременно высокой точностью и уникальной надежностью.

Для расчетов жестких задач широко используют алгоритмы автоматиче-

ского выбора шага, основанные на локальном сгущении сеток или вложенных

схемах. Наиболее известными являются алгоритмы Ч. Гира и Дж. Дормана, П.

Принса. Дальнейшему развитию этих подходов посвящены работы Бутчера, Л.

Шампина, П. Капса, Дж. Кэша, Дж. Прентиса и ряда других исследователей.

Однако вопрос о фактической точности таких расчетов остается открытым. В
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литературе неоднократно отмечалось, что фактическая точность порой не со-

ответствует заданной пользователем. Известны также случаи, когда эти алго-

ритмы не позволяют завершить расчет, срываясь до того, как достигнут конец

отрезка интегрирования.

Характерным примером жесткой задачи является задача кинетики химиче-

ских реакций. Эта задача имеет ряд специфических особенностей; в частности,

ее решение является неотрицательным. Калиткин и В.Я. Гольдин построили

специализированную разностную схему для этой задачи, обеспечивающую неот-

рицательность численного решения. Эта схема была очень надежной, однако

она имела первый порядок точности.

2) Не меньшие трудности представляет исследование решений, имеющих

подвижные особые точки, что типично для нелинейных моделей. Примерами

являются нелинейное горение, кумуляция, пробой в плазме и т.д. В литературе

описано большое количество подходов. М. Бергер и Р. Кон предложили метод

масштабирования. Развитием этого подхода является применение нормализую-

щих групп, предложенное в работах Л. Чена и соавторов. В работах А. Кан-

гиани и соавторов были предложены адаптивные сетки на основе априорных и

апостериорных оценок решения. Ч. Бадд и Р. Рассел предложили и программ-

но реализовали метод движущихся сеток. В работах П. Гройсмана для задач

с сингулярностями предложено использовать чисто неявные схемы (например,

обратную схему Эйлера). В работах Ч. Чо введено понятие численного разру-

шения и предложен алгоритм его обнаружения.

Наиболее работоспособным является метод Альшиной-Калиткина-Коряки-

на, основанный на анализе сходимости при сгущении сеток. Он позволяет рас-

считать положение и порядок особенности, но вопрос о фактической точности

такого расчета остается открытым.

3) В ряде приложений (например, прямое вычисление некоторых специаль-

ных функций) требуется расчет решения ОДУ не только до полюса, но и после

него. В работах Б. Форнберга, Дж. Вайдемана, А.А. Абрамова, Л.Ф. Юхно
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разработан ряд подходов для расчета трансцендент Пенлеве. В работах М.Д.

Малых и Л.А. Севастьянова был разработан способ продолжения за полюс для

уравнений с квадратичной нелинейностью. Однако разностные методы, едино-

образно применимые к широкому классу задач, не предложены.

4) В ряде актуальных проблем требуется решать систему уравнений Макс-

велла, описывающих эволюцию электромагнитного поля в слоистых средах. В

стационарном случае для таких задач наиболее популярны следующие методы.

Современная формулировка метода матриц рассеяния построена Д. Беррема-

ном; систематическое применение этого метода к прикладным задачам пред-

ставлено в работах А.Г. Свешникова, А.В. Тихонравова, Севастьянова, К.П.

Ловецкого, А.А. Хохлова. Методы типа RCWA предложены в работах М. Мо-

харама и Т. Гейлорда. Этот класс методов активно развивается в работах Се-

вастьянова, Ловецкого, Хохлова, Егорова, В.А. Сойфера. Основополагающие

результаты по методу конечных элементов получены в работах Неделека, Ра-

вьяра и Томаса, Хистхэвена; систематическому применению этого метода по-

священы работы В.В. Котляра и Сойфера. Современная формулировка метода

конечных разностей в частотной области приведена в монографии Ю. Инана и

Р. Маршалла. В нестационарном случае наиболее употребительными являются

различные варианты метода конечных разностей во временной области. Боль-

шой вклад в развитие этого подхода внесли Инан, А. Тафлов, Д. Салливан, Дж.

Беренгер, Г. Мур, Сойфер, Котляр, Свешников, А.Н. Боголюбов. В литерату-

ре отмечено, что для сеточных методов значительную проблему представляет

потеря точности вблизи границ раздела и учет частотной дисперсии среды.

Цель диссертационной работы

Целью диссертационной работы является обобщение метода конечных раз-

ностей на задачи с вычислительными особенностями: контрастные структуры,

подвижные особые точки, разрывы коэффициентов.
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С этой целью были рассмотрены математические модели, имеющие указан-

ные особенности: жесткие задачи Коши для ОДУ (включая задачу кинетики

реакций), задачи Коши с сингулярностями в решении (включая уравнения в

частных производных, например, модели нелинейного горения), задачи для си-

стемы одномерных уравнений Максвелла в слоистых средах с частотной дис-

персией.

Задачи диссертационной работы

Для достижения указанной цели решены следующие задачи:

1. Разработка, обоснование и тестирование алгоритма выбора шага по кри-

визне интегральной кривой для численного интегрирования задач Коши

для ОДУ.

2. Разработка, программная реализация и тестирование явной схемы для рас-

чета кинетики реакций, которая имеет второй порядок точности и обеспе-

чивает неотрицательность численного решения. Сравнение предложенной

схемы с другими методами первого и второго порядка точности.

3. Разработка, обоснование и тестирование методов численного исследования

подвижных особых точек и их последовательностей в решениях ОДУ с

апостериорной асимптотически точной оценкой погрешности. Реализация

предложенных методов в виде комплекса проблемно-ориентированных про-

грамм.

4. Применение предложенных методов к исследованию сингулярностей в ре-

шениях УрЧП методом прямых.

5. Разработка, обоснование, программная реализация и тестирование биком-

пактной разностной схемы для одномерной системы уравнений Максвел-

ла в слоистых средах. Сравнение предложенных схем с другими методами

(МКЭ, МКР во временной области).
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6. Разработка, обоснование и тестирование метода интегрирования уравнений

Максвелла вдоль оптического луча для задачи о наклонном падении плос-

кой волны на набор плоско-параллельных пластин. Реализация предложен-

ного метода в виде комплекса проблемно-ориентированных программ.

Научная новизна

Для численного интегрирования задачи Коши для ОДУ предложен, реа-

лизован и протестирован новый метод построения квазиравномерных сеток –

геометрически-адаптивных сеток – на основе оригинального подхода к выбору

шага по кривизне интегральной кривой.

Предложена, реализована и протестирована новая специальная явная схема

второго порядка точности для расчетов кинетики реакций, обеспечивающая

положительность решения.

Оценены границы применимости сеточных методов и методов разложения

по малому параметру, и дан ряд практических рекомендаций.

Предложен, реализован и протестирован новый метод обнаружения и иссле-

дования алгебраических особых точек и логарифмических полюсов для систем

ОДУ, который позволяет рассчитывать параметры особенности с апостериор-

ной асимптотически точной оценкой погрешности.

Предложен, реализован и протестирован новый метод обобщенной инверс-

ной функции для решения задачи Коши для систем ОДУ с последовательно-

стью алгебраических особых точек целого порядка. В отличие от ранее извест-

ных подходов, предложенный метод не использует априорной информации о

свойствах задачи.

Для системы стационарных и нестационарных одномерных уравнений Макс-

велла предложена бикомпактная консервативная разностная схема. Для пред-

ложенных схем доказана сходимость для произвольных неравномерных сеток

и неоднородных сред.
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Для задачи о наклонном падении плоской волны на систему плоско-параллельных

либо клиновидных пластин предложен метод интегрирования уравнений Макс-

велла вдоль оптического луча, позволяющий решать эту задачу по одномерным

схемам.

Теоретическая и практическая значимость работы

Предложенные математические методы качественно превосходят по точно-

сти, надежности и экономичности ранее известные алгоритмы, расширяют об-

ласть приложения метода конечных разностей и представляют интерес для ши-

рокого круга исследователей при решении прикладных задач. Они используют-

ся в работах научной группы проф. Малых в Российском университете дружбы

народов, могут непосредственно использоваться в работах, проводимых на ряде

факультетов МГУ им. М.В. Ломоносова (физическом, химическом, механико--

математическом, ВМиК), в НИИ Механики МГУ, в Институте проблем меха-

ники им. А.Ю. Ишлинского РАН, в Институте прикладной математики им.

М.В. Келдыша РАН, в федеральных ядерных центрах – ВНИИЭФ (Саров) и

ВНИИТФ (Снежинск), в Физическом институте академии наук им. П.Н. Лебе-

дева, в Объединенном институте ядерных исследований, в НИЦ “Курчатовский

институт” и ряде других организаций.

Геометрически-адаптивные сетки следует рассматривать как надежный ме-

тод расчета жестких задач Коши для ОДУ; они должны заменить существую-

щие программы, основанные на вложенных схемах и локальном сгущении сетки.

Методы диагностики сингулярностей и расчета задач со множественными

полюсами могут стать надежным инструментом для исследования задач с раз-

рушением решения, проводимых на кафедре математики Физического факуль-

тета МГУ им. М.В. Ломоносова в группе проф. М.О. Корпусова, в Российском

университете дружбы народов в группе проф. Л.А. Севастьянова, в Московском
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институте электронной техники в группе проф. Г.Л. Алфимова и в других ор-

ганизациях.

Построенные методы решения уравнений Максвелла применимы к различ-

ным задачам электродинамики слоистых сред (фотоника, плазмоника) и могут

быть использованы в СГУ группой проф. В.Л. Дербова, в РУДН в группе проф.

Севастьянова, на физическом факультете МГУ в группах проф. А.Н. Боголю-

бова и проф. А.А. Федянина, на факультете ВМиК МГУ в группе проф. Ю.А.

Еремина, в НИУ ИТМО на мегафакультете фотоники под руководством проф.

П.А. Белова и ряде других организаций. Предложенные методы могут стать на-

дежным вычислительным инструментом в расчетах, предваряющих натурный

эксперимент. Выполненные расчеты динамики поверхностных волн Блоха мо-

гут непосредственно использоваться при планировании новых экспериментов,

которые проводятся в указанных коллективах на физическом факультете МГУ

и в НИУ ИТМО.

Методы исследования

При разработке математических алгоритмов использовались традиционные

методы вычислительной математики. Разностные схемы составлялись методом

разностной аппроксимации. Для тестирования предложенных методов проводи-

лись расчеты задач с известным точным решением. Вычислялась погрешность

численного решения относительно точного. Дополнительно вычислялись оцен-

ки точности по Ричардсону.

При разработке прикладных пакетов был использован язык Matlab, совме-

стимый со свободно распространяемой средой для математических вычислений

GNU Octave. Она позволяет легко визуализировать результаты расчетов.



18

Положения, выносимые на защиту

На защиту выносятся следующие положения:

1. Для жестких задач Коши предложен, программно реализован и протестиро-

ван метод геометрически-адаптивного выбора шага по кривизне интеграль-

ной кривой. На его основе проведено оригинальное исследование кинетики

реакций водород-кислородного горения.

2. Для задач кинетики реакций предложена и протестирована явная схема

второго порядка точности, обеспечивающая неотрицательность численного

решения.

3. Предложены и протестированы методы численного интегрирования ОДУ с

вещественными подвижными сингулярностями. Они позволяют численно-

го обнаружить и исследовать ближайшую особую точку алгебраического и

логарифмического типа, а также проводить расчет решения с последова-

тельностью алгебраических особых точек целого порядка.

4. Для системы одномерных уравнений Максвелла в слоистой среде с частот-

ной дисперсией предложена и протестирована бикомпактная разностная

схема.

5. Предложен и протестирован метод оптических путей для интегрирования

уравнений Максвелла вдоль оптического луча, позволяющий рассчитывать

ряд двумерных задач с помощью одномерных схем.

Достоверность и обоснованность полученных результатов

Обоснованность полученных результатов обусловлена тем, что для всех

предложенных методов доказаны теоремы о сходимости.

Предложенные методы проверялись на представительных тестовых задачах

с известным точным решением. В ходе расчетов непосредственно проверялась
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сходимость численного решения к точному, а также контролировалось соответ-

ствие фактического порядка точности теоретическому.

Расчеты прикладных задач, точное решение которых неизвестно, проводи-

лись на сгущающихся сетках с апостериорной оценкой погрешности по методу

Ричардсона и контролем фактического порядка точности. Это обеспечивает ма-

тематическую точность на уровне ошибок округления компьютера.

Достоверность полученных результатов обеспечивается тем, что расчеты

по предложенным алгоритмам сравнивались с расчетами по другим широко

известным методам либо с доступными результатами натурного эксперимента.

Апробация результатов

Результаты работы докладывались на следующих конференциях: междуна-

родные конференции «Современные проблемы вычислительной математики и

математической физики» памяти академика А.А. Самарского к 95-летию со дня

рождения и к 100-летию со дня рождения (Москва, июнь 2014, июнь 2019), меж-

дународная конференция «Современные проблемы математической физики и

вычислительной математики» к 110-летию со дня рождения академика А.Н.

Тихонова (Москва, ноябрь 2016), XVII, XIX, XXI международные конферен-

ции «Харитоновские тематические научные чтения» (Саров, март 2015, апрель

2017, апрель 2019), международная конференция Progress In Electromagnetics

Research Symposium (Санкт-Петербург, май 2017), международная конферен-

ция 13th annual workshop «Numerical methods for problems with layer phenomena»

(Москва, апрель 2016), Научно-координационная сессия по неидеальной плаз-

ме (Москва, ноябрь 2015), XVI, XVII Всероссийские школы-семинары «Физика

и применение микроволн» им. проф. А.П. Сухорукова (Можайск, июнь 2017,

июнь 2019, июнь 2021), XVII, XVII Всероссийские школы-семинары «Волновые

явления в неоднородных средах» им. проф. А.П. Сухорукова (Можайск, июнь

2018, июнь 2020) научная конференция «Ломоносовские чтения» (Москва, ап-
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рель 2016, апрель 2021), конференция Совета молодых ученых ИПМ им. М.В.

Келдыша РАН (Москва, ноябрь 2015), конференция, посвященная 90-летию со

дня рождения В.Я. Гольдина (ИПМ им М.В. Келдыша РАН).

Сделаны доклады на следующих научных семинарах: семинар кафедры вы-

числительной математики ВМиК МГУ им. М.В. Ломоносова (декабрь 2013),

семинары кафедры математики физического факультета МГУ им. М.В. Ломо-

носова (март 2016, декабрь 2016), семинар по обратным задачам математиче-

ской физики НИВЦ МГУ им. М.В. Ломоносова (ноябрь 2016), семинар отдела

№ 14 ИПМ им. М.В. Келдыша РАН (январь 2017), семинар Института приклад-

ной математики и телекоммуникаций РУДН (Москва, апрель 2021, май 2022),

семинар по вычислительной и прикладной математике Лаборатории информа-

ционных технологий им. М.Г. Мещерякова ОИЯИ (Дубна, ноябрь 2021).

Личный вклад автора

Все результаты диссертации, выносимые на защиту, получены автором лич-

но. В работах, опубликованных в соавторстве, вклад автора является опреде-

ляющим.

Соответствие паспорту специальности

В диссертации разработаны новые математические методы моделирования

объектов и явлений: экономичные методы моделирования задач кинетики ре-

акций, процессов нелинейного горения, задач интегральной фотоники и ряда

других (п. 1 паспорта специальности 1.2.2).

Разработаны, обоснованы и протестированы новые эффективные вычисли-

тельные методы для задач с особенностями в решении – жестких задач Коши

для ОДУ с контрастными структурами, задач Коши для ОДУ с сингулярно-

стями, одномерных уравнений Максвелла в слоистых диспергирующих средах
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– с применением современных компьютерных технологий (п. 2 паспорта специ-

альности 1.2.2).

Предложенные эффективные численные методы реализованы в виде ком-

плексов проблемно-ориентированных программ для проведения вычислитель-

ного эксперимента: GACK-GEAD для расчетов кинетики химических реакций,

SiDiaG для исследования ближайшей вещественной сингулярности в решении

системы ОДУ, Continuation для численного интегрирования ОДУ с нескольки-

ми вещественными алгебраическими особыми точками, BiSpDec для решения

уравнений Максвелла при наклонном падении плоской волны на набор плоско-

параллельных диэлектрических пластин и исследования динамики связанных

состояний (п. 3 паспорта специальности 1.2.2).

Проведены комплексные исследования научных проблем с применением но-

вейших методов математического моделирования и вычислительного экспери-

мента: моделирование кинетики реакций водород-кислородного горения, рас-

четы спектров реальных фотонных кристаллов, формирование и динамика по-

верхностных волн Блоха в диэлектрическом фотонном кристалле (п. 8 паспорта

специальности 1.2.2). Тем самым, в работе присутствуют оригинальные резуль-

таты одновременно из трех областей: математического моделирования, числен-

ных методов и комплексов программ.
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Программы решения стационарной и нестационарной задач для системы од-

номерных уравнений Максвелла имеют свидетельства о государственной реги-

страции в Реестре программ для ЭВМ за номерами № 2022663076 от 11.07.2022

и № 2022661873 от 28.06.2022.

Краткое содержание работы

Диссертация состоит из введения, 8 глав и заключения. Общий объем дис-

сертации: страниц 383, рисунков 124, таблиц 6. Список литературы включает

531 наименований.

Введение содержит общую характеристику работы. Обоснована актуаль-

ность решаемых задач, сформулированы цели и задачи работы, указана науч-

ная новизна полученных результатов, их теоретическая и практическая зна-

чимость. Описаны методы и методология исследования, методы обоснования

достоверности результатов и их апробации. Сформулированы положения, вы-

носимые на защиту.

В главе Исторический очерк метода конечных разностей дан об-

зор методов конечных разностей для ОДУ, уравнений в частных производных

и миметических схем. Приведено изложение метода сгущения сеток и апосте-

риорных оценок точности в современной формулировке. Перечислены задачи,

которые по-прежнему представляют трудности для существующих конечно-

разностных подходов. К этой группе задач относятся 1 o жесткие задачи Коши

с контрастными структурами, 2 o задачи Коши, решения которых имеют син-
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гулярности на отрезке интегрирования, 3 o задачи для уравнений в частных

производных в слоистых средах. Эти задачи имеют общую черту: их решения

содержат особенности. Особенностью может быть как особая точка в узком

смысле (в которой решение обращается в бесконечность), так и сильный либо

слабый разрыв (в котором решение остается конечным). Контрастная струк-

тура также может рассматриваться как особенность, поскольку в пределе при

увеличении жесткости она стремится к сильному разрыву.

В главе Жесткие задачи Коши предложен новый метод автоматического

выбора шага – геометрически-адаптивные сетки. Он основан на использовании

кривизны и наклона интегральной кривой. Показано, что зависимость шага

геометрически-адаптивных сеток от кривизны является асимптотически опти-

мальной в смысле метрики Хаусдорфа. Разработана процедура сгущения сеток,

позволяющая применить метод Ричардсона и находить апостериорную асимп-

тотически точную оценку погрешности полученного решения (для традицион-

ных алгоритмов выбора шага не найдено таких оценок). Поэтому предложенные

методы существенно превосходят по надежности и достоверности результатов

расчетов ранее известные алгоритмы.

Для расчетов по явным схемам построены экономичные методы вычисления

кривизны. Для явных схем Рунге-Кутты с числом стадий до 4 приведены таб-

лицы коэффициентов этих формул. Это позволяет успешно применять явные

схемы даже к сверхжестким задачам.

Проведена апробация предложенных методов на представительных тесто-

вых задачах. Показано, что явные схемы на геометрически-адаптивных сетках

не уступают неявным схемам в надежности и точности, но кардинально пре-

восходят их в экономичности. Проведены расчеты тех же тестовых задач по

стандартным программам Гира и Дормана-Принса. Эти расчеты показали, что

фактическая точность этих программ на много порядков отличается от задан-

ной. Это иллюстрирует преимущества предложенных методов.
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Проанализированы достоинства и недостатки численных методов и асимп-

тотических методов разложения по малому параметру. Определены области их

применимости и даны практические рекомендации. Приведены примеры расче-

тов, иллюстрирующих эти выводы.

В главе Кинетика химических реакций предложен новый специали-

зированный численный метод для задач кинетики. Этот метод явный, и его

трудоемкость очень мала. Показано, что для данного типа задач этот метод яв-

ляется более точным и надежным, чем другие схемы первого и второго порядка

точности (специализированная схема Калиткина-Гольдина и общие схемы Эй-

лера и Розенброка). Метод позволяет проводить вычисления одновременно с

нахождением гарантированной оценки математической погрешности и приго-

ден к включению в газодинамические пакеты программ.

Проведены расчеты задачи кинетики химических реакций на примере водород-

кислородного горения. Показано, что явные схемы Рунге-Кутты и предложен-

ный специализированный явный метод на геометрически-адаптивных сетках

успешно справляются с этими задачами.

Проведено тестирование традиционных алгоритмов выбора шага на этой

задаче, причем впервые контролировалась фактическая точность расчета. В

качестве контрольного метода использовались явные схемы Рунге-Кутты на

геометрически-адаптивных сетках. Показано, что традиционные программы те-

ряют надежность, не обеспечивают заданную точность, а в ряде случаев и вовсе

не позволяют провести расчет.

В главе Задачи Коши с сингулярностями решения разработан но-

вый численный метод обнаружения и исследования ближайшей сингулярно-

сти алгебраического или логарифмического типа в решениях дифференциаль-

ных уравнений. Он позволяет надежно обнаруживать наиболее важные типы

особенностей и находить их характеристики с апостериорной асимптотически

точной оценкой погрешности. Этот метод применен к исследованию S-режима

нелинейного горения.
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Предложен новый метод решения задачи Коши для системы ОДУ с последо-

вательностью алгебраических особых точек целого порядка. Этот метод имеет

строгое обоснование. Он позволяет проводить сквозной расчет через несколь-

ко особых точек и вычислять решение с высокой точностью даже в непосред-

ственной близости от них. Метод основан на введении обобщенной инверсной

функции, для которой особая точка исходного решения является простым ну-

лем. Преимущества метода проиллюстрированы на нетривиальных тестовых

задачах.

В главе Разностные методы для одномерных уравнений Максвел-

ла в слоистых средах для системы стационарных одномерных уравнений

Максвелла построена бикомпактная разностная схема, шаблон которой вклю-

чает только один шаг пространственной сетки. Границы слоев выбираются в

качестве узлов сетки, поэтому схема позволяет проводить расчеты обобщен-

ных решений с разрывом решения и его производной. Консервативность схемы

обеспечивает сходимость к правильному обобщенному решению.

Для ряда важных частных случаев построено явное решение системы раз-

ностных уравнений бикомпактной схемы в конечном виде. Это решение являет-

ся новым. Оно применимо для однородной среды, произвольной неравномерной

сетки и произвольной конфигурации объемных и поверхностных токов.

Для нестационарных задач предложен принципиально новый метод спек-

трального разложения, позволяющий учитывать дисперсию материала. Закон

дисперсии может быть произвольным (в том числе заданным таблично). Этот

подход имеет простую физическую интерпретацию.

Для предложенных методов строго доказана сходимость для произвольных

неравномерных сеток и неоднородных сред.

В главе Верификация бикомпактных схем для одномерных уравне-

ний Максвелла построены физически содержательные и сложные для расчета

тестовые примеры. С их помощью показано, что разностные методы, предло-
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женные в предыдущей главе, кардинально превосходит существующие подходы

по точности и надежности.

Проведены расчеты задачи о нормальном падении плоской волны на од-

номерный фотонный кристалл. Для учета флуктуаций толщин слоев образца

предложен новый подход, названный методом виртуального эксперимента. Рас-

считан спектр прохождения через реальный фотонный кристалл и проведено

сравнение с ранее измеренным экспериментальным спектром. Показано, что

результаты расчета хорошо согласуются с экспериментом в пределах погреш-

ностей последнего 2-5%.

В главе Метод оптических путей рассмотрена задача о наклонном па-

дении плоской волны на одномерный плоско-параллельный рассеиватель. Эта

задача является двумерной. Предложен новый метод интегрирования уравне-

ний Максвелла вдоль оптического луча (метод оптических путей), который поз-

воляет рассчитывать эту задачу с помощью одномерных схем. Это существенно

снижает трудоемкость решения многих актуальных задач.

Проведены расчеты тестовых задач с известным точным решением (на-

клонное падение плоской волны на плоскую границу раздела, интерферометр

Фабри-Перо, спектры отражения и прохождения модельных фотонных кри-

сталлов). Эти расчеты убедительно верифицируют метод оптических путей.

Проведены расчеты спектров отражения и прохождения реальных фотон-

ных кристаллов при наклонном падении, и проведено сравнение этих расче-

тов с ранее опубликованными экспериментами. Показано, что предложенные

подходы (бикомпактные схемы, метод оптических путей и метод виртуального

эксперимента) обеспечивают хорошее согласование расчетов с экспериментом в

пределах точности последнего 1÷7%.

Проведены расчеты реальной задачи о формировании поверхностной вол-

ны Блоха при наклонном падении импульса на одномерный фотонный кри-

сталл. Проведено исследование параметров этой волны (яркость свечения и

время жизни связанного состояния) в зависимости от толщин слоев фотонного
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кристалла. Результаты этих расчетов можно использовать для эксперименталь-

ной реализации долгоживущих связанных состояний. Методы, предложенные в

данной работе, позволили существенно повысить точность этого исследования.

В главе Скорости реакций рассмотрены некоторые задачи, которые были

решены соискателем, но выходят за рамки данной работы. Предложены новые

методы регрессии экспериментальных данных, измеренных со значительными

погрешностями. Эти методы позволили получить статистически достоверные

доверительные коридоры аппроксимирующих кривых. С помощью этих мето-

дов были найдены 1 o сечения и скорости 7 термоядерных реакций с участием

изотопов водорода и гелия, наиболее важных в проблеме управляемого тер-

моядерного синтеза, 2 o 20 химических реакций водородо-воздушного горения,

существенных для задач плазмохимии (т.е. при температурах до 1-2 кК и дав-

лениях 1 атм.), 3 o 15 химических реакций, описывающих автокаталитический

механизм пиролиза этана при давлениях от 1 до нескольких атмосфер. Эти

результаты не выносятся на защиту.

В Заключении сформулированы основные результаты работы.
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1. Исторический очерк метода конечных

разностей

1.1. Обыкновенные дифференциальные уравнения

1.1.1. Задачи

Начиная с XVII века появляются задачи, связанные с возникновением небес-

ной механики и дифференциального исчисления. Они были принципиально но-

выми для науки и имели большую практическую значимость. Примером может

служить построение геодезической сети на поверхности Земли, что было чрез-

вычайно важно для навигации.

Аккуратный расчет движения небесных тел потребовал составления таблиц

тригонометрических функций и логарифмов.

Развитие артиллерии и стрелкового оружия и повышение дальности стрель-

бы предъявляло все более высокие требования к точности расчета задач балли-

стики. Стрельбу приходилось вести по движущимся целям (например, кораб-

лям), причем на все бо́льшие расстояния. Необходимо было учитывать такие

факторы как сопротивление воздуха, движение цели, скорость и направление

ветра, вращение снаряда, прецессию оси его вращения, суточное вращение Зем-

ли и т.д.

С развитием теории специальных функций потребовались конструктивные

методы их расчета. Эта задача осложнялась тем, что многие специальные функ-

ции имеют сингулярности (например, полюсы), положение которых не всегда

известно заранее. Из-за этого вблизи сингулярности точность резко падает. По-

этому исследованию особенностей решения дифференциальных уравнений уде-

лялось много внимания.
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1.1.2. Ранние методы

Новые задачи уже не удавалось решить аналитически, и требовались прин-

ципиально новые подходы. Одним из таких подходов стал метод конечных раз-

ностей. Суть его в том, что на очередном шаге по времени производную заменя-

ют конечной разностью и затем решают уравнение относительно значения ис-

комой функции в более поздний момент времени. Прообраз этого подхода про-

сматривается в доказательстве разрешимости начальной задачи, предложенном

И. Бернулли, и в работах Тейлора по степенным рядам [1]. Отчетливо метод

конечных разностей был описан Эйлером [2]. Он построил явную разностную

схему (схему Эйлера) для решения обыкновенного дифференциального урав-

нения (ОДУ). В частности, он применил ее к численному решению уравнения

Риккати, которое не удавалось проинтегрировать в элементарных функциях [3].

Как известно, решение уравнения Риккати имеет подвижные полюса [4].

Эйлер обнаружил, что при приближении к этим полюсам точное и приближен-

ное решение расходятся все заметнее до полной потери сходства после перехода

через полюс. По результатам этих расчетов был сделан вывод, что метод конеч-

ных разностей вообще не пригоден для исследования подвижных особенностей

решений дифференциальных уравнений. Поэтому вплоть до 2000-х годов для

исследования особенностей применялись методы, основанные на разложении в

ряды.

К середине XIX века точность схемы Эйлера зачастую становилась недоста-

точной. Расчеты велись вручную, это сильно ограничивало приемлемое коли-

чество шагов численного расчета. Поэтому возникла необходимость в методах

более высокого порядка точности. В 1850-е годы Адамс предложил многоша-

говую схему (метод Адамса) [5]. Ее порядок точности равнялся числу шагов,

используемых в схеме. При этом для асимптотически устойчивых решений по-

грешность росла с течением времени медленно. Это позволило применять схе-

му Адамса, частности, для расчета траекторий небесных тел. Впоследствии
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было разработано большое количество различных многошаговых методов [5]:

Нюстрема, Милна, Нордсика, Лобато, Мерсона и ряд других. Каждый из них

содержал несколько конкретных схем, различающихся порядком точности и

другими свойствами.

Многошаговые схемы были довольно громозкими, поэтому со временем от

них отказались в пользу одношаговых. В качестве примера приведем класси-

ческую одношаговую явную схему Рунге и Кутты 4-го порядка точности [6].

Она оказалась столь удачной, что до сих пор остается стандартом по умол-

чанию во многих распространенных пакетах программ. Например, эта схема

с успехом используется в расчетах траекторных задач в рамках общей теории

относительности. Отметим недавние работы А.Н. Цирулева, посвященные этим

вопросам [7,8].

Одновременно с развитием численных алгоритмов развивалась вычисли-

тельная техника. Так, во время Первой мировой войны появились первые меха-

нические, а затем и аналоговые вычислительные приборы. Это резко повысило

скорость расчетов и позволило эффективно решать разностные уравнения. Од-

новременно математики поняли, что большинство дифференциальных уравне-

ний, возникающих в механике и физике, не допускают аналитического решения

ни в каком смысле. При этом численные методы, созданные вне концепции ко-

нечных разностей, далеко не всегда сходятся. Так, Вейерштрасс в знаменитом

ныне Трактате Пуанкаре по небесной механике обратил особое внимание на

критику численных методов небесной механики XIX века [9, с. 967–976].

В начале XX века выходит ряд руководств и монографий (например, работы

Селиванова [10], Маркова [11], Крылова [2], Рунге [6]), в которых восстанавли-

ваются классические результаты Бернулли и Эйлера в исчислении конечных

разностей. Это закрепило метод конечных разностей как один из важнейших

вычислительных методов.

По мере развития вычислительной техники происходила переоценка пригод-

ности тех или иных численных методов. Первые компьютеры, появившиеся в



34

середине 1940-х годов, имели очень малую скорость и объем оперативной па-

мяти. Поэтому тогда важнейшим требованием к методам была экономичность,

то есть необходимый объем вычислений должен быть как можно меньшим. По

мере возрастания мощности компьютеров экономичность отходила на второй

план, а на первый план выдвигалась надежность метода. Под надежностью

подразумевается совокупность следующих свойств [12]:

• правильное качественное поведение численного решения, даже если шаги

сетки или другие параметры расчета выбраны не слишком удачно;

• возможность проведения расчетов большого объема без человеческого кон-

троля;

• получение оценки погрешности одновременно с результатом.

1.1.3. Жесткость

Во второй половине XX века бурное развитие физики и техники привело к

появлению новых задач, отличительной чертой которых было наличие несколь-

ких сильно различающихся характерных временных масштабов решения. Это

свойство задач принято называть жесткостью.

Разномасштабность по времени обусловлена наличием в исходной физи-

ческой системе процессов, протекающих с сильно различающимися скоростя-

ми. Однако нередко возникает пространственная разномасштабность, при кото-

рой решение уравнения в частных производных резко меняется при изменении

пространственных координат. Примерами являются насыщение поверхностного

слоя стали азотом (что приводит к упрочнению); диффузия магнитного поля в

сжимающую оболочку в магнитокумулятивных генераторах сверхсильных по-

лей; поверхностный индукционный нагрев при закалке стальных деталей; по-

верхностное легирование полупроводников донорами и акцепторами. Таким об-

разом, жесткость – это свойство не только ОДУ, но и УрЧП.



35

Далее рассматривается понятие жесткости применительно к ОДУ. Строгое

определение жесткой задачи Коши, принятое в данной работе, сформулировано

в п. 1.5.1.

Типичным примером жестких задач является кинетика реакций [13]. Наи-

меньший временной масштаб есть время протекания самой быстрой реакции, а

наибольший – самой медленной. Кажется естественным отбросить медленные

реакции и упростить систему. Однако если они отвечают за наработку промежу-

точных компонент (например, носителей цепи), то отбрасывание неправомерно.

Такая ситуация типична для многих систем химических реакций.

Жесткими являются задачи с сингулярностями решения. По мере прибли-

жения к сингулярности решение резко нарастает в течение небольшого отрезка

времени. Это также можно рассматривать как проявление временной разномас-

штабности. Примерами таких задач являются модели плазменных неустойчи-

востей, приводящих к пробою [14], некоторые модели нелинейного горения [15],

кумуляция ударных волн на центр в мишенях термоядерного синтеза [16], ряд

моделей нелинейной акустики и оптики [17, 18], механики сплошной среды [19]

и т.д. Наличие сингулярности говорит о том, что исходная модель теряет при-

менимость. Поэтому в таких задачах остро встает вопрос об обнаружении и

исследовании сингулярностей.

Перечисленные задачи с сингулярностями описываются нестационарными

нелинейными уравнениями в частных производных. Для их решения распро-

странен так называемый метод прямых [12, 13]. В нем уравнение в частных

производных сводят к системе ОДУ, приближая пространственный дифферен-

циальный оператор конечно-разностным. Затем полученную систему ОДУ ре-

шают некоторой численной схемой. Эта система ОДУ является жесткой. Кроме

того, для получения разумной точности приходится брать подробную сетку по

пространству. Поэтому система имеет очень большой порядок (несколько сотен

или даже тысяч уравнений).
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Жесткими могут быть и комплексные задачи, включающие несколько про-

цессов различной природы. Примером являются задачи моделирования верхней

атмосферы, в которых учитывается многокомпонентная диффузия, теплопро-

водность, кинетика реакций и др.

Жесткие задачи предъявляли чрезвычайно высокие требования к точности

и надежности алгоритмов. Так, Гиршфельдер и Кертисс определяли [20] жест-

кие задачи Коши как «уравнения, в которых определенные неявные методы,

обычно дают лучший результат, обычно несравненно более хороший, чем явные

методы». Вслед за ними Хайрер и Ваннер отмечают [13, с. 10], что «жесткие

задачи – задачи, для которых явные схемы не работают». Поэтому был сделан

вывод, что жесткие задачи требуют принципиально новых численных методов.

Они бурно развиваются с 1950-х годов. К настоящему времени разработано

огромное количество схем, которым посвящена обширная литература, напри-

мер, [5, 13, 21–26]. Тем не менее, многие жесткие задачи до сих пор вызывают

серьезные затруднения, поэтому разработка новых подходов продолжается по

настоящий момент.

1.1.4. Схемы

Исторически первыми методами расчета жестких ОДУ были многошаговые

неявные схемы Гиршфельдера-Кертисса. На их основе Гир разработал [27–31]

программы с автоматическим выбором схемы и шага интегрирования. Они при-

менялись для расчетов горения ракетного топлива и ряда других задач. Эти

программы оказались очень удачными и широко используются до сих пор [32].

Их детали тщательно отшлифованы временем.

Подавляющее большинство современных программ основано на одношаго-

вых многостадийных методах. В них смена шага тривиальна: каждый новый

шаг не связан с предыдущим, а необходимый порядок точности достигается за

счет числа промежуточных стадий. Эти схемы можно разделить на три группы:

явные, явно-неявные и чисто неявные.
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Явные схемы. Они не требуют вычисления матрицы Якоби правых ча-

стей. Поэтому их трудоемкость невелика. Под вычислительной трудоемкостью

мы понимаем число вызовов правых частей для выполнения одного шага. За-

метим, что в данной работе рассматриваются последовательные алгоритмы. Их

распараллеливание выходит за рамки данной работы.

Принято считать, что явные схемы пригодны только для мягких задач. Од-

нако это относится только к вычислениям с постоянным шагом. При использо-

вании удачных формул выбора шага эти схемы позволяют рассчитывать нема-

лое количество жестких задач. Хорошие результаты показывают схемы Рунге-

Кутты.

Классическая схема Кутты включает 4 стадии и имеет 4-й порядок точности.

Приведем современную форму записи схемы Рунге-Кутты для системы ОДУ

du

dt
= f(u, t), u(0) = u0, 0 < t < T. (1.1)

где u, f ∈ RJ – J-мерные вектор-функции. Чтобы опустить номер шага, обо-

значим через численное решение на исходном шаге через u, а на новом шаге –

через û. Схема с p стадиями и шагом τ имеет следующий вид:

û = u + τ

p∑
s=1

bsws, ws = f

(
u + τ

s−1∑
q=1

asqwq

)
. (1.2)

Бутчер предложил [33, 34] общий подход построения схем Рунге-Кутты по-

рядка выше 4-го и впервые разработал 6-стадийную схему 5-го порядка точ-

ности. Позднее одношаговые схемы Рунге-Кутты высокого порядка точности

были построены Кассити [35], Вернером [36, 37], Стоуном [38], Хаммудом [39]

(в оригинальной работе имела место описка в коэффициентах, исправленная

Калиткиным и учениками [40,41]), Хашиным [42–45]. В практических вычисле-

ниях широко используется 7-стадийная схема Дормана-Принса [46–48] пятого

порядка точности. На данный момент известны одношаговые схемы порядка

точности вплоть до 10-го.
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Явно-неявные схемы. Эти схемы имеют высокую надежность. Первое се-

мейство таких схем с произвольным числом стадий было предложено Розенбро-

ком [49]. Запишем эту схему для случая автономной задачи

û = u + τ Rew, (E − στ fu)w = f(u). (1.3)

Здесь fu – матрица Якоби правых частей. Явно-неявные схемы требуют нахож-

дения матрицы Якоби и решения системы линейных уравнений, поэтому они в

∼ J раз более трудоемки, чем явные схемы.

Простейшей схемой этого класса является чисто неявная схема ROS1 с ко-

эффициентом σ = 1. Она имеет точность O(τ).

Уникальной надежностью отличается одностадийная схема Розенброка CROS

с комплекснозначным коэффициентом σ = (1 + i)/2. К сожалению, эта схема

малоизвестна. Она отсутствует в монографии [13], а в учебной литературе при-

ведена лишь в [12]. Хотя эта схема одностадийная, она имеет точность O(τ 2).

Ширков [50] и позднее Альшин и Альшина [51] построили двухстадийные

схемы с комплекснозначными коэффициентами, имеющие точность O(τ 4). По

надежности они несколько уступают схеме CROS, но если расчет идет без сры-

вов, то точность оказывается существенно выше.

Различные модификации явно-неявных схем предлагались С.С. Филиппо-

вым [52,53], Ширковым [54,55], Новиковым [56–58].

Чисто неявные схемы. Существует ряд задач, с которыми явно-неявные

схемы не справляются. Примером является задача о тепловой волне Самарского-

Соболя. Она описывается квазилинейным уравнением теплопроводности, при-

чем коэффициент теплопроводности κ зависит от температуры u степенным об-

разом κ ∼ um. В этой задаче явно-неявные схемы дают ложную сходимость [59].

В таких случаях принципиально необходимы чисто неявные схемы.

Простейшей чисто неявной схемой является неявная (обратная) схема Эй-

лера

û = u + τ f(û). (1.4)
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В литературе описаны [13] различные реализации полностью неявных схем

Рунге-Кутты (гауссовы методы, схемы Радо и Лобато,W -преобразование), боль-

шое количество диагонально-неявных методов (схемы Альта, Крузе, Нерсетта,

Александера и др.), а также ряд многошаговых методов (схемы, основанные на

дифференцировании назад, предиктор-корректор, метод Нюстрема и др.).

Наиболее надежными из имеющихся схем являются оптимальные обратные

схемы Рунге-Кутты (Backward Optimal Runge-Kutta, BORK), предложенные

Калиткиным и Пошивайло [59–61]. Это чисто неявные схемы. Они построены

для числа стадий p 6 4, при этом p-стадийная схема имеет порядок точности

p и Lp-устойчивость. Схемы BORK записываются через рекурсивные функции,

это позволило уменьшить их трудоемкость. Таким образом, точность и устой-

чивость этих схем соответствуют полностью неявным схемам Рунге-Кутты, а

трудоемкость – диагонально-неявным. В качестве примера приведем схему точ-

ности O(τ 2)

û = u + 0.5τ f (û− 0.5τ f(û)) . (1.5)

Аналогично записываются схемы точности O(τ 3) и O(τ 4).

Для нахождения решения на каждом шаге нужно решать систему нелиней-

ных алгебраических уравнений. Обычно используют ньютоновский итерацион-

ный процесс. Современное состояние методов ньютоновского типа описано в

монографии О. Чулуунбаатара [62]. На каждой итерации требуется вычислять

матрицу Якоби и решать систему линейных уравнений вида (1.3). Поэтому тру-

доемкость неявных схем существенно выше, чем явно-неявных.

Специальные схемы. В [63–66] предлагались так называемые нестандарт-

ные методы, основанные на выделении в правых частях нелинейных членов и

нелокальной аппроксимации.

В ряде работ (см., например, [67, 68] и цитированную литературу) предла-

гался экспоненциальный метод. Он основан на построении решения в виде су-

перпозиции экспонент, показатели которых равны элементам матрицы Якоби.

Для линейных задач матрица Якоби вычисляется точно, поэтому метод име-
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ет очень малую погрешность. Аналогичная ситуация имеет место для «почти»

линейных задач, у которых нелинейность является малой поправкой.

1.1.5. Контроль точности

Априорные оценки. Одной из фундаментальных проблем является оценка

ошибки численного метода. Лагранж вывел оценки точности многочленов Тей-

лора [69], Коши предложил [5, с. 166] оценки погрешности для схемы Эйлера.

Рунге получил хорошо ныне известные априорные оценки методов Рунге-Кутты

(см., например, [5, 70]).

Локальная оценка относится к погрешности e на одном шаге. Она имеет

следующий вид. Пусть ограничены все частные производные правой части f

до порядка p включительно. Тогда существует постоянная C такая, что

|e(h)| < C
hp+1

p!
. (1.6)

Оценка (1.6) основана на сравнении рядов Тейлора для точного решения и для

разностной схемы. Постоянная C фактически есть мажоранта для p-х произ-

водных функции f .

Для глобальной погрешности имеет место следующая оценка.

Теорема 1. Обозначим U окрестность точки {t, u(t) | 0 < t < T}, где u(t) –

точное решение задачи (1.1). Пусть в U Справедливы оценки погрешностей

(1.6) и выполнено условие ∥∥∥∥ ∂f∂u
∥∥∥∥ 6 L. (1.7)

Тогда имеет место оценка глобальной погрешности

‖E‖ 6 hp
C

L
(exp(LT )− 1). (1.8)

Теорема (1) верна как для линейных, так и для нелинейных задач.

Сделаем два важных замечания. Во-первых, фактически оценки (1.6) и (1.8)

содержат высокие производные искомого решения. На практике эти производ-

ные неизвестны и – в случае жестких задач – очень велики.
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Во-вторых, глобальная оценка (1.8) является мажорантной. С увеличением

отрезка интегрирования T она растет экспоненциально (даже если, начиная с

некоторого момента времени, точное решение перестает сколь-нибудь значимо

изменяться).

Поэтому априорные оценки оказываются неконструктивны. В ряде случаев

удается получить более удобные оценки. Пусть в задаче εdu/dt = f(u) имеет-

ся только один малый параметр ε, отвечающий за ширину пограничных слоев.

В этом случае Любих построил глобальные оценки точности для ряда схем

Рунге-Кутты и Розенброка на равномерных сетках [71–75]. Эти оценки явля-

ются асимптотическими рядами по степеням ε. Они работоспособны, если ε

удается определить до расчета, и если эти значения достаточно малы.

Апостериорные оценки. В стандартных программах интегрирования ОДУ,

как правило, используются не априорные, а апостериорные оценки точности. В

литературе предложено большое количество различных алгоритмов, которые

можно разбить на две большие группы – вложенные схемы и локальное сгуще-

ние шага [5, 13]. При этом расчет производится на единственной сетке. Перед

началом расчета пользователь задает желаемую точность tolerance (tol). Пред-

полагается, что погрешность этого расчета близка к tol. Опишем эти подходы.

Вложенные схемы. Этот метод наиболее употребителен. Расчет прово-

дят по схеме порядка точности p, из промежуточных стадий которой можно

составить схему порядка точности p− 1. Эта схема называется вложенной. Вы-

числение каждого шага проводят по обеим схемам и сравнивают результаты.

Разность этих результатов считают локальной погрешностью вложенной схемы.

Если она примерно равна заданной пользователем погрешности tol (ее называ-

ют tolerance), то с этой же величиной h выполняется следующий шаг. В про-

тивном случае h увеличивают либо уменьшают по некоторому правилу. Именно

так работает программа Дормана-Принса. Аналогичные подходы разрабаты-

вали Купер [76, 77], Энгланд [78], Вернер [79], Прентис [80–82], Капс [83, 84],

Кэш [85] и другие исследователи (см., например, [86–88]. Подобные алгоритмы
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разрабатывались [89, 90] и для многошаговых схем, однако они громоздки и

почти не применяются.

Для схем, у которых отсутствует вложенная, предлагались многошаговые

оценки точности. Для этого из нескольких (2-3) шагов исходной схемы состав-

лялась схема с порядком точности на единицу выше. Таким образом, исходная

схема оказывалась «вложенной» в эту многошаговую схему. Далее применя-

лись оценки точности и выбор шага, описанные в предыдущем абзаце. Такой

подход развивали Шампин [91], Бутчер и Джакевич [92–96], Хашин [97] и дру-

гие. Эти алгоритмы очень громоздки. Кроме того, тестирование, проведенное

в [94], показало, что даже на линейных задачах многошаговые оценки точности

работоспособны, только если шаг интегрирования меняется не слишком силь-

но. Для задач высокой жесткости, напротив, типично быстрое изменение шага.

В этом случае многошаговые оценки перестают соответствовать фактической

погрешности расчета [94].

Локальное сгущение. В этом методе используют только одну схему и про-

водят вычисления с шагом h и h/2. Локальную погрешность определяют по

разности этих двух расчетов и дальше поступают аналогично предыдущему ме-

тоду. Поскольку этот метод требует вычисления двух дополнительных полуша-

гов, его трудоемкость в среднем втрое больше предыдущего. Поэтому он менее

употребителен. Этот метод реализован в программах Гира. Подобные методы

для одношаговых схем Рунге-Кутты и Розенброка развивал Шампин [98, 99],

Зедан [100] и ряд других исследователей [101–105].

Оригинальный алгоритм выбора шага, напоминающий локальное сгущение,

был предложен в [106]. Он основан на анализе сходимости метода Ньютона при

решении системы нелинейных алгебраических уравнений относительно û: если

итерации сходятся медленно, то значение u (выбираемое в качестве начального

приближения) далеко от û, и шаг следует уменьшить.
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1.2. Уравнения в частных производных

Во второй четверти XX века метод конечных разностей начинают применять

для решения уравнений в частных производных (УрЧП). В расчетной области

вводят дискретный набор узлов, называемый сеткой. Производные, входящие

в уравнение, заменяют конечными разностями с использованием некоторого

набора узлов (шаблона). Это приводит к системе алгебраических уравнений

относительно искомой функции, которая и называется разностной схемой. Опи-

санный способ построения разностных схем называется методов разностной ап-

проксимации.

1.2.1. Задачи

В первой четверти XX века рассматривались преимущественно линейные

задачи, которые были сравнительно просты. В 1940-х – 1950-х годах появились

принципиально новые практические задачи, связанные с развитием атомного,

термоядерного, ракетного и космического проектов, самолетостроения, ядерной

энергетики и многих других. Среди них были системы нелинейных УрЧП, за-

дачи с обобщенными решениями (например, газодинамические течения с удар-

ными волнами), различные физические процессы (например, теплопроводности

и колебаний) в слоистых средах и многие другие. Эти задачи исключительно

сложны. Они способствовали наиболее интенсивному развитию метода конеч-

ных разностей для УрЧП. Кроме того, практика расчетов потребовала разра-

ботки соответствующего теоретического аппарата.

1.2.2. Устойчивость

Исследование устойчивости – по отношению к ошибкам округления, по на-

чальным и граничным условиям и по правой части – стало ключевой проблемой

теории разностных уравнений. Современное понятие устойчивости было сфор-
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мулировано А.Ф. Филипповым в 1955 году [107]: для любого ε > 0 найдется

такое δ(ε), не зависящее от шагов сетки h, что если ‖δφ‖ < δ, то ‖δv‖ < ε.

Здесь δφ – возмущение входных данных сеточной задачи, δv – соответствующее

возмущение ее решения. Возмущение входных данных может иметь различную

природу: ошибки округления в ходе вычислений, ошибка аппроксимации, фи-

зическая погрешность входных данных и т.д. Неустойчивость проявляется в

нефизичном росте разностного решения с течением времени, что делает расчет

практически невозможным.

Одна из первых работ по разностным уравнениям математической физи-

ки, и в том числе, устойчивости, принадлежит Куранту, Фридрихсу и Леви

[108,109]. Основополагающие результаты по устойчивости разностных схем при-

ведены в фундаментальной монографии Рябенького и Филиппова [110], неко-

торые из них были позднее переоткрыты Лаксом [111]. Приведем современные

формулировки теорем Рябенького-Филиппова по [12].

Пусть исходная задача имеет вид A(u(x)) = f(x), x ∈ G. Под x понимает-

ся совокупность всех независимых переменных. Составим для нее разностную

схему B(v(xn)) = φ(xn), где xn ∈ ω – узлы сетки, совокупность шагов которой

обозначим через h. Будем считать, что схема устойчива.

Оператор A может быть дифференциальным, интегральным, интегро-диф-

ференциальным и т.д. Оператор B является алгебраическим. Отметим, что Ря-

бенький и Филиппов рассматривали разностную схему как некоторую абстракт-

ную модель, не конкретизируя вид A и B, и установили важнейшие особенности

поведения этой модели.

Теорема 2. Пусть решение точной задачи существует, а разностная схе-

ма корректна и аппроксимирует точную задачу. Тогда разностное решение

сходится к точному. •
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Теорема 3. Если условия теоремы 2 выполнены, операторы A и B линейны,

а порядок аппроксимации равен p, то сходимость имеет порядок не ниже p.

•

Теорема 4. Пусть нелинейный оператор B аппроксимирует оператор A с p-м

порядком и выполняется условие δ(ε) 6 δ0ε
m. Тогда имеет место сходимость

с порядком q 6 p/m. •

Теорема 5. Пусть операторы A и B линейны, а разностная схема корректна

и аппроксимирует исходную задачу с порядком p. Пусть существует функция

непрерывного аргумента

ψ(x) = lim
h→0

[B(u(xn))− φ(xn)]h
−p.

Пусть также существует решение задачи

Az(x) = ψ(x), x ∈ G,

и на этом решении разностный оператор B аппроксимирует дифференциаль-

ный оператор A. Тогда погрешность численного решения имеет следующую

асимптотику:

u(x)− v(x) = hpz(x) + o(hp), h→ 0. •

Теорема 6. Если для исходной задачи существует хотя бы одна коррект-

ная разностная схема, аппроксимирующая задачу на функциях u(x) ∈ U , то

решение u(x) исходной задачи в классе U существует и единственно. Если

правая часть φ(x) непрерывна равномерно по h, то u(x) непрерывно зависит

от f(x). •

Теоремы 2, 4, 6 справедливы как для линейных, так и для нелинейных задач.

Теоремы 3, 5 доказаны только для линейных задач. Тем не менее, на практике

они успешно применяются к широкому кругу нелинейных задач (см. п. 1.4.3).
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1.2.3. Схемы

По-видимому, одной из первых была схема «крест», предложенная Куран-

том для уравнений акустики. Схемы, подобные ей, разработаны для уравнений

гидродинамики (см., например, [112–114]), уравнений Максвелла [115], а также

ряда других гиперболических задач и широко применяются на практике.

Основы отечественной вычислительной математики были заложены Тихо-

новым и Самарским. Они построили схемы для широкого круга задач (в том

числе, связанных с атомной и термоядерной проблемами). Самарский разрабо-

тал [116,117] систематическую теорию разностных схем. Он выделил фундамен-

тальные свойства разностных схем (однородность, монотонность, консерватив-

ность, экономичность и т.д.), сформулировал важнейшие методы их построения

(например, интегро-интерполяционный) и обоснования (метод энергетических

пространств, операторные неравенства), разработал конкретные схемы для Ур-

ЧП различного типа (эллиптического, параболического, ряда нелинейных урав-

нений, включая газовую динамику и др.) и методы решения разностных уравне-

ний. Эти результаты непосредственно использовались Самарским при решении

прикладных задач атомного и термоядерного проектов и ряда других. В насто-

ящее время понятийный аппарат Самарского столь глубоко вошел во всеобщее

употребление, что даже о работах Эйлера мы говорим на языке разностных

схем и с использованием обозначений, предложенным Самарским.

Ряд выдающихся результатов был получен Калиткиным. Вместе с Тихоно-

вым и Самарским он стоял у истоков отечественной школы численных методов.

Калиткин разработал [12] методы решения задач, возникавших в ходе реали-

зации термоядерной проблемы. Среди них задачи на собственные значения,

уравнение переноса, параболические, гиперболические, эллиптические уравне-

ния, ряд газодинамических задач, задачи с сингулярностями и др. Он проводил

расчеты течений химически реагирующих смесей, детонационных волн, генера-

торов сверхсильных магнитных полей и других сложнейших прикладных задач.
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Яненко построил ряд методов расчета задач механики сплошной среды, эл-

липтических уравнений и других проблем. Дьяконов предложил высокоэффек-

тивные разностные схемы для эллиптических уравнений, минимизирующие вы-

числительные затраты [118,119]. Федоренко разработал [120] сверхбыстрый ме-

тод решения многомерных краевых задач, который с успехом применялся для

решения задач динамики плазмы, теории упругости, для расчёта нейтронных

полей в ядерном реакторе, в задачах обтекания тел сложной формы. Годунов

разработал [121] ряд методов решения уравнений газовой динамики. Среди них

разностная схема, основанная на решении задачи о распаде разрыва, (широко

известная «схема Годунова»), сеточно-характеристический метод, метод уста-

новления нестационарного потока, метод симметризации и др.

Для разработки надежных разностных схем для задач с обобщенными ре-

шениями принципиально важным оказалось важным учитывать законы сохра-

нения непосредственно на стадии проектирования схем [122–124]. Примерами

являются задачи газо- и гидродинамики с разрывными решениями (ударны-

ми волнами), уравнения теплоопроводности и колебаний в слоистых средах и

многие другие.

Многие из перечисленных выше задач по-прежнему с трудом поддаются

численному расчету. Некоторые из них удалось решить лишь в последние го-

ды. В качестве примера приведем сильно нелинейное параболическое уравне-

ние, описывающее тепловую волну в плотной плазме [59], нелинейные УрЧП

с сингулярностями решения [125], уравнение теплопроводности и колебаний в

слоистых средах [12]. Поэтому данное математическое направление продолжает

бурно развиваться.

Перечислим современные методы составления разностных схем [12].

Метод разностной аппроксимации описан в начале п. 1.2. Он является

наиболее распространенным.

Интегро-интерполяционный метод предложен Тихоновым и Самар-

ским [123] и впоследствии обобщен Калиткиным (так называемые бикомпакт-
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ные схемы) [126, 127]. Он пригоден для уравнений с разрывными коэффици-

ентами. Пусть сетки выбраны так, чтобы точки разрыва коэффициентов по-

падали в узлы. Тогда внутри каждого шага решение является гладким. Такие

сетки называются специальными. Исходное уравнение интегрируют по ячейке

сетки, используя квадратурные формулы (например, трапеций или средних).

Метод прямых предложен Калиткиным [128]. Этот метод применяется

к нестационарным задачам (например, теплопроводности или колебаний). Он

позволяет единообразно решать линейные и нелинейные задачи. Вводят сетку

по пространственным переменным и аппроксимируют пространственные произ-

водные конечными разностями. В результате получают систему ОДУ огромного

порядка (который равен числу точек пространственной сетки). Эту систему ре-

шают какой-либо схемой из числа описанных в п. 1.1.4.

Проекционно-сеточные методы основаны на разложении искомого ре-

шения по некоторому базису. В частности, в методе конечных элементов ба-

зисом являются кусочно-полиномиальные функции. Относительно коэффици-

ентов разложения решают систему алгебраических уравнений, которую мож-

но трактовать как некоторую специфическую разностную схему [12]. В методе

Ритца коэффициенты разложения выбираются так, чтобы невязка была мини-

мальна. В методе Галеркина коэффициенты выбираются так, чтобы невязка

была ортогональна всем базисным функциям.

1.2.4. Асимптотические методы и гибридные схемы

Если в задаче можно выделить только один характерный масштаб шири-

ны пограничных слоев ε � 1, то эти методы позволяют получить несложное

аналитическое приближение к решению и численно его реализовать. Теория

регулярных и сингулярных возмущений развивалась в работах Тихонова и его

учеников (см., например, [129–138]). В настоящее время это направление актив-

но развивается на кафедре математики физического факультета МГУ группой

под руководством Нефедова и Бутузова, Быковым, Поповым и другими иссле-
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дователями. Нефедов, Волков, Лукьяненко предложили [139, 140] гибридные

методы, в которых решение, полученное асимптотическими методами, исполь-

зовалось как априорная информация для численного расчета. В частности, это

позволило построить априорно-адаптированные сетки для нестационарных за-

дач типа адвекция-диффузия.

1.2.5. Априорные оценки точности

Метод операторных неравенств Самарского позволяет строить оценки реше-

ния по правым частям исходного уравнения и дополнительных условий [117].

Самарский применял этот подход не только для обоснования устойчивости раз-

ностной схемы, но и для получения априорных оценок точности. Пусть исходная

задача Au = f и разностная схема Bv = φ являются линейными. Рассматри-

вают задачу для погрешности z = u − v. Эта задача имеет вид Bz = ψ, где

ψ – невязка. Далее, пользуясь указанными оценками, мажорируют норму по-

грешности через некоторую норму невязки. Это позволяет построить строить

оценки в сильных нормах (нередко сильнее, чем норма C) при сравнительно

слабых ограничениях на гладкость правых частей и коэффициентов уравне-

ний.

Этот подход развивали Андреев (см., например, [141–154] и другие работы

этого автора), Шишкин [155, 156], Коптева [157], Стайнс [158] и ряд других

исследователей.

1.3. Миметические схемы

Со временем стало ясно, что можно и нужно проектировать схемы, наследу-

ющие те или иные свойства исходной системы дифференциальных уравнений.

Такие схемы получили названия «миметических» (mimetic) или «совместимых»

(compatible). Описание конкретных разностных аппроксимаций этого типа и их
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приложений к моделированию различных физических процессов было подыто-

жено в [159,160].

Из теории численного интегрирования уравнений в частных производных

концепция наследования алгебраических структур возвращается в теорию обык-

новенных дифференциальных уравнений в начале 1990-х годов. В частности бы-

ло найдено большое семейство неявных схем Рунге-Кутты для гамильтоновых

динамических систем, точно сохраняющих симплектическую структуру (см.,

например, [161–174] и цитированную литературу). Эти схемы сохраняют точно

квадратичные интегралы, но не являются в полной мере консервативными. К

тому же, эти схемы не являются явными и поэтому расчеты по ним являются

весьма затратными. В современной литературе активно обсуждается эффек-

тивность таких схем и возможность построения явных схем, сохраняющих в

том или ином смысле интегралы движения динамических систем [175–177].

В настоящее время вместо поиска универсальной и надежной разностной

схемы для широкого круга задач рассматривается построение специализирован-

ных разностных схем, ориентированных на конкретные задачи и наследующих

свойства исходной системы дифференциальных уравнений (законы сохранения,

знакоопределенность решения и т.д.), важные в данной предметной области. В

силу принципа универсальности математических моделей [178], методы, разра-

ботанные для моделей из одной области, могут быть применены к моделям и

из другой предметной области. При этом важно, чтобы наследуемые свойства

в обеих предметных областях имели ясную интерпретацию.

1.4. Расчет с контролем точности

1.4.1. Многосеточный метод

Ричардсон [179, 180] обратил внимание, что погрешность вычисления квад-

ратур обычно имеет вид Chp, где h – шаг сетки, p – порядок точности разност-
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ной формулы. Это позволило построить оценку точности квадратурной форму-

лы.

Следующий шаг сделал Рунге, который применил этот подход при инте-

грировании ОДУ [6]. Расчет проводился двух наборе равномерных сеток, шаг

которых от сетки к сетке увеличивался в два раза. Рунге сравнивал решения

на двух последовательных сетках. Те десятичные знаки, которые у двух реше-

ний совпадали, считались правильными (т.н. «правило Рунге»). Рунге считал

такую оценку ориентировочной [5].

Позднее Калиткин и его ученики предложили проводить расчет не с увели-

чением, а с уменьшением шага. При этом использовалась не ориентировочная

оценка по правилу Рунге, а асимптотически точная оценка по Ричардсону, осно-

ванная на представлении погрешности как ряда по степеням h. Это позволило

проводить экстраполяцию точности, причем многократно (то есть реккурент-

но).

Алгоритмы Ричардсона, Рунге и Калиткина весьма близки, поскольку в их

основе лежит расчет не на единственной сетке, а на наборе сеток. Объединим

эти алгоритмы под общим названием – многосеточный метод.

1.4.2. Задачи Коши для ОДУ

Изложим современную формулировку многосеточного метода [12, 181] при-

менительно к интегрированию системы ОДУ (1.1) на равномерной сетке (см.

также [5]).

Выберем некоторую разностную схему и выполним расчет на наборе сгу-

щающихся сеток. Пусть первая сетка содержит N шагов величины τ , вторая

сетка – 2N шагов величины τ/2, третья – 4N шагов величины τ/4 и т.д. При

этом узлы предыдущей сетки точно совпадают с четными узлами более по-

дробной сетки. В результате получим последовательность сеточных решений

uNn , 0 6 n 6 N , u2N
n , 0 6 n 6 2N u4N

n , 0 6 n 6 4N и т.д. Здесь индекс n

соответствует номеру узла сетки по времени.
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Сеточные решения зависят от шага интегрирования τ . Например, на первой

из указанных сеток имеем

uNn = uex(tn) + Cτ p +O(τ p+1). (1.9)

Здесь uex(tn) – точное решение, множитель C не зависит от τ , но зависит от

конкретного момента времени tn и выбранной схемы. Ошибкой является вели-

чина

Cτ p +O(τ p+1), (1.10)

в которой при достаточно малых τ важен только первый член. Запишем вы-

ражение (1.9) для сеток с числами шагов N и 2N , удерживая только главный

член в погрешности. Получим систему равенств

uNn = uex(tn) + Cτ p, u2N
2n = uex(t2n) + C (τ/2)p , 0 6 n 6 N. (1.11)

Узлы с номерами n грубой сетки совпадают с четными узлами с номерами 2n

подробной сетки. Вычитая равенства (1.11) друг из друга в совпадающих узлах,

найдем поточечную оценку погрешности решения

∆2N
2n = C

(τ
2

)p
=

uNn − u2N
2n

2p − 1
, ∆N

n = 2p∆2N
2n . (1.12)

Здесь ∆2N
2n , ∆N

n суть векторы размерности J , они относятся к сеткам 2N и N

соответственно.

Вычислим для каждой компоненты ошибку ε2N
j = ∆2N

2n в норме C (или

L2) по всему профилю. Для общей характеристики погрешности усредним эту

ошибку по всем компонентам

ε2N =
1

ν

√√√√ J∑
j=1

(ε2N
j )2

J
. (1.13)

Поскольку в реальных задачах удобнее работать не с абсолютной погрешно-

стью, а с относительной, в формуле (1.13) введена нормировка на характерный

масштаб решения ν (например, в случае кинетики реакций – суммарная на-

чальная концентрация всех исходных реагентов).
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В Российском университете дружбы народов многосеточный расчет ОДУ

с апостериорным контролем точности применяется коллективом под руковод-

ством Малых. Эта группа разработала прикладной пакет программ в среде

Sage [182].

Экстраполяция погрешности. Исключим оценку (1.12) из решения

(ũ2n)2N = (u2n)2N + (∆2n)2N . (1.14)

Сравнивая (1.10) и (1.12), получаем, что ошибка уточненного решения (ũ2n)2N

есть O(τ p+1), то есть формула (1.14) эквивалентна использованию схемы по-

рядка точности p+ 1. Уточнение по формуле (1.14) называется экстраполяцией

точности.

Подчеркнем, что приведенные выше оценки точности и экстраполяция по-

грешности справедливы как для линейных, так и для нелинейных задач. При-

ведем соответствующую теорему из [5]

Теорема 7. Пусть некоторым методом Рунге-Кутты порядка p в резуль-

тате выполнения двух шагов величины τ найдено численное значение û, а в

результате выполнения одного большого шага длины 2τ получено значение ũ.

Тогда погрешность û может быть оценена по формуле

uex(t0 + 2τ)− û =
û− ũ

2p − 1
+O(τ p+2), (1.15)

а выражение

w = û +
û− ũ

2p − 1
(1.16)

аппроксимирует величину uex(t0 + 2τ) с порядком p+ 1.

Экстраполяционное уточнение (1.14) для ОДУ, по-видимому, впервые опи-

сал [181] Калиткин в 1978 году (хотя применял задолго до этого). В западной

литературе этот метод был переоткрыт в [183,184] (см. также литературу, про-

цитированную в этих публикациях). В первой из них дано строгое обоснование

такого подхода. В второй описана его реализация и проведено сравнение на те-

стовых задачах с программами Гира и кодом EPISODE [185], разработанным
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в Ливерморской лаборатории. Это сравнение убедительно показало преимуще-

ства метода экстраполяции погрешности.

1.4.3. Краевые и начально-краевые задачи

В случае краевых задач для ОДУ многосеточный метод реализуется точно

так же, как в п. 1.4.2.

В случае УрЧП сгущение сеток нужно проводить по всем независимым пе-

ременным (и по пространству, и по времени) [186]. При этом по каждой пере-

менной узлы предыдущей (более грубой) сетки совпадают с четными узлами

следующей (более подробной сетки).

Например, пусть решение u зависит от одной пространственной переменной

x и от времени t. Пусть разностная схема имеет порядок точности q по про-

странству и p по времени. Тогда ошибка (1.10) принимает вид C1h
q + C2τ

p +

O(hq+1 + τ p+1). Здесь h – шаг пространственной сетки. Отсюда видно, что сгу-

щение сеток только по части переменных (то есть уменьшение только h либо

только τ ) не позволяет оценить фактическую точность. Если p = q, и сетки по

x и t сгущаются в два раза, то нетрудно получить оценку погрешности, анало-

гичную (1.12)

∆2N
2n,2m =

uNn,m − u2N
2n,2m

2p − 1
. (1.17)

Здесь индексы m и n относятся к сеткам по x и t соответственно.

Отметим один важный нюанс. Формально обоснованием многосеточного ме-

тода для разностных схем для УрЧП является теорема 5. Она доказана только

для линейных задач. Однако применение метода прямых и теоремы 7 суще-

ственно расширяет применимость многосеточного метода на нестационарные

нелинейные уравнения (теплопроводности, колебаний, переноса, газодинамики

и т.д.), а также на стационарные задачи (например, эллиптические), решаемые

с помощью счета на установление.
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1.4.4. Границы применимости

Формальная область применимости метода Ричардсона определяется теоре-

мами 5 и 7.

Оценки (1.12) основаны на том, что старший член Cτ p в формуле (1.10) яв-

ляется преобладающим, а последующие члены пренебрежимо малы. Для этого

шаг τ должен быть достаточно мал: τ < τ̂ при некотором τ̂ . С другой стороны,

при избыточно малом шаге разность в числителе (1.12) оказывается сопоста-

вима с ошибками компьютерного округления, и оценки (1.12) перестают быть

применимыми. Таким образом, либо шаг τ > τ̌ не должен быть слишком мал,

либо разрядность чисел K > Ǩ должна быть достаточно велика. Это и есть

условия, при котором применимы оценки точности по Ричардсону.

Множитель C содержит высокие производные решения. Если имеется апри-

орная информация, что они ограничены некоторой константой, то нетрудно

получить априорные оценки на τ , при которых справедливы формулы (1.12).

Однако в большинстве практических задач такая априорная информация от-

сутствует. Поэтому применимость ричардсоновских оценок необходимо контро-

лировать апостериорно в ходе сгущения сеток.

Более чем полувековая практика вычислений и энциклопедический круго-

зор Калиткина позволили ему сформулировать практические рекомендации,

при выполнении которых описанный подход работает надежно и безотказно

[12,186–188]. Они заключаются в следующем.

Вычислим такие оценки точности по каждой паре сеток. Пусть оценка ε1

найдена по решениям на сетках с N и 2N шагами, оценка ε2 – по решениям

на сетках с 2N и 4N шагами и т.д. Контроль точности удобно проводить по

графику зависимости ε от N , выполненному в двойном логарифмическом мас-

штабе. Если бы в (1.10) члены O(τ p+1) отсутствовали, то график погрешности

был прямой с наклоном, равным −p. Однако из-за наличия членов O(τ p+1) он

отклоняется от указанной прямой. По мере уменьшения τ (то есть увеличения
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N) это отличие уменьшается. При этом оценка (1.12) стремится к фактической

погрешности, равной разности численного и точного решений. Когда погреш-

ность становится сопоставима с ошибками округления, отличие оценки (1.12) и

фактической погрешности перестает убывать.

Кривая погрешности является ломаной. Найдем наклоны ее звеньев p̃n =

lg(εn/εn−1). Они равны фактическому порядку точности. Согласно приведен-

ным выше рассуждениям, оценки (1.12) достоверны, если фактический порядок

точности стремится к теоретическому, причем монотонно [187]. Это эквивалент-

но выполнению двух условий:

1. |p− p̃n| < |p− p̃n−1| (откуда следует |p− p̃n| → 0),

2. (p− p̃n)(p− p̃n−1) > 0 (условие монотонности).

Участок теоретической сходимости можно считать начавшимся, если несколько

звеньев подряд удовлетворяют этим условиям. Участок теоретической сходимо-

сти заканчивается по достижении ошибок округления, то есть при нарушении

хотя бы одного из указанных условий. Эти условия легко проверяются в прак-

тических расчетах. Это позволяет писать программы, в которых сгущение сеток

и контроль точности проводятся автоматически.

1.4.5. Обобщения

Метод сгущения сеток получил систематическое и всестороннее развитие в

работах Калиткина и его учеников (см., например, [186]). Следуя традиции, они

называли этот подход «методом Ричардсона». Был предложен ряд кардиналь-

ных улучшений этого метода.

1o Реккурентная формулировка. Оценка точности (1.12) соответству-

ет главному члену в разложении погрешности по степеням шага. Если исклю-

чить ее из численного решения, то главным становится следующий член C1τ
p1,

p1 > p+ 1. Если ошибка (1.10) есть ряд по целым степеням шага, то p1 = p+ 1.

Существуют разностные схемы, у которых в (1.10) присутствуют только степе-

ни одинаковой четности. Для них p1 = p+ 2.



57

Описанное уточнение эквивалентно расчету по разностной схеме более вы-

сокого порядка точности p1. Проводя повторное сгущение сетки, найдем для

нее оценку точности аналогично (1.12) и исключим эту оценку из решения.

Результат можно рассматривать как расчет по схеме более высокого порядка

точности p2 > p1 + 1 и т.д. Если метод сгущения сеток применим и ошибки

округления достаточно малы, то описанная процедура кардинально повышает

количественную точность расчета. Если же сетка еще не достаточно подробна

для регулярной сходимости (то есть членом O(τ p+1) в формуле (1.10) прене-

бречь нельзя), то экстраполяция (в том числе реккурентная) может ухудшить

точность.

Одним из первых производственных приложений этого метода были рас-

четы уравнений состояния сильно сжатых веществ по модели Томаса-Ферми с

квантовой и обменной поправками. Они были выполнены Калиткиным в пер-

вой половине 1960-х годов [189]. Эта модель приводит к нелинейной задаче на

собственные значения. Результаты этих расчетов были нужны для разработ-

ки некоторых технических конструкций, поэтому к точности предъявлялись

высокие требования. Благодаря реккурентному уточнению Калиткину удалось

получить точность 0.01-0.001% уже на очень скромных сетках с числом шагов

N = 256 [190].

2o Неизвестный порядок точности. Как правило, порядок точности

исследуют, исходя из определенных предположений о гладкости решения. Ес-

ли в конкретной задаче эти предположения не выполняются, то фактический

порядок точности будет отличается от теоретического. Например, если глад-

кость решения недостаточна для применения конкретной разностной схемы, то

порядок точности снижается. И наоборот, встречаются вырожденные случаи

«суперсходимости», когда фактический порядок точности превосходит теоре-

тический.

Для таких случаев Калиткин построил модификацию многосеточного мето-

да, в которой не требуется знание априорного порядка точности. Оценка точно-
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сти строится не по двум, а по трем сеткам, одновременно с ней вычисляется фак-

тический порядок точности. Этот метод был назван процессом Эйткена [181].

3o Квазиравномерные сетки были предложены Самарским в 1950-е годы

и использовались для прикладных расчетов. Позднее они были опубликованы

Сидоровым [191]. Квазиравномерные сетки представляют собой образ гладкого

монотонного преобразования равномерной сетки и дают широкие возможно-

сти для априорного адаптирования сетки под особенности решения. Удачный

выбор сетки позволяет заметно повысить точность расчета и даже проводить

расчеты в неограниченной области, ставя непосредственно граничное условие

на бесконечности [192]. Калиткин, Альшин, Альшина и Рогов обобщили метод

Ричардсона на случай квазиравномерных сеток. По-видимому, впервые такое

обобщение было реализовано в работе [190].

4o Неструктурированные сетки. Многосеточный метод применим и к

неструктурированным (треугольным и тетраэдральным) сеткам [127,193]. Мар-

чук и Шайдуров описали [193] процедуру сгущения таких сеток и однократное

уточнение решения. Калиткин и Корякин заметили [127], что для проведения

многократной реккурентной экстраполяции необходимо использование биком-

пактных схем. В [194] и [195–202] (см. также другие работы этих авторов) прово-

дилось исследование сходимости метода конечных элементов с помощью расче-

тов на сгущающихся сетках. Однако контроль точности проводился на тестовых

задачах при помощи сравнения с известным точным решением, но апостериор-

ные оценки точности не вычислялись.

5o Другие классы задач. Калиткин и его ученики построили обобще-

ние метода Ричардсона на уравнения в частных производных различных ти-

пов [12, 186], некоторые виды итерационных процессов (например, поиск кор-

ня нелинейного уравнения методом секущих [187] и счет на установление для

эллиптических уравнений [203]), интегральные уравнения (в том числе некор-

ректно поставленные) [12,204] и ряд других прикладных задач.
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Таким образом, работы Калиткина и его учеников кардинально расшири-

ли область применимости многосеточного метода и сделали последний общей

парадигмой разностных расчетов. Напомним, что этот подход применим для

равномерных и квазиравномерных сеток с известной производящей функцией.

Однако его не удается напрямую применить для адаптивных сеток, которые

строятся в ходе расчета. Причина в том, что узлы последовательных сеток по-

чти никогда не совпадают. Поэтому вопрос об оценке фактической точности

таких расчетов остается открытым.

1.5. Задачи, представляющие трудности для сеточных

методов

Несмотря на выдающиеся результаты, достигнутые в рамках метода конеч-

ных разностей, ряд задач по-прежнему не удается решить с помощью стандарт-

ных подходов. Приведем примеры таких задач.

1.5.1. Жесткие задачи Коши

Рассмотрим задачу Коши (1.1). Если величина ‖f‖(b − a) оказывается по-

рядка 1, то задача называется мягкой. К таким задачам относится, например,

задача баллистики. Такие задачи можно легко рассчитывать по классическим

схемам на равномерной сетке.

Задачи, у которых ‖f‖(b − a) � 1, назовем трудными. В таких задачах

имеется несколько сильно различающихся характерных масштабов. Трудные

задачи делятся на 3 группы.

1. Жесткие задачи, в которых интегральные кривые быстро сходятся. Приме-

ром является задача радиоактивного распада.

2. Плохо обусловленные задачи. В них интегральные кривые быстро расхо-

дятся. Примерами являются многие задачи с внутренними переходными

слоями, а также ряд задач с сингулярностями решения.



60

3. Задачи с быстро осциллирующими решениями. Такие задачи возникают,

например, в радиотехнике.

Заметим, что на практике жесткость или плохая обусловленность в чистом

виде встречаются редко. Довольно часто решение может включать и жесткие,

и плохо обусловленные участки.

В литературе предлагались различные определения жесткости.Широко при-

меняются формальные определения по спектру матрицы Якоби правых ча-

стей [13,23]: если все спектральные числа отрицательны, и среди них есть боль-

шие по модулю, то задачу относили к жестким. При этом неявно предполагает-

ся, что для линейных задач все компоненты решения затухают в соответствии с

величинами спектральных чисел. Однако эти определения опровергаются при-

мером Винограда [205, 206]. В нем для линейной неавтономной системы все

собственные значения отрицательны и не зависят от аргумента t, а решение

имеет экспоненциально нарастающую компоненту. Поэтому определение жест-

кости через спектр матрицы Якоби нельзя считать универсальным.

В ряде работ используется следующее качественное понимание жесткости:

система ОДУ называется жесткой, если в ней присутствует большая разномас-

штабность процессов (т.е., решение имеет сильно разномасштабные участки).

Этой концепции придерживались Ракитский, Устинов и Черноруцкий [26], Ка-

литкин [12, 128], Деккер и Вервер [207], Шалашилин и Кузнецов [208] и ряд

других исследователей. На основе этой концепции Ракитский предложил [26]

следующее строгое определение.

Определение 1. Система ОДУ называется жесткой на отрезке изменения

независимой переменной [a, b], принадлежащему интервалу существования ее

решений, если при любых начальных условиях t = t0, u(t0) = u0 и на любом

отрезке [t0, t0 + ∆t] ⊂ [a, b] найдутся такие числа τПС, L, N , что∣∣∣∣dujdt
∣∣∣∣
t6t0+τПС

6
L

N
maxt∈[t0,t0+∆t] |uj(t)|, j = 1, 2, . . . , J ;

t0 + τПС 6 t 6 t0 + ∆t; N � 1.

(1.18)
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Здесь τПС � b−a – ширина пограничного слоя (участка быстрого изменения

решения). Производные компонент вектора u могут достигать величин порядка

L max
t∈[t0,t0+∆t]

|uj(t)|. (1.19)

Величина N показывает, во сколько раз уменьшились производные после про-

хождения пограничного слоя.

Определение 1 представляется наиболее адекватным. Во-первых, оно может

быть единообразно применено как к скалярному ОДУ, так и к системам, в

том числе полученным с помощью метода прямых. Во-вторых, это определение

показывает, что жесткость задачи зависит не только от вида правых частей, но

и от выбора отрезка интегрирования и начального условия. В данной работе

мы будем использовать определение жесткости по Ракитскому.

Численный расчет жестких задач представляет значительные трудности.

Во-первых, пограничный слой требует очень мелкого шага τ ∼ ‖f‖−1. Его необ-

ходимо выбирать по самому быстрому процессу в системе. Поэтому число шагов

оказывается неприемлемо велико. Таким образом, возникает вопрос о разумной

стратегии адаптивного выбора шага.

Во-вторых, недостаточно только провести расчет до заданного момента.

Нужно уметь надежно оценить достигнутую точность. Как отмечалось ранее,

теоретические мажорантные оценки точности при этом неэффективны: они ис-

пользуют значения высоких производных решения, которые априори неизвест-

ны и для жестких задач очень велики. Поэтому особое значение приобретают

асимптотически точные вычисления погрешности, проводимые одновременно с

нахождением самого решения.

1.5.2. Дифференциальные уравнения с особыми точками

Многие задачи Коши для нелинейных ОДУ имеют особые точки. Последние

могут быть полюсами, в том числе кратными. Кроме того, при численном расчё-

те серьёзную проблему представляют точки, в которых обращается в нуль пер-
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вая производная или одновременно несколько последовательных производных

начиная с первой. Столь же проблематичны точки, в которых сама функция

конечна, но обращается в бесконечность её первая производная и, возможно,

несколько последующих.

В ряде случаев заранее известно, что задача имеет только алгебраические

особые точки. Примерами являются автономные задачи для одного ОДУ [70],

задача многих тел [209] и ряд других. Это важная априорная информация,

которая существенно упрощает решение задачи.

Задачи с сингулярностями, за редкими исключениями, не решаются в эле-

ментарных функциях. Решения ряда задач являются специальными функция-

ми математической физики. Для практического применения они требуют тща-

тельного исследования их свойств, но даже в этом случае решение редко удаётся

довести до числа. Положение усугубляется тем, что каждый узкий класс задач

требует введения своей специальной функции.

Поэтому необходима разработка численных методов, позволяющих единооб-

разно решать задачи Коши с самыми разными типами особенностей. Численные

методы должны не только находить приближённое решение, но и одновремен-

но находить конструктивную оценку его погрешности. При этом желательно

иметь не мажорантные интервальные оценки (которые могут быть сильно за-

вышенными), а асимптотически точные.

Задачи с полюсами можно разделить на две категории.

Решение с единственной сингулярностью. Первая категория включа-

ет задачи для уравнений в частных производных и обыкновенных дифферен-

циальных уравнений, описывающие реальные физические процессы. Примера-

ми являются различные режимы горения термоядерных мишеней, процессы

пробоя в полупроводниках, задачи нелинейной лазерной оптики и акустики,

гравитационный коллапс. В некоторый момент времени в решении возникает

сингулярность.
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Отметим также уравнение Гросса-Питаевского, описывающее состояние Бозе-

конденсата. Известно, что если псевдопотенциал межчастичного взаимодей-

ствия становится отрицательным (что соответствует отталкиванию), то это урав-

нение имеет сингулярные решения. Исследованию этого уравнения посвящен

цикл работ Г.Л. Алфимова [210–215].

В ряде случаев (например, если сингулярность является полюсом целого по-

рядка) возможно формально-математическое продолжение решения за полюс.

Однако это не имеет практического смысла, поскольку, с физической точки

зрения, в момент сингулярности исходное уравнение перестаёт описывать фи-

зическое явление. Поэтому в задачах данного типа ставится вопрос о расчете

решения вплоть до ближайшей сингулярности и численном исследовании по-

следней.

В литературе рассмотрены многие подобные задачи (см., например, [14,16]).

Наиболее хорошо изучены задачи, сводящиеся к параболическому уравнению с

нелинейной правой частью и в некоторых случаях – с нелинейным простран-

ственным оператором [15]. Обзор сеточных методов для данного класса задач

приведен в приложении 1.

Решение с цепочкой сингулярностей. Существует второй класс задач,

которые не описывают реальный физический процесс, а являются вспомога-

тельными математическими проблемами. Примерами являются уравнения спе-

циальных функций (гипергеометрическая функция, эллиптические функции,

цилиндрические функции, гамма-функция и многие другие). Решение таких

задач может иметь множественные сингулярности. Эти функции широко ис-

пользуются в математической физике, причем в конкретных приложениях тре-

буются значения специальной функции не только до ближайшего полюса, но и

между парой соседних полюсов. Поэтому в таких задачах требуется не толь-

ко рассчитать решение вплоть до ближайшей сингулярности, но и продолжить

решение за нее и рассчитать последующие сингулярности. Обзор численных

методов для данного класса задач приведен в приложении 1.
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Применение сеточных методов. Как отмечалось выше, численные экс-

перименты со схемой Эйлера убедили математиков прошлых веков в том, что

метод конечных разностей не пригоден для исследования подвижных особен-

ностей дифференциальных уравнений [2]. Поэтому теория особых точек реше-

ний дифференциальных уравнений разрабатывалась в рамках аналитической

теории дифференциальных уравнений. Методами теории степенных рядов и

аналитического продолжения Пенлеве доказал для ряда классов дифференци-

альных уравнений [4], неособых систем дифференциальных уравнений и задачи

многих тел [209], что подвижные особые точки являются алгебраическими, то

есть в окрестности такой особой точки t = t0 решение можно разложить в ряд

Пюизё

x = c0 + c1(t− t0)q + . . . , (1.20)

где q – рациональное число, показатель особенности.

Вопреки устоявшемуся представлению, Марчук предложил участникам се-

минара в Институте вычислительной математики РАН в 2003 г. оценить по-

ложение t0 и порядок q подвижной особой точки по методу конечных разно-

стей. Пионерской была работа [126,127] Калиткина, Альшиной и Корякина, ос-

нованные на одностадийной схеме Розенброка с комплексным коэффициентом

(CROS) [49]. Этот метод был протестирован на дифференциальном уравнении

второго порядка, обладающем свойством Пенлеве, задаче Калоджеро [216] и

ряде нелинейных уравнений в частных производных [14]. Этот метод показал

хорошую работоспособность, однако при применении к сложным задачам он

порой оказывался недостаточно надежным и требовал высокой квалификации

вычислителя. Возникла необходимость разработки более надежного и универ-

сального метода.

Задачи со множественными сингулярностями представляют еще большую

трудность. В стандартных библиотеках (например, [217]) для продолжения за

полюс используются различные искусственные приемы. Прохождение цепоч-

ки полюсов представляет еще большую проблему и требует разработки специ-
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альных процедур. Насколько нам известно, численные методы, единообразно

решающие широкие классы таких задач, отсутствуют.

1.5.3. Слоистые среды

В слоистых средах на границах раздела свойства среды (плотность, коэф-

фициент теплопроводности, модуль упругости, показатель преломления и т.д.)

изменяются скачком. В этом случае задачи для уравнений в частных произ-

водных представляют особенную трудность. На границах раздела решение пре-

терпевает излом либо скачок. Схемы, использующие дифференцирование через

границу раздела, страдают от катастрофического падения точности. Поэтому

для таких задач требуются консервативные двухточечные схемы на так называ-

емых специальных сетках [218], у которых границы раздела являются узлами.

Такие схемы называются бикомпактными. Подчеркнем, что построение биком-

пактных схем основано на том, что положение особенности (разрыва решения)

известно априори и не меняется в ходе расчета.

Идея бикомпактных схем восходит к классической работе Годунова [122],

который предложил двухточечную схему распада разрыва. Оставалось сделать

лишь небольшой шаг для формулировки концепции бикомпактности. В конце

2006 года Альшина проводила расчеты по акустическим схемам с полуцелым

узлами в неограниченной области. Она обнаружила эффект отражения ухо-

дящей волны от бесконечно удаленной жесткой границы. Для решения этой

проблемы Калиткин и Корякин предложили бикомпактную схему. Расчёты с

её использованием показали, что эффект отражения исчезает. Эти результаты

докладывались, но не были опубликованы. Затем двухточечная схема для урав-

нения теплопроводности в однородной среде была написана в [219], а в [126,127]

была опубликована идея бикомпактности и написаны схемы для слоистых сред

в одномерном и двумерном случае. Систематическое развитие концепции би-

компактных схем проводилось Роговым, Михайловской, Аристовой [220–228].
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Близко к этим подходам примыкают так называемые сеточно-характерис-

тические методы. Они были предложены Магомедовым и Холодовым (см. [229]

и цитированную литературу). Этот метод успешно применялся для решения за-

дач механики сплошных сред с границами раздела (например, распространение

механических колебаний в слоистых средах, лазерное сжатие оболочек мише-

ней термоядерного синтеза, высокоскоростное соударение жестких ударников с

деформируемыми преградами и ряд других).

Большое значение для современных физических приложений имеют зада-

чи для уравнений Максвелла рассматриваются в слоистых средах. Для урав-

нений Максвелла бикомпактные схемы не разработаны. Известные конечно-

разностные методы включают дифференцирование через границу раздела. По-

этому их точность оказывается недостаточна для задач практики. Подробный

обзор литературы по методам решения уравнений Максвелла дан в приложе-

нии 2.

Еще одной специфической трудностью многих гиперболических задач, вклю-

чая уравнения Максвелла, является то, что многие среды являются сильно дис-

пергирующими. Это означает, что скорость распространения волны существен-

но зависит от ее частоты. Примерами являются ряд задач физики плазмы, рас-

пространение оптического и ИК-излучения через диэлектрические среды и др.

Известные подходы не обеспечивают удовлетворительную точность для таких

задач.

Важное место занимают задачи синтеза оптических наноструктур и, в част-

ности, многослойных покрытий. Значительные результаты были получены кол-

лективом под руководством А.В. Тихонравова, Е.Л. Гусевым, Е.Б. Ланеевым.

Обзор этих результатов также приведен в приложении 2.

1.5.4. Особенности в решениях дифференциальных уравнений

Задачи, перечисленные в п. 1.5.1 – 1.5.3, имеют общую черту: их решения

содержат особенности.
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Традиционно под особенностью понимают обращение решения в бесконеч-

ность в некоторый конечный момент времени. Однако к особенностям можно

относить также сильные и слабые разрывы.

Так, в решении жестких задач для ОДУ типично наличие контрастных

структур. При увеличении жесткости контрастная структура стремится к ло-

маной с вертикальным звеном, т.е. возникает сильный разрыв. Его положение

(за редким исключением) неизвестно до расчета. Также решение может быть

непрерывно, но содержать области большой кривизны, которая увеличивается

с ростом жесткости. Тогда в пределе больших жесткостей в таком решении воз-

никает слабый разрыв. Поэтому жесткие задачи Коши с контрастными струк-

турами следует относить к задачам с особенностями.

Как отмечалось выше, решения ряда задач для УрЧП содержат сильные

или слабые разрывы. Примерами являются многие нелинейные задачи (газоди-

намика, квазилинейный перенос и т.д.) и задачи в слоистых средах. В первом

случае положение разрыва заранее неизвестно и может меняться с течением

времени. Во втором случае положение разрыва совпадает с границами раздела

сред.

1.6. Результаты данной работы

В данной работе построены, обоснованы и апробированы экономичные раз-

ностные методы для следующих классов прикладных задач.

1o Жесткие и плохо обусловленные задачи для систем ОДУ. Предложен

алгоритм автоматического выбора шага по геометрическим характеристикам

интегральной кривой. Разработана процедура сгущения сеток, дающая апосте-

риорную асимптотически точную оценку погрешности расчета. Эта процедура

обобщает метод Ричардсона-Калиткина на адаптивные сетки, которые строятся

в ходе расчета.



68

Предложенные методы позволяют проводить расчеты даже сверхжестких

задач по явным схемам (например, Рунге-Кутты). Особое внимание уделяется

задаче кинетики реакций, для которой построена специализированная явная

схема, учитывающая ряд важных особенностей задачи. Выполнены расчеты

прикладной задачи кинетики водород-кислородного горения.

2o Задачи Коши с подвижными особыми точками. Эти задачи также можно

отнести к жестким. Предложен алгоритм численного обнаружения и исследова-

ния ближайшей сингулярности в решении системы ОДУ. Этот метод применим

также к уравнениям в частных производных, поскольку они сводятся методом

прямых к системам ОДУ огромного порядка. Предложен метод расчета задач

Коши для ОДУ со множественными полюсами целого порядка.

3o Задачи для системы одномерных уравнений Максвелла в слоистой дис-

пергирующей среде. Предложена бикомпактная схема, позволяющая учитывать

произвольный закон дисперсии вещества. Выполнен ряд прикладных расчетов

задач полностью диэлектрической фотоники.

Перечисленные задачи важны для практических приложений и при этом

крайне сложны. Их отличительной чертой является то, что применение стан-

дартных разностных подходов сталкивается с непреодолимыми трудностями.

Особенностью всех предлагаемых методов является проведение расчетов на на-

боре сгущающихся сеток, что обеспечивает апостериорную асимптотически точ-

ную оценку фактической точности. Результаты данной работы являются про-

должением и развитием подходов, которые разрабатывались школой Калитки-

на на протяжении более 50 лет.



69

2. Жесткие задачи Коши
Традиционно рассматривают задачу Коши для системы обыкновенных диф-

ференциальных уравнений (1.1) порядка J .

В задаче (1.1) мы не делаем каких-либо предположений о виде правых ча-

стей. Наложим только требования гладкости: будем считать, что функции fj

являются p раз непрерывно дифференцируемым. Тогда решение имеет p + 1

непрерывную производную.

2.1. Длина дуги интегральной кривой

В задаче (1.1) можно ввести параметризацию через длину дуги интеграль-

ной кривой в пространстве переменных {t, u1, . . . , uJ}. Для этого формально до-

бавим к компонентам вектора u нулевую компоненту, равную t. Новый вектор

размерности J + 1 обозначим через U, U0 = t, Uj = uj, 1 6 j 6 J . Неизвестные

функции u и аргумент t имеют разный физический смысл и разную размер-

ность. Поэтому целесообразно ввести обезразмеривающие множители (масшта-

бирование). В качестве такого множителя для времени выберем полное время

расчета ν0 = T .

Вопрос об адекватной нормировке компонент решения намного более сло-

жен. С одной стороны, величины компонент могут сильно отличаться друг от

друга и меняться на много порядков в ходе расчета. С другой стороны, целесо-

образно использовать фиксированные масштабы. Мы будем нормировать ком-

поненты решения на сумму начальных условий. Например, для задач кинетики

реакций такой выбор представляется наиболее адекватным. Введем элемент

длины дуги по формуле

dl2 =
dU 2

0

ν2
0

+
J∑
j=1

dU 2
j

ν2
. (2.1)

Отсюда

dl = dt
√
ν−2

0 + ν−2(f , f) ≡ Sdt. (2.2)
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Тогда в новом аргументе система (1.1) принимает вид

dU

dl
= F(U), F0 =

1

S
, Fj =

νfj
S

0 6 l 6 L; (2.3)

Теперь вектор правых частей является единичным, это существенно упрощает

численное решение задачи.

Свойства параметризации через длину дуги интегральной кривой детально

исследовали Кузнецов иШалашилин в цикле работ, включая монографию [208].

Они ввели понятие наилучшей параметризации. Таковой называется парамет-

ризация, в которой обусловленность задачи является наилучшей. Под обуслов-

ленностью задачи Коши понимают спектральное число обусловленности соот-

ветствующей матрицы Якоби. Для случая ν0 = ν = 1 Шалашилин и Кузнецов

доказали следующее утверждение.

Теорема 8 (Шалашилин, Кузнецов). Чтобы задачу Коши для нормальной си-

стемы ОДУ (1.1) преобразовать к наилучшему аргументу, необходимо и до-

статочно выбрать в качестве такового длину дуги, отсчитываемую вдоль

интегральной кривой этой задачи. При этом задача (1.1) преобразуется в за-

дачу (2.3).

Подчеркнем, что этот результат справедлив непосредственно для системы диф-

ференциальных уравнений, а не для конкретной схемы.

Известно [208], что квадратичная погрешность, возникающая из-за возму-

щения элементов матрицы или правой части системы ОДУ при параметризации

через длину дуги, принимает наименьшее значение. Обобщение данного резуль-

тата на случай ν0(t) 6= const, ν(t) 6= const дано в [230].
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2.2. Выбор шага

2.2.1. Структура решения жесткой задачи

Исторически первыми были жесткие задачи, в которых решение резко из-

меняется в начальный момент и дальше становится достаточно плавным. Это

резкое изменение было названо пограничным слоем. Но позднее выяснилось,

что такой пограничный слой может повториться через некоторое время, при-

чем неоднократно. Такие пограничные слои были названы внутренними слоями

или контрастными структурами.

На рис. 2.1, А приведен качественный вид решения жесткой задачи с кон-

трастными структурами. По горизонтали отложен аргумент t. Обычно в струк-

туре решения выделяют следующие характерные участки: 1 o области очень

быстрого изменения решения, называемые пограничными слоями; 2 o области

плавного изменения решения, которые называются регулярными.

Рис. 2.1. Структура решения жесткой задачи; А – аргумент «время», Б – аргумент «длина

дуги»; 1 – пограничный слой, 2 – регулярное решение, 3 – переходная зона.

Мы предлагаем выделить еще один тип характерных областей, расположен-

ных между пограничными слоями и регулярными участками. В этих областях

решение имеет большую кривизну, и мы называем их переходными зонами .

Кроме того, пограничный слой состоит из двух качественно разных участков
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(что ранее в литературе не отмечалось). Первая половина пограничного слоя,

идущая от регулярного участка, соответствует плохой обусловленности зада-

чи. За ней следует второй участок пограничного слоя, ведущий к регулярному

решению. На нем задача является жесткой в узком смысле.

Выполним переход к длине дуги интегральной кривой. Соответствующее ре-

шение приведено на рис. 2.1, Б. В этом аргументе почти вертикальные участки

кривой u(t) превращаются в наклонные участки кривой u(l) с наклоном ±1.

Поэтому формально пограничные слои исчезают. Их, как и регулярные участ-

ки, можно рассчитывать с крупным шагом. Однако это не означает, что задача

перестает быть жесткой. Переходные зоны остаются трудными для расчета.

2.2.2. Близость кривых

Традиционно близость кривых u(t) и v(t) рассматривают через норму раз-

ности u−v [231, с. 139]. При этом используют нормы C либо L2; в [232] исполь-

зовался критерий близости кривых в норме L1. Однако такой подход неудобен

для разрывных решений, а также для жестких задач, ибо их пограничные слои

очень напоминают сильные разрывы. В данной работе предложено использо-

вать определение близости кривых, основанное на метрике Хаусдорфа.

Рассмотрим интегральную кривую u(t) как множество точек в евклидовом

M -мерном пространстве. Расстояние между двумя кривыми определим как рас-

стояние между соответствующими множествами в метрике Хаусдорфа [233].

Напомним это определение. Пусть U и V – два непустых компактных подмно-

жества метрического пространства M . Пусть эти множества состоят из точек

u, v соответственно. Тогда расстояние от U до V есть

D(U, V ) = max{sup
v∈V

inf
u∈U
|u− v|, sup

u∈U
inf
v∈V
|u− v|} (2.4)

Из-за взятия операции sup определение (2.4) напоминает C. Если в этом опре-

делении заменить sup на интеграл по dl, взять |u− v| в квадрате и извлечь из
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ответа квадратный корень, то полученная метрика будет напоминать порож-

денную нормой L2.

Напомним важнейшие свойства метрики Хаусдорфа [234]. Пусть F (M) обо-

значает множество всех непустых компактных подмножеств метрического про-

странства M с метрикой Хаусдорфа. Тогда

• Топология пространства F (M) полностью определяется топологией M .

• (Теорема выбора Бляшке) F (M) компактно тогда и только тогда, когда

компактно M .

• F (M) полно тогда и только тогда, когда M полное.

Рис. 2.2. Определение расстояния между кривыми с контрастными структурами: пунк-

тир – традиционная разность, тонкая линия со стрелками – метрика Хаусдорфа.

Качественное сравнение предложенной метрики с традиционной разностью

кривых приведено на рис. 2.2. На нем изображены две кривые с контрастными

структурами, положения которых немного отличаются. Разность кривых изме-

ряется по вертикали. Видно, что наибольшая разность примерно равна рассто-

янию между регулярными участками участками. Даже если положения кон-

трастных структур отличаются на малую величину (например, O(h)), разность

кривых не мала и составляет O(1). Расстояние между этими кривыми в метри-

ке Хаусдорфа в данном примере измеряется по почти горизонтальной линии.

Видно, что оно соответствует различию в положениях контрастных структур.
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Такое определение расстояния между кривыми с участками резкого изменения

более адекватно, чем разность.

2.2.3. Адаптивная сетка

Выбирая шаг, мы строим на этом отрезке сетку ln, 0 = l0 < l1 < . . . < lN =

L из N интервалов. Из приведенных выше наглядных соображений следует,

что шаг h должен быть тем меньше, чем больше кривизна κ интегральной

кривой. Обозначим через κn кривизну и через Rn = 1/κn – радиус кривизны

интегральной кривой в узлах сетки.

Наша задача – построить сетку, обеспечивающую как можно более высокую

точность. Такую сетку будем называть оптимальной. Интуитивно представля-

ется, что шаги такой сетки должны сгущаться в областях большой кривизны,

но соседние шаги таких сеток не должны сильно различаться. Будем искать

оптимум в классе квазиравномерных сеток.

Потребуем выполнения двух условий. Во-первых, кривизна выражается че-

рез вторые производные решения. Пусть правые части системы (2.3) имеют

вторые непрерывные производные. Тогда кривизна κ(l) будет иметь первую

непрерывную производную. Во-вторых, ограничимся классом квазиравномер-

ных сеток ln с дважды непрерывно дифференцируемой производящей функци-

ей.

Построим оптимальную сетку для схемы Эйлера. Шаг по этой схеме есть

движение по касательной. Сравнивая расхождение кривой и касательной на

шаге hn, получаем величину локальной ошибки на одном шаге

δn =
h2
n

2Rn
. (2.5)

Сама ошибка есть вектор, перпендикулярный кривой. Таким образом, эту ошиб-

ку нужно рассматривать в смысле метрики Хаусдорфа. Тогда аналог сеточной
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нормы L2 погрешности ∆ определяется выражением

∆2 =
N∑
n=1

δ2
nhn =

1

4

N∑
n=1

h5
n

R2
n

. (2.6)

Будем искать набор шагов hn, минимизирующий ∆. При этом нужно учи-

тывать, что значения Rn сами зависят от положения узлов ln и, тем самым, от

набора шагов. Удобнее приближенно перейти к непрерывному индексу n, тогда

hn ≈ dl/dn и Rn = R(l). При сделанных выше предположениях о гладкости

функций такой переход является асимптотически точным. При этом должно

выполняться условие
N∑
n=1

hn ≈
∫ N

0

dl

dn
= L. (2.7)

Задача на условный экстремум ∆→ min методом Лагранжа сводится к задаче

на безусловный экстремум

1

4

∫ N

0

1

R2(l)

(
dl

dn

)5

dn− µ

4

(∫ N

0

dl

dn
− L

)
→ min, (2.8)

где µ/4 – множитель Лагранжа.

Вариационное уравнение Эйлера с краевыми условиями для задачи (2.8)

принимает вид

d

dn

[
5

R2(l)

(
dl

dn

)4

− µ

]
+

1

2R3(l)

(
dl

dn

)5
dR

dl
= 0, l(0) = 0, l(N) = L. (2.9)

Последнее выражение приводится к следующей форме:

d2l

dn2
− 2

5

(
dl

dn

)2
d lnR

dl
= 0, l(0) = 0, l(N) = L. (2.10)

У этого уравнения нетрудно найти первый интеграл

h ≡ dl

dn
= CR2/5, C = const. (2.11)

Отсюда для положения узлов получаем

n(l) = C−1

∫ l

0

R−2/5(l̃)dl̃. (2.12)

Константа определяется из условия n(L) = N . Находя эту константу, сформу-

лируем полученный результат следующим образом.
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Теорема 9. При сделанных выше предположениях о гладкости оптимальная

сетка для схемы Эйлера при N → ∞ асимптотически удовлетворяет усло-

вию

hn =
1

N
κ−2/5
n

∫ L

0

κ2/5(l)dl, 1 6 n 6 N. (2.13)

2.2.4. Расчетная формула

Построим расчетную формулу для шага. Обозначим черезNmax число шагов

на всей сетке с учетом переходных зон, а через Nmin – число шагов на регуляр-

ных участках (без учета переходных зон); очевидно, Nmin � Nmax. Тогда шаг

ограничивается сверху выражением

h 6 L/Nmin. (2.14)

В формуле (2.11) перейдем от радиуса кривизны к кривизне и подставим явное

значение константы const = 1/Nmax. В качестве расчетной формулы выберем

простую интерполяцию (2.11) и (2.14)

h =

[
Nmin

L
+

Nmaxκ2/5∫ L
0 κ2/5(l)dl

]−1

. (2.15)

Способ вычисления интеграла в (2.15) будет описан далее.

Очевидно, сетка, построенная указанным образом, адаптирована к реше-

нию. Будем называть ее геометрически-адаптивной (GEAD mesh – Geo-

metrically Adaptive mesh).

Замечание. Переход от аргумента t к аргументу l кажется усложнением

задачи. Однако такой переход следует делать даже для мягких задач. Поясним

причину этого.

Во-первых, правые части формулы (2.3) очень просто выражаются через

правые части формулы (1.1). Мягкие задачи решают явными схемами, в кото-

рых требуется вычислять только правые части (но не матрицу Якоби), поэтому

для них никакого усложнения фактически не происходит.
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Во-вторых, приведенный выше удачный выбор шага удалось построить толь-

ко для аргумента l. Формулы выбора шага по аргументу t, используемые в

методах вложенных схем или локального сгущения шага, не столь надежны,

особенно в случае жестких задач.

В-третьих, в аргументе l пограничные слои перестают быть трудными участ-

ками, и легко рассчитываются крупными шагами. Измельчение шага требуется

лишь в переходных зонах.

2.2.5. Вычисление кривизны

Для построения геометрически-адаптивной сетки нужно уметь вычислять

вычислять кривизну многомерной кривой. Мы не встречали в литературе кон-

структивных формул для вычисления кривизны в многомерном пространстве.

Однако есть общее определение: кривизна есть производная от единичного век-

тора направления касательной по длине дуги (тем самым, это вторая произ-

водная радиуса-вектора кривой по длине дуги). Реализации этого определения

для явных и неявных схем различны. Опишем эти реализации.

Простейшее выражение. Вводя длину дуги в качестве аргумента, мы пе-

решли от системы (1.1) к системе (2.3). В системе (2.3) правые части Fm суть

компоненты вектора касательной к интегральной кривой. Напомним, что F есть

вектор единичной длины. Таким образом, кривизна получается дифференциро-

ванием вектора F по скаляру l

κ =
dF

dl
. (2.16)

Правые части вычисляются на каждом шаге. Напишем простейшую разностную

аппроксимацию

κ̂ = κ(ln) = [F(un)− F(un−1)]/hn; hn = ln − ln−1. (2.17)

Эта аппроксимация имеет первый порядок точности, что хорошо согласуется

с точностью схемы Эйлера. Поэтому такая формула пригодна для построения

геометрически-адаптивных сеток.
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Кривизна (2.17) вычисляется после завершения текущего шага, поэтому она

может использоваться для определения величины только следующего шага. На

первом шаге у нас еще нет значения кривизны. Поэтому расчет первого шага

нужно повторять дважды: сначала найти величину шага по кривизне, взятой

«с потолка», а по завершении шага найти кривизну и скорректировать шаг.

Явные схемы Рунге-Кутты. Выражение (2.17) по существу получено

для одностадийной схемы Рунге-Кутты. В многостадийных схемах можно ис-

пользовать для построения кривизны величины ws из промежуточных стадий

(1.2), а также величину ŵ = F(û). Использование ŵ не увеличивает объем рас-

четов: выражение для кривизны относится к следующему шагу, на котором ŵ

все равно нужно вычислять. Поэтому кривизну ищем в следующем виде:

κ̂ = h−1
S+1∑
q=1

cqwq, wS+1 = F(û). (2.18)

Коэффициенты cq из (2.18) и bq, asq из (1.2) нужно подбирать так, чтобы ре-

шение имело аппроксимацию O(hp), а аппроксимация кривизны (2.18) имела

максимально возможный порядок точности. Этот анализ делается стандартным

методом разложения схемы (1.2) и выражения для кривизны (2.18) по степе-

ням h и сравнением с соответствующими разложениями для точного решения

дифференциального уравнения (2.3).

cq bs asq

−1 1 -

1 - -

Таблица 2.1. Коэффициенты схемы (1.2)

и кривизны (2.18) для p = 1.

cq bs asq

0 0 0 0

2 1 1/2 0

-2 - - -

Таблица 2.2. Коэффициенты схемы (1.2)

и кривизны (2.18) для p = 2.

При этом оказывается, что для двухстадийной схемы возможно построить

выражение кривизны лишь с порядком точности не выше первого. Однако при

этом остается один свободный параметр, выбором которого можно уменьшить
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cq bs asq

2/3 2/9 0 0 0

−2 1/3 1/2 0 0

−8/3 4/9 0 3/4 -

4 - - - -

Таблица 2.3. Коэффициенты схемы (1.2)

и кривизны (2.18) для p = 3.

cq bs asq

1 1/6 0 0 0 0

−2 1/3 1/2 0 0 0

−2 1/3 0 1/2 0 0

0 1/6 0 0 1 0

3 - - - - -

Таблица 2.4. Коэффициенты схемы (1.2)

и кривизны (2.18) для p = 4.

коэффициент остаточного члена в кривизне. Для трех- и четырехстадийных

схем возможно построить выражение кривизны лишь со вторым порядком точ-

ности. Это напоминает известные пороги Бутчера для схем Рунге-Кутты. Ре-

комендуемые наборы коэффициентов приведены в табл. 2.1 – 2.4.

Отметим, что нахождение кривизны по приведенным выше формулам не

увеличивает трудоемкости расчетов по схемам Рунге-Кутты.

Явно-неявные схемы. По формальному определению кривизны, имеем

κ =
dF

dl
= Fu

du

dl
= FuF. (2.19)

Таким образом, кривизна равна произведению матрицы Якоби от правых ча-

стей на вектор правых частей. Поскольку в явно-неявных и неявных схемах

матрицу Якоби все равно приходится вычислять (это самая трудоемкая часть

расчета), то попутное нахождение кривизны по формуле (2.19) не увеличива-

ет общую трудоемкость вычислений. Поскольку матрица Якоби вычисляется

до выполнения шага, то значение кривизны (2.19) можно использовать для

определения величины текущего шага, а не следующего. В этом заключается

качественное преимущество неявных схем перед явными.
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2.2.6. Расчет с контролем точности

Расчет на единственной сетке в принципе не может дать гарантированную

оценку погрешности. Единственный способ получения надежной оценки – это

расчет на последовательности сгущающихся сеток и сравнение решений на

этих сетках по методу Ричардсона. Этот способ дает асимптотически точное

значение погрешности. Первоначально этот способ был предложен для равно-

мерных сеток. Впоследствии было показано, что он применим на квазиравно-

мерных сетках [12], [181], [186], а также на кусочно-равномерных и кусочно-

квазиравномерных. Поэтому для гарантированной оценки погрешности нужно

найти такую сетку, которая была бы геометрически-адаптивной и одновременно

квазиравномерной. Для этого приходится строить процедуру расчета, состоя-

щую из двух стадий. Опишем ее.

Построение адаптивной сетки. Это первая стадия расчета. Возьмем

некоторые начальные не особенно большие значения Nmin и Nmax и проведем

расчет по явной схеме Эйлера, используя для шага формулу (2.15). Перед нача-

лом расчета нам известно полное время T , но длина дуги L и значения интегра-

ла (2.15) пока неизвестны. Поэтому зададим их «с потолка». Расчет на первой

сетке будем вести до тех пор, пока текущее расчетное время не станет больше

либо равным T . В ходе этого расчета найдем полное L вычислим значение ин-

теграла от кривизны по любой квадратурной формуле. Затем удвоим Nmin и

Nmax, воспользуемся уже найденным значением интеграла и повторим расчет

уже найденной адаптивной сетки. Она не будет сгущением первой сетки, так

как ее четные узлы не будут совпадать с узлами первой сетки. Поэтому снова

удвоим Nmin и Nmax и повторим расчет. Такое удвоение будем повторять до тех

пор, пока четные узлы новой сетки не окажутся достаточно близкими к узлам

предыдущей сетки.

В тестовых расчетах было опробовано несколько критериев близости сеток.

Наиболее удачными оказались два следующих критерия. В первом критерии
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требовалась малость величин

ζn = (ln − l̂2n)(ĥ−1
2n + ĥ−1

2n+1). (2.20)

Ее смысл в том, чтобы разность положений узлов должна быть мала по срав-

нению с соседними шагами. Здесь l относится к более грубой сетке, l̂ – к более

подробной сетке.

Во втором критерии сравнивались только отношения соответствующих ша-

гов на двух сетках

ζn =
√
ξn − 1/

√
ξn, ξn =

ĥ2n + ĥ2n+1

hn
. (2.21)

В обоих случаях требовалась малость среднеквадратичной нормы этих величин

‖ζ‖ =

√√√√ 1

N

N∑
n=0

ζn. (2.22)

Данный этап сгущения проводится до тех пор, пока величина ζ не станет мень-

ше либо равна заданному ζ0.

Схема Эйлера используется по следующим причинам. Во-первых, она наи-

менее трудоемка среди всех известных схем. Во-вторых, среди явных схем она

наиболее надежна. Ее низкая точность несущественна, поскольку результат рас-

чета нужен только для построения геометрически-адаптивной сетки.

Квазиравномерное сгущение сетки. Напомним, что априорные мажо-

рантные оценки погрешности через производные решения неконструктивны и

обычно даже так называемые неулучшаемые оценки сильно превышают факти-

ческие погрешности. Асимптотически точную величину погрешности дает толь-

ко метод Ричардсона. Однако для применения этого метода к дифференциаль-

ным уравнениям необходимо сгущать сетки именно вдвое, причем так, чтобы

все узлы предыдущей сетки совпадали с четными узлами новой сетки (тогда

возможно поточечное сравнение сравнение решений на соседних сетках и вычис-

ление сеточных норм погрешности). Сами сетки должны быть равномерными

или квазиравномерными.
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Не стадии построения адаптивной сетки узлы соседних сеток не совпадают.

Однако если выполнен критерий совпадения сеток, то построенная сетка хоро-

шо соответствует кривизне точного решения. Тем самым, эта сетка получается

из равномерной некоторым гладким преобразованием, то есть является квази-

равномерной сеткой. Поэтому ее можно взять за основу для квазиравномерного

сгущения и применения метода Ричардсона.

Для квазиравномерного сгущения между каждой парой узлов старой сет-

ки нужно поставить узел новой сетки, соответствующий той же производящей

функции. Приведем формулы для нахождения такого узла. Пусть шаг hn явля-

ется внутренним интервалом исходной сетки. Тогда он делится на два интервала

с шагами

ĥ2n−1 = hn
4
√
hn−1

4
√
hn−1 + 4

√
hn+1

, ĥ2n = hn
4
√
hn+1

4
√
hn−1 + 4

√
hn+1

. (2.23)

Если интервал примыкает к левой границе, то его шаг h1 делится на два новых

шага по правилу

ĥ1 = h1

√
h1√

h1 +
√
h2

, ĥ2 = h1

√
h2√

h1 +
√
h2

. (2.24)

Для интервала hN , примыкающего к правой границе, получаем деление

ĥ2N−1 = hN

√
hN−1√

hN−1 +
√
hN

, ĥ2N = hN

√
hN√

hN−1 +
√
hN

. (2.25)

Таким образом, на втором этапе соответственные узлы двух последователь-

ных сеток точно совпадают, а разность двух соседних шагов

ĥ2n+1 − ĥ2n = ĥ2n+1

(
1− 4

√
hn−1/hn+1

)
(2.26)

есть величина более высокого порядка малости, чем шаг ĥ. Поэтому такая сетка

является квазиравномерной.

Поэтому можно применить метод Ричардсона однократно к каждой паре

сеток. Это позволяет проводить вычисления с автоматическим выбором шага

и гарантированной оценкой погрешности, чего не было во всех ранее существо-

вавших алгоритмах.

Проиллюстрируем описанную процедуру с помощью алгоритма 1.
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Algorithm 1 Расчет на геометрически-адаптивных сетках с контролем точно-

сти
1: Задать Nmin, Nmax, L,

∫
κdl

2: while ‖ζ‖ > ζ0 do

3: while t < T do

4: Вычислить h по формуле (2.15)

5: Вычислить û, t по формуле (1.2)

6: Вычислить κ по формуле (2.18)

7: Вычислить ζ по формулам (2.20) либо (2.21)

8: end while

9: Вычислить ‖ζ‖ п формуле (2.22)

10: Nmin ← 2Nmin, Nmax ← 2Nmax

11: end while

12: while ∆ > tol do

13: Сгустить сетку по формулам (2.23), (2.24), (2.25)

14: Вычислить решение на полученной сетке, на каждом шаге пользуясь

формулами (1.2)

15: Вычислить поточечную оценку по формуле (1.12)

16: Вычислить норму ∆ оценки погрешности по формуле (1.13)

17: end while
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Экстраполяция точности. Пользуясь найденной оценкой точности, мож-

но провести однократную экстраполяцию погрешности, т.е. прибавить оценку

точности к полученному результату. Это повышает порядок точности на 1.

Однако пользоваться реккурентным вариантом метода Ричардсона, много-

кратно повышающим порядок точности, в данном случае затруднительно. Это

связано с тем, что нечетные узлы подробной сетки l̂, построенные по правилам

(2.23) – (2.25), не точно совпадают с нечетными узлами сетки, построенной по

предельной производящей функции. Эта ошибка складывается из двух частей.

Во-первых, шаги hn грубой сетки известны не точно, а строятся по прибли-

женной производящей функции. Чтобы можно было применять рекуррентное

уточнение по Ричардсону, погрешность производящей функции должна быть

меньше, чем та погрешность, которую мы рассчитываем получить в результате

уточнения. Это возможно только на чрезвычайно подробных сетках, поэтому

на практике не реализуется.

Во-вторых, правила (2.23) – (2.25) вносят некоторую погрешность даже при

применении к точной производящей функции. Эту часть погрешности можно

оценить, пользуясь определением шага квазиравномерной сетки через произ-

водную x′ производящей функции в полуцелом узле

hn =
1

N
x′
(
n− 0.5

N

)
. (2.27)

Запишем выражения для шагов hn−1 и hn+1, аналогичные (2.27), подста-

вим их в выражение для ĥ2n из (2.23) и разложим последнее в ряд по 1/N в

окрестности точки (n− 0.5)/N . Получим

ĥ2n ≈
x′

2N

[
1 +

1

4N

x′′

x′
+O

(
1

N 3

)]
, (2.28)

где все производные берутся в точке (n− 0.5)/N . С другой стороны, точное

выражение для этого шага имеет вид

ĥ2n =
1

2N
x′
(
n− 0.5

N
+

1

4N

)
≈ x′

2N

[
1 +

1

4N

x′′

x′
+

1

32N 2

x′′′

x′
+O

(
1

N 3

)]
.

(2.29)



85

Сравнивая (2.28) и (2.29), найдем ошибку «ручного» дробления шага

∆ĥ2n ≈
1

64N 3
x′′′ +O

(
1

N 4

)
. (2.30)

Таким образом, формулы сгущения (2.23) – (2.25) имеют третий порядок

точности. Однако их можно применять к одношаговым схемам решения задачи

Коши любого порядка точности (в том числе, выше третьего). Это объясня-

ется тем, что в одношаговых схемах нет дифференцирования сквозь узел. Но

для многошаговых схем (например, схем Адамса) такое сгущение сеток может

ограничить предельный порядок точности.

2.3. Апробация методов

2.3.1. Тест

Рассмотрим тестовую задачу

du

dt
= −λ(t)

(
u2 − a2

)2(
u2 + a2

) , u(0) = u0, |u0| < a. (2.31)

Эта задача при соответствующем выборе u0 имеет 2 стационарных решения

u = ±a. Эти решения являются корнями вырожденного уравнения кратности

2. Они устойчивы, если |u0| < a, и неустойчивы при |u0| > a.

Задача (2.31) решается в квадратурах, что делает ее очень удобным тестом

для численных расчетов:

u(t) = − 2 Λ(t) a2

1 +
√

1 + 4a2Λ(t)2
, Λ(t) =

u0

(u0)2 − a2
+

∫ t

0

λ(τ)dτ. (2.32)

Нетрудно выбрать такое λ(t), чтобы квадратура точно вычислялась, а само ре-

шение передавало те или иные особенности. Например, возьмем λ(t) = λ0 cos t.

Тогда

Λ(t) =
u0

(u0)2 − a2
+ λ0 sin t. (2.33)
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На рис. 2.3 показано решение этой задачи при различных λ0. Видно, что при

увеличении λ0 решение стремится к ступенчатому. Это наглядная интерпрета-

ция контрастных структур в случае высокой жесткости.

Для практической помощи вычислителю дадим некоторую качественную

классификацию, основанную на практике численных расчетов и не претендую-

щую на математическую строгость.

Рис. 2.3. Тест (2.31); жирные кривые – точное решение (2.32) – (2.33) при разных значе-

ниях λ0 (указаны около кривых); тонкие прямые – стационары.

Мягкими назовем задачи, решения которых на графике хорошо отличимы

от стационаров (случай λ0 = 10−1 на рис. 2.3).

Жесткими назовем задачи, решения которых с графической точностью

ложатся на стационары, но визуально ширина пограничного слоя ненулевая

(случай λ0 = 101 на рис. 2.3).

Сверхжесткими назовем задачи, в которых ширина пограничного слоя

визуально пренебрежимо мала, так что решение имеет ступенчатый характер;

при этом регулярные участки визуально сливаются с корнями вырожденного

уравнения (случай λ0 = 103 на рис. 2.3).

Ультражесткими назовем задачи, у которых регулярные участки ре-

шения в пределах ошибок компьютерного округления неотличимы от корней
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вырожденного уравнения (для данного примера это будет при λ0 = 105 и более,

если вычисления 64-битовые).

Категорию жесткости надо учитывать, выбирая метод решения задачи. Но

по виду исходного уравнения априори определить категорию жесткости удается

не всегда. Зачастую это приходится делать методом проб и ошибок.

2.3.2. Критерий качества сетки

На рис. 2.4 показана зависимость среднеквадратичной нормы величины (2.21)

от числа узлов. Каждая линия соответствует определенной жесткости задачи

λ0. На задачах малой жесткости (λ0 = 1) зависимость критерия качества от

N полностью соответствует теоретическим представлениям. Расчетная кривая

близка к прямой с наклоном −1. Первое звено удовлетворяет требованию моно-

тонности, но его наклон несколько отличается от теоретического. Это является

зарождением нерегулярного участка кривой.

При еще большей жесткости λ = 103 нерегулярный участок захватывает

уже 4 первых звена. При этом первое звено кривой является нарастающим,

то есть на нерегулярном участке нарушается монотонность критерия качества.

При дальнейшем увеличении жесткости увеличивается как длина нерегуляр-

ного участка, так и отрезок нарушения монотонности. При этом на начальном

участке возникает пилообразность.

Поясним причину возникновения возрастающего нерегулярного участка. В

пределах расчетного интервала находится 3 пограничных слоя. Для мягкой

задачи сетка сразу же хорошо строится во всех этих трех слоях. Однако если

жесткость велика, то картина выглядит иначе.

Погрешность численного решения увеличивается к концу промежутка инте-

грирования. Поэтому во втором пограничном слое погрешность гораздо боль-

ше, чем в первом (начальном). Накопление погрешности в решении приводит к

накоплению ошибки при вычислении шага. Поэтому сетка хорошо строится в

начальном пограничном слое, ощутимо хуже – во втором слое, а в третий слой
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Рис. 2.4. Зависимость критерия качества (2.21) от числа интервалов сетки. Около каждой

кривой указана величина жесткости lg λ0.

узлы сетки могут и вовсе не попадать. Поэтому на грубых сетках разностная

погрешность в третьем слое вообще не вычисляется.

По мере сгущения сетки узлы начинают попадать в третий слой и в них

возникает значительная погрешность. Поэтому при первых сгущениях погреш-

ность увеличивается с увеличением числа интервалов сетки. Эти сетки образу-

ют нерегулярный участок. При дальнейшем сгущении, когда в каждом погра-

ничном слое становится достаточно много узлов, погрешность начинает умень-

шаться в соответствии с теорией.

Для всех жесткостей переход на регулярный участок происходит при одно-

временном выполнении двух условий: 1) кривая монотонно убывающая (чтобы

исключить начальную нерегулярность) и 2) величина критерия качества прини-

мает значение δ 6 10−2 для любой жесткости. Это означает, что соответствен-

ные шаги соседних сеток в среднем отличаются на ∼ 1%, однако максимальное

отличие шагов друг от друга может быть существенно больше.

Для других критериев качества поведение кривых имеет сходный вид, одна-

ко количественное значение перехода на регулярный участок будет своим для

каждого критерия.
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2.3.3. Сходимость

На рис. 2.5 показаны профили решения на сгущающихся сетках для теста

(2.31) с λ0 = 10−1. Для наглядности профили построены в координатах u(t),

хотя непосредственно рассчитывались u(l) и t(l). Хорошо видно, что при сгу-

щении сеток профили стремятся к точному решению.

На рис. 2.5 показан расчет ультражесткой задачи c λ0 = 107. После про-

хождения пограничного слоя и переходной зоны кривая выходит на стационар-

ное решение с точностью до ошибок округления. Но уже на ближайших шагах

ошибки округления выводят кривую в область неустойчивости, после чего она

быстро уходит от точного решения. Видно, что численные методы непригодны

для задач столь большой жесткости. В этом случае надо пользоваться асимп-

тотическими разложениями по малому параметру.

Рис. 2.5. Тонкие линии – решение теста (2.31) на сгущающихся сетках, λ0 = 10−1. Жирная

линия – численное решение ультражесткой задачи с λ0 = 107.

При аргументе l решение теста (2.31) не выражается в элементарных функ-

циях, поэтому погрешность вычислялась следующим образом. Для каждой сет-

ки ln вычисление по разностной схеме давало приближенные значения un и tn.

Решение un сравнивалось с точным решением (2.32), вычисленным в моменты

tn. Их разности давали значения погрешности в узлах ln. Для пересчета к аргу-
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менту t использовалась формула приведенной погрешности (3.13). На график

выводилась приведенная погрешность в норме L2 в зависимости от числа узлов

N в двойном логарифмическом масштабе.

На рис. 2.6 показаны погрешности по схеме ERK4 при разных λ0. Темными

маркерами на рис. 2.6 изображены погрешности, полученные путем прямого

сравнения сеточного решения с точным. При λ0 = 10 погрешность уже на гру-

бых сетках убывает в соответствии с теоретическим порядком точности p = 4.

При λ0 = 103 кривая начинается с горизонтального участка. Это объясняет-

ся тем, что на грубых сетках сеточное решение хорошо описывает первый и

второй пограничный слой, но вместо третьего пограничного слоя “срывается”,

давая абсурдные результаты. При увеличении λ0 начальный горизонтальный

участок удлинняется, захватывая все большее число сеток, но затем кривые

выходят на участок теоретической сходимости.

Рис. 2.6. Сходимость в тесте (2.31), у линий указаны lg λ0. • – погрешности, вычисленные

сравнением с точным решением, ◦ – оценки по методу Ричардсона.

На достаточно подробных сетках каждая линия выходит на горизонтальный

фон ошибок округления. Этот фон весьма низок при λ0 = 10, а с увеличением

λ0 довольно быстро возрастает. Фон связан с тем, что чем больше λ0, тем бли-

же точное решение подходит к стационарам. Разность между точным решением

и стационарным фактически является начальными данными для следующего

пограничного слоя. Если в этой разности (с учетом конечной разрядности ком-
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пьютера) осталось мало достоверных знаков, это ограничивает точность даль-

нейшего расчета.

Если фон ошибок округления оказался неприемлемо большим, это означа-

ет, что данным методом при данной разрядности чисел мы не можем решить

задачу. В этом случае нужно либо провести вычисления с повышенной разряд-

ностью чисел, либо использовать другие подходы (например, разложение по

малому параметру).

На каждой паре соседних сеток (на втором этапе сгущения) проводилась

оценка погрешности по Ричардсону, не использующая сравнение с точным ре-

шением. Эти оценки показаны светлыми кружками. Видно, что на прямоли-

нейном участке с теоретическим наклоном Они отлично совпадают с непосред-

ственным вычислением погрешности. Это относится даже к сверхжестким зада-

чам. Это показывает, что и для задач с неизвестным точным решением можно

уверенно пользоваться ричардсоновскими оценками, если кривая погрешности

содержит указанный прямолинейный участок.

На данном рисунке показан также расчет для ультражесткой задачи с λ0 =

107. Видно, что прямолинейный участок погрешности с теоретическим накло-

ном отсутствует, поэтому для таких задач ричардсоновскую оценку погрешно-

сти дать невозможно.

2.3.4. Равномерные сетки

Влияние сгущения сетки по кривизне проиллюстрировано на рис. 2.7. На

нем показана зависимость погрешности относительно точного решения от фак-

тического числа узлов N в двойном логарифмическом масштабе. В качестве

теста выбрана задача (2.31) с большим λ0 = 105. Расчеты велись по явной

схеме ERK4 и явно-неявной схеме Розенброка CROS.

Видно, что для схемы ERK4 на регулярном участке сходимости геометри-

чески-адаптивная сетка дает в ∼ 300 − 1000 раз лучшую точность, чем рав-

номерная сетка hs = const. Это обусловлено тем, что участок нерегулярной
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Рис. 2.7. Погрешности относительно точного решения при λ = 105. Схемы: ◦ – ERK4,4 –

CROS. Сплошные линии – расчет в аргументе l: темные маркеры – GEAD-сетка, светлые

маркеры – равномерная сетка h = const. Пунктирная линия – сетка 2.34 в аргументе t.

сходимости оказывается более коротким, и раньше начинается быстрое убыва-

ние погрешности. На достаточно подробных сетках каждая схема выходит на

фон ошибок округления, который при данном λ0 составляет ∼ 10−3. Для схемы

CROS сгущение сетки в переходной зоне также дает ощутимый выигрыш по

точности – более 10 раз по сравнению с равномерной сеткой в длине дуги.

В литературе описана программа DUMKA, разработанная Лебедевым (см.

[235] и процитированные там работы этого автора). Она основана явных схемах

с адаптивным выбора шага и специфической апостериорной фильтрацией про-

филей численного решения. Эта схема применялась в НИЦ «Курчатовский ин-

ститут» для расчетов задач, приводящих к огромным системам жестких ОДУ,

содержащих до 106 уравнений [235]. Шалашилиным и Кузнецовым [208] бы-

ло проведено сравнение расчетов с равномерным шагом по длине дуги и по

программе DUMKA. Они показали, что переход к длине дуги обеспечивает су-

щественно лучшую точность, чем автоматика шага в программе DUMKA. Из

рис. 2.7 видно, что применение геометрически-адаптивных сеток позволяет кар-

динально улучшить точность по сравнению с равномерной сеткой в длине дуги.

Таким образом, схема ERK4 на GEAD-сетке существенно превосходит програм-

му DUMKA по точности.
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Формулу для шага из теоремы 2.13 можно трактовать следующим образом.

Переход к длине дуги эквивалентен измельчению шага по времени в погранич-

ных слоях, а множитель κ−2/5
n есть дополнительное сгущение шага в переходных

зонах. Был проведен расчет, в котором сетка сгущалась только в переходных

зонах, но не в пограничном слое. Это эквивалентно расчету в аргументе время

с шагом

τn = τ0κ−2/5
n (2.34)

где τ0 = const – шаг на прямолинейном участке решения. Здесь также было

выбрано λ0 = 105.

Расчет по явной схеме ERK4 разваливался из-за переполнения. Схема CROS

позволила завершить расчет. Полученные погрешности приведены на рис. 2.7.

Видно, что измельчение шага только в переходной зоне не дает выигрыша по

точности по сравнению с равномерной сеткой в аргументе t. Это показывает, что

геометрически-адаптивные сетки необходимо применять только в аргументе l.

2.3.5. Вычисление кривизны

Рассмотрим три способа вычисления кривизны, которая используется для

расчета шага на первом этапе: 1) по разностной формуле (2.17) первого по-

рядка точности, 2) по разностной формуле (2.18) второго порядка точности, 3)

непосредственно по кривизне точного решения по следующей формуле:

κ =
f(u, t)fu(u, t) + ft(u, t)

(1 + f(u, t)2)3/2
,

fu = −2λ cos(ωt)
u(u2 − a2)(u2 + 3a2)

(u2 + a2)2
, ft = λω sin(ωt)

(u2 − a2)2

u2 + a2
.

(2.35)

Графики нормы L2 погрешности второго этапа для λ = 103 в этих случаях

представлены на рис. 2.8.

Из рис. 2.8 видно, что все три способа дают примерно одинаковые результа-

ты. Вероятная причина состоит в том, что кривизна является вспомогательной

величиной для вычисления шага сетки, так что ее погрешность не сильно влия-
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Рис. 2.8. Погрешности при λ = 103 и раз-

ных способах вычисления кривизны: ◦ –

точное выражение (2.35), N – формула

(2.18) точности O(h), • – формула (2.18)

точности O(h2).

Рис. 2.9. Погрешности при λ = 103; ◦ –

схема ERK4, • – BORK4.

ет на точность самого численного решения. Поэтому для вычисления кривизны

вполне достаточно формул первого порядка точности, не говоря уже о втором.

2.3.6. Неявные схемы

Одной из наиболее надежных схем четвертого порядка точности является

чисто неявная оптимальная схема BORK [60], [61] из класса обратных схем

Рунге-Кутты. В этой схеме кривизна рассчитывается по матрице Якоби чис-

ленного решения, то есть она полностью согласована с численным решением.

Напомним, что схема BORK требует итерационного уравнивания на новом слое

и несравненно более трудоемка, чем явные схемы.

Сравним расчеты по этой схеме с результатами по явной схеме ERK4, в

которой кривизна на первом этапе берется по простейшим формулам первого

порядка точности (2.17). На рис. 2.9 приведены графики погрешности второго

этапа для этих схем в норме L2 для достаточно жесткой задачи с λ = 103.

Эти кривые почти совпадают. Это показывает, что даже на задачах высокой
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жесткости схема ERK4 с выбором шага по кривизне сопоставима по точности

и надежности с чисто неявными схемами, хотя ее трудоемкость несравненно

меньше.

2.3.7. Известные алгоритмы выбора шага

Наиболее популярными являются следующие пакеты [13]

1. Схема DOPRI5 широко известна. Это явная схема типа Рунге-Кутты. Она

имеет порядок точности p = 5, и в ней присутствует традиционный ал-

горитм выбора шага, основанный на вложенных схемах. Хотя эта схема

предназначена для нежестких задач, ее нередко применяют для задач уме-

ренной жесткости.

2. Программный пакет Гира (GEAR), предназначенный для жестких задач.

Он содержит набор схем с порядками точности с p = 1 до p = 5, кото-

рые имеют устойчивость L1/p. Пакет основан на локальном сгущении се-

ток. Кроме того, он снабжен некоторой автоматикой, выбирающей порядок

точности. Он включен в библиотеку MatLab [32] и широко известен.

Эти методы работоспособны на мягких задачах и позволяют получить каче-

ственно разумное решение уже при малом числе шагов. При этом вопрос о его

количественной точности остается открытым. На более сложных жёстких зада-

чах стандартные программы могут давать сбои вплоть до аварийного останова

(т.е. расчет не удается выполнить до конца).

Вычисления производились в среде MATLAB с использованием встроенных

реализаций пакетов GEAR и DOPRI5 (функции MATLAB ode15s и ode45 соот-

ветственно). Эти реализации широко применяются для практических расчётов,

поэтому и используются в данной работе. Для каждого пакета проводилась се-

рия расчётов с уменьшением заданной относительной точности RelTol. При

заданных значениях RelTol меньше 2.22045 ·10−14 эти функции принудительно

увеличивают RelTol до 2.22045 · 10−14.



96

Срывы автоматики. Традиционные автоматы выбора шага качественно

работают следующим образом. При входе в пограничный слой они выбирают

достаточно малые шаги τ ∼ 1/λ. По мере выхода из пограничного слоя они

укрупняют шаг и регулярные участки решения считают со сравнительно круп-

ным шагом. Однако именно на регулярных участках наблюдаются срывы шага:

последний без видимых причин внезапно уменьшается на 2-4 порядка. После

этого автомат снова увеличивает шаг, но срыв шага может повториться, причем

неоднократно. Это явление описано [13], однако его причина не была объяснена.

Данное явление было исследовано А.А. Болтневым и О.А. Качер в 2005

году. Они обнаружили, что срывы связаны с процессом медленного увеличе-

ния шага на регулярных участках. Если вести расчеты регулярных участков

равномерным шагом или увеличивать шаг в геометрической прогрессии со зна-

менателем, очень близким к 1 (∼1.001), то срывов не происходит. Однако это

не позволяет увеличить шаг до нужных пределов за разумное число шагов.

Если же увеличивать шаг с разумным значением знаменателя ∼1.1, то срывы

возникают довольно часто. Поэтому ситуация напоминает известную поговорку

“хвост вытащишь – голова увязнет”.

К сожалению, эта работа Болтнева и Качер не была опубликована.

Описанное явление напоминает потерю устойчивости схемами Гершфель-

дера-Кертисса (на которых построены программы Гира), если вести расчеты

по ним не с постоянным шагом, а с увеличением шага в геометрической про-

грессии. Потеря устойчивости происходит при тем меньшем знаменателе, чем

выше порядок точности схемы. У схемы порядка точности O(τ) допустимый

знаменатель превышает 2, а у схемы O(τ 5) он составляет ∼1.04.

Контроль точности. Известно, что методы вложенных схем и локально-

го сгущения не дают гарантированной оценки точности, то есть фактическая

погрешность может отличаться от запрошенной пользователем (tolerance). Про-

ще всего проиллюстрировать это на задаче с известным точным решением. Бы-

ли проведены расчеты теста (2.31) с λ0 = 105 по программам GEAR и DOPRI5.
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Рис. 2.10. Расчет теста (2.31) для λ0 = 105.

Маркеры – программа DOPRI5: ◦ – фак-

тическая погрешность, 4 – число шагов

сетки. Сплошная линия – погрешность

ERK4 на геометрически-адаптивных сет-

ках.

Рис. 2.11. Расчет теста (2.31) для λ0 = 105.

Маркеры – программа Гира. Обозначения

маркеров соответствуют рис. 2.10

На рис. 2.10 приведено зависимость логарифма истинной погрешности lg ε от

логарифма заданной пользователем точности lg tolerance. Для нашего метода

выбора шага и схемы ERK4 ε = tolerance вплоть до выхода на ошибки округле-

ния (жирная линия). Для программы DOPRI5 величина ε составляет ∼ 10 при

tolerance = 10−1 − 10−9. Заметное уменьшение ε имеет место лишь при значе-

ниях tolerance < 10−10, и только при tolerance ∼ 10−14 погрешность ε достигает

фона ошибок округления ∼ 10−5. Таким образом, фактическая погрешность ε

превышает tolerance на 9-10 порядков в области теоретической сходимости!

На том же графике приведен логарифм числа шагов сетки lgN в программе

DOPRI5 в зависимости от tolerance. Видно, что при tolerance от 10−1 до 10−5

число шагов составляет ∼ 50 и практически не изменяется. При дальнейшем

уменьшении tolerance до 10−16 число шагов плавно возрастает до 104.

Аналогичные результаты имеют место для программы GEAR (см. рис. 2.11).

Для нее фон ошибок округления оказывается ∼ 10−2, то есть выше, чем для
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программы DOPRI5. Это означает, что программа Гира в данной задаче в прин-

ципе не может дать точность лучше ∼ 10−2.

Таким образом, чтобы в программах DOPRI5 и GEAR получить разумную

точность ε, приходится выбирать неправдоподобно малое tolerance (вплоть до

равного ошибке единичного округления). Кроме того, алгоритмы, лежащие в

основе этих программ, не очень надежны, и в них сильно сказываются ошибки

округления. Величина фона ошибок округления зависит от конкретной зада-

чи и заранее неизвестна. Поэтому возможна такая ситуация, когда требуемая

точность оказывается меньше, чем фон ошибок округления, и достигнуть ее в

принципе невозможно.

Проведенные расчеты убедительно показывают преимущества предложен-

ного выше способа выбора шага по кривизне и модификации метода Ричардсона

для оценки точности.

2.4. О выборе метода при решении жестких задач Коши

Для верификации численного расчета принципиально важно строить апо-

стериорные оценки точности. Однако при любой процедуре сгущения шага апо-

стериорная оценка не может быть меньше ошибок округления. Эти ошибки

округления зависят от разрядности чисел компьютера и от характера решаемой

задачи. В задачах с начальным пограничным слоем ошибки округления обычно

невелики. Однако в задачах с контрастными структурами ошибки округления

существенно возрастают. Каждая контрастная структура как бы вычеркивает

несколько значащих цифр из численного решения; то есть чем большее чис-

ло контрастных структур необходимо рассчитать, тем большее число знаков

мы потеряем к конечному моменту. Число знаков, которое теряется на каждой

контрастной структуре, может существенно зависеть от скорости, с которой

решение выходит от пограничного слоя на регулярный участок.
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Увеличение разрядности чисел уменьшает влияние ошибок округления. Од-

нако нетрудно построить такие задачи высокой жесткости, на которых никакое

разумно приемлемое число разрядов не спасет. Поэтому сеточный расчет стано-

вится практически невозможным. Но это как раз тот случай малого параметра

ε ∼ ‖f‖−1, когда хороший результат могут дать аналитические методы разло-

жения. При этом аналитические методы успешно справляются с любым количе-

ством контрастных структур, что является их дополнительным преимуществом

перед сеточными методами.

В то же время на сложных прикладных задачах с большим числом компо-

нент аналитические методы сталкиваются с серьезными трудностями. Приме-

ром такой задачи может быть рассмотренный выше расчет горения водорода

в кислороде. Эта задача является одной из простейших. Она содержит всего 9

уравнений. Задачи горения топлив могут содержать десятки уравнений, вклю-

чающих сотни химических реакций. Очевидно, аналитическими методами даже

выявить наличие контрастных структур крайне трудно, а построить аналити-

ческое приближение разумной точности практически невозможно. Численные

же методы неплохо справляются с такими задачами.

2.4.1. Экспоненциальный тест

Приведем тест, в котором эффект прилипания регулярного решения к ста-

ционарному будет определяющим. Возьмем уравнение

du

dt
= −λ(t)u(u2 − a2), λ(t) = λ0 cos t. (2.36)

У него есть три стационарных решения u = 0,±a. Контрастные структуры

возникают при
∣∣u0
∣∣ < a. Точное решение задачи имеет вид

u(t) =
au0√

(u0)2 + (a2 − (u0)2) exp{−2a2Λ(t)}
, Λ(t) =

∫ t

0

λ(ξ)dξ. (2.37)

При λ(t) > 0 устойчивыми являются стационары u = ±a, а при λ(t) < 0 –

стационар u = 0. Поэтому при “переключении” знака λ(t) точное решение по-
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переменно притягивается к стационарам u = a (либо −a) и u = 0. При выборе

λ(t) = λ0 cos t, Λ(t) из (2.32) и |u0| < a качественный вид решения похож на

рис. 2.3. Однако отличие решения от стационара при |Λ(t)| � 1 составляет

∼ exp{−2a2Λ(t)}. Поэтому скорость налипания экспоненциальная, и сам тест

будем называть экспоненциальным. Здесь налипание с точностью до ошибок

округления достигается уже при умеренных значениях λ0. Для расчетов выбе-

рем a = π и u0 = 0.5.

2.4.2. Численный расчет

Для расчета этой задачи использовалась четырехстадийная оптимальная

обратная схема Рунге-Кутты с точностью O(∆t4) и L4-устойчивостью [59–61].

Эта схема является одной из самых надежных.

В качестве аргумента выбиралась длина дуги. Напомним, что при этом ре-

гулярные участки остаются почти горизонтальными, пограничные слои превра-

щаются в почти прямые линии с наклоном ±1, а переходные зоны по-прежнему

имеют большую кривизну.

Расчеты проводились по пакету GEABORK [59] с использованием геомет-

рически-адаптивных сеток. Расчеты выполнялись с 64-разрядными числами.

Одновременно с решением вычислялась апостериорная асимптотически точная

оценка его погрешности. Полученное решение сравнивалось с точным, а их раз-

ница – с апостериорной оценкой погрешности.

Поскольку при расчетах в длине дуги определяются две функции u(l) и

t(l), то для сравнения с точным решением мы отсюда вычисляли u(t). Расчеты

проводились для трех значений λ0 = 100, 200, 400.

Зависимость погрешности u в норме L2 от числа узлов расчетной сетки N

показана на рис. 2.12. Видно, что при λ0 = 100 только начальный участок

до N ≈ 250 вообще не показывает сходимости. Численное решение в какой-то

момент прилипает к стационарному решению и далее идет по нему, вообще не

описывая последующие контрастные структуры. При дальнейшем увеличении
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N виден небольшой участок сходимости, и при N ≈ 1200 расчет выходит на

фон ошибок округления ∼ 10−2 (то есть теряются 14 знаков из 16!).

Рис. 2.12. Погрешность в тесте (2.36), цифры около линий – значения λ0.

При λ0 = 200 фон ошибок округления еще выше: ∼ 10−1. Выход на него

происходит на гораздо более подробной сетке с N ≈ 2.5 · 105. При λ0 = 400 в

пределах наших сеток вообще не видно сходимости: начальный участок непо-

средственно переходит в фон ошибок округления. Все это показывает, что кон-

трастные структуры с быстрым налипанием на стационарное решение исключи-

тельно трудны для сеточных расчетов. Даже переход на расчеты с повышенной

разрядностью не позволяет радикально исправить положение.

Заметим, что в этом тесте рассчитать апостериорные оценки погрешности

практически невозможно. Нанесенные на рис. 2.12 погрешности определялись

как разность численного и точного решений.

2.4.3. Приближенное аналитическое решение

Построение асимптотики. Обычно в теории асимптотических методов

рассматриваются контрастные структуры, возникающие в краевых задачах.

Для них развита стандартная техника, описанная в [236]. Контрастным струк-

турам в начальных задачах, обусловленным сменой устойчивости, уделяется

меньшее внимание. В частности, нам не удалось найти работ, в которых строи-
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лись бы асимптотические ряды для решений задач, похожих на тесты (2.31) или

(2.36). Поэтому мы построили такие разложения для задач следующего вида:

du/dt = −λ(t)ϕ(u). (2.38)

Очевидно, тест (2.36) являются частными случаями задачи (2.38).

Пусть λ(t) достигает экстремумов в точках tk. Тогда в этих точках про-

изводная решения максимальна. Поэтому участки решения в окрестности то-

чек tk целесообразно считать контрастными структурами. Пусть вырожденное

уравнение φ(u) = 0 имеет непересекающиеся однократные корни η1 и η2; при

tk−1 < t < tk устойчивым является корень η1, а при tk < t < tk+1 – корень η2.

Тогда в момент tk возникает контрастная структура, составленная из погранич-

ных слоев слева и справа от tk.

Эти пограничные слои можно рассматривать как начальные, если взять tk

за начальный момент времени и задать начальные условия

Qлев = u0 − η1 для левого погранслоя,

Qправ = u0 − η2 для правого погранслоя.
(2.39)

Тогда правый пограничный слой как бы соответствует “движению вперед”: t ≥

0, решение исходит из точки (tk, u
0) и прилипает к η2. Поэтому его можно

рассчитать как обычный начальный пограничный слой стандартными мето-

дами [236]. Левый пограничный слой соответствует “движению назад”: t ≤ 0,

решение исходит из точки (tk, u
0) и прилипает к η1. Для его расчета нужно в

(2.38) сделать замену t→ −t и снова применить стандартный подход.

Заметим, что такой способ приближенного аналитического расчета контраст-

ных структур не является универсальным, так как он применим только к зада-

чам вида (2.38). Требуется также знать моменты tk. Кроме того, данный способ

является эвристическим. Мы не ставим цель его формального обоснования.

Решение экспоненциального теста. Применим описанный выше способ

к экспоненциальному тесту (2.36) с λ(t) = λ0 cos t. Напомним, что в этом случае

tk = πk. Для простоты ограничимся первыми членами разложения. Представим
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решение в виде u = ū0 + Π0 +Qлев
0 +Qправ

0 . Здесь ū0 – регулярное решение, Π0 –

начальный пограничный слой, Qлев
0 и Qправ

0 – левая и правая половины первой

контрастной структуры соответственно. Для второй и последующих контраст-

ных структур выражения будут полностью аналогичны.

При 0 < u0 < a устойчивое регулярное решение представляет из себя чере-

дующиеся значения a и 0:

ū0 =

 a, 0 ≤ t < π, 2π ≤ t < 3π...

0, π ≤ t < 2π, 3π ≤ t < 4π...
(2.40)

Задача для Π0 строится по стандартной методике и имеет вид

dΠ0

dτ
= −(a+ Π0)[(a+ Π0)

2 − a2],

Π0(0) = u0 − a.
(2.41)

Величина τ = tλ0 называется растянутой переменной. Решение этой задачи

имеет структуру, близкую к (2.32):

Π0(τ) =
au0√

(u0)2 + (a2 − (u0)2) exp{−2a2τ}
− a. (2.42)

Заметим, что для задачи с λ(t) = λ0 = const, имеющей только начальный

пограничный слой, ū0 + Π0 является точным решением. Поэтому добавление

следующих членов асимптотического разложения заведомо ухудшает точность.

Задача для Qлев
0 (t < π) аналогична (2.41), однако теперь растянутая пере-

менная τ = −λ0(π − t) < 0. Решение для Qлев
0 имеет вид (2.42), где нужно за-

менить λ0t→ τ = −λ0(π− t). Таким образом, в промежутке 0 ≤ t ≤ π решение

экспоненциального теста содержит начальный пограничный слой и первую по-

ловину первой контрастной структуры и представляется в виде u = a+Π0+Q
лев
0 .

Задача для Qправ
0 (t > π) также аналогична (2.41). Здесь за растянутую

переменную следует взять τ = λ0(t−π) > 0, начальное условие Qправ
0 (0) = u0 и

подставить их в (2.42). Кроме того, к решению u = 0 +Qправ
0 нужно прибавить

первую половину второй контрастной структуры, которая строится аналогично

Qлев
0 , но теперь относится к моменту t2 = 2π.
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Точность асимптотики. Сравним полученное аналитическое решение с

точным решением (2.37). На рис. 2.13 показан десятичный логарифм погреш-

ности lg |δu| в зависимости от t при намеренно маленьком λ0 = 10. На тех же

осях отложено точное решение u, десятичный логарифм его производной lg |f |

и кривизны lg |κ|. Координату максимума производной целесообразно принять

за центр пограничного слоя, а координату максимума кривизны – за центр

переходной зоны. Погрешность достигает максимального значения ∼ 10−2 при-

мерно посередине между этими двумя точками. Внутри пограничного слоя по-

грешность быстро убывает до нулевого значения в его центре. На регулярном

решении погрешность также принимает очень малые значения ∼ 10−7 − 10−12.

При увеличении λ0 структура погрешности остается такой же.

Рис. 2.13. Структура погрешности ну-

левого приближения. Экспоненциальный

тест (2.36), λ0 = 10.

Рис. 2.14. Экспоненциальный тест. По-

грешность нулевого приближения.

На рис. 2.14 представлена зависимость погрешности в норме L2 от вели-

чины λ0 в двойном логарифмическом масштабе. Эта линия является прямой с

наклоном 2. Это значит, что остаточный член построенной асимптотики есть ве-

личина O
(
1
/
λ2

0

)
. Видно также, что при λ0 = 100 (которое бралось в численном

расчете) погрешность составляет всего ∼ 5 · 10−5, что существенно превосходит

точность численного расчета. При λ0 = 400 погрешность асимптотики равна

∼ 3 · 10−6, в то время как провести численный расчет и вовсе не удавалось.



105

Отсюда видны преимущества приближенных аналитических методов перед

сеточными на задачах с быстрым прилипанием регулярного решения к ста-

ционарному. Приближенные аналитические методы дают очень хорошую по-

грешность в пограничном слое и переходной зоне и отличную на регулярном

решении. Они особенно эффективны при сверхвысокой жесткости и позволяют

рассчитать произвольное количество контрастных структур.

2.4.4. Выводы

Сказанное выше показывает, что задачи с контрастными структурами нель-

зя решить одним универсальным методом. Численные методы достаточно про-

сты, но применимы лишь для не слишком высокой жесткости. Начальный по-

граничный слой легко рассчитывается ими даже при сверхвысокой жесткости;

контрастные же структуры поддаются численному расчету в том случае, когда

регулярное решение хорошо отличимо от вырожденого в пределах разрядности

используемого компьютера. Однако непонятно, как диагностировать такую си-

туацию в ходе численного расчета. Поэтому прежде, чем приступать к решению

задачи, следует провести ее качественный анализ. Если жесткость оказывается

чрезмерной для данной разрядности компьютера, то следует применять анали-

тические асимптотические методы.

Наконец, остаются настолько сложные прикладные задачи (например, опи-

санная далее задача химической кинетики), что применение аналитических ме-

тодов не представляется возможным. Однако обычно эти задачи не являются

ультражесткими для разрядности современных компьютеров. Поэтому приме-

нение численных методов к ним позволяет (хотя и с трудом) добиться успеха.

Сгущение сеток по времени в случае жестких задач требует неприемлемо

большого числа шагов для получения разумной точности. Переход к длине дуги

позволяет улучшить расчет пограничных слоев, но этого также недостаточно.

Лишь выбор шага с учетом кривизны интегральных кривых позволяет обес-

печить высокую точность при умеренном числе шагов и построить хорошие
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программы автоматического выбора шага. Тестирование на модельных и ре-

альных задачах показывает, что фактическая точность известных стандартных

программ может очень сильно отличаться от требуемой пользователем.

2.5. Основные результаты главы

1. Для определения близости решений жестких задач предложено использо-

вать метрику Хаусдорфа. Построено обобщение этой метрики, аналогичное

норме L2. Показано, что для кривых с контрастными структурами такое

определение метрики более адекватно, чем традиционные нормы разности.

2. Для численного решения задачи Коши для ОДУ предложен новый метод

автоматического выбора шага по кривизне интегральной кривой. Такие сет-

ки были названы геометрически-адаптивными. Показано, что зависимость

шага этих сеток от кривизны является асимптотически оптимальной.

3. Построен способ сгущения геометрически-адаптивных сеток. Он позволя-

ет вычислять апостериорную асимптотически точную оценку погрешности.

Известные подходы не дают таких оценок. Поэтому предложенные методы

существенно превосходят по надежности известные алгоритмы.

4. Для расчетов по явным схемам построены экономичные методы вычисления

кривизны. Для явных схем Рунге-Кутты с числом стадий до 4 приведены

таблицы коэффициентов этих формул. Это позволяет успешно применять

явные схемы даже к сверхжестким задачам.

5. Проведена апробация предложенных методов на представительных тесто-

вых задачах. Показано, что явные схемы на геометрически-адаптивных сет-

ках не уступают неявным схемам в надежности и точности, но кардинально

превосходят их в экономичности. Проведены расчеты тех же тестовых задач

по стандартным программам Гира и Дормана-Принса. Эти расчеты показа-

ли, что фактическая точность этих программ на много порядков отличается

от заданной. Это иллюстрирует преимущества предложенных методов.
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6. Проанализированы достоинства и недостатки численных методов и асимп-

тотических методов разложения по малому параметру. Определены области

их применимости и даны практические рекомендации. Приведены примеры

расчетов, иллюстрирующих эти выводы.
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3. Кинетика химических реакций

3.1. Постановка задачи

3.1.1. Система уравнений

Приращение концентрации продукта реакции пропорционально произведе-

нию концентраций реагентов. Расход реагента пропорционален произведению

его концентрации на концентрацию других реагентов. Коэффициент пропорци-

ональности называется константой скорости элементарной реакции. Он зависит

от температуры.

Чтобы найти суммарную скорость изменения j-й концентрации, нужно про-

суммировать вклады от всех реакций, в которых участвует эта компонента.

Если она является продуктом, то соответствующее слагаемое имеет знак «+»,

если реагентом – то «−». Поэтому система уравнений кинетики реакций имеет

следующий вид:

duj
dt

= fj (u, T ) , fj (u, T ) =
J∑

i,l,q=1

(±Kjil(T )uiul ±Kjilq(T )uiuluq) (3.1)

Здесь uj – концентрации, J – число компонент.

Газофазные реакции могут протекать как в прямом, так и в обратном на-

правлении. Под прямой реакцией будем понимать экзотермическую (то есть

протекающую в направлении выделения тепла), а под обратной – эндотермиче-

скую (в которой тепло поглощается). Выделяемая или поглощаемая энергия E

называется энергией реакции. При составлении системы (3.1) каждое направ-

ление следует считать за отдельную реакцию.

3.1.2. Особенности задачи

Задачи кинетики реакций имеют ряд специфических особенностей. Они важ-

ны для построения специализированных схем.

1 o Концентрации uj являются неотрицательными.
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2 o Правые части каждого уравнения разбиваются на положительные и от-

рицательные слагаемые. Положительные соответствуют тем реакциям, в ко-

торых j-ое вещество образуется, а отрицательные – реакциям, в которых это

вещество расходуется. Скорости реакций с расходом пропорциональны uj или

u2
j , так что в них всегда можно явно выделить множитель uj. Таким образом,

задачу (3.1) можно записать в виде

duj
dt

= fj (u) , fj(u) = −ujϕj(u) + ψj(u), (3.2)

причем uj > 0, ϕj(u) > 0, ψj(u) > 0.

3 o При химических реакциях меняется число молекул, но сохраняются чис-

ла атомов каждого элемента. Математически это означает наличие линейных

первых интегралов системы дифференциальных уравнений. Пусть имеется та-

кой набор констант αj, что
∑
αjfj = 0. Тогда у точного решения существует

первый интеграл
∑
αjuj(t) = const. Это сохранение одного химического эле-

мента. Каждому химическому элементу соответствует свой набор констант αj

и свой первый интеграл. Пусть j-я молекула содержит γji атомов сорта i. Тогда

должно сохраняться полное число атомов сорта i, которое равно

J∑
j=1

γjiuj, 1 6 i 6 I. (3.3)

Здесь I – число химических элементов.

В [59, 237] доказано, что линейные первые интегралы точно передаются в

схемах Рунге-Кутты и Розенброка. Нарушение этих балансов может возникать

только за счет ошибок машинного округления.

Построению численных схем, сохраняющих различные интегралы движе-

ния, посвящена обширная литература (см., например, [165, 166, 168–174, 238] и

библиографию там). Подробное исследование интегралов задачи (3.1) выходит

за рамки данной работы.

Заметим, что после перехода к длине дуги указанные выше особенности

задачи кинетики остаются в силе. В частности, правые части новой системы
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также априори разделяются на положительные и отрицательные слагаемые.

Они имеют вид Fj = −UjΦj + Ψj, где

Φ0 = 0, Ψ0 =
1

S
, Φj =

ν0ϕj

S
, Ψj =

ν0ψj

S
, 1 6 j 6 J. (3.4)

3.1.3. Трудности

Сложность задачи обусловлена следующими факторами. 1 o Число компо-

нент обычно велико. Например, горение водорода в кислороде – это простейшая

система реакций, учитывающая около десятка веществ. При горении водорода

в воздухе нужно учитывать ∼ 30 соединений с числом атомов до пяти. Горение

метана в воздухе – это еще более сложный процесс, в котором число компонент

может достигать нескольких десятков, а число реакций – нескольких сотен.

2 o Скорости различных реакций (с учетом прямых и обратных) могут от-

личаться на 10 и более порядков. Поэтому задача кинетики реакций является

жесткой. Это справедливо для реакций различной природы, как химических,

так и ядерных.

3 o Есть еще одна принципиальная трудность, присущая химическим и плаз-

мохимическим реакциям. К реагирующим веществам могут быть добавлены

небольшие присадки – ингибиторы или катализаторы. Пусть в системе учте-

ны ингибиторы и все реакции с их участием. Если начальные концентрации

присадок равны нулю, то реакции протекают по обычному механизму. Если

начальные концентрации ингибиторов малы, но отличны от нуля, то горение

существенно замедляется или вовсе затухает. Напротив, небольшая добавка ка-

тализатора ускоряет реакцию.

Задачи, в которых решение сильно зависит от входных данных, называются

плохо обусловленными. Задача кинетики реакций очень плохо обусловлена. Это

является серьезной трудностью для всех численных методов. В плохо обуслов-

ленных задачах ошибки округления оказываются очень велики.
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3.2. Химические схемы

3.2.1. Специальные схемы

Специфические особенности задачи позволяют построить явную схему, об-

ладающую малой трудоемкостью.

Введем обозначения: t – исходный момент времени, t̂ = t + τ – новый мо-

мент времени, uj и ûj – решения в эти моменты. Калиткин и Гольдин предло-

жили [239] специальную явную схему точности O (τ). Решение в новый момент

времени по этой схеме обозначим через ũj; оно равно

ũj =
uj + τψj (u)

1 + τϕj (u)
. (3.5)

Эта схема разумна: увеличение ψj(u) как в точном, так и в численном реше-

нии приводит к увеличению образования вещества; увеличение ϕj(u) действует

противоположно. При этом uj остается неотрицательным.

Недостатком схемы (3.5) является невысокая точность. В [239] предлага-

лись методы повышения порядка точности до второго. Однако они оказались

неудачными: в численном решении возникала сильная немонотонность, из-за

чего порядок точности фактически не повышался. Кроме того, схема теряла

надежность; например, начальные концентрации нельзя было задавать нуля-

ми, нужно было вводить малые числа.

В данной работе построена явная схема второго порядка точности, одновре-

менно имеющая более высокую надежность. Приведем ее. Напишем следующую

неявную схему:

ûj =
uj + τψj(u)(1 + τϕj(u)/2)

1 + τϕj(u) + (τϕj(u))2/2
, u = (u + û)/2. (3.6)

Будем находить решение алгебраической системы простыми итерациями:

ûs+1
j =

uj + τψj(us)(1 + τϕj(us)/2)

1 + τϕj(us) + (τϕj(us))2/2
, us = (u + ûs)/2, û0 = u. (3.7)

При этом выполним только две итерации, то есть по существу получим явную

схему. Здесь также увеличение ψj приводит к увеличению ûj, а увеличение ϕj –
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к уменьшению ûj. Схемы (3.5) и (3.7) назовем химическими схемами (одно-

и двухстадийной соответственно).

3.2.2. Свойства специальных схем

Аппроксимация и устойчивость. Разложением в ряды можно доказать,

что первая итерация схемы (3.7) имеет аппроксимацию O(τ), а вторая итерация

– O(h2). Третья и последующие итерации не улучшают порядок точности, но

повышают трудоемкость схемы. Поэтому выполнять их не следует.

Нетрудно убедиться, что на линейном тесте Далквиста

du/dt = −λu (3.8)

схема (3.7) является L2-устойчивой.

Трудоемкость. Схема (3.7) явная, поэтому расчеты по ней имеют малую

трудоемкость. В самом деле, расчеты на каждой итерации требуют однократно-

го вычисления J правых частей. Таким образом, трудоемкость двухстадийной

химической схемы такова же, как у двухстадийной явной схемы Рунге-Кутты,

что гораздо меньше трудоемкости неявных схем. Последние требуют нахожде-

ния матрицы Якоби, что соответствует вычислению J2 правых частей.

Таким образом, схема (3.7) в ∼ J раз менее трудоемка, чем явно-неявные

схемы и схемы Розенброка и Розенброка-Ваннера. Выигрыш по сравнению с

чисто неявными итерационными схемами еще больше. Это преимущество осо-

бенно существенно для систем большого порядка, когда в реакциях участвует

большое число компонент.

Неконсервативность. Как отмечалось в п. 3.1, в точном решении суммар-

ное число атомов каждого элемента всегда остается постоянным. Такой баланс

есть линейный первый интеграл системы (3.2). В методе (3.5) и (3.7) для числен-

ного решения эти интегралы передаются не точно, а приближенно с точностью

O(τ) для схемы (3.5) и O(τ 2) для схемы (3.7).



113

Это не представляет трудностей при расчете. В задаче (3.1) решение яв-

ляется классическим, обобщенных решений нет. Поэтому достаточно провести

расчеты со сгущением сеток. Численные решения, полученные на разных сет-

ках, будут стремиться к предельной функции при τ → 0. Поскольку решение

классическое, явление ложной сходимости отсутствует, и предельная функция

будет искомым точным решением. Поэтому нарушение баланса будет стремить-

ся к нулю при τ → 0. При этом оно имеет приблизительно тот же порядок

величины, что и погрешность решения. Поэтому дисбаланс может служить до-

полнительным средством контроля точности.

Знакопостоянность. Поскольку uj > 0, ϕj(u) > 0, ψj(u) > 0, то, оче-

видно, ûj > 0 и ũj > 0. Поэтому численное решение по схемам (3.5) и (3.7) яв-

ляется знакопостоянным. Это соответствует физическому смыслу задачи (3.1)

и является достоинством этих схем. Далее будет показано, что неявные схемы

знакопостоянности не гарантируют.

Немонотонность. Схемы (3.5) и (3.7) являются немонотонными, то есть

при монотонном точном решении численное решение может иметь участки немо-

нотонности или осциллировать. Однако на нелинейных жестких задачах неяв-

ные схемы также иногда оказываются немонотонными. Для исследования этого

свойства мы проводили расчеты специальной тестовой задачи, представленной

ниже.

3.2.3. Апробация

Постановка. Рассмотрим задачу для одного уравнения с кубической пра-

вой частью, имитирующую химические реакции со столкновением 3 одинаковых

частиц:
du

dt
= −λu

(
u2 − a2

)
; a > 0, λ� 1; u(0) = u0. (3.9)
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Эта задача удобна тем, что для нее легко построить точное решение

u(t) =
au0√

(u0)2 +
[
a2 − (u0)2

]
exp{−2λa2t}

. (3.10)

Поле интегральных кривых задачи (3.9) приведено на рис. 3.1. Точное решение

имеет три стационара u(t) = a, 0,−a; из них первый и третий устойчивые, а

второй неустойчивый. Точное решение имеет пограничный слой шириной t ∼

1/λa2 и быстро выходит на 1-й стационар при u0 > 0 и на 3-й при u0 < 0.

Если u имеет смысл концентрации, то осмысленным является только поло-

жительное решение u(t) > 0, а отрицательные решения физического смысла не

имеют.

Рис. 3.1. Поле интегральных кривых для теста (3.9) при a = 1.

Мы провели расчеты этой задачи по следующим схемам: одно- и двухстадий-

ная химические схемы, чисто неявная схема Розенброка (1.3) с коэффициентом

1, схема Розенброка (1.3) с комплексным коэффициентом (1 + i)/2, неявная

схема Эйлера (1.4).

Отметим одну деталь. Одно- и двухстадийная химические схемы есть соот-

ветственно первая и вторая простые итерации для неявной схемы (3.6). Для

этих схем порядок точности равен числу итераций. Чисто неявная схема Ро-

зенброка (1.3) есть первая ньютоновская итерация для неявной схемы Эйлера

(1.4); она имеет первый порядок точности. Возникает естественное желание
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выполнить вторую ньютоновскую итерацию. При этом получается некоторая

явно-неявная схема. Однако разложение в ряды по степеням τ показывает, что

это не повышает порядка точности. Поэтому такую модификацию схемы мы

рассматривать не будем.

Расчет по химическим схемам. Задаче (3.9) соответствуют ϕ = λu2,

ψ = λua2. Проанализируем поведение решения (3.5) вблизи стационара. Эту

схему можно преобразовать к виду

û− a = (u− a)
1− τλau
1 + τλu2

(3.11)

Если τλau > 1 (то есть сетки достаточно грубые), то дробь отрицательна. Тогда

û−a и u−a имеют разные знаки, и выход на стационар оказывается немонотон-

ным. Решение начинает осциллировать вокруг стационарного значения, причем

амплитуда осцилляций убывает со временем. Это не препятствует сходимости

(так как амплитуда осцилляций уменьшается как O(τ) при τ → 0), но делает

неправильным качественное поведение решения (см. рис. 3.2).

Рис. 3.2. Решение теста (3.9) по односта-

дийной химической схеме (3.5); ◦ – рас-

четные точки, жирная линия – точное ре-

шение.

Рис. 3.3. Решение теста (3.9) по двухста-

дийной химической схеме (3.7); обозначе-

ния соответствуют рис. 3.2.
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Аналогично проанализируем первую стадию (3.7); для нее u = u, и

u(1) − a = (u− a)
1− τλau− τ 2λ2au3/2

1 + τλu2 + τ 2λ2u4/2
. (3.12)

Знаменатель в правой части всегда положителен, а числитель при достаточно

большом τ становится отрицательным. Это значит, что u(1) − a и u− a имеют

разные знаки, и на первой стадии решение “перепрыгивает” через стационар.

Поэтому если вести расчет по схеме (3.7) только с одной стадией, то чис-

ленное решение будет иметь пилообразный вид. Результаты расчета с двумя

стадиями представлен на рис. 3.3.

Решение на самой грубой сетке с N = 10 шагами имеет качественно пра-

вильный вид. В этом случае шаг заметно больше ширины пограничного слоя,

то есть все узлы сеток лежат в области регулярного решения. На следующей

сетке с N = 40 первый шаг “перепрыгивает” на другую сторону стационара

u = 1, и далее решение стремится к этому стационару с неправильной стороны.

Здесь шаг близок к ширине пограничного слоя; эти условия наиболее трудны

для схемы. Решение на более подробных сетках имеют правильное качественное

поведение, поскольку они уже разумно разрешают пограничный слой.

Отметим, что ни на одном из решений мы не видели осцилляций в отличие

от одностадийной схемы (3.5). Это означает, что двухстадийная химическая

схема (3.7) не только обладает лучшей точностью, но и одновременно является

более надежной, чем известная ранее схема (3.5).

Сравнение с неявными схемами. Чисто неявная и комплексная схемы

Розенброка, а также неявная схема Эйлера известны как монотонные, так как

они дают монотонное решение на линейном тесте Далквиста (3.8). Однако на

нелинейном тесте (3.9) картина оказывается иной.

Расчеты теста (3.9) по этим схемам показали, что все эти схемы могут стано-

виться немонотонными (см. рис. 3.4). На грубых сетках решение может и вовсе

притягиваться к отрицательному или нулевому стационарам, что противоречит

физическому смыслу задачи.
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Рис. 3.4. Решение теста (3.9) по неявным

схемам: 4 – чисто неявная схема Розен-

брока, ◦ – CROS, � – неявная схема Эй-

лера; жирная линия – точное решение.

Рис. 3.5. Оценки погрешности по методу

Ричардсона в тесте (3.9); N – чисто неяв-

ная схема Розенброка, 4 – комплексная

схема Розенброка, � –неявная схема Эй-

лера, • – одностадийная химическая схе-

ма, ◦ – двухстадийная химическая схема.

Причина этого заключается в следующем. Несмотря на то, что решение ис-

ходной дифференциальной задачи (3.9) единственно, нелинейное алгебраиче-

ское уравнение относительно û может несколько корней. Если задача жесткая,

а шаг грубый, то нулевое приближение, выбранное с предыдущего шага, мо-

жет оказаться неудачным. В результате итерационный процесс может сойтись

к неправильному корню.

Таким образом, на задаче кинетики (3.1) неявные схемы не имеют преиму-

ществ перед химическими схемами и при этом более трудоемки.

Расчеты в длине дуги. Метод Ричардсона можно применять как в ар-

гументе время, так и в аргументе длина дуги [237, 240]. В этом случае оценка

погрешности по методу Ричардсона дает погрешность ∆j(l) (включая j = 0,

соответствующее n0 ≡ t) как функцию длины дуги, что не всегда удобно на
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практике. При химических и термоядерных экспериментах выход продукта ре-

гистрируется в определенные моменты времени. К этим моментам и должны

относиться оценки погрешности.

В данной работе для расчетов в аргументе длина дуги построена ричард-

соновская оценка точности как функции расчетного времени δj(t). Эта оценка

имеет вид

δj(t) = ∆j(l)− fj(u)∆0(l), 1 6 j 6 J. (3.13)

Оценку (3.13) назовем приведенной . Из свойств оценок по методу Ричард-

сона следует, что она асимптотически точна. Эта оценка используется во всех

расчетах, приведенных в данной главе.

Оценки погрешности. Проведем расчет на наборе сеток по алгоритму,

описанному в п. 1.4. График погрешности в задаче (3.9) представлен на рис.

3.5. На первых нескольких сетках погрешность ведет себя нерегулярно, что

говорит о неправильном качественном поведении решений. Однако начиная с

достаточно подробных сеток, линии выходят на прямые с наклоном, равным

теоретическому порядку точности соответствующей схемы. Видно также, что

двухстадийная химическая схема позволяет получать гораздо более высокие

точности, чем все схемы первого порядка и несколько более высокие, чем го-

раздо более трудоемкая схема CROS.

Выводы. Проведенные расчеты показывают, что двухитерационная химиче-

ская схема она очень перспективна для задач, сводящихся к (3.2) и, в частности,

задач кинетики реакций. Эта схема является более надежной, чем явные схемы

Рунге-Кутты. В этом и заключается ее преимущество. Она может быть эф-

фективна в сложных комплексных задачах, когда подгонять шаг по времени

только под реакции практически невозможно. Примером является задача тече-

ния реагирующих смесей, в которой учитывается не только кинетика реакций,

но и газодинамические процессы. В таких задачах следует применять высокона-

дежные схемы (даже если при этом приходится жертвовать высоким порядком
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точности). Химическая схема уже была успешно применена газодинамиками в

расчетах течения реагирующих газовых смесей [241].

Задача (3.1) является жесткой, а двухитерационная химическая схема отно-

сится к явным. Может показаться, что это противоречит теореме Далквиста.

Однако здесь нет никакого противоречия. В определении устойчивости по Дал-

квисту ошибка не должна нарастать при любом шаге. В химических схемах

такая устойчивость имеет место в линейном тесте (3.8), но в нелинейных зада-

чах ошибка не нарастает лишь при достаточно малом шаге. Именно это условие

обеспечивает нужное поведение вблизи пограничного слоя (детальное исследо-

вание этого вопроса выходит за рамки данной работы). Подчеркнем, что на

сверхжестких задачах результаты расчетов как по схеме (3.7), так и по другим

схемам следует контролировать по визуальной сходимости профилей решения

на сгущающихся сетках и по графикам погрешности и дисбаланса.

3.2.4. Пакет программ

Предлагаемый алгоритм реализован в виде прикладного пакета программ

GACK_GEAD в среде Matlab. Это не самый эффективный язык с точки зрения

быстродействия, и для решения прикладных задач данные пакеты невыгодны.

Однако в них решены и отлажены все принципиальные алгоритмические вопро-

сы. Кроме того, коды на Matlab легко переносятся на более эффективные язы-

ки программирования (в первую очередь Fortran и несколько сложнее C/C++).

Поэтому предлагаемые пакеты могут служить хорошими прототипами для вы-

сокопроизводительных производственных программ (создание последних выхо-

дит за рамки данной работы).

Пакет предназначен для расчетов кинетики реакций на геометрически-адап-

тивных сетках. Он содержит реализацию двухстадийной химической схемы и

алгоритм сгущения сеток и получения решения вместе с апостериорной оценкой

погрешности. Отметим, что при замене решателя на общую схему (например,

Рунге-Кутты) данный пакет можно применять и к другим задачам.
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Пакет GACK_GEAD распространяется по свободной лицензии BSD-3-clause и

доступен по ссылке https://github.com/ABelov91/GACK_GEAD.

3.3. Горение водорода в кислороде

3.3.1. Система реакций

Рассмотрим горение водорода в кислороде. При этом будем учитывать сле-

дующие компоненты:

O2, H2, O, H, OH, HO2, H2 O2, H2O, O3. (3.14)

Между этими компонентами будем учитывать по 25 прямых и столько же об-

ратных реакции, они перечислены в табл. 3.1. Это наиболее полная система

реакций, собранная нами по ряду тематических публикаций и авторитетных

баз данных [242–245]. Исходными компонентами являются O2 и H2. Их кон-

центрации равны 1.5 · 10−5моль/см3 и 3 · 10−5моль/см3 соответственно. Такие

концентрации соответствуют плотности воздуха при комнатной температуре и

атмосферном давлении.

Поскольку полное число реакций равно 50, а в каждое уравнение может

входить несколько реакций, то эта система может оказаться очень громоздкой,

и мы ее не приводим. В качестве примера напишем уравнение для концентрации

H. Оно представимо в виде

du4/dt = ϕ4 − ψ4, (3.15)

где ϕ4 соответствует наработке этой компоненты

ϕ4 = Kr
1u2u3 +Kf

2 u3u5 +Kr
5u1u2 +Kr

6u
2
5 +Kr

7u3u8 +Kf
8 u2u5 +Kr

9u2u6+

+Kr
10u5u8 + 2Kr

11u2

J∑
j=1

uj +Kr
16u6

J∑
j=1

uj +Kr
17u8

J∑
j=1

uj+

+Kr
19u5

J∑
j=1

uj +Kr
23u1u5,

(3.16)
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а ψ4 – расходу

ψ4 = Kf
1 u4u5 +Kr

2u1u4 +Kf
5 u4u6 +Kf

6 u4u6 +Kf
7 u4u6 +Kr

8u4u8+

+Kf
9 u4u7 +Kf

10u4u7 + 2Kf
11u

2
4

J∑
j=1

uj +Kf
16u1u4

J∑
j=1

uj+

+Kf
17u4u8

J∑
j=1

uj +Kf
19u3u4

J∑
j=1

uj +Kf
23u4u9.

(3.17)

Здесь компоненты занумерованы в соответствии с (3.14); K – константы реак-

ций, верхние индексы f и r обозначают прямую и обратную реакцию соответ-

ственно, нижний индекс у K соответствует номеру реакции в табл. 3.1 [246].

Таблица 3.1. Реакции горения водорода в кислороде.

Реакция E, эВ lgC Реакция E, эВ lgC

OH+H�H2+O 0.087 12.61 OH+HO2�H2O+O2 3.074 13.07

O+OH�O2+H 0.725 13.86 OH+H2O2�H2O+HO2 1.272 12.40

O+HO2�OH+O2 2.401 13.29 2HO2�H2O2+O2 1.802 11.83

O+H2O2�OH+HO2 0.599 12.51 H+O2+M�HO2+M 1.802 15.37

H+HO2�H2+O2 2.488 13.45 H+OH+M�H2O+M 5.067 15.79

H+HO2�2OH 1.676 13.59 2O+M�O2+M 5.119 14.46

H+HO2�H2O+O 2.349 12.73 O+H+M�OH+M 4.394 15.31

OH+H2�H+H2O 0.586 12.97 O2+O+M�O3+M 1.055 14.87

H+H2O2�H2+HO2 0.686 12.31 OH+O3�O2+HO2 1.663 11.32

H+H2O2�H2O+OH 2.948 11.76 O3+O�2O2 4.064 12.39

2H+M�H2+M 4.481 14.82 O3+H�OH+O2 3.339 12.56

2OH�H2O+O 0.673 12.77 O3+HO2�2O2+OH 1.346 9.69

O+H2O�H2+O2 0.139 -0.30

Эта химическая задача является одной из простейших. Она содержит всего

9 уравнений. Задачи горения топлив могут содержать десятки уравнений, вклю-

чающих сотни химических реакций. Очевидно, аналитическими методами даже
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выявить наличие контрастных структур крайне трудно, а построить аналити-

ческое приближение разумной точности практически невозможно. Численные

же методы неплохо справляются с такими задачами.

Выражения для скоростей реакций возьмем согласно [246]: для экзотерми-

ческой реакции скорость реакции равна

K(T ) = C
√

(πE/4) + T . (3.18)

Для эндотермической реакции имеем

K(T ) = C
√

(πE/4) + T exp (−E/T ) . (3.19)

Коэффициенты C и E приведены в табл. 3.1

Температура в ходе расчета не изменяется. Такая постановка описывает го-

рение в проточном реакторе, в котором с малой скоростью течет инертный газ

(например, аргон), содержащий небольшую примесь водорода и кислорода. В

этом случае прогревом смеси за счет энерговыхода реакций можно пренебречь,

а все концентрации считать однородными по сечению. Данная постановка широ-

ко используется при экспериментальном измерении скоростей химических реак-

ций. Расчеты проводились при двух температурах: умеренной 2000 К и высокой

6000 К.

3.3.2. Профили концентраций

Рассмотрим результаты расчетов. В качестве аргумента выбиралась длина

дуги интегральной кривой, сетки были геометрически-адаптивными (если не

оговорено обратное). Однако длина дуги не имеет прямого физико-химического

смысла: она составляется из таких компонент, как время и концентрации, ко-

торые имеют разную размерность. Поэтому результаты представлены как за-

висимости концентраций и других величин от времени. Это нетрудно сделать,

так как каждый узел сетки по l содержит в себе и момент времени, и все кон-

центрации в этот момент.
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Температура 2000 К. В первом расчете температура равнялась T = 2000

K. Расчеты проводились по трем схемам: ERK2, ERK4 и специальной схеме

(3.7). Все схемы давали сходимость к одним и тем же предельным кривым.

На рисунке 3.6 приведены предельные кривые концентраций различных видов

частиц в зависимости от времени. Видно, что наиболее значимыми компонен-

тами являются O2, H2, O, H, H2O и OH. Концентрации остальных компонент

не превышают 3% от полной концентрации смеси.

Рис. 3.6. Решение при температуре T = 2000 K.

При данной температуре основным продуктом горения является вода. Ее

концентрация монотонно нарастает, а концентрации молекулярных кислорода

и водорода монотонно убывают.

Заметим, что все концентрации почти постоянны до момента t ∼ 0.5 мкс, а

затем быстро изменяются за характерное время ∼ 0.25 мкс. Далее они плавно

выходят на стационарные значения к моменту t ∼ 10 мкс. Это резкое изменение

указывает на существование пограничного слоя, причем этот слой является

внутренним (то есть имеет место не в начальный момент времени, а внутри

промежутка интегрирования). Напомним, что внутренний пограничный слой

называют также контрастной структурой.

Поясним причину появления контрастной структуры. В начальный момент

присутствуют только чистые H2 и O2. Реакции распада этих молекул на атомы

имеют высокий энергетический порог, реакции между этими молекулами также
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пороговые (то есть все эти реакции обратные). Поэтому сначала реакции про-

текают медленно. Затем, по мере накопления других компонент оказываются

возможными беспороговые реакции с участием H2 и O2. Тогда процесс горения

существенно ускоряется, и начинается интенсивное горение. Оно соответству-

ет резкому изменению концентраций основных компонент. Далее смесь смесь

выгорает, и реакции существенно замедляются.

Влияние компонент на протекание реакций. Из рис. 3.6 видно, что

при T = 2000 K основными компонентами являются O2, H2, O, H, H2O. Кон-

центрации остальных компонент не превышают 2% от полной концентрации

смеси. Однако это не значит, что их можно не учитывать.

Проиллюстрируем это следующим вычислением. Вычеркнем все реакции,

содержащие одну из этих компонент, и выполним расчет при тех же условиях

(T = 2000 K, t 6 10 мкс, начальные условия соответствуют гремучей смеси при

нормальном давлении).

Компонента OH входит в 15 реакций из 24, а ее максимальная концентра-

ция равна 1.4% от полной концентрации смеси. Однако при отбрасывании этой

компоненты горение вообще не идет: концентрации практически не меняются

с течением времени. Это значит, что в исходной системе реакций компонента

OH активно нарабатывается и расходуется примерно с той же скоростью, и

отбрасывать ее недопустимо.

Компонента HO2 также входит в большое количество реакций (12 из 24), а

ее максимальное концентрация составляет 0.4% от полной концентрации сме-

си. Однако при отбрасывании этой компоненты горение идет и качественное

поведение остальных компонент близко к изображенному на рис. 3.6. При от-

брасывании компонент O3 и H2O2 картина аналогичная. Это объясняется тем,

что при данной температуре эти 3 компоненты не нарабатываются в достаточ-

ном количестве и практически не влияют на течение реакций.

Подчеркнем, что при других температурах результаты могут быть други-

ми, и без расчета неочевидно, какие компоненты важны, а какие – нет. Выбор
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существенных компонент и отбрасывание лишних представляет собой сложную

химическую задачу. Проведенные расчеты показывают, что если система реак-

ций недостаточно полна, то результаты могут оказываться качественно непра-

вильными. Поэтому в практических расчетах рекомендуется «не экономить» на

количестве реакций и компонент; кроме того, предложенные методы позволяют

легко обрабатывать большие системы реакций.

Рис. 3.7. Решение при температуре T = 6000 K.

Температура 6000 К. На рисунке 3.7 приведены аналогичные результа-

ты расчетов при температуре T = 6000 К. Видно, что при такой температуре

концентрации выходят на стационарные гораздо раньше, то есть процесс про-

текает быстрее. Существенными являются те же компоненты, что и в первом

расчете. Отличительной чертой высокой температуры является преобладание

процессов диссоциации, в связи с чем нарабатывается не вода, а атомарные

водород и кислород. Их концентрации монотонно возрастают.

3.3.3. Сравнение схем

Для сравнения схем вычислялась приведенная погрешность (3.13) и усред-

нялась по компонентам по правилу (1.13). Для нормировки полученный резуль-

тат делился на сумму начальных концентраций.
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На рис. 3.8 даны зависимости полученных погрешностей от числа узлов

сетки для схем ERK2, ERK4 и специальной схемы (3.7) при температуре T =

2000 К. График дан в двойном логарифмическом масштабе.

Рис. 3.8. Погрешности концентраций при

сгущении сеток; T = 2000 K. Сплош-

ные линии – расчеты на геометрически-

адаптивных сетках, пунктирные – на рав-

номерных сетках в длине дуги. ◦ – специ-

альная схема (3.7), • – ERK2, N – ERK4.

Рис. 3.9. Дисбалансы при сгущении

геометрически-адаптивных сеток; T =

2000 K. Обозначения соответствуют рис.

3.8.

Уже при N ≈ 3000 узлов графики погрешности выходят на прямолинейный

участок, соответствующий степенному закону сходимости. Для схемы ERK2 и

специальной схемы (3.7) он имеет наклон −2, а для схемы ERK4 – наклон −4.

Такой наклон соответствует теоретическому порядку точности указанных схем.

Это означает, что метод Ричардсона применим, и полученные оценки погреш-

ности являются надежными. Уже при этом числе узлов специальная схема (3.7)

дает точность 0.3%, схема ERK2 – 0.01%, а схема ERK4 – 0.0003%. Такой точно-

сти вполне достаточно для химических расчетов, поскольку константы реакций

известны с существенно худшей точностью.

Хотя схемы ERK2 и специальная схема (3.7) имеют одинаковый порядок

точности, схема ERK2 показала в ∼ 100 раз лучшую фактическую точность,

чем специальная схема (3.7). Строго объяснить этот результат мы не можем.
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Предположительно, причиной является неконсервативность схемы (3.7), в то

время как схема ERK2 строго консервативна.

Схема ERK4 оказалась еще более точной, чем схема ERK2. Ее преимущество

увеличивается со сгущением сетки: на самых грубых оно составляет около 30

раз, а на подробных сетках доходит до ∼ 1000 раз. Эта схема на сетках с N ∼

106 выходит на фон ошибок округления, который составляет ∼ 10−15; это лишь

незначительно превышает ошибку единичного округления.

Таким образом, использование геометрически-адаптивных сеток в длине ду-

ги позволяет применять явные схемы даже для сверхжестких задач (ярким при-

мером которых является задача кинетики реакций). Напомним, что выигрыш

по экономичности по сравнению с неявными схемами оказывается тем больше,

чем больше порядок системы.

Дисбалансы. На рисунке 3.9 показаны среднеквадратичные нормы отно-

сительных дисбалансов всех трех схем при той же температуре T = 2000 К.

Величины, отложенные на графике, вычисляются аналогично погрешностям

на рисунке 3.8.

Схемы ERK2 и ERK4 консервативны, и их дисбалансы составляют∼ 10−15−

10−13. Это является следствием ошибок машинного округления (все расчеты

выполнены с 64-битовыми числами). Такое поведение дисбалансов обусловлено

консервативностью схем ERK2 и ERK4. При сгущении сеток дисбалансы уве-

личиваются из-за накопления ошибок округления. Видно, что это увеличение

пропорционально
√
N .

Видно, что дисбаланс специальной схемы (3.7) убывает как O(h2), то есть

с той же скоростью, что и погрешность. На самой грубой сетке он составля-

ет ∼ 3%, что не всегда приемлемо. На подробных сетках N ∼ 106 дисбаланс

составляет ∼ 10−6%, то есть ничтожно мал.

6000 К. Такое же сравнение схем проводилось при температуре T = 6000

К. На рисунке 3.10 приведены графики соответствующих погрешностей, на ри-
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Рис. 3.10. Погрешности концентраций при

сгущении геометрически-адаптивных се-

ток; T = 6000 К. Обозначения соответ-

ствуют рис. 3.8.

Рис. 3.11. Дисбалансы при сгущении

геометрически-адаптивных сеток; T =

6000 K. Обозначения соответствуют рис.

3.8.

сунке 3.11 – дисбалансов. Видно, что результаты аналогичны полученным при

T = 2000 К.

3.3.4. Равномерные сетки

Были проведены аналогичные расчеты по всем трем схемам с равномерным

шагом по длине дуги. При этом на подробных сетках достаточно много узлов

попадает не только регулярных участках решения, но и в пограничных слоях

(включая контрастные структуры). Однако в переходных зонах число узлов

оказывается невелико, и лишь на очень подробных сетках туда попадает зна-

чительное число узлов. Нормировка компонент (то есть веса в длине дуги) не

учитывалась. Приведенные погрешности показаны на рис. 3.8; дисбалансы – на

рис. 3.12.

Для специальной схемы (3.7) кривая погрешности состоит из двух прямо-

линейных участков. Начальный участок до N ∼ 20000 имеет наклон −1. Здесь

шаг еще недостаточно мал, и узлы еще не попадают в переходную зону. Поэто-

му фактический порядок точности понижается до первого. На втором участке

N > 20000 наклон кривой равен −2, то есть имеет место регулярная сходимость
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Рис. 3.12. Дисбалансы при сгущении равномерных сеток; T = 2000 K. Обозначения соот-

ветствуют рис. 3.8.

со вторым порядком точности. Здесь шаг настолько мал, что узлы начинают

попадать внутрь переходной зоны. Это позволяет определить характерный раз-

мер последней. Он составляет ∼ 1/20000 от полной длины дуги.

Для обеих схем Рунге-Кутты картина иная. Пока узлы не попадают внутрь

переходной зоны, регулярной сходимости нет. Кривые имеют нерегулярный вол-

нообразный характер. После того, как шаг становится достаточно малым и

переходная зона начинает разрешаться, сходимость становится регулярной с

теоретическим порядком точности (2-м для ERK2 и 4-м для ERK4).

Сравним количественную точность, получаемую на геометрически-адаптив-

ной сетке и на равномерной в длине дуги. По рис. 3.8 видно, что для специаль-

ной схемы (3.7) выбор шага по кривизне уменьшает погрешность в ∼ 3 раза.

Для схемы ERK2 выигрыш по точности составляет ∼ 30 раз, а для схемы ERK4

– 3000 раз! Это показывает высокую эффективность предложенного алгоритма

выбора шага.

Заметим, что, несмотря на фактическое отсутствие сходимости на началь-

ном участке, дисбалансы по схемам ERK2 и ERK4 остаются на уровне оши-

бок округления, хотя и несколько увеличиваются с ростом N . Это очевидно:

для консервативных схем нельзя пользоваться контролем точности по дисба-
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лансам. Необходим контроль фактической погрешности по методу Ричардсона.

Дисбаланс схемы (3.7) убывает со скоростью O
(
h2
)
, как и погрешность.

3.3.5. Сравнение с известными алгоритмами выбора шага

Сравним пакеты GEAR и DOPRI5 с методом геометрически-адаптивного

выбора шага на задаче кинетики горения водорода в кислороде. Ранее такого

исследования стандартных пакетов не проводилось, поскольку не было доста-

точно надежного контрольного метода, с которым можно было бы сравнить

расчет по стандартному пакету.

В данном работе в качестве такого метода выбраны схемы РК на геомет-

рически-адаптивных сетках. При этом сходимость решения контролируется по

методу Ричардсона. Сгущение сеток прекращается тогда, когда погрешность

достигает ошибок машинного округления, которые в данной задаче составляют

∼ 10−15 (см. рис. 3.8 и 3.10). Поэтому это решение можно считать точным. Ре-

шение по стандартным пакетам осуществляется двумя способами: в аргументе

t и в аргументе l.

Процедура сравнения. Полученные по стандартным пакетам решения срав-

ниваются с решением, полученным на геометрически-адаптивных сетках. Ме-

рой различия служит их среднеквадратичная разность по всем узлам решения,

полученного по стандартному пакету

Dj =

√√√√ 1

M + 1

M∑
m=0

(
Uj − Ũj

)2

, D =

√√√√ 1

J

J∑
j=1

D2
j . (3.20)

Здесь Uj и Ũj – j-е компоненты решений, полученных геометрически-адаптив-

ным методом и по стандартным пакетам соответственно, M – число шагов в

решении, полученном по стандартным пакетам. Отметим, что, как правило,

M � N , где N – число шагов в «точном» решении, полученном геометрически-

адаптивным методом. Величины Uj и Ũj нормированы на веса νj, поэтому раз-

ность решений безразмерна.
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Узлы геометрически-адаптивных сеток и узлы сеток, выданных стандарт-

ными пакетами, отличаются. Поэтому в (3.20) следует использовать интерпо-

ляцию Uj, в которую подставляются узлы сеток, выданных стандартными па-

кетами.

Были рассмотрены два способа интерполяции: кусочно-линейный и по Эр-

миту с сохранением непрерывности первой производной [181]. Напомним фор-

мулы этих методов.

Кусочно-линейная интерполяция строит непрерывную кусочно-гладкую функ-

цию, соединяя прямыми отрезками точки, известные по заданным сеточным

значениям функции. На отрезке между двумя соседними точками Ln+1 и Ln, в

которых заданы сеточные значения, интерполированная функция будет иметь

вид

U (l) =
Un+1 −Un

Ln+1 − Ln
(l − Ln) + Un, l ∈ [Ln, Ln+1] . (3.21)

Эрмитова интерполяция сохраняет гладкость во всех точках. На такой ин-

терполяции можно ожидать более высокой точности. Чтобы построить эрми-

тову интерполяцию между двумя соседними точками Ln+1 и Ln, нужно знать

в этих двух точках значения решения U и его первой производной F (то есть

правой части):

U (l) = a + bξ +

(
ξ2 − 1

4

)
(c + dξ) , l ∈ [Ln, Ln+1] , (3.22)

a =
1

2
(Un+1 + Un) , b = (Un+1 −Un) ; (3.23)

c =
1

2
(Fn+1 − Fn) (Ln+1 − Ln) , (3.24)

d = (Fn+1 + Fn) (Ln+1 − Ln) + 2 (Un+1 −Un) , (3.25)

ξ =
l − 1

2 (Ln+1 + Ln)

Ln+1 − Ln
. (3.26)

Во всех случаях различие результатов расчётов с использованием кусочно-

линейной и эрмитовой интерполяции было незначительным. Это обусловлено

тем, что шаги в «точном» решении очень малы. Поэтому погрешность интер-
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поляции в промежутках между узлами достаточно мала. Напомним, что по-

грешность линейной интерполяции есть O
(
h2
)
, а эрмитовой – O

(
h4
)
.

Обратная интерполяция длины дуги. Если решение по стандартному

пакету вычислялось в аргументе «длина дуги», дополнительные действия не

требуются. Если же оно вычислялось в аргументе «время», нужно предвари-

тельно найти соответствующее узлу значение длины дуги. Для этого проин-

терполируем сеточную функцию l (t), известную нам из «точного» решения, и

вычислим её значение в узле t̃m сетки, выданной стандартным пакетом. Так как

функция t (l) монотонно возрастает, то она является обратимой, и производная

l (t) как обратной к ней функции равна

dl

dt
(t) =

1

ν0 F0 (U (t))
, (3.27)

где ν0 – вес по времени, если он используется.

Погрешность интерполяции. После нахождения «точного» решения вы-

числяется оценка погрешности интерполяции. Возьмём некоторый внутренний

узел n и построим интерполяцию повторно по всем узлам, кроме n. Найдём

значение этой интерполяции в узле n и вычислим отличие от исходного зна-

чения (Uj)n в этом узле. Среднеквадратичная норма этой разности по всем

внутренним узлам и берется в качестве оценки погрешности интерполяции:

DInt
j =

√√√√ 1

N − 1

N−1∑
n=1

(
(Uj)n − Uj (Ln)

)2
, (3.28)

где Uj (Ln) – интерполянта между узлами Ln−1 и Ln+1, взятая в точке Ln; (Uj)n

– сеточное значение в узле Ln. Величины Uj нормированы на веса νj, поэтому

погрешность интерполяции безразмерна. Характерная величина погрешности

интерполяции во всех расчетах составила ∼ 10−11. Это на много порядков мень-

ше, чем различия решений. Таким образом, результатам интерполяции можно

доверять, а искажением, которое она вносит в разность решений – пренебречь.

Программа GEAR. Приведём результаты вычислений при температуре

T = 6000К. Погрешности расчётов в аргументе t приведены на рис. 3.13. По оси
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абсцисс отложена величина, обратная RelTol. Круглыми маркерами изображе-

но отклонение решения по стандартному пакету от решения на геометрически-

адаптивных сетках, треугольными – число узлов, получившееся в сетке стан-

дартного пакета.

Рис. 3.13. Горение водорода в кислороде,

T = 6000 K. Маркеры – программа GEAR

в аргументе время: ◦ – фактическая по-

грешность, 4 – число шагов сетки.

Рис. 3.14. Горение водорода в кислороде,

T = 6000 K. Расчет по программе GEAR

в аргументе длина дуги. Обозначения со-

ответствуют рис. 3.13.

Рис. 3.15. Горение водорода в кислороде,

T = 2000 K. Расчет по программе GEAR

в аргументе время. Обозначения соответ-

ствуют рис. 3.13.

Рис. 3.16. Горение водорода в кислороде,

T = 2000 K. Расчет по программе GEAR

в аргументе длина дуги. Обозначения со-

ответствуют рис. 3.13.
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Видно, что при уменьшении RelTol погрешность программы Гира и вы-

даваемое ею число шагов быстро выходят на некоторое предельное значение

и далее перестают меняться. Фактическая погрешность оказывается не лучше

5 · 10−3 и совершенно не соответствует заданным значениям RelTol. Число уз-

лов составляет лишь около 50, то есть трудоёмкость очень низкая. В данном

примере удаётся получить точность, достаточную для практики. Однако прово-

дить расчёты по методам, не дающим хотя бы ориентировочное представление

о точности, опасно.

Рассмотрим расчёт в аргументе «длина дуги» (рис. 3.14). Качественное по-

ведение аналогично рис. 3.13, но количественные результаты заметно лучше.

Видно, что отклонение уменьшается при уменьшении RelTol, пока не достиг-

нет значения 10−6. При дальнейшем уменьшении RelTol отклонение и число

узлов практически не меняются. Фактическая точность стандартных пакетов

не превышает 10−6, но для практических расчётов этого более чем достаточно.

Число узлов, при котором достигается сходимость, составляет около 110. Это в

два раза больше, чем в предыдущем случае, но всё равно немного.

Рассмотрим аналогичные результаты для расчётов по программе Гира при

температуре T = 2000К. На рис. 3.15 приведены результаты расчётов в аргу-

менте t, а на рис. 3.16 – в аргументе l.

Здесь все результаты качественно похожи на приведённые выше, но коли-

чественно они хуже, так как задача становится более жёсткой. Погрешность в

аргументе «время» составляет более 0.1, что может быть неудовлетворительно

для практических расчётов. Точность в аргументе «длина дуги» оказывается

не лучше чем 3 · 10−4, но для практических расчётов этого, как правило, доста-

точно.

Программа Дормана-Принса. Рассмотрим теперь результаты расчётов

по программе Дормана-Принса в аргументе «длина дуги». На рис. 3.17 приве-

дены результаты расчётов при температуре T = 6000К, а на рис. 3.18 – при

температуре T = 2000К. В аргументе «время» эта программа не сработала.
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Рис. 3.17. Горение водорода в кислоро-

де, T = 6000 K. Расчет по программе

DOPRI5 в аргументе длина дуги. Обозна-

чения соответствуют рис. 3.13.

Рис. 3.18. Горение водорода в кислоро-

де, T = 2000 K. Расчет по программе

DOPRI5 в аргументе длина дуги. Обозна-

чения соответствуют рис. 3.13.

Программа Дормана-Принса в целом даёт результаты, аналогичные резуль-

татам по программе Гира. Она делает подробную сетку около 3000 узлов, что

существенно больше, чем в программе Гира. Однако сравнивать трудоёмко-

сти этих программ только по числу шагов затруднительно, так как один шаг

программы Гира намного дороже, чем один шаг программы Дормана-Принса.

Видно, что при 6000К и 2000К результаты почти одинаковы. Более того, в

обоих случаях фактическая точность Дормана-Принса достаточно быстро до-

стигает 10−6, чего не получилось в случае программы Гира при температуре

2000К.

Итак, программа Дормана-Принса при использовании параметризации че-

рез длину дуги подходит для прикладных расчётов, требующих высокой точно-

сти. Программа Гира оказывается более надёжной, хотя и менее точной. Одна-

ко подчеркнём, что сделать вывод о фактической количественной точности мы

смогли только после сравнения численного решения с решением, полученным

другим методом с заведомо достаточной точностью.
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3.4. Основные результаты главы

1. Предложен новый специализированный численный метод для задач кине-

тики. Этот метод явный, и его трудоемкость очень мала. Показано, что для

данного типа задач этот метод является более точным и надежным, чем

другие схемы первого и второго порядка точности (специализированная

схема Калиткина-Гольдина и общие схемы Эйлера и Розенброка). Метод

позволяет проводить вычисления одновременно с нахождением гарантиро-

ванной оценки математической погрешности и пригоден к включению в

газодинамические пакеты программ.

2. Проведены расчеты задачи кинетики химических реакций на примере водород-

кислородного горения. Показано, что явные схемы Рунге-Кутты на геометрически-

адаптивных сетках успешно справляются с этими задачами.

3. Проведено тестирование традиционных алгоритмов выбора шага на этой за-

даче, причем впервые контролировалась фактическая точность расчета. В

качестве контрольного метода использовались явные схемы Рунге-Кутты на

геометрически-адаптивных сетках. Показано, что традиционные програм-

мы теряют надежность, не обеспечивают заданную точность, а в ряде слу-

чаев и вовсе не позволяют провести расчет.
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4. Задачи Коши с сингулярностями решения

4.1. Разрушение решений дифференциальных уравнений

Одной из трудных проблем, возникающих при численном расчете задачи

Коши для систем ОДУ, является возникновение сингулярностей (особых то-

чек). Обычно положение сингулярностей априори неизвестно. Эйлер заметил,

что при приближении к сингулярностей уравнения Риккати приближенное ре-

шение все более и более удаляется от точного. Поэтому для исследования син-

гулярностей широко применяются методы компьютерной алгебры.

Вопрос о полностью численном обнаружении и исследовании сингулярно-

стей в решении задач Коши был поставлен на семинаре Марчука в Институте

вычислительной математики РАН в 2003 году.

Приведем некоторые сведения из аналитической теории дифференциаль-

ных уравнений. Они позволяют качественно исследовать поведение решения по

виду правой части. Они могут быть полезны для теоретического обоснования

численных методов обнаружения сингулярностей.

Рассмотрим уравнение du/dt = F (u, t), причем переменные u и t будем счи-

тать комплексными. Область существования решения определяется точками,

где нарушается аналитичность функции u(t). Пенлеве предложил классифика-

цию особых точек аналитических функций [4]. Приведем ее согласно [247].

Определение 2. Особая точка t = t0 функции u(t) называется критической

особой точкой, если при обходе этой точки значение функции u(t) меняется.

В противном случае особая точка t называется некритической.

Пусть n – наименьшее целое число (n > 1), такое, что после n-кратного

обхода точки t = t0 значение функции u(t) возвращается к первоначальному

значению. Тогда при введении новой переменной по формуле t = t0+ξ
n функция

u(ξ) является однозначной функцией переменной ξ. Тогда если вблизи ξ = 0

справедливо разложение

u(ξ) = a0 + a1ξ + a2ξ
2 + . . . , (4.1)
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то u(t) выражается через t в виде

u(t) = a0 + a1(t− t0)1/n + a2(t− t0)2/n + . . . (4.2)

Такая точка t0 называется критической алгебраической точкой.

Если u(ξ) представима в виде

u(ξ) = a−mξ
−m + . . .+ a−1ξ

−1 + a0 + . . . , (4.3)

то для u(t) имеем

u(t) = a−m(t− t0)−m/n + . . .+ a−1(t− t0)−1/n + a0 + . . . , (4.4)

и точка t = t0 называется критическим полюсом. Такую особую точку также

часто называют точкой ветвления.

Если особая точка t = t0 не является критической и u(t) представимо рядом

(4.4), то точка t = t0 является полюсом кратности m.

Определение 3. Алгебраическими особыми точками функции u(t) называ-

ются критические алгебраические особые точки, критические полюсы и про-

стые полюсы.

Пусть t = t0 есть неалгебраическая особая точка функции u(t) и пусть ∆ρ

является замыканием множества значений функции u(t), которое она прини-

мает в окрестности ρ > 0 точки t0.

Определение 4. Множество Ez0 = limρ→0 ∆ρ в случае монотонной зависи-

мости ∆ρ от ρ будем называть областью неопределенности функции u(t) в

особой точке t = t0.

Определение 5. Особая точка z0 функции u(t) называется трансцендент-

ной особой точкой, если множество неопределенности Ez0 состоит из одной

точки.
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Определение 6. Особая точка t0 функции u(t) называется существенно осо-

бой точкой, если множество неопределенности Ez0 содержит более одной

точки.

Приведем примеры. Функция u =
√
t имеет критическую особую точку t =

0. Функция u = 1/t имеет простой полюс при t = 0. Функция u = ln t имеет

трансцендентную особую точку t = 0, поскольку при подходе к этой точке по

любому пути u стремится к бесконечности (область неопределенности состоит

из одной точки u = ∞). Функция u = e1/t имеет существенно особую точку

t = 0.

Определение 7. Особые точки решений дифференциальных уравнений на ком-

плексной плоскости, положение которых зависит от начальных данных, на-

зываются подвижными особыми точками. В противном случае особые точки

называются неподвижными.

Поведение решения в окрестности подвижной особой точки было исследо-

вано Пенлеве. Приведем формулировки теорем Пенлеве согласно [216].

Теорема 10. Подвижные особые точки решения ОДУ первого порядка

F (du/dt, u, t) = 0, F ∈ Q[v, u, t] (4.5)

всегда является алгебраической, то есть в окрестности особой точки такое

решение может быть разложено в ряд Пюизе

u = C(t− t0)p + . . . , p ∈ Q. (4.6)

Эта теорема допускает обобщение на многомерный случай. Рассмотрим си-

стему ОДУ
du1

f1
= . . . =

dun
fn

=
dt

f0
. (4.7)

Здесь f0, . . . , fn – многочлены из Q[t, u1, . . . , un]. Равенства

f1(u1, . . . , un, t) = 0, . . . , fn(u1, . . . , un, t) = 0 (4.8)
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задают набор из n+ 1 гиперповерхности. Пересечение этих гиперповерхностей

есть решение системы (4.8). Если это множество решений является конечным,

то система (4.7) называется неособенной. Справедлива

Теорема 11. Подвижная особая точка t = t0 неособенной системы (4.7) явля-

ется всегда алгебраической, то есть в ее окрестности решение может быть

разложено в ряд Пюизе

u1 = C(t− t0)p + . . . , p ∈ Q. (4.9)

Обзор наиболее известных методов расчета задач Коши с сингулярностями

решения приведен в приложении.

4.2. Обнаружение ближайшей сингулярности

4.2.1. Алгебраическая особая точка

Скалярное уравнение. Поясним основную идею на примере одного урав-

нения (задача Марчука)

du/dt = f(u), f(u) = uν, ν > 1, u(0) = u0. (4.10)

Далее будет показано, что этот метод без труда обобщается на системы урав-

нений. Строгое обоснование предлагаемого подхода будет дано в п. 4.4. Точное

решение задачи (4.10)

u(t) = u0(1− t/t0)−1/(ν−1). (4.11)

имеет алгебраическую особую точку порядка q = (ν−1)−1 в точке t0 = u1−ν
0 /(ν−

1). Формально решение по любой явной либо явно-неявной схеме не имеет вер-

тикальной асимптоты, однако фактически оно очень быстро нарастает вблизи

особенности. На рис. 4.1 представлено решение задачи (4.10) по схеме односта-

дийной схеме Розенброка с комплексным коэффициентом (CROS) для q = 1/2



141

(ν = 3) на разных сетках по l. После прохождения точки t0 решение круто ухо-

дит вверх. Чем мельче шаг сетки, тем ближе оно ложится к асимптоте точного

решения.

Рис. 4.1. Решения задачи (4.10) для q =

1/2, t0 = 1 на сгущающихся сетках.

Маркеры – расчетные точки, вертикаль-

ная линия – асимптота точного реше-

ния (4.11).

Рис. 4.2. Профили q и t0 на сгущающихся

сетках в задаче (4.10).

Согласно теореме 10, в окрестности точки t0 точное решение с алгебраиче-

ской особой точкой представимо рядом Пюизе

u(t) = C(t0 − t)−q + . . . (4.12)

Дифференцируя его, получим

f = qu/(t0 − t). (4.13)

Это соотношение справедливо при любых аргументах, и в частности, в рас-

четные моменты времени tn. Записав его в узлах n и n + 1, получим систему

алгебраических уравнений относительно q и t0. Ее решение имеет вид

q =
tn+1 − tn

un/fn − un+1/fn+1
, t0 = q

un
fn

+ tn. (4.14)
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Выражения (4.14) не зависят от параметризации интегральных кривых, поэто-

му они применимы как при аргументе t, так и при аргументе l.

Будем вычислять значения q и t0 во всех узлах сетки, на рис. 4.2 показаны

профили этих величин на сгущающихся сетках. Можно визуально наблюдать,

как они сходятся к теоретическим значениям при увеличении n. В прикладных

вычислениях рекомендуется строить аналогичные графики.

В аргументе t расчеты по явным и явно-неявным схемам можно формально

вести до t = +∞ (поскольку на каждом n-м шаге можно вычислить un+1). Од-

нако довольно быстро численное решение выходит за пределы представимых

чисел, и происходит переполнение. Создается впечатление, что особая точка

еще не достигнута, хотя на самом деле может быть уже давно пройдена. При

расчетах по чисто неявным схемам численное решение за особенностью может

не существовать (так как нелинейное уравнение относительно un+1 может не

иметь решений). Все это делает расчеты в аргументе t неудобными и ненадеж-

ными. Намного удобнее использовать длину дуги, которая неограниченно рас-

тет вдоль интегральной кривой. На преимущества длины дуги в этой проблеме

указал Марчук в 2005 году.

Если на достаточно подробных сетках с увеличением текущей длины дуги

значения q и t0, определяемые из (4.14), выходят на константы, то поведение ре-

шения определяется множителем (t0− t)−q, и можно надежно диагностировать

алгебраическую особую точку.

В выражения (4.14) входят только сеточные значения u (и f , которые вы-

ражаются через них). Поэтому погрешности вычисления q и t0 определяются

только погрешностью u. Таким образом, к q и t0 можно применить стандартные

оценки погрешности по методу Ричардсона (см. п. 1.4). Например, для q имеем

∆q =
qN − qrN
rp − 1

, (4.15)

где N – число узлов более грубой сетки, r – кратность сгущения сетки, p – по-

рядок точности используемой схемы. Оценка для t0 аналогична. Поскольку при
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Рис. 4.3. Сходимость в задаче (4.10); ◦ – u, 4 – q, � – t0; светлые маркеры – погреш-

ность по точному решению; темные маркеры – оценки точности по методу Ричардсона.

Названия схем указаны у кривых.

применении этой процедуры сеточные функции обычно сравнивают поточечно

(т.е. в совпадающих узлах сеток N и rN), то практически всегда берут r = 2.

На рис. 4.3 представлены кривые сходимости u, q, t0 при сгущении сеток

по длине дуги для комплексной схемы Розенброка CROS и явной схемы Рунге-

Кутты первого порядка (ERK1) в зависимости от N . График дан в двойном

логарифмическом масштабе, так что степенному характеру зависимости по-

грешности от числа N шагов сетки соответствует прямая линия. Наклон этой

прямой равен порядку точности схемы.

Видно, что расчетные значения q и t0 сходятся к теоретическим, причем

порядок сходимости равен порядку точности схемы (второй для схемы CROS и

первый для ERK1). Оценки погрешности q и t0 по методу Ричардсона отлично

совпадают с погрешностями на точных значениях этих величин (даже для схе-

мы ERK1, у которой точность самого решения очень низкая). Поэтому данная

методика исключительно надежна.

Практические рекомендации. Для проведения диагностики от схемы тре-

буется одновременно хорошая точность и высокая надежность. Однако явные
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схемы Рунге-Кутты высокого порядка точности требуют слишком малого ша-

га. Явная схема первого порядка – так как ее точность невелика, а схемы более

высокого порядка – из-за невысокой надежности. Поэтому расчеты по явным

схемам трудоемки.

Явно-неявная схема CROS4 также оказалась недостаточно надежной несмот-

ря на свои формально высокие теоретические показатели (точность O(h4) и

L4-устойчивость). Скорее всего, это связано с тем, что каждая из стадий этой

схемы не является даже A-устойчивой.

Только схема CROS сочетала неплохую точность O(h2), L2-устойчивость и

очень высокую надежность. Эта совокупность свойств позволяет рекомендовать

именно данную схему для задач диагностики.

Система уравнений. В случае системы ОДУ значения q и t0 следует вы-

числять для каждой компоненты, при этом из всех моментов времени t(j)0 сле-

дует выбрать наименьший. Например, рассчитывалась система

du

dt
=
a

v
,

dv

dt
= − b

u
, u(0) = u0, v(0) = v0. (4.16)

В ней v имеет алгебраическую особую точку порядка q(v) = b/(a−b), а u – нуль

порядка q(u) = −a/(a− b) в одной и той же точке t0 = −u0v0/(a− b). Выберем

a0 = −1.5, b0 = −0.5, u0 = v0 = 1; тогда t0 = 1, q(v) = 0.5, q(u) = 1.5.

Система (4.16) рассчитывалась по схеме CROS в длине дуги. На рис. 4.4

показаны профили t0, q(u), q(v) на сгущающихся сетках, вычисленные по фор-

мулам (4.14). Видно, что поведение профилей t0 и q(v) аналогично описанно-

му в предыдущем примере, а профили q(u) сходятся к постоянному значению,

равному −1.5. Это объясняется тем, что нуль можно рассматривать как алгеб-

раическую особую точку отрицательного порядка. Таким образом, поведение

численного решения для u и v соответствует теоретическому.

Исследовалось поведение погрешностей в норме C величин t0, q(u), q(v) на

точном решении и их оценок по методу Ричардсона в зависимости от числа

узлов N . Оно аналогично расчету по схеме CROS в предыдущем примере. При
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Рис. 4.4. Профили q(u), q(v), t0 на сгущающихся сетках в задаче (4.16).

сгущении сетки по l имела место сходимость с порядком точности p = 2; оценки

по Ричардсону отлично согласовались с точными значениями погрешности как

для u, так и для t0, q(u), q(v).

Таким образом, предлагаемая процедура позволяет диагностировать алгеб-

раическую особую точку и для систем уравнений и вычислять ее характеристи-

ки с гарантированной точностью. Данная процедура переносится и на другие

типы особенностей, описанные ниже.

4.2.2. Логарифмическая особенность

Метод диагностики. Пусть решение вблизи полюса t0 точное решение

имеет вид

u ≈ C[ln(t0 − t)]q, C = const. (4.17)

Такая особая точка является трансцендентной. Дифференцируя (4.17), нетруд-

но получить выражение, связывающее f и u:

f = − qu

(t0 − t) ln(t0 − t)
. (4.18)
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Записывая (4.18) в узлах n и n+1, получим систему алгебраических уравнений

относительно t0 и q. Она преобразуется к виду

fn
un

(t0 − tn) ln(t0 − tn) =
fn+1

un+1
(t0 − tn+1) ln(t0 − tn+1), (4.19)

q = −fn
un

(t0 − tn) ln(t0 − tn). (4.20)

Лемма 1. Уравнение (4.19) имеет не менее двух вещественных корней от-

носительно t0. •

Доказательство. Приведем (4.19) к более удобному виду

0 =
1

a
x lnx− (x+ τ) ln(x+ τ) ≡ ϕ1(x)− ϕ2(x). (4.21)

Здесь a = (fnun+1)/(fn+1un), x = t0 − tn > 0, а τ = tn+1 − tn – шаг по времени.

Вблизи особенности |f | нарастает быстрее, чем |u|. Кроме того, все f и u имеют

один и тот же знак, а так же |fn+1| > |fn|, |un+1| > |un|. Поэтому 0 < a < 1.

Рассмотрим область малых x → 0, то есть текущая точка tn находится

очень близко от t0. Тогда ϕ1(x) → 0 − 0. При этом ϕ2(x) → τ ln τ < 0 при

фиксированном τ < 1. Поэтому ϕ1(x) > ϕ2(x) в некоторой окрестности x = 0.

Теперь рассмотрим область “средних” x, лежащих вне упомянутой окрест-

ности x = 0, но по-прежнему много меньших τ . Легко видеть, что при фик-

сированных a и τ существует область x, в которой x lnx < aτ ln τ . При таких

x ϕ1(x) < ϕ2(x). Поэтому на границе областей “малых” и “средних” x имеется

корень xм < τ .

Наконец, рассмотрим область “больших” x� τ . Здесь ϕ2(x) ≈ x lnx. Поэто-

му с учетом того, что a < 1, немедленно получаем ϕ1(x) > ϕ2(x). Это означает,

что имеется еще один корень xб > τ . �

Таким образом, доказано существование не менее двух корней уравнения

(4.21). Из них следует выбирать тот, который обеспечивает выход q и t0 на

стационары по мере приближения к особенности. На практике проще всего на-

ходить их методом Ньютона. Но тогда встает вопрос о выборе начального при-

ближения. В начальный момент времени значение x = t0 − tn велико (порядка
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полного времени расчета T либо полной длины дуги L). Целесообразно выбрать

эти величины в качестве начального приближения, и тогда метод Ньютона сой-

дется к большему корню xб.

В последующие моменты времени хорошим начальным приближением бу-

дет значение x, полученное в предыдущий момент времени. Оно попадает в

τ -окрестность искомого корня, и на достаточно подробных сетках метод Нью-

тона демонстрирует быструю сходимость.

Пример. Рассмотрим задачу

du

dt
= qu1−1/q exp{u1/q}. (4.22)

Точное решение имеет вид u = [− ln(t0 − t)]q. При t < t0 < 1 логарифм ока-

зывается отрицательным, и в степень возводится положительное число. Поэто-

му все вычисления оказываются чисто вещественными. Момент особенности t0

определяется начальными условиями. Мы брали q = 1.5, t0 = 0.5 и подгоняли

начальные условия под эти значения.

Рис. 4.5. Профили q, t0 и C на сгущаю-

щихся сетках в задачах (4.22) и (4.23).
Рис. 4.6. Сходимость: 1 – в задаче (4.22),

4 – q, � – t0; 2 – в задаче (4.23), ◦ – C,

� – t0; светлые маркеры – погрешность

по точному решению, темные – оценки по

точному решению.
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Помимо указанного решения имеется также тривиальное u = const, пере-

секающееся с ним в начальный момент времени. При расчетах по не слишком

надежным схемам численное решение может “садиться” на это тривиальное ре-

шение. Мы пользовались высоконадежной схемой CROS в длине дуги, в которой

таких трудностей не возникало.

Результаты расчетов представлены на рис. 4.5, 4.6. Расчетные профили t0

и q на сгущающихся сетках выходят на постоянные, равные соответствующим

теоретическим значениям. Это доказывает, что характер особенности логариф-

мический. Погрешности в норме C найденных значений t0 и q в зависимости

от числа узлов N в двойном логарифмическом масштабе выходят на прямые

линии с наклоном 2. Поэтому порядок сходимости равнялся p = 2, что соот-

ветствует теоретическому порядку сходимости для схемы CROS. Кроме того,

погрешности по методу Ричардсона хорошо совпадают с погрешностями, опре-

деленными непосредственным сравнением с известным точным решением.

Частный случай. При q = 1 имеем u ≈ C ln(t0 − t). Тогда соотношение

(4.18) существенно упрощается

f = −C exp{−u/C}. (4.23)

Записывая (4.23) в узлах n и n+ 1 и деля одно выражение на другое, получим

простое уравнение относительно C

fn
fn+1

= exp{(un+1 − un)/C}, (4.24)

откуда

C =
un+1 − un

ln fn − ln fn+1
. (4.25)

Далее, пользуясь видом u(t) и полученным значением C, находим t0

t0 =
tn − tn+1fn+1/fn

1− fn+1/fn
. (4.26)

Данный частный случай интересен постольку, поскольку для C и t0 удается по-

строить явные выражения, проверка которых удобна в практических расчетах.
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Если профили C и t0, вычисленные по формулам (4.25) – (4.26), выходят

на постоянные значения, то можно утверждать, что в момент времени t0 имеет

место логарифмический полюс первого порядка. Сама же величина t0 опреде-

ляется начальными условиями. В демонстрационном расчете мы брали C = 1,

t0 = 0.5.

Как и в предыдущих расчетах, здесь использовалась схема CROS в длине

дуги. Профили C и t0 на сгущающихся сетках показаны на рис. 4.5. Видно, что

они отлично ложатся на постоянные значения, равные 1 и 0.5 соответственно.

При этом значение t0 сходится к теоретическому со вторым порядком точности,

так как кривая погрешности в двойном логарифмическом масштабе представ-

ляет из себя прямую линию с наклоном 2 (см. рис. 4.6). Погрешности величины

C принимают очень малые значения (порядка 10−14÷ 10−10.5) и нарастают при

увеличении числа узлов N . Причина этого в том, что величина C совпадает со

своим теоретическим значением с точностью до ошибок округления, которые

нарастают при сгущении сеток.

4.2.3. Смешанная особенность

Метод диагностики. Данная особенность представима в виде

u ≈ C
ln(t0 − t)
(t− t0)q

, C = const. (4.27)

В этом случае имеем

f = − u

(t0 − t) ln(t0 − t)
+

qu

t0 − t
. (4.28)

Записывая (4.28) в узлах n и n + 1, получаем алгебраические уравнения отно-

сительно t0 и q

[(t0 − tn+1) ln(t0 − tn+1)fn+1/un+1 + 1] ln(t0 − tn) =

= [(t0 − tn) ln(t0 − tn)fn/un + 1] ln(t0 − tn+1),
(4.29)

q = (t0 − tn)
fn
un

+
1

ln(t0 − tn)
. (4.30)
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Лемма 2. Уравнение (4.29) имеет не менее двух вещественных корней от-

носительно t0. •

Доказательство. Перепишем (4.29) в более удобном виде

0 =

[
fn+1

un+1
x lnx+ 1

]
ln(x+ τ)−

[
fn
un

(x+ τ) ln(x+ τ) + 1

]
lnx ≡ ϕ1(x)− ϕ2(x).

(4.31)

Здесь по-прежнему x = t0 − tn > 0, а τ = tn+1 − tn.

Пусть x → 0. Тогда ϕ1(x) → ln τ < 0 – фиксированная величина. При

этом ϕ2(x) ∼ A lnx, где A = (fn/un) τ ln τ + 1 = const. Если сетка достаточно

подробная (то есть τ ∼ 1/N достаточно мало), то A > 0. Это значит, что

ϕ2(x) → −∞. Таким образом, в некоторой малой окрестности x = 0 имеем

ϕ1(x) > ϕ2(x).

Далее, положим x = τ и исследуем знак выражения (4.31). Оно преобразу-

ется к виду

ϕ1(x)− ϕ2(x) =

(
fn+1

un+1
− 2

fn
un

)
x lnx ln 2x+ ln 2. (4.32)

Если сетка достаточно подробная, то с хорошей точностью справедливы равен-

ства fn+1 = f(tn + τ) ≈ fn + τf ′n, un+1 = u(tn + τ) ≈ un + τfn. Подставляя

эти выражения в (4.32), нетрудно убедиться, что выражение в круглой скобке

отрицательно и равно по порядку величины ∼ −fn/un + O(τ). Поэтому доста-

точно близко от особенности первое слагаемое в (4.32) оказывается больше по

модулю, чем ln 2 ≈ 0.7. Таким образом, в некоторой окрестности x = τ имеем

ϕ1(x) < ϕ2(x). Следовательно, существует первый (меньший) корень xм < τ .

Пусть теперь x � τ достаточно велико. Тогда ϕ1(x) ≈ [(fn+1/un+1)x lnx +

1] lnx, ϕ2(x) ≈ [(fn/un)x lnx+1] lnx. Выше при исследовании логарифмической

особенности было замечено, что fn+1/un+1 > fn/un. Поэтому ϕ1(x) > ϕ2(x)

при достаточно больших x. Отсюда следует, что существует второй (больший)

корень xб > τ . �
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На практике корни уравнения (4.31) удобно находить методом Ньютона. На-

чальное приближение можно выбирать так же, как в задаче с логарифмическим

полюсом (см. п. 4.2.2).

Пример. Построить автономную задачу с рассматриваемой особенностью

не удалось, поэтому рассмотрим следующую неавтономную задачу:

du

dt
=

[
− u

ln(t0 − t)

]1+1/q

+ q
u

t0 − t
. (4.33)

Рис. 4.7. Профили q и t0 и C на сгущаю-

щихся сетках в задаче (4.33).
Рис. 4.8. Сходимость в задаче (4.33); обо-

значения соответствуют рис. 4.3.

Точное решение имеет вид u = − ln(t0−t)/(t0−t)q. При t < t0 < 1 логарифм

отрицателен, решение u > 0 положительно, поэтому все вычисления чисто ве-

щественные. Положение особенности t0 определяется начальными условиями.

В демонстрационном расчете мы брали q = 1, t0 = 0.5 и соответственно подго-

няли начальные условия.

Как и ранее, мы использовали схему CROS в длине дуги. Результаты расче-

тов аналогичны предыдущим случаям (см. рис. 4.7, 4.8). Профили расчетных t0

и q на сгущающихся сетках стремятся к постоянным значениям при увеличении

n. С графической точностью эти значения совпадают с теоретическими на всех

сетках, начиная со второй. Анализ дальнейших знаков показывает, что имеет
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место сходимость этих величин к теоретическим при сгущении сеток, причем

порядок этой сходимости равен p = 2.

4.2.4. Неизвестная особенность

В предыдущих разделах были подробно разобраны важнейшие виды осо-

бенностей. Однако при расчете реальных задач тип особенности заранее неиз-

вестен. Кроме того особенность может оказаться более сложной, чем рассмот-

ренные.

На практике рекомендуется проверять все 3 типа особенностей: вычислять

значения q и t0 по формулам (4.14), (4.19) – (4.20), (4.29) – (4.30) и строить про-

фили этих величин. Если при выбранной гипотезе о типе особенности профили

выходят на постоянные значения, то гипотеза о типе особенности подтвержда-

ется. Если же мгновенное значение q и t0 меняется по мере приближения к

особенности, то это значит, что выбранная гипотеза о ее типе неверна.

Рис. 4.9. Диагностика задачи (4.10) при q = 2, t0 = 1 по формулам (4.19) – (4.20).

Пример такой “ошибочной” диагностики представлен на рис. 4.9. Мы взяли

тестовую задачу (4.10) со степенным полюсом порядка q = 2 в момент t0 = 1

и применили к ней формулы (4.19) – (4.20) для логарифмического полюса. В

результате в расчетном промежутке времени мгновенное значение t0 меняет-
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ся в 3 раза, а мгновенное значение q – более, чем в 2 раза, причем по мере

приближения к особенности оно меняется все более круто.

Если профили величин q и t0 не выходят на строго постоянные, но их вари-

ация вблизи особенности не слишком велика (например, не превышает 10-15%),

то тип особенности близок к одному из указанных, но сама особенность отли-

чается от него дополнительными меньшими членами. Тогда можно говорить

об эффективных значениях q и t0. В качестве них разумно брать значения в

последнем узле (q)N , (t0)N , который наиболее близок к особенности.

4.2.5. S-режим нелинейного горения

Нелинейное горение. Предлагаемая методика применялась к исследова-

нию S-режима нелинейного горения, который описывается нелинейным пара-

болическим уравнением

∂u

∂t
=

∂

∂x

(
u2∂u

∂x

)
+ u3. (4.34)

Это уравнение имеет точное решение

u(x, t) =

√
3

2

1√
t0 − t

cos

(
x√
3

)
. (4.35)

Температурные профили этого решения в фиксированные моменты времени

показаны на рис. 4.10.

Поскольку переменные разделяются, то особенность типа полюс порядка

q = 1/2 имеет место в каждой точке пространства, причем на всем отрезке ре-

шение разрушается одновременно. Иными словами, при каждом x зависимость

температуры от времени имеет вид, показанный на рис. 4.1.

Методом прямых уравнение (4.34) сводится к системе ОДУ

duj
dt

=
1

2h2
x

[
(u2

j+1 + u2
j)(uj+1 − uj)− (u2

j + u2
j−1)(uj − uj−1)

]
+ u3

j , (4.36)

где j и hx – номер узла и шаг по пространству соответственно. Нетрудно убе-

диться, что пространственный оператор в (4.34) аппроксимируется с точностью
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Рис. 4.10. Профили решения (4.35) в фиксированные моменты времени (указаны у кри-

вых).

O(h2
x). Система (4.36) содержит несколько сотен компонент (для получения хо-

рошей точности по пространству), а ее правые части весьма сложны. Поэтому

такой тест достаточно представителен.

Сгущение сеток по l. Вычисления проводились по схеме CROS, имею-

щей второй порядок точности и обладающей L2-устойчивостью и чрезвычайно

высокой надежностью. Сетка по x содержала J = 200 узлов, так что система

(4.36) имела огромный порядок.

На рис. 4.11 показаны кривые сходимости u, t0, q при сгущении сеток по

длине дуги. Четко видно, что все 3 величины сходятся со вторым порядком

точности. Однако, начиная с некоторой достаточно подробной сетки, кривые по-

грешности, вычисленные сравнением с точным решением (4.35), выходят на го-

ризонтальный участок на уровне ∼ 10−3. При этом оценки точности по Ричард-

сону, относящиеся к системе ОДУ (4.36), продолжают сходиться со вторым по-

рядком вплоть до фона ошибок округления (показан для u).

Это связано с тем, что при введении дискретизации по пространству мы

вносим некоторую погрешность, и поэтому полюс точного решения (4.35) от-

личается от полюсов системы (4.36), либо она их может вовсе не иметь. В по-
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Рис. 4.11. Сходимость в задаче (4.36), расчет по схеме CROS. Обозначения соответствуют

рис. 4.3. В качестве точного решения выбрано (4.35).

следнем случае профили q и t0 – некоторые кривые не обязательно выходящие

на постоянные. Чтобы уменьшить это отличие, нужно вводить более подроб-

ные сетки по x. По этой же причине погрешность на точном решении для u

не сопадает с погрешностью, полученной методом Ричардсона применительно

к системе (4.36). Погрешность, вносимую дискретизацией по x, можно оценить

методом сгущения сеток.

Сгущение сеток по x. При сгущении сеток по пространству увеличивает-

ся число компонент в системе (4.36). Если вести расчет этой системы до фик-

сированной длины дуги, то при увеличении числа компонент длина каждой

интегральной кривой уменьшится, и расчетный интервал времени сократится.

Поэтому целесообразно вести расчет до достижения заданного расчетного

времени. Тогда добавление новых компонент приводит к увеличению суммар-

ной длины всех интегральных кривых. В результате узлы сеток по l, относя-

щиеся к разным сеткам по x, не будут совпадать. Это не позволяет проводить

поточечные сравнения сеточных функций, однако мы будем сравнивать только

значения (q)N и (t0)N в N -м узле.
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Рис. 4.12. Сходимость в задаче (4.34) при сгущении сеток по x. Обозначения соответству-

ют рис. 4.3.

Подчеркнем, что для исследования порядка точности по пространству сетки

по l должны быть настолько подробными, чтобы погрешности q и t0 на точном

решении достигали горизонтального участка (см. рис. 4.11). Аппроксимация

оператора по пространству есть O(h2
x), поэтому при сгущении сетки по x вдвое

высота этого горизонтального участка должна уменьшиться в 4 раза.

На рис. 4.12 приведены кривые сходимости q и t0 при сгущении сеток по

x. Представлены как погрешности, вычисленные сравнением с точным реше-

нием, так и их оценки по методу Ричардсона. Видно, что на грубых сетках

сходимость является нерегулярной, однако начиная с J ≈ 120 кривые выходят

на прямолинейные участки с наклоном p = 2. Это соответствует регулярной

сходимости. При этом на регулярном участке оценки по методу Ричардсона

отлично совпадают с фактической погрешностью, вычисленной сравнением с

точным решением.

Таким образом, предложенная методика является более простой, надежной,

чем известные ранее методы.
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4.2.6. Пакет программ

Предлагаемый алгоритм реализован в виде прикладного пакета программ

SiDiaG в среде Matlab. В нем реализована автоматическая диагностика бли-

жайшей сингулярности. Программа находит численное решение и параметры

его сингулярности с апостериорной асимптотически точной оценки погрешно-

сти. В пакет входят две подпрограммы для диагностики степенного и логариф-

мического полюсов, а также подпрограмма оценка погрешности как решения,

так и характеристик сингулярности. Ранее подобное математическое обеспече-

ние не предлагалось. Пакет SiDiaG распространяется по свободной лицензии

BSD-3-clause и доступен по ссылке https://github.com/ABelov91/SiDiaG.

4.3. Множественные полюсы первого порядка

4.3.1. Продолжение за полюс

Решения задач Коши с сингулярностями выходят за рамки известных тео-

рем о разрешимости. Сначала определим, что понимается под продолжением

решения за полюс. Для наглядности рассмотрим одно автономное ОДУ

du/dt = f(u), t > 0; u(0) = u0. (4.37)

Уравнение (4.37) интегрируется вдоль вещественной прямой. Случай систем

рассматривается аналогично. Неавтономные задачи сводятся к системе ОДУ с

помощью процедур автономизации.

Пусть решение (4.37) имеет произвольное число изолированных особых то-

чек на вещественной оси. Будем считать, что u(t) аналитична в некоторых про-

колотых окрестностях этих точек, а сами эти точки являются алгебраическими

особыми точками первого порядка. Вслед за [248, 249] мы будем называть их

полюсами первого порядка. В остальной части комплексной плоскости t будем
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предполагать, что решение имеет столько непрерывных производных, сколько

требуется для конкретной схемы интегрирования ОДУ.

Положение полюсов не известно априори. Обозначим точку ближайшего по-

люса через t = t∗.

Перейдем к комплексным значениям аргумента t. Тогда полюс на веществен-

ной оси можно обойти по контуру на комплексной плоскости и, вернувшись на

вещественную ось, продолжить решение. При этом не возникает никаких осо-

бенностей. Такой подход позволяет продолжить решение через любое число

полюсов. Однако такой подход неконструктивен, так как требует существенно

более трудоемкого численного интегрирования в комплексной плоскости.

Правее точки t = t∗ формально существует бесконечно много точных реше-

ний дифференциального уравнения (4.37). Какое из них соответствует началь-

ному условию u0? Наличие полюса первого порядка в точке t∗ означает, что

точное решение разлагается в этой точке в следующий ряд Пюизе:

u =
a−1

t− t∗
+

P+1∑
p=0

ap(t− t∗)p + o
(
(t− t∗)P+1

)
. (4.38)

Здесь предполагается, что f(u) имеет P непрерывных производных. Тогда u(t)

имеет P+1 непрерывную производную. Коэффициенты ap этого ряда зависят от

начального условия u0. Ряд (4.38) справедлив в круге радиусом до ближайшей

особой точки. Поэтому при t > t∗ он выбирает то же самое решение диффе-

ренциального уравнения (4.37), что и при t < t∗. Именно оно соответствует

начальному условию u0. Аналогично осуществляется продолжение решения за

последующие полюсы.

Заметим, что описанная процедура продолжения применима к задачам, в

которых решение имеет с полюсы либо существенно особые точки. В этом слу-

чае ряд (4.38) содержит только целые степени (t − t∗). Если особая точка яв-

ляется точкой ветвления, то для продолжения нужно выбрать одну из ветвей.

При этом (4.38) будет обобщенным степенным рядом.
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Трудности. Напомним типичные трудности, встречающиеся при числен-

ном решении подобных задач. Рассмотрим любую явную схему. Пусть для про-

стоты шаг τ является постоянным. Формально решение численное существует

на каждом шаге tn = Nτ . Однако вблизи первого полюса значения u(tn) быстро

нарастают, и происходит переполнение. При использовании переменного шага

τn, уменьшающегося в соответствии с ростом решения, описанная картина со-

храняется.

Если взять неявную схему, то описанная картина сохраняется. Кроме того,

возникает еще одна трудность. Решение на новом шаге находится из нелинейно-

го алгебраического уравнения. Для конечного временного шага τn это уравне-

ние может не иметь вещественного решения. В обоих случаях расчет положения

полюса затруднен и продолжение решения по той же схеме невозможно.

Проиллюстрируем сказанное примером. Рассмотрим задачу

du/dt = f(u), f(u) = u2, u(0) = u0. (4.39)

Для нее нетрудно построить точное решение

u = u0/(1− tu0). (4.40)

Эта задача имеет единственный полюс первого порядка при t = t0 = 1/u0.

Положим для определенности u0 = 1. Это решение показано на рис. 4.13 жир-

ной линией. Оно состоит из двух ветвей гиперболы при t < t0 и при t > t0,

разделенных вертикальной асимптотой. Этот тест достаточно прост, поскольку

имеет только один полюс, а не цепочку полюсов.

Типичный расчет по явной схеме Рунге-Кутты второго порядка точности

(ERK2) с аргументом t приведен на рис. 4.13. Решение быстро растет при под-

ходе к полюсу вплоть до переполнения. При этом расчетное значение аргумента

t может несколько превысить значение t0 на величину порядка шага τ , но на

самом деле расчет передает только левую ветвь решения. Перескок на вторую

ветвь не происходит. Аналогичную картину дает расчет по схеме четвертого
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Рис. 4.13. Решения (4.39) в аргументе t по различным схемам: ◦ – ERK2, • – ROS1, � –

CROS, N – BORK2.

порядка (ERK4) и по другим явным схемам. Напомним, что расчет в аргумен-

те l в принципе не дает перескока на вторую ветвь. Поэтому можно сказать,

что явные схемы в принципе не дают автоматического продолжения решения

за сингулярность.

Схемой особо высокой надежности считается явно-неявная одностадийная

схема Розенброка с комплексным коэффициентом (CROS). Эта схема была по-

дробно исследована в [125], [250]. Пример расчета по ней в аргументе t также

показан на рис. 4.13. Видно, что численный расчет сначала хорошо передает

левую ветвь решения. Когда расстояние до полюса становится порядка τ , чис-

ленное решение формально проходит за полюс, но выходит не на вторую ветвь,

а на горизонталь. Следовательно, схема CROS также не позволяет продолжать

решение за сингулярность.

Рассмотрим расчет по одностадийной схеме Розенброка с коэффициентом

1 (ROS1), см. рис. 4.13. Видно, что слева от сингулярности численные реше-

ния близки к точному. Вблизи сингулярности наблюдается перескок решения с

одной ветви гиперболы на другую. После этого решение идет по другой ветви

гиперболы, то есть продолжается за полюс. Расчеты показали, что на различ-

ных сетках моменты перескока не одинаковы. Поэтому на первых шагах после

перескока решения на всех сетках заметно отличаются от точного. При даль-
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нейшем увеличении t разностное решение снова близко к точному. Таким обра-

зом, сходимость имеет место всюду, но в некоторой окрестности сингулярности

она является медленной. Хотя порядок сходимости формально равен O(τ), но

значения коэффициента при t→ t0 неограниченно растут.

Были также проведены расчеты по следующим неявным схемам: обратная

схема Эйлера точности O(τ), оптимальные обратные схемы Рунге-Кутты с дву-

мя (BORK2) и четырьмя (BORK4) стадиями точности O(τ 2) и O(τ 4) соответ-

ственно. Оказалось, что продолжение имеет место, и результаты таковы же,

как для схемы Розенброка с коэффициентом 1. При этом расчетный момент пе-

рескока с одной ветви на другую зависит от величины τ и стремится к точной

асимптоте с скоростью O(τ). На рис. 4.13 приведен пример расчета по схеме

BORK2.

Таким образом, прямое продолжение решения за сингулярность допускали

только одностадийная схема Розенброка с коэффициентом 1 и чисто неявные

обратные схемы. При этом фактическая точность составляла O(τ) независимо

от теоретического порядка точности. Такая точность недостаточна для задач

практики.

Заметим, что применять аргумент длина дуги при сквозном расчете через

полюс не следует. Решение всегда остается на первой ветви гиперболы и в прин-

ципе не может «перепрыгнуть» на вторую, так как точная сингулярность со-

ответствует значению аргумента l =∞. Формально численное решение может

оказаться правее t0, поскольку временная компонента вычисляется с некоторой

погрешностью. Максимальная расчетная длина дуги всегда конечна, поэтому

численное решение никогда не достигнет сингулярности.

Замечание. В данной работе рассматривается продолжение решения за ал-

гебраические особые точки целого порядка. Однако можно рассматривать про-

должение и за полюсы дробного порядка в том случае, если по обе стороны

от полюса удается однозначно определить вещественное решение. Например,

такая ситуация имеет место, если полюс имеет порядок 1/3, 1/5 и т.д. Такие
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задачи рассмотрены, например, в [208]. Для их численного решения с успехом

применяют переход к длине дуги интегральной кривой.

4.3.2. Метод инверсной функции

Рассмотрим сначала задачу для одного ОДУ. Случай систем будет рассмот-

рен далее.

Введем инверсную функцию v(t) = [u(t)]−1. Из (4.37) следует, что эта функ-

ция удовлетворяет уравнению

dv

dt
= ϕ(v), ϕ(v) = −v2f

(
1

v

)
. (4.41)

Это уравнение будем называть инверсным. Все полюсы функции u(t) становят-

ся нулями функции v(t) и, наоборот, нули функции u(t) становятся полюсами

функции v(t).

Выберем точку t̃ ∈ (0, t∗), такую, что на отрезке t ∈ (t̃, t∗) точное ре-

шение u(t) сохраняет знак. Для уравнения (4.41) выберем начальное условие

v(t̃) = 1/u(t̃). Инверсное уравнение с таким начальным условием будем назы-

вать инверсной задачей. Справедливы следующие утверждения.

Теорема 12. Пусть решение u(t) задачи (4.37) имеет алгебраическую особен-

ность в точке t∗, аналитично в проколотой окрестности этой точки и име-

ет P + 1 непрерывную производную вне указанной окрестности. Особая точ-

ка t∗ является полюсом первого порядка тогда и только тогда, когда f(u)/u2

имеет конечный ненулевой предел при u→∞. •

Доказательство. 1) Необходимость. Пусть u есть некоторое решение диффе-

ренциального уравнения в задаче (4.37), имеющее полюс первого порядка в точ-

ке t∗. Тогда функция u(t) представима рядом Лорана (4.38). Дифференцируя

его, получим ряд Лорана для сложной функции f(u(t))

f(u(t)) =
du

dt
= − a−1

(t− t∗)2
+

P+1∑
p=1

pap(t− t∗)p−1 + o
(
(t− t∗)P

)
. (4.42)
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Найдем разложение в ряд Лорана для отношения f/u2

f(u(t))

u(t)2
=

P∑
p=0

bp(t− t∗)p + o
(
(t− t∗)P

)
,

b0 = − 1

a−1
, b1 =

2a0

a2
−1

, b2 =
3

a3
−1

(a1a−1 − a2
0), . . .

(4.43)

Разложения (4.38), (4.42), (4.43) справедливы в некоторой малой окрестности

точки t∗. Однако t → t∗ как раз соответствует u → ∞. Из (4.43) непосред-

ственно видно, что в этом случае отношение f/u2 → −1/a−1. Необходимость

доказана.

2) Достаточность. Сделаем формальную замену неизвестной функции u =

1/v. Новая функция удовлетворяет инверсному уравнению (4.41), и ϕ(v) =

−v2f(1/v) → C 6= 0. Это означает, что при любом ε > 0 найдется такое δ > 0,

что при достаточно малом |v| < δ выполнено неравенство

C − ε < |ϕ(v)| < C + ε. (4.44)

Выберем ε так, что |ε| < C. Тогда величины C + ε и C − ε имеют одинаковый

знак, следовательно в указанной окрестности dv/dt остается знакоопределен-

ной. Если функция u(t) имеет сингулярность в точке t∗, то в этой точке v(t)

обращается в нуль. Из неравенств (4.44) следует, что этот нуль может быть

только простым. Тогда в точке t∗ функция u(t) имеет полюс первого порядка.

Теорема доказана. �

Замечание 1. Доказанная теорема близко примыкает к теории Пенлеве. В

данной работе эта и последующие теоремы нужны только для обоснования

предложенного метода инверсной функции.

Замечание 2. В доказательстве необходимости коэффициенты ряда (4.38)

могут быть произвольными. Иными словами, рассматривается не одна инте-

гральная кривая, а семейство интегральных кривых, имеющих полюс в точ-

ке t∗. Это семейство интегральных кривых можно трактовать как окрест-

ность точного решения задачи (4.37).
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Теорема 13. Пусть выполнены условия теоремы 12, и f(u)/u2 → C 6= 0 при

u → ∞. Тогда найдётся такая окрестность особой точки t∗ и окрестность

начального условия u0, в которых решение v(t) инверсной задачи существует,

единственно и равномерно непрерывно зависит от начального условия u0. •

Доказательство. 1) Из условий теоремы следует, что в указанной окрестности

ϕ(v) непрерывна и ограничена, причем ϕ(v)→ −C при v → 0. Тогда, согласно

классическим теоремам [5], решение инверсной задачи v(t) существует и един-

ственно.

2) Покажем, что оно равномерно непрерывно зависит от начального усло-

вия u0. Расчет исходной задачи ведется до момента t̃, который является на-

чальным для инверсной задачи. Согласно условиям на гладкость правой части

f , решение u(t) на отрезке (0, t̃), и в частности, его значение u(t̃) равномерно

непрерывно зависит от u0.

Покажем, что ϕv непрерывна. Из условий теоремы следует, что решение

u(t) задачи (4.37) имеет полюс первого порядка на отрезке интегрирования.

Рассмотрим семейство интегральных кривых, задаваемых рядом (4.38) с про-

извольным коэффициентами ap, −1 ≤ p ≤ P + 1. Найдем соответствующее

семейство интегральных кривых инверсного уравнения (4.41)

v(t) =
1

u(t)
=

P+1∑
p=1

cp(t− t∗)p + o
(
(t− t∗)P+1

)
, (4.45)

c1 =
1

a−1
, c2 = − a0

a2
−1

, c3 =
a2

0 − a1a−1

a3
−1

, . . . (4.46)

В силу произвольности коэффициентов ai равенства (4.45), (4.46) задают не

конкретное решение инверсной задачи, а некоторую его окрестность. Диффе-

ренцированием нетрудно найти ϕ(v(t))

ϕ(v(t)) =
dv

dt
=

P∑
p=1

pci(t− t∗)p−1 + o
(
(t− t∗)P

)
(4.47)
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Вычислим ϕv из (4.47) и (4.45) как производную параметрической функции

ϕv(v(t)) =
ϕt(v(t))

vt(t)
=

[
P−1∑
p=2

cpp(p− 1)(t− t∗)p−2

][
P∑
p=2

cpp(t− t∗)p−1

]−1

=

=
P−1∑
p=0

dp(t− t∗)p + o
(
(t− t∗)P−1

)
, (4.48)

d0 = −2
a0

a1
, d1 =

2

a2
−1

(a2
0 − 3a1a−1), d2 =

2

a3
−1

(3a0a1a−1 − a3
0 − 6a2a

2
−1), . . .

(4.49)

В силу оценки (4.44) ϕ(v) не обращается в нуль в некоторой окрестности v = 0.

Поэтому ϕv непрерывна, и ряд (4.48) сходится.

Таким образом, согласно классическим теоремам [5], решение инверсной за-

дачи (4.41) равномерно непрерывно зависит от начального условия v(t̃). По-

следнее равномерно непрерывно зависит от u0. Это завершает доказательство

теоремы. �

Следствие 1. Построенная функция v(t) является решением инверсного урав-

нения (4.41) как при t < t∗, так и при t > t∗. Тем самым, она однозначно

определяет продолжение решения u(t) за полюс по правилу u(t) = [v(t)]−1.

Следствие 2. После прохождения полюса необходимо вернуться от инверс-

ной задачи к исходной. Обозначим точку перехода через T̃ . Примем эту точ-

ку за начальную для функции u(t), зададим в ней начальное значение u(T̃ ) =

[v(T̃ )]−1 и продолжим расчет исходного уравнения при t > T̃ . Согласно до-

казанным теоремам, значение u(T̃ ) зависит от u0 равномерно непрерывно.

Поэтому то же справедливо для всего решения u(t) при t > T̃ .

Тем самым, если задача (4.37) имеет не один полюс, а последовательность

полюсов, то к каждому из них применимы теоремы 12 и 13.

Следствие 3. Из следствия 2 непосредственно вытекает, что метод ин-

версной функции применим к задачам с последовательностями полюсов

первого порядка.
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Следствие 4. Условие гладкости на функцию f(u) обеспечивает примени-

мость разностных схем порядка точности до P -го и нахождение асимпто-

тически точного значения погрешности по Ричардсону.

Замечание 3. Проведенные доказательства являются локальными, то есть

относятся к некоторой окрестности точки t∗. Если точка t̃ оказалась слиш-

ком далеко от точки t∗, то ее необходимо передвинуть в сторону t∗.

4.3.3. Алгоритм

Процедура расчета. В численном расчете нахождение окрестностей точки

t∗, указанных в теоремах 12 и 13, достаточно проблематично. Будем использо-

вать следующий более простой алгоритм.

Выберем некоторую равномерную сетку tn = nτ , n = 0, 1, . . . , N . Здесь

τ = T/N – шаг сетки. Введем некоторое пороговое значение U > 0. Будем

вести на этой сетке расчет задачи (4.37) по некоторой явной схеме до тех пор,

пока для очередного сеточного значения un не выполнится условие |un| > U .

Обозначим этот номер узла через n∗. Далее с этого момента численно решаем

задачу (4.41) на той же сетке, выбирая в качестве начального условия vn∗ =

1/un∗. Во всех последующих узлах сетки восстанавливаем численное значение

u(t) по соотношению un = 1/vn.

Если в ходе этого расчета vn изменила знак, это означает переход функции

v(t) через нуль, что соответствует полюсу функции u(t). Таким образом, мы

находим решение по обе стороны полюса и можем продолжать расчет за полюс.

Если при дальнейшем решении уравнения (4.41) выполнится условие |vn| >

1/U , то снова возвращаемся к решению уравнения (4.37). Такой переход можно

проводить неограниченное количество раз. Этот способ позволяет проводить

сквозной расчет через полюс или через последовательность полюсов кратности

1. При этом не происходит никакой потери точности, поскольку уравнение (4.41)

в окрестности t∗ не имеет никаких особенностей.
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Схемы. В любом узле сетки может произойти переход от функции u(t) к ин-

версной функции v(t). Поэтому многошаговые схемы для такого расчета непри-

годны. Следует использовать только одношаговые схемы. В наших расчетах

хорошие результаты дали

• явные схемы Рунге-Кутты,

• явно-неявные одностадийные схемы Розенброка [49], из которых особенно

надежной была вещественная схема точности O(τ)

un+1 = un + τw, (E − τ fu)w = f(un). (4.50)

Здесь E – единичная матрица. Несколько уступала ей в надежности, но

имела точность O(τ 2) одностадийная схема с комплексным коэффициентом

(CROS)

un+1 = un + τ Rew,

(
E − 1 + i

2
τ fu

)
w = f(un). (4.51)

• диагонально-неявные схемы Рунге-Кутты BORK [60], из которых упомянем

общеизвестную обратную схему Эйлера точности O(τ)

un+1 = un + τ f(un+1). (4.52)

и рекурсивную схему точности O(τ 2)

un+1 = un + τ f
(
un+1 −

τ

2
f(un+1)

)
. (4.53)

Положения полюсов. Пусть использована численная схема точностиO(hp).

Найдем интервал [tn, tn+1], на концах которого значения vn и vn+1 имеют раз-

ные знаки. На этом интервале лежит расчетное приближение к полюсу T . В

окрестности точки смены знака выберем p точек сетки tj. Очевидно, для p = 2

это будут точки tn и tn+1, для p = 4 – точки tn−1, tn, tn+1, tn+2.

Рассмотрим значения vj в выбранных узлах как аргумент, а соответствую-

щие значения tj – как функцию этого аргумента. Проведем ньютоновскую (или

иную) интерполяцию по этим значениям vj функции t(v) и вычислим значение

t∗ при v∗ = 0. Это и будет расчетное положение полюса.
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Погрешность. Вычисление погрешности как традиционной нормы (C, L2

или подобных им) от разности численного и точного решений неконструктивно

на задачах с сингулярностями. Причина в том, что расчетное положение по-

люса заведомо отличается от точного, и поэтому погрешности вблизи полюса

оказываются огромными. Для таких задач целесообразно использовать средне-

квадратичный аналог метрики Хаусдорфа. Далее будем пользоваться именно

этим определением.

4.3.4. Пример расчета для одного ОДУ

Автономный тест. Рассмотрим следующую задачу Коши:

du/dt = 1 + (u− π/4)2, t > 0; u(0) = π/4. (4.54)

Приведем точное решение и его полюсы (t∗)m

u(t) = π/4 + tg t, (t∗)m = π(m− 1/2). (4.55)

Это решение показано на рис. 4.14. Приведем также уравнение для функции

v(t):

dv/dt = −v2 − (1− vπ/4)2 . (4.56)

Расчеты проводились с разными константами перехода U . Оказалось, что боль-

шое значение U приводит к худшей точности. Значение U ≥ 100 давало плохие

результаты. Для иллюстративных расчетов было выбрано U = 5. В общем слу-

чае U есть настроечный параметр программы.

Результаты. Для численной реализации были выбраны явные схемы Рунге-

Кутты второго и четвертого порядков (ERK2 и ERK4) и схема CROS (4.51). Мы

пользовались их реализацией в пакете GEABORK [59]. Схемы ERK2 и CROS

имеют аппроксимацию O(τ 2), а схема ERK4 – O(τ 4). Все расчеты проводились

до момента T = 10, что требовало прохождения трех полюсов. Опишем полу-

ченные результаты.
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Рис. 4.14. Расчет теста (4.54) с шагом

τ = 0.157 по схеме ERK2. Точное реше-

ние – сплошная кривая. Точки – расчет

по u(t), кружки – по v(t).

Рис. 4.15. Зависимость погрешности ре-

шения от шага, жирные линии – в метри-

ке Хаусдорфа, тонкие – в норме L2. Точ-

ки – схемы ERK2 и CROS, кружки – схема

ERK4.

Рис. 4.16. Зависимость погрешности положения третьего полюса от шага. Точки – схемы

ERK2 и CROS, кружки – схема ERK4.

На рис. 4.14 показано численное решение по схеме ERK2 с шагом τ = 0.157.

Шаг демонстрационного расчета выбран так, чтобы он был а) несоизмерим с

расстоянием между полюсами (тогда узел сетки заведомо не попадает в полюс)

и б) достаточно велик, чтобы можно было видеть отличие численного решения

от точного. Видно, что расчет хорошо проходит через полюсы. Ошибка накап-
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ливается с увеличением tn, однако даже при крупном шаге можно успешно

пройти много полюсов.

На рис. 4.15 для всех схем показана зависимость погрешности в метрике

Хаусдорфа от величины шага. Для схем ERK2 и CROS кривые практически

совпадают. График дан в двойном логарифмическом масштабе. Линии графика

прямые, начиная уже со второй сетки. Следовательно, зависимость погрешно-

сти от шага является степенной. Тангенсы угла наклона этих прямых равны

−2 для схем ERK2 и CROS и −4 для ERK4. Таким образом, даже на задаче

с полюсами эти схемы реализуют свой теоретический порядок точности. Это

свидетельствует о высокой надежности метода инверсной функции и о приме-

нимости метода Ричардсона даже на задачах с сингулярностями.

Заметим, что для такого количественного определения точности необходим

использованный здесь среднеквадратичный аналог метрики Хаусдорфа. Обыч-

ные нормы L2 или C и даже традиционная метрика Хаусдорфа (являющаяся

аналогом нормы C) не дают конструктивного ответа. Для иллюстрации на рис.

4.16 показаны также погрешности в норме L2. Сами эти погрешности намного

больше погрешностей в метрике Хаусдорфа. Кривые в традиционных нормах

имеют очень длинные нерегулярные участки: теоретическая сходимость начи-

нается только при чрезмерно малом шаге.

На рис. 4.16 показана зависимость погрешности определения положения тре-

тьего полюса от шага для всех схем. График также дан в двойном логарифми-

ческом масштабе. Картина полностью аналогична рис. 4.15: положение полюса

вычисляется с точностью O(τ p).

Обсудим некоторые следствия из этого. На грубой сетке расчетный и точный

полюсы могут отстоять на несколько интервалов сетки. Если p = 1 (схемы пер-

вого порядка точности), то при сгущении сеток такое взаимное расположение

расчетного и точного полюсов сохраняется. Но если p ≥ 2, то после нескольких

сгущений расчетный и точный полюсы попадут в один и тот же интервал сет-
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ки. С этого момента на кривой погрешности в традиционной норме начинается

регулярный участок.

4.3.5. Неавтономный тест

Тест (4.54) был описан автономным уравнением. Однако к такому же точ-

ному решению (4.55) приводит задача для неавтономного уравнения

du/dt = (u− π/4) (tg t+ ctg t) . (4.57)

В этом случае уравнение для инверсной функции имеет следующий вид:

dv/dt = −
(
v − v2π/4

)
(tg t+ ctg t) . (4.58)

Расчет неавтономной задачи (4.57) является существенно более серьезной

проблемой, чем решение автономной задачи. Поясним причину этого на дан-

ном конкретном примере. Правая часть уравнения (4.58) оказывается произве-

дением двух сомножителей: первый зависит только от v, второй – только от

t. Второй сомножитель показывает, что v должно менять знак (то есть прохо-

дить через нуль) точно при t∗. Первый же сомножитель приводит к изменению

знака в точке, смещенной на один или несколько шагов τ . Поэтому вблизи t∗

эти сомножители попеременно меняют знак vn, и численное решение принимает

пилообразный вид (см. рис. 4.17).

Этот эффект наблюдается на грубых сетках. Он снижает точность расче-

та и даже может привести к срыву расчета. Однако на достаточно подробных

сетках этот эффект обычно пропадает, то есть качественный вид и точность ре-

шения оказываются хорошими. Поэтому при возникновении подобных явлений

в расчетах можно порекомендовать пользователю существенно уменьшать шаг

сетки. Целесообразно также увеличить разрядность вычислений.

Уравнения (4.54), (4.56), (4.58) есть уравнения Риккати. Для этого уравне-

ния недавно был предложен [251] специализированный метод, в котором пере-

ход к новому моменту времени рассматривается как проективное преобразо-
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Рис. 4.17. Расчетная инверсная функция в неавтономной задаче (4.58).

вание. Этот метод успешно справляется с неавтономными уравнениями и поз-

воляет продолжать решение за сингулярность. Описанных проблем в нем не

возникает. Основным недостатком этого метода является невысокая точность

O(τ).

4.3.6. Решение с ограниченной гладкостью

Выше было отмечено, что для работоспособности метода инверсной функ-

ции достаточно аналитичности решения в некоторой проколотой окрестности

полюса. Вне этой окрестности решение может иметь ограниченную гладкость

(но достаточную для применения той или иной разностной схемы). Этот случай

не вызывает ни теоретических, ни практических затруднений. Чтобы проиллю-

стрировать это, рассмотрим следующую задачу:

du

dt
=

(1− t0)−2, 0 6 t 6 t0 < 1,

u2, t0 < t < 1.
, u(0) =

1− 2t0
(1− t0)2

. (4.59)

Здесь t0 ∈ [0, 1] – некоторое фиксированное число. Нетрудно убедиться, что

точное решение этой задачи имеет вид

u(t) =

(1− t0)−2(t− t0) + (1− t0)−1, 0 6 t 6 t0 < 1,

(1− t)−1, t0 < t < 1.
. (4.60)
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Решение (4.60) представляет собой линейную функцию, «склеенную» с гипер-

болой, и имеет вертикальную асимптоту в точке t∗ = 1. Это решение показано

на рис. 4.18. Полное время расчета T выбирается так, чтобы T > t∗. Очевидно,

решение аналитично в круге 0 < |t − t∗| < t∗ − t0 на комплексной плоскости.

При t = t0 аналитичность нарушается: в этой точке u(t) непрерывно вместе с

первой производной, но уже вторая производная претерпевает разрыв.

Положим t0 = 0.5, T = π. Расчет этой задачи проводился по методу инверс-

ной функции с использованием схем ERK1, ERK2 и ERK4. При указанной глад-

кости решения теоретическую сходимость может обеспечить только первая из

них. Остальные две использовались лишь с иллюстративной целью. На рис. 4.19

показаны погрешности в зависимости от шага сетки. Масштаб графика двойной

логарифмический. Погрешности решения вычислялись в среднеквадратичном

аналоге метрики Хаусдорфа. Видно, что для схемы ERK1 кривая погрешности

стремится к прямой с наклоном −1, что соответствует теоретическому поряд-

ку точности схемы. Аналогичное поведение имеет кривая погрешности расчета

положения полюса.

Кривая погрешности решения для схемы ERK2 имеет вид «дрожащей» пря-

мой, средний наклон которой близок к−2. Это не вполне соответствует теорети-

ческому характеру убывания погрешности, однако даже за рамками формаль-

ной применимости эта схема обеспечивает хорошую количественную точность.

Кривая погрешности для схемы ERK4 резко отличается от прямой с на-

клоном −4. Это неудивительно, поскольку для применимости данной схемы

решение должно иметь 5 непрерывных производных. Тем не менее, фактиче-

ская точность оказывается очень высокой (вплоть до ошибок компьютерного

округления ∼ 10−12).

Таким образом, проведенные расчеты показывают, что высокие требования

к гладкости решения (а именно, аналитичность) целесообразны лишь в непо-

средственной близости к полюсу. Вдали от полюса требования к гладкости мо-
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Рис. 4.18. Решение (4.60) задачи (4.59).

Жирная линия – u, тонкая линия – вер-

тикальная асимптота t = t∗. Пунктиром

отмечена граница области аналитичности

решения t = t0.

Рис. 4.19. Зависимость погрешности от

шага сетки в тесте (4.59). Сплошная ли-

ния – ERK1, штриховая – ERK2, пунк-

тир – ERK4. Круги – погрешности реше-

ния, треугольники – погрешность расчета

положения полюса.

гут быть существенно ниже, и достаточно наличия нескольких непрерывных

производных.

4.3.7. Системы ОДУ

Рассмотрим автономную задачу Коши для системы ОДУ с полюсами пер-

вого порядка
du

dt
= f(u), t > 0, u(0) = u0. (4.61)

Здесь u = {u1, . . . , uJ}, f = {f 1, . . . , fJ}. Неавтономный случай как для од-

ного уравнения, так и для систем сводится к автономной задаче с помощью

процедуры автономизации. Эта процедура будет описана далее.

Будем считать, что полюсы различных компонент не совпадают. Совпаде-

ние полюсов является вырожденным случаем, он будет рассмотрен отдельно. С

формальной точки зрения, расстояние между соседними несовпадающими по-
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люсами может быть любым. Однако для надежности численного расчета нуж-

но, чтобы это расстояние было существенно больше шага сетки. Будем считать

это условие выполненным (в противном случае шаг нужно уменьшить). Таким

образом, полюсы различных компонент можно рассматривать последовательно

один за другим.

Инверсный вектор. Пусть первым возникает полюс в компоненте uk, со-

ответствующий момент времени обозначим через tk∗. В некоторой окрестности

этой точки справедливы следующие разложения:

uk =
ak−1

t− tk∗
+

P+1∑
p=0

akp(t− tk∗)p + o
(
(t− tk∗)P+1

)
,

uj =
P+1∑
p=0

ajp(t− tk∗)p + o
(
(t− tk∗)P+1

)
, 1 ≤ j ≤ J, j 6= k.

(4.62)

Компонента, имеющая сингулярность, разлагается в ряд Лорана, а все про-

чие компоненты разлагаются в ряды Тейлора. Верхние пределы сумм выбраны

из предположения, что правые части являются P раз непрерывно дифферен-

цируемыми, соответственно, компоненты решения имеют P + 1 непрерывную

производную. Левую границу рассматриваемой окрестности по-прежнему бу-

дем обозначать через t̃.

Введем k-ю инверсную функцию vk(t) = [uk(t)]−1 (ее можно рассматривать

как компоненту инверсного вектора). Для нее в окрестности точки tk∗ справед-

ливо разложение, аналогичное (4.45). Инверсная система имеет следующий вид:

dvk

dt
= −(vk)2fk(u1, u2, . . . , uk−1, [vk]−1, uk+1, . . . , uJ) ≡

≡ ϕk(u1, u2, . . . , uk−1, [vk]−1, uk+1, . . . , uJ),

duj

dt
= f j(u1, u2, . . . , uk−1, [vk]−1, uk+1, . . . , uJ), 1 ≤ j ≤ J, j 6= k.

(4.63)

Дифференцированием рядов для uj(t), j 6= k и vk(t) нетрудно получить разло-

жения правых частей (4.63), аналогичные (4.47).

Рассмотрим инверсную систему в указанной окрестности точки tk∗, принимая

точку t̃ за начальную. Для компоненты vk начальное условие имеет вид vk(t̃) =
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[uk(t̃)]−1, для прочих компонент оно выписывается тривиально. Систему (4.63)

вместе с указанным начальным условием будем называть инверсной задачей.

Имеют место следующие теоремы.

Теорема 14. Пусть компонента uk(t) обращается в бесконечность в точке

tk∗, аналитична в проколотой окрестности этой точки и имеет P + 1 непре-

рывную производную вне указанной окрестности. Особая точка tk∗ является

полюсом первого порядка тогда и только тогда, когда

fk(u1(t), u2(t), . . . uJ(t))/(uk)2

имеет конечный ненулевой предел при t→ tk∗. •

Здесь подразумевается, что аргументами fk являются ряды Пюизе для ком-

понент u1, u2, . . . , uJ .

Доказательство почти дословно повторяет таковое для теоремы 1. �

Теорема 15. Пусть выполнены условия теоремы 3, и fk(u1(t), . . . , uJ(t))/(uk)2

имеет конечный ненулевой предел при t→ tk∗. Тогда найдётся такая окрест-

ность особой точки tk∗ и окрестность начального условия u0, в которых ре-

шение инверсной задачи существует, единственно и равномерно непрерывно

зависит от начального условия u0. •

Доказательство во многом аналогично доказательству теоремы 2.

1) По условию, правые части инверсной системы (4.63) непрерывны и огра-

ничены. В силу классических теорем разрешимости задач Коши для систем

ОДУ, решение инверсной системы существует и единственно.

2) Покажем, что зависимость решения инверсной задачи от u0 является рав-

номерно непрерывной. Легко видеть, что начальное условие в точке t̃ зависит от

u0 равномерно непрерывно. Поэтому достаточно обосновать равномерно непре-

рывную зависимость решения инверсной задачи от условия в точке t̃. Для этого

достаточно показать, что компоненты якобиана системы (4.63) непрерывны.
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В самом деле, в якобиан системы (4.63) входят производные вида ∂ϕk/∂vk,

∂ϕk/∂uj, ∂f i/∂vk, ∂f i/∂uj, здесь всюду i, j 6= k. Производные вида ∂ϕk/∂uj и

∂f i/∂uj непрерывны в силу условий гладкости на правые части f (напомним,

что ϕk зависит от uj точно так же, как fk).

Выражения для ∂ϕk/∂vk полностью аналогичны (4.48), (4.49). Тем же спосо-

бом можно найти ∂f i/∂vk. Приведем для них несколько первых коэффициентов

ряда (4.48)

d0 = 2ai2a
k
−1, d1 = 4ai2a

k
0 + 6ai3a

k
−1,

d2 =
2

ak−1

[
ai2(a

k
0)2 + 3ai2a

k
1a

k
−1 + 6ai3a

k
0a

k
−1 + 6ai4(a

k
−1)

2
]
, . . .

(4.64)

Легко видеть, что производные ∂ϕk/∂vk и ∂f i/∂vk непрерывны, поскольку ϕk

не обращается в нуль в окрестности особой точки.

Таким образом, компоненты якобиана непрерывны; решение инверсной за-

дачи зависит от u0 равномерно непрерывно. Теорема доказана. �

Следствие 5. Инверсная компонента vk(t) однозначно определяет продолже-

ние за полюс для компоненты uk(t) и, тем самым, для всей системы (4.61).

Следствие 6. После прохождения полюса следует вернуться от инверсной

системы к исходной. Это делается так же, как в случае одного уравнения.

При этом зависимость решения за полюсом от начального условия u0 явля-

ется равномерно непрерывной.

Последующий полюс может быть как в той же компоненте uk, так и в какой-

то другой. В обоих случаях для него справедливы теоремы 3, 4.

Следствие 7. Метод инверсной функции применим к системам со множе-

ственными полюсами первого порядка.

Следствие 8. Условие на гладкость f(u) позволяет применять разностные

схемы порядка точности до P -го и вычислять асимптотически точное зна-

чение погрешности по Ричардсону.
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Совпадение полюсов. Рассмотрим случай, когда полюсы нескольких ком-

понент совпадают. Пусть, для простоты, таких компонент две. Если совпада-

ют полюсы большего числа компонент, то рассмотрение проводится полностью

аналогично.

Пусть компоненты uk и ul имеют полюсы первого порядка, находящиеся

в одной и той же точке tk∗ = tl∗ ≡ t∗. Пусть прочие компоненты не имеют

особенностей в некоторой окрестности этой точки. Тогда в этой окрестности

точки t∗ уже две компоненты разлагаются в ряд Лорана:

uj =
aj−1

t− t∗
+

P+1∑
p=0

ajp(t− t∗)p + o
(
(t− t∗)P+1

)
, j = k, l

uj =
P+1∑
p=0

ajp(t− t∗)p + o
(
(t− t∗)P+1

)
, j 6= k, l.

(4.65)

В этом случае вводится не одна инверсная компонента, а две: vj(t) = [uj(t)]−1,

j = k, l. Инверсная система имеет следующий вид:

dvj

dt
= −(vj)2f j(u1, u2, . . . , uk−1, [vk]−1, uk+1, . . . , ul−1, [vl]−1, ul+1, . . . , uJ) ≡

≡ ϕj(u1, u2, . . . , uk−1, [vk]−1, uk+1, . . . , ul−1, [vl]−1, ul+1, . . . , uJ), j = k, l,

duj

dt
= f j(u1, u2, . . . , uk−1, [vk]−1, uk+1, . . . , ul−1, [vl]−1, ul+1, . . . , uJ), j 6= k, l.

(4.66)

Начальное условие в точке t̃ выбирается очевидным образом.

Нетрудно показать, что для такой инверсной задачи справедлив аналог тео-

ремы 4, в котором необходимо оговорить наличие конечного ненулевого предела

для fk(u)/(uk)2 и f l(u)/(ul)2. Напомним, что это условие эквивалентны нали-

чию полюсов первого порядка в этих компонентах.

Автономизация. Неавтономная задача сводится к автономной с помощью

процедуры автономизации. Напомним эту процедуру. Исходная задача имеет

следующий вид:

du/dt = f(t,u), u(0) = u0. (4.67)
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Введем новую компоненту решения u0 ≡ t. Для нее f 0 = 1. Тогда неавтономная

система (4.67) переходит в автономную систему

du/dt = F(u0, u1, . . . , uJ), u0(0) = 0, uj(0) = uj0, 1 ≤ j ≤ J,

F 0 = 1, F j = f j, 1 ≤ j ≤ J.
(4.68)

Если f ∈ CP (RJ), то такую же гладкость имеют правые части F. Поэтому для

системы (4.68) также справедливы теоремы 3 и 4.

Алгоритм. Описанный выше алгоритм расчета легко обобщается на случай

систем ОДУ. Подчеркнем, что для каждой компоненты uk(t) вектор-функции

u(t) необходимо вводить отдельную инверсную функцию vk(t) = [uk(t)]−1 (то

есть компоненту инверсного вектора). Параметр Ak также следует выбирать

отдельно для каждой компоненты.

4.3.8. Пример для системы ОДУ

Тест. Для иллюстрации рассмотрим следующую систему ОДУ

du1/dt = u1(u1 + u2), du2/dt = −u2(u1 + u2), u1,2(0) = 1/
√

2. (4.69)

Точное решение (4.69) имеет следующий вид:

u1 = tg (t− π/4), u2 = ctg (t− π/4). (4.70)

В моменты t1k = π/4 + π(k − 1/2), компоненты u1 и u2 имеют простые полюсы

и простые нули соответственно. В моменты t2k = π/4 + πk, u1 имеет простые

нули, а u2 – простые полюсы (см. рис. 4.20).

Для разных компонент переход к соответствующей инверсной функции мо-

жет происходить в различные моменты времени. Поэтому необходимо рассмот-

реть следующие случаи. Во-первых, пусть условие перехода выполнено только

для функции u1, то есть |u1| > A1 и |u2| < A2. Тогда от (4.69) перейдем к

системе

dv1/dt = −1− v1u2, du2/dt = −u2/v1 − u2
2. (4.71)
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Рис. 4.20. Решение задачи (4.69). Сплош-

ная линия – u1, пунктир – u2, вертикаль-

ные линии – положения полюсов.

Рис. 4.21. Зависимость погрешности от

шага сетки в тесте (4.69). • – решения для

обеих компонент, N – положение пятого

полюса в обеих компонентах.

Во-вторых, если |u1| < A1 и |u2| > A2, рассмотрим систему

du1/dt = u2
1 + u1/v2, dv2/dt = v2u1 + 1. (4.72)

Наконец, если условия |u1| > A1, |u2| > A2 выполнены для обеих компонент,

следует решать систему

dv1/dt = −1− v1/v2, dv2/dt = v2/v1 + 1. (4.73)

Очевидно, системы (4.71) – (4.73) являются нелинейными. Они не содержат ма-

лых параметров, допускающих линеаризацию. Поэтому тест (4.69) достаточно

представителен. Его важным преимуществом является то, что точное решение

(4.70) выражается в элементарных функциях.

Результаты. Мы проводили расчеты по схеме ERK4. Промежуток t ≤

T = 15 включал 5 полюсов для каждой компоненты решения. На рис. 4.21 по-

казана точность нахождения всего решения и положения пятого полюса для

каждой из компонент. Обе компоненты вычислены с примерно одинаковой точ-

ностью. То же справедливо для положения всех полюсов каждой из компонент.
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Видно, что даже на достаточно грубой сетке с шагом τ = 0.075 получена

отличная точность ∼ 3 · 10−6. Точность ∼ 10−13, соответствующая ошибкам

округления, достигнута при τ ∼ 10−3. Скорость убывания ошибки при умень-

шении шага сетки соответствует теоретическому четвертому порядку точности.

Это подтверждает высокую надежность предложенного метода.

4.4. Множественные кратные полюсы

4.4.1. Метод обобщенной инверсной функции

Трудности. Если полюс u(t) имеет кратность q > 1, то в точке t∗ инверсная

функция v(t) имеет нуль кратности q. Следовательно, в этой точке обращается

в нуль не только v(t), но и ее производные до (q − 1)-й включительно.

Это представляет серьезную проблему для численного решения. В самом

деле, явные схемы порядка точности p ≤ q передают p первых производных ре-

шения. В точке t∗ все эти производные обращаются в нуль, поэтому при t > t∗

численное решение оказывается тривиальным v ≡ 0. Такие явные схемы позво-

ляют дойти до полюса t∗, но не позволяют вести из него дальнейший расчет.

На практике ни один из узлов сетки не будет точно совпадать с точкой

t∗. Поэтому формальное продолжение решения за полюс возможно. Но при

этом значения v(t) в районе полюса очень малы, и существенно возрастает роль

ошибок округления. Поэтому после сквозного прохождения каждого полюса

точность решения существенно ухудшается тем сильнее, чем больше кратность

полюса q. Найти много полюсов высокой кратности с 64-битовыми числами не

удается, и требуется существенно увеличивать разрядность вычислений, что

неконструктивно. Изложим способ преодоления этой трудности.

Обобщенная инверсная функция. По скорости убывания функции v(t)

при приближении к полюсу можно определить кратность нуля q, который ра-

вен кратности полюса функции u(t). Будем предполагать, что кратность q бли-

жайшего полюса найдена (разумеется, разные полюсы могут иметь различную
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кратность). Тогда вместо инверсной функции v(t) перейдем к обобщенной ин-

версной функции w(t). Для нечетного k она имеет следующий вид:

w(t) = v1/q. (4.74)

Дробная степень 1/q имеет q комплексных значений. При нечетном q одно из

них вещественно. В формуле (4.74) подразумевается выбор вещественной ветви

корня.

При четном q надо различать два случая. Если v > 0, имеются два веще-

ственных значения корня, различающихся знаками. Для наших целей выбор

знака безразличен. Поэтому также можно пользоваться записью (4.74). Если

v < 0, то среди значений корней нет вещественных. Однако для наших целей

можно воспользоваться следующим обобщением

w(t) = sgn(v)|v|1/q. (4.75)

Формулой (4.75) можно пользоваться при любом знаке v. Заметим, что для

нечетных q эта формула также дает правильный результат.

У обобщенной инверсной функции t∗ есть простой корень. Сама функция

w(t) удовлетворяет уравнению

dw

dt
= −1

q
w1+qf

(
1

wq

)
. (4.76)

Сквозное прохождение нуля w(t) является достаточно простой задачей по срав-

нению с задачей о сквозном прохождении кратного нуля.

Для задачи (4.76) нетрудно доказать аналоги теорем 12 и 13 для случая

одного уравнения и 14 и 15 для случая системы ОДУ. При этом в теоремах 12 и

14 следует заменить f/u2 на f/u1+1/q. Такие теоремы также являются строгим

обоснованием метода диагностики (см. п. 4.2.1).

Определение кратности полюса. Диагностика кратности полюса прово-

дится по формулам, описанным в пункте 4.2.1, причем тогда, когда vn стано-

вится достаточно малым. В этом случае можно принять гипотезу о том, что tn



183

достаточно близко к полюсу t∗, а само поведение функции приближенно описы-

вается формулой vn ≈ const(t∗ − tn)q. Одновременно с vn продолжается расчет

величины un = 1/vn, и поведение функции u имеет вид un ≈ A(t∗ − tn)
−q,

где A – некоторая константа. По аналогии с формулой 4.14 нетрудно получить

следующую формулу для q:

q ≈
[
1− ln(fn/fn+1)

ln(vn/vn+1)

]−1

. (4.77)

Как и (4.14), соотношение (4.77) оказывается тем точнее, чем ближе расчет

подошел к полюсу.

Отметим, что для применимости этих формул необходимо (но не достаточ-

но) выполнение следующих условий:

vnvn+1 > 0, fnfn+1 > 0, vnfn < 0, |vn| > |vn+1|. (4.78)

Поэтому вычислять значения q следует только в случае выполнения этих нера-

венств.

В наших расчетах формулы (4.14) и (4.77) давали совпадающие результа-

ты. Разумеется, расчетное значение q оказывалось нецелым. Но если несколько

шагов подряд оно было достаточно близко к одному и тому же целому числу,

то это целое число принималось за кратность полюса теста. Расчеты показали,

что найденное таким образом практически всегда совпадало с реальной крат-

ностью полюса. Поэтому данный алгоритм определения кратности был принят

в наших расчетах.

4.4.2. Теоретические аспекты построения тестов

Построение представительных тестов для задач с кратными полюсами ока-

залось нетривиальной проблемой. Часто в литературе в качестве тестов исполь-

зуют задачи для трансцендент Пенлеве либо эллиптических функций. Однако

точные решения этих задач не выражаются в элементарных функциях.
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Хороший тест должен иметь точное решение, содержать цепочку кратных

полюсов, не содержать особенности других типов. Обсудим этот вопрос подроб-

нее.

Несингулярные особенности. Тривиальным обобщением теста (4.54) яв-

ляется следующая задача:

du

dt
= q(u− u0)

[
(u− u0)

1/q + (u− u0)
−1/q

]
, при нечетных q. (4.79)

Точное решение этой задачи имеет следующий вид:

u(t) = u0 + tgqt. (4.80)

Однако у такого теста имеется специфическая трудность, которая не свой-

ственна общим задачам с сингулярностями. В точном решении имеются точ-

ки t = πm, m = 0, 1, . . . В них производные точного решения u(k)(t) = 0 для

k = 1, 2, . . . , q − 1. Такие точки назовем несингулярными особенностями. Про-

хождение такой особенности эквивалентно расчету задачи с началом в особой

точке высокого порядка. Начало расчета в особой точке является самостоя-

тельной трудной проблемой численных методов. В данной задаче эта трудность

возникает многократно, то есть при прохождении каждой несингулярной осо-

бенности. Этот вопрос выходит за рамки данной работы.

Сформулируем следующие очевидные условия.

1. Для отсутствия несингулярных особых точек необходимо, чтобы f(u, t) 6= 0

на интегральной кривой между любой парой соседних полюсов.

2. Для отсутствия несингулярных особых точек достаточно, чтобы f(u, t) 6= 0

ни в одной полосе плоскости u, t, расположенной между соседними полю-

сами.

Единственный полюс. Можно сконструировать тест, не содержащий несин-

гулярной особенности. Например, это задача

du

dt
= uν, ν > 1, u(0) = u0. (4.81)
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Точное решение

u(t) =
u0

(1− t/t∗)1/(ν−1)
. (4.82)

имеет полюс порядка q = (ν − 1)−1 в точке t∗ = u1−ν
0 /(ν − 1). Однако такой

тест достаточно прост, так как в нем имеется только один полюс, а не цепочка

полюсов.

Полюсы четного порядка. Задачи с полюсами четного порядка имеют

один существенный недостаток. Они в принципе не могут быть автономными.

Справедлива следующая

Теорема 16. Если решение имеет полюс четной кратности и описывается

дифференциальным уравнением первого порядка, то это уравнение не может

быть автономным. •

В самом деле, вблизи полюса четной кратности левая и правая ветви реше-

ния имеют разные знаки производных при одном и том же значении решения

u. Если задача автономна, то правая часть f(u) есть однозначная функция

u, и она не может иметь разные знаки при одном и том же значении u. Это

противоречие доказывает теорему.

Неавтономность. В разделе 4.3.5 было замечено, что для простого по-

люса при неавтономной записи задачи могут возникать нежелательные осцил-

ляции численного решения вблизи полюса. Подобная трудность возникает и с

кратными полюсами. Способа преодоления этой трудности найти пока не удает-

ся. Поэтому целесообразно строить тесты с автономной записью правой части.

4.4.3. Представительные тесты

Цепочка полюсов третьего порядка. Нам удалось построить тест, отве-

чающий сформулированным выше требованиям. В нем точное решение имеет

следующий вид:

u = u0 + tg3(t− t0) + tg(t− t0). (4.83)
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Наличие члена tg3(t− t0) обеспечивает наличие полюса третьего порядка. В то

же время член tg(t− t0) гарантирует отсутствие несингулярным особенностей.

Уравнение (4.83) является приведенным кубическим уравнением относительно

tg(t−t0). Из трех корней этого уравнения только один вещественный. Он имеет

следующий вид:

tg(t− t0) = −
2
√

27
S shϕ, S = sgn(u− u0), ϕ =

1

3
arcsh

∣∣∣∣∣∣
√

27

2
(u− u0)

∣∣∣∣∣∣ . (4.84)

Это решение можно записать и в другой форме

tg(t− t0) = 3

√
u

2
+ r + 3

√
u

2
− r, r =

√
u2

4
+

1

27
. (4.85)

Продифференцировав точное решение по t, получим неавтономную запись

дифференциального уравнения

du

dt
=

1 + 3tg2(t− t0)
cos2(t− t0)

= (1 + 3tg2(t− t0))(1 + tg2(t− t0)). (4.86)

Подставляя сюда tg(t− t0) из (4.84) или (4.85), получим автономное уравнение

вида

du

dt
=
[
1 + 3(2/

√
27 sgn(u− u0) shϕ)2

] [
1 + (2/

√
27 sgn(u− u0) shϕ)2

]
(4.87)

или
du

dt
= 3

[
(u/2 + r)4/3 + (u/2− r)4/3 + 1/9

]
. (4.88)

К сожалению, построить аналогичный автономный тест для полюсов про-

извольного нечетного порядка q не удалось. Если взять точное решение

u = u0 + tg(t− t0) + tgq(t− t0), (4.89)

то дифференциальное уравнение в неавтономной форме выписывается без тру-

да
du

dt
=

1 + q tgq−1(t− t0)
cos2(t− t0)

. (4.90)

Однако алгебраическое уравнение относительно tg(t− t0) имеет q-ю степень, а

при q ≥ 5 оно неразрешимо в радикалах.
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Цепочка полюсов второго порядка. В этом случае задача может быть

только неавтономной. Нам удалось построить следующий тест. Пусть точное

решение имеет вид

u(t) = u0 +
sin(t− t0)
cos2(t− t0)

=
[
1 + tg2(t− t0)

]
sin(t− t0). (4.91)

оно имеет полюсы порядка q = 2 при (t∗)m = π/2 + πm.

Дифференцируя (4.91), получаем

du

dt
=

1 + 2tg2(t− t0)
cos(t− t0)

=
[
1 + 2tg2(t− t0)

] [
1 + tg2(t− t0)

]
cos(t− t0). (4.92)

Выразим tg(t− t0) из (4.91) и подставим в (4.92)

du

dt
=
(

1/2 +
√

1/4 + (u− u0)2 + 2(u− u0)
2
)

cos(t− t0). (4.93)

Заметим, что одному и тому же точному решению могут соответствовать

разные неавтономные формы записи задачи. Например, функция (4.91) явля-

ется точным решением дифференциального уравнения

du

dt
=

1

cos(t− t0)
+ 2

sin2(t− t0)
cos3(t− t0)

. (4.94)

Однако все попытки расчета указанного уравнения различными квадратурны-

ми формулами оказались безуспешными: счет разваливался.

Поэтому сконструированные здесь тесты (4.87), (4.88) и (4.93) представляют

самостоятельную ценность. Решения имеют цепочки полюсов указанных по-

рядков, отсутствуют особые точки других типов, и минимизировано влияние

неавтономности. Эти задачи рекомендуются при тестировании других методов

сквозного расчета полюсов.

4.4.4. Апробация

Цепочка полюсов третьего порядка. Из предыдущего обсуждения вид-

но, что тест (4.87) является представительным тестом, описывающим цепочку

кратных полюсов, причем полюсы являются единственными особенностями ре-

шения. В нем отсутствуют несингулярные особые точки. Поэтому апробация
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метода обобщенной инверсной функции была проведена на этом тесте. В рас-

четах использована схема ERK4.

Были выполнены две серии расчетов теста (4.87) на последовательности

равномерных сгущающихся вдвое сеток. Расчет проводился на отрезке 0 ≤ t ≤

T = 15, содержащем пять полюсов. В первой серии во входных данных про-

граммы принудительно задавалась кратность полюса q = 3. В этой серии при

выполнении условия |un| > U выполнялся переход не к простой, а сразу к обоб-

щенной инверсной функции w, соответствующей данному q. Для первой сетки

задавался шаг τ = 0.15. Далее сетки последовательно сгущались вдвое, пока

погрешности не достигали ошибок округления. На рис. 4.22 показан график

решения на самой грубой сетке. Видно, что при сквозном прохождении всех

пяти полюсов третьего порядка численное решение визуально совпадает с точ-

ным. Это свидетельствует о высокой надежности метода обобщенной инверсной

функции.

Рис. 4.22. Расчет теста (4.87) с шагом

τ = 0.15 по схеме ERK4. Сплошная ли-

ния – точное решение (4.83), маркеры –

численное решение.

Рис. 4.23. Зависимость погрешности ре-

шения и положения пятого полюса от ша-

га в тесте (4.87). Обозначения – см. текст.

На рис. 4.23 показана зависимость погрешностей от шага сетки в двойном ло-

гарифмическом масштабе. Каждая сетка отмечена маркером. Для удобства эти

маркеры соединены между собой тонкими линиями. Линия с темными кружка-
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ми показывает погрешность решения в среднеквадратичном аналоге метрики

Хаусдорфа.

Видно, что начальный участок линии слегка искривлен, но быстро происхо-

дит выход на регулярный прямолинейный участок. Его наклон точно соответ-

ствует теоретическому порядку сходимости p = 4 схемы ERK4. Погрешность

убывает до ∼ 10−14, затем перестает убывать при дальнейшем сгущении сет-

ки. Этот предел показывает, что ошибки округления всего лишь в ∼ 100 раз

превышают ошибку единичного округления компьютера 10−16.

Рис. 4.24. Расчет теста (4.93) с шагом

τ = 0.15 по схеме ERK4. Сплошная ли-

ния – точное решение (4.83), маркеры –

численное решение.

Рис. 4.25. Зависимость погрешности ре-

шения и положения пятого полюса от ша-

га в тесте (4.93). Обозначения – см. текст.

Линия с темными треугольниками показывает погрешность определения по-

ложения самого далекого пятого полюса. Для нее также справедливо сказанное

выше.

Во второй серии расчетов кратность полюса не задавалась. Программа ав-

томатически определяла кратность по критерию (4.14). При этом сначала про-

исходил переход от основной функции u к простой инверсной функции v. После

установления кратности полюса производился переход к обобщенной инверсной

функции. На практике этот критерий не срабатывал как на грубых сетках, так и



190

на слишком подробных. В этом случае счет разваливался. Расчеты удалось про-

вести на сетках с числами узловN = 400, 800, 1600, 3200. Погрешность решения

на всем отрезке [0, T ] и ошибка положения пятого полюса также представлены

на рис. 4.23 светлыми маркерами.

Видно, что на первой из этих четырех сеток погрешности решения и пя-

того полюса в ∼ 100 раз превышают соответствующие значения, полученные

при априорном задании правильного q. При дальнейшем сгущении сеток рас-

хождение быстро уменьшается. Кривые стремятся к линиям, полученной при

априорно заданном q. Таким образом, программа с автоматическим выбором

q по точности и надежности уступает программе с априорно заданной кратно-

стью полюса. Однако видно, что она позволяет рассчитывать цепочки полюсов,

о природе которых заранее ничего неизвестно.

Сравнение двух серий расчетов показывает, что критерий определения крат-

ности полюса существенно менее надежен, чем сам метод обобщенной инверс-

ной функции. Разработка более надежного критерия может быть предметом

дальнейшего исследования.

Цепочка полюсов второго порядка. Расчеты теста (4.93) проводились по

схеме ERK4. На рис. 4.24 приведены численное решение при τ = 0.15 и точное

решение (обозначения соответствуют рис. 4.22). Видно, что численный расчет

через 5 полюсов проходит успешно, хотя визуальное отличие к концу расчета

несколько больше, чем для автономной задачи на рис. 4.22.

На рис. 4.25 показана зависимость погрешности самого решения и положе-

ния пятого полюса от шага сетки. Обозначения соответствуют рис. 4.23. Видно,

расчетные точки несколько разбросаны вокруг усредненной прямой. Это и есть

проявление трудностей, связанных с решением неавтономных задач. Однако

средний наклон прямой соответствует теоретическому порядку точности p = 4,

и на умеренных сетках достигается очень высокая точность, близкая к ошибкам

единичного округления.
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4.4.5. Пакет программ

Предлагаемый алгоритм реализован в виде прикладного пакета программ

Continuation в среде Matlab. В нем реализован расчет скалярного ОДУ с це-

почкой алгебраических особых точек целого порядка на отрезке интегрирова-

ния с автоматическим определением порядка ближайшей особенности. Он со-

держит подпрограмму интегрирования ОДУ по схеме Рунге-Кутты 4-го поряд-

ка точности и подпрограмму исследования ближайшей особенности и введения

обобщенной инверсной функции. Ранее подобное математическое обеспечение

не предлагалось. Пакет Continuation распространяется по свободной лицен-

зии BSD-3-clause и доступен по ссылке

https://github.com/ABelov91/Continuation/.

4.5. Основные результаты главы

1. Для задач с алгебраическими особыми точками предложены новые простые

и надежные способы обнаружения особенностей типа полюс, логарифмиче-

ский полюс и смешанной особенности в решении систем ОДУ. Они позволя-

ют вычислять характеристики этих особенностей с апостериорной асимп-

тотически точной оценкой погрешности. Методика применима в аргументе

длина дуги интегральной кривой, которая кардинально повышает надеж-

ность расчета. Предлагаемый подход применим и к нелинейным уравне-

ниям в частных производных, поскольку они сводятся методом прямых к

системам ОДУ огромного порядка.

2. Проведены расчеты тестовых задач с единственной сингулярностью а) для

одного ОДУ с различными типами особенностей и б) задачи об S-режиме

горения для квазилинейного параболического уравнения. Точное решение

этих задач известно, что позволяет провести особенно тщательную апроба-
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цию. Тестирование подтвердило высокую надежность предложенных мето-

дов.

3. Предложен эффективный метод решения задачи Коши для обыкновенного

дифференциального уравнения с последовательностью алгебраических осо-

бых точек (как первого порядка, так и кратных). Этот метод имеет строгое

обоснование. Он позволяет проводить сквозной расчет через особую точку

и рассчитывать ее положение с высокой точностью. В методе использу-

ется специальный алгоритм нахождения кратности каждой особой точки.

По этой кратности определяется обобщенная инверсная функция, для ко-

торой K-кратная алгебраическая особенность исходной функции является

простым нулем. Расчет такого нуля не представляет трудности, поэтому

предложенный метод позволяет получать высокую точность даже вблизи

особых точек. После прохождения этого нуля возобновляется расчет исход-

ной функции. Применение данного метода на последовательности алгебра-

ических особых точек позволяет найти численное решение одновременно с

апостериорной оценкой его погрешности.

4. Построены нетривиальные тестовые задачи с последовательностями алгеб-

раических особенностей второго и третьего порядка. Эти тесты представ-

ляют самостоятельный интерес при проверке других численных методов

решения задач с особыми точками. Эти тесты иллюстрируют преимуще-

ства предложенных методов.

5. Предложенные методы реализованы в виде проблемно-ориентированных

комплексов программ в среде Matlab.
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5. Разностные методы для одномерных

уравнений Максвелла в слоистых средах

5.1. Одномерные задачи

5.1.1. Плоско-параллельная структура

1 o Рассмотрим слоистую структуру, состоящую из Q изотропных плоско-

параллельных пластин общей толщиной a. Ориентируем координатную ось z

перпендикулярно пластинам; оси x и y ориентированы в плоскости пластин.

Обозначим координаты границ слоев через 0 = ξ0 < ξ1 < . . . < ξQ = a. При z <

0 и z > a расположены полубесконечные диэлектрические среды. Обозначим

их диэлектрические проницаемости и магнитные восприимчивости через ε0, µ0

(для z < 0) и εa, µa (для z > a). Будем эти среды однородными и изотропными.

2 o Обозначим через εq диэлектрическую проницаемость, µq – магнитную

восприимчивость, σq – проводимость q-й пластины (для диэлектрических пла-

стин σq = 0). Величины εq, µq, σq могут зависеть от частоты электромагнитной

волны. Такая среда называется диспергирующей.

3 o Если некоторая пластина является проводящей и ее толщина прене-

брежимо мала, то объемную плотность тока в ней можно представить в виде

J = jδ(z − ξ), где ξ – координата пластины. Такой ток называют поверхност-

ным. Фактически он течет по границе раздела, находящейся в точке z = ξ.

Величина j называется поверхностной плотностью этого тока. Поверхностную

проводимость обозначим через σsurfq .

Например, такая ситуация возникает, если две диэлектрические пластины

разделяет тонкое металлическое напыление. Другой пример – метапленка, рас-

положенная на подложке. Напомним, что метапленкой называют одиночный

слой частиц, размер которых меньше либо сопоставим с длиной электромагнит-

ной волны. В ряде моделей метапленку рассматривают как проводящий слой

нулевой толщины [252–256].
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4 o В ряде актуальных задач электрическое поле E направлено по оси x,

магнитное поле H – по оси y, причем амплитуды полей зависят только от ко-

ординаты z. Такие задачи называют одномерными.

Отметим, что в одномерных задачах объемная и поверхностная плотности

зарядов равны нулю, иначе поле E имеет компоненту, нормальную к границе

раздела. Такая задача уже не является одномерной.

Перечислим одномерные задачи, рассматриваемые в данной работе.

5.1.2. Монохроматическое излучение плоских проводников

1 o Рассмотрим структуру из п. 5.1.1. Пусть часть пластин является диэлек-

триками, часть – проводниками или полупроводниками.

2 o В проводящих пластинах текут внешние токи с объемной плотностью

Jext
q = {J ext

q , 0, 0}, направленные вдоль оси x. Будем считать, что величины

J ext
q зависят только от z. По границам раздела между q-й и (q − 1)-й пла-

стинами текут внешние поверхностные токи с поверхностными плотностями

jextq = {jextq , 0, 0}, которые также имеют только x-компоненту. Помимо внеш-

них токов присутствуют также индуцированные токи. Для них объемная либо

поверхностная плотность пропорциональна электрическому полю J ind
q = σEx,

jindq = σsurfEx.

Поверхностные и объемные токи излучают линейно поляризованные волны

в обоих направлениях оси z. При этом векторы E = {Ex, 0, 0} и H = {0, Hy, 0}

направлены по осям x и y соответственно.

3 o Из-за омического нагрева проводящие пластины могут становиться оп-

тически неоднородными, то есть их показатель преломления может зависеть от

координаты. Они также могут нагревать соседние диэлектрические пластины.

Будем считать, что величины εq, µq, σq зависят от z и не зависят от x и y. Тогда

и амплитуды полей зависят только от z.

4 o Пусть все объемные и поверхностные токи зависят от времени как ∼

e−iωt, где ω – частота колебаний. Тогда поля Ex и Hy также зависят от времени
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как ∼ e−iωt. Такую задачу называют монохроматической или стационар-

ной.

5 o Описанная задача возникает в ряде актуальных приложений: излучение

плоских проводников и их взаимодействие с близко расположенными слоями

диэлектриков [257], проектирование печатных плат [258,259], задачи фотоволь-

таики [260] и др.

6 o Приведем математическую формулировку данной задачи. В каждой пла-

стине поля подчиняются системе уравнений Максвелла. Традиционно ее рас-

сматривают в дифференциальной форме [261–269]

rotHq − ikqDq −
4π

c
σqEq =

4π

c
Jext
q ,

rotEq + ikqBq = 0,

divBq = 0, divDq = 0,

Dq = εqEq, Bq = µqHq.

(5.1)

Здесь kq = ω
√
εqµq/c – волновое число в q-й пластине. На границах раздела

сред ставят условия сопряжения

ez × (Eq − Eq−1) = 0,

ez × (Hq −Hq−1)−
4π

c
σsurfq ez × Eq =

4π

c
jextq ,

ez(Dq −Dq−1) = 0, ez(Bq −Bq−1) = 0.

(5.2)

На границах расчетной области записывают условия излучения, имитирующие

уход электромагнитной волны на бесконечность

∂E1

∂z
− ik0E1 = 0, z = 0;

∂EQ

∂z
+ ikaEQ = 0, z = a. (5.3)

Здесь k0,a = ω/c
√
ε0,aµ0,a – волновые числа в средах, окружающих рассеива-

тель. Условия (5.3) являются монохроматической реализацией известных усло-

вий Мура [270].
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5.1.3. Рассеяние монохроматического излучения плазмонными

структурами

1 o Рассмотрим структуру из п. 5.1.1. Пусть часть пластин является диэлек-

триками, часть – проводниками или полупроводниками.

2 o Пусть на структуру с обеих сторон (т.е. из z = −∞ и z = +∞) нормально

падают линейно поляризованные плоские монохроматические волны с частотой

ω. Оси координат выберем так, чтобы векторы E = {Ex, 0, 0}, H = {0, Hy, 0}

были направлены по осям x, y соответственно.

Падающее излучение частично отражается от структуры и частично прохо-

дит через нее. Внутри структуры могут формироваться связанные состояния:

поверхностные [271] либо таммовские [272,273] плазмон-поляритоны, моды мик-

рополостей [274], экситоны [275] и др.

3 o Внешние токи отсутствуют jext = 0, Jext = 0. Падающее излучение ин-

дуцирует объемные токи J ind
q = σq(Ex)q внутри пластин и поверхностные токи

jindq = σsurfq (Ex)q на границах раздела. Эти токи переизлучают линейно поля-

ризованные волны в обоих направлениях оси z. Согласно законам отражения и

преломления, частота этих волн равна частоте падающего излучения ω. Поэто-

му задача является монохроматической. Переизлученные волны интерфериру-

ют с падающими, отраженными и прошедшими волнами.

4 o Как и в задаче 5.1.2, будем учитывать пространственную неоднородность

материалов пластин, возникающую из-за нагрева токами и падающим излуче-

нием. При этом будем считать, что εq, µq, σq зависят только от z. В этом случае

амплитуды полей также зависят только от z.

5 o Описанная постановка возникает, например, в задачах плазмоники, свя-

занных с генерацией, обнаружением и обработкой сигналов на оптических ча-

стотах вдоль границ раздела «металл-диэлектрик» [276–278].
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6 o Приведем математическую формулировку данной задачи. Она включает

уравнения Максвелла

rotHq − ikqDq −
4π

c
σqEq = 0,

rotEq + ikqBq = 0,

divBq = 0, divDq = 0,

Dq = εqEq, Bq = µqHq.

(5.4)

условия сопряжения

ez × (Eq − Eq−1) = 0,

ez × (Hq −Hq−1)−
4π

c
σsurfez × Eq = 0,

ez(Dq −Dq−1) = 0, ez(Bq −Bq−1) = 0.

(5.5)

и условия излучения на границах расчетной области

∂E1

∂z
+ ik0E1 = 2ik0E

0, z = 0;
∂EQ

∂z
− ikaEQ = 2ikaE

ae−ika, z = a. (5.6)

Здесь E0, Ea – заданные амплитуды волн, падающих на рассеиватель из z =

−∞ и z = +∞ соответственно.

Поясним условия (5.6). Волны, распространяющиеся в положительном и от-

рицательном направлении оси z, имеют вид E+ ∼ eiωt−ik0,az и E− ∼ eiωt+ik0,az со-

ответственно. В общем случае по обе стороны от рассеивателя поле представимо

в виде суперпозиции E+ и E−. При z < 0 падающей является волна E+, а ам-

плитуда отраженной волныE− неизвестна. ДляE− выполнено ∂zE−+ik0E− = 0

независимо от ее амплитуды. Для E+ справедливо ∂zE− + ik0E− = 2ik0E
0, это

позволяет явно задать амплитуду E+, не затрагивая волну E−. При z > a вол-

ны «меняются ролями»: задана падающая волна E−, а отраженная волна E+

неизвестна. Поэтому при z = a граничное условие записывается аналогично

таковому при z = 0, но со сменой знака при ika в левой части.
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5.1.4. Рассеяние монохроматического излучения оптическими

структурами

1 o Пусть в задаче п. 5.1.3 все пластины являются диэлектрическими и про-

зрачными для падающего излучения (то есть величина Im ε � 1 мала). Пусть

все объемные и поверхностные токи равны нулю J ext
q = J ind

q = 0, jextq = jindq = 0.

2 o Пусть на структуру из z = −∞ и z = +∞ нормально падают линейно по-

ляризованные плоские монохроматические волны с частотой ω. Оси координат

выберем так, чтобы векторы E = {Ex, 0, 0}, H = {0, Hy, 0} были направле-

ны по осям x, y соответственно. Падающее излучение частично отражается от

структуры и частично проходит через нее.

Внутри структуры образуется стоячая волна (т.е. связанное состояние). Этот

процесс является нестационарным. Во-первых, формирование такого состояния

происходит не мгновенно, а в течение некоторого времени. Во-вторых, это со-

стояние является метастабильным: с течением времени оно теряет энергию за

счет излучения.

3 o Пусть интенсивность падающего излучения невелика, так что нагревом

пластин можно пренебречь. Тогда они являются пространственно однородными,

то есть в пределах каждой пластины материальные параметры εq, µq не зависят

от координат.

4 o Описанную задачу в литературе традиционно называют оптической. Она

встречается во многих приложениях: моделирование поляризаторов, светодели-

телей, ответвителей, волновых пластинок, фильтров, микролинз, микропризм,

просветляющих, отражающих, рассеивающих покрытий и т.д. [268,279–292].
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5 o Математическая постановка задачи имеет следующий вид:

rotHq − ikqDq = 0, divBq = 0,

rotEq + ikqBq = 0, divDq = 0,

Dq = εqEq, Bq = µqHq.

(5.7)

ez × (Eq − Eq−1) = 0, ez(Dq −Dq−1) = 0,

ez × (Hq −Hq−1) = 0, ez(Bq −Bq−1) = 0.
(5.8)

∂E1

∂z
+ ik0E1 = 2ik0E

0, z = 0;
∂EQ

∂z
− ikaEQ = 2ikaE

ae−ika, z = a. (5.9)

5.1.5. Импульсное излучение плоских проводников

1 o Пусть в задаче п. 5.1.2 объемные и поверхностные токи являются фи-

нитными функциями времени, то есть представляют собой локализованные во

времени импульсы. Такие импульсы содержат не одну частоту, а спектр частот.

Тогда излучение таких токов также будет содержать спектр частот. Такую за-

дачу будем называть немонохроматической или нестационарной.

2 o Как и в задаче п. 5.1.2, будем считать, что внешние токи Jext
q = {J ext

q , 0, 0},

jextq = {jextq , 0, 0} ориентированы вдоль оси x, причем амплитуды Jext
q зависят

только от z. Тогда индуцированные токи J ind
q = σEx, jindq = σsurfEx также на-

правлены вдоль оси x.

Поверхностные и объемные токи излучают линейно поляризованные волны

в обоих направлениях оси z. При этом векторы E = {Ex, 0, 0} и H = {0, Hy, 0}

направлены по осям x и y соответственно.

3 o Будем считать, что показатель преломления пластин может зависеть

от координаты, но почти не зависит от времени. Иными словами, характерное

время нагрева и остывания пластин существенно превосходит характерные вре-

менные масштабы задачи. По-прежнему предполагаем, что величины εq, µq, σq

зависят только от координаты z. Тогда и амплитуды полей зависят только от

z.
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4 o Описанная задача обобщает задачу п. 5.1.2. Она также возникает при

моделировании СВЧ-техники и устройств фотовольтаики.

5 o Приведем математическую постановку задачи. В (5.1) – (5.3) следует

заменить множитель (−iω) на производную ∂t. Тогда уравнения Максвелла

принимают следующий вид:

rotHq −
1

c

∂Dq

∂t
−

4π

c
σqEq =

4π

c
Jext
q ,

rotEq +
1

c

∂Bq

∂t
= 0,

divBq = 0, divDq = 0,

Dq = εqEq, Bq = µqHq.

(5.10)

В начальный момент времени поля считаются равными нулю

Eq = 0, Hq = 0, t = 0. (5.11)

Условия сопряжения аналогичны (5.2), однако внешние токи могут зависеть от

времени. На границах области поставим условия Мура [270]

∂

∂t
E1 − c

∂

∂z
E1 = 0, z = 0;

∂

∂t
EQ + c

∂

∂z
EQ = 0, z = a. (5.12)

Условия (5.12) описывают уход импульса на бесконечность. Они основаны на

том, что решения, соответствующие распространяющимся волнам, являются

автомодельными E± = E±(z∓ct), т.е. зависят от комбинации переменных z∓ct.

Будем считать, что среды имеют частотную дисперсию, но пространствен-

ная дисперсия пренебрежимо мала. Это означает, что величины εq, µq, σq, σsurfq

зависят от частоты ω, но не зависят от волнового вектора.

При наличии пространственной дисперсии волновой фронт перестает быть

однородным (т.е. деформируется). В этом случае задачу уже нельзя считать

одномерной. Возникает деформация поляризации, которая может приводить к

реализации многомодовых колебаний, волноводных режимов и др. [262]. Эти

задачи выходят за рамки данной работы.
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Пространственная дисперсия несущественна, если поле мало меняется на

расстоянии, на котором формируется отклик среды на это поле [262]. Изменение

поля происходит за счет смещения зарядов в веществе. Тем самым, мы предпо-

лагаем, что смещение зарядов за период колебаний полей мало по сравнению с

длиной волны. В задачах физики плазмы это означает приближение холодной

плазмы. В задачах диэлектрической фотоники и плазмоники это приближение

поскольку частота колебаний поля высока. Так, типичный период колебаний в

оптическом и ближнем ИК-диапазоне составляет ∼ 10−14 с. За это время сво-

бодные электроны в металле смещаются на доли ангстрема, в то время как

характерная длина волны составляет сотни нанометров.

5.1.6. Рассеяние электромагнитного импульса плазмонными

структурами

1 o Пусть в задаче п. 5.1.3 на рассеиватель падают не монохроматические

волны, а волновые пакеты

f 0(ζ) = E0(ζ) exp(−iω0ζ), ζ = t− z/c,

fa(χ) = Ea(χ) exp(−iω0χ), χ = t+ z/c.
(5.13)

с несущей частотой ω0 и заданными огибающими E0,a(t). Пусть эти импульсы

являются плоскими и линейно поляризованными, а огибающие – финитными.

Оси координат выберем так, чтобы векторы E = {Ex, 0, 0} и H = {0, Hy, 0}

были направлены по осям x и y соответственно.

Падающее излучение индуцирует объемные токи J ind
q = σq(Ex)q и поверх-

ностные токи jindq = σsurfq (Ex)q, которые переизлучают линейно поляризованные

волны в обоих направлениях оси z. Это переизлучение содержит не одну часто-

ту, а спектр частот.

2 o Как и в задаче 5.1.5, будем считать, что показатель преломления и про-

водимость зависят от координаты z, но практически не меняются со временем.

Тогда амплитуды полей также зависят только от z. Пусть среды имеют частот-



202

ную дисперсию, но эффекты пространственной дисперсии пренебрежимо малы.

Условия, при которых эти предположения реализуются, указаны в п. 5.1.5.

3 o Описанная задача возникает при рассмотрении сверхбыстрых процессов

в плазмонных структурах; в качестве примера укажем релаксацию связанных

состояний различного типа (см. [273, 293] и цитированную литературу). Эта

задача является обобщением задачи п. 5.1.3.

4 o Математическая постановка содержит уравнения Максвелла

rotHq − i
1

c

∂Dq

∂t
−

4π

c
σqEq = 0,

rotEq + i
1

c

∂Bq

∂t
= 0,

divBq = 0, divDq = 0,

Dq = εq ∗ Eq, Bq = µq ∗Hq,

(5.14)

начальные условия

Eq = 0, Hq = 0, t = 0. (5.15)

Условия сопряжения совпадают с (5.5). В граничных условиях необходимо за-

дать профиль падающего импульса. Условия Мура (5.12) не позволяют это сде-

лать. Поэтому запишем условия излучения в виде

∂

∂z
E1 −

1

c

∂

∂t
E1 = −2

ω0

c
ex
df 0

dζ

∣∣∣∣
ζ=t−z/c

, z = 0;

∂

∂z
EQ +

1

c

∂

∂t
EQ = −2

ω0

c
ex
df 0

dχ

∣∣∣∣
χ=t+z/c

, z = a.

(5.16)

Условия (5.16) интерпретируются аналогично (5.6).

Отметим, что в литературе в нестационарных задачах падение волны из

бесконечности нередко заменяют моделью фиктивного источника (см., напри-

мер, [294,295]). Условия (5.6) и (5.16) записываются более естественно. В лите-

ратуре найти их не удалось.
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5.1.7. Рассеяние электромагнитного импульса оптическими

структурами

1 o Пусть в задаче п. 5.1.4 на рассеиватель падают плоские линейно поля-

ризованные волновые пакеты с несущей частотой ω0 и заданными огибающими

E0,a. Оси координат выберем так, чтобы векторыE = {Ex, 0, 0} иH = {0, Hy, 0}

были направлены по осям x и y соответственно. Будем считать, что материаль-

ные параметры εq, µq постоянны в пределах каждой пластины. Имеет место

частотная дисперсия, но пространственная дисперсия пренебрежимо мала.

2 o Данная задача имеет большое значение для исследования динамики свя-

занных состояний в диэлектрических структурах [296–300].

3 o Математическая постановка задачи имеет следующий вид:

rotHq − i
1

c

∂Dq

∂t
−

4π

c
σqEq = 0,

rotEq + i
1

c

∂Bq

∂t
= 0,

divBq = 0, divDq = 0,

Dq = εq ∗ Eq, Bq = µq ∗Hq,

(5.17)

Eq = 0, Hq = 0, t = 0, (5.18)

ez × (Eq − Eq−1) = 0, ez(Dq −Dq−1) = 0,

ez × (Hq −Hq−1) = 0, ez(Bq −Bq−1) = 0.
(5.19)

∂

∂z
E1 −

1

c

∂

∂t
E1 = −2

ω0

c
ex
df 0

dζ

∣∣∣∣
ζ=t−z/c

, z = 0;

∂

∂z
EQ +

1

c

∂

∂t
EQ = −2

ω0

c
ex
df 0(χ)

dχ

∣∣∣∣
χ=t+z/c

, z = a;

(5.20)

5.1.8. Обобщенные решения

Решения задач п. 5.1.2 – 5.1.7 являются обобщенными, то есть имеют осо-

бенности. Эти особенности неподвижны, и их положения известны априори:
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они соответствуют границам раздела сред. Если поверхностные токи на грани-

цах раздела равны нулю, то поля имеют слабый разрыв. Он связан со скачком

фазы при отражении от каждой границы раздела. Если поверхностные токи

отличны от нуля, то поле H имеет сильный разрыв. Его величина определяется

условиями сопряжения.

5.2. Постановка задачи в интегральной форме

5.2.1. Стационарная задача

Традиционно в литературе рассматривают дифференциальную форму урав-

нений Максвелла. В данной работе мы будем пользоваться интегральной фор-

мой этих уравнений. Причина этого указана в п. 5.3. Напомним, что в монохро-

матическом случае интегральные уравнения Максвелла имеют вид∫
Γ

Hqdl−
4π

c

∫
S

σqEqds +
iω

c

∫
S

Dqds =
4π

c

∫
S

Jext
q ds, Dq = εqEq, (5.21)

∫
Γ

Eqdl =
iω

c

∫
S

Bqds, Bq = µqHq. (5.22)

Здесь S – произвольная поверхность, ограниченная контуром Γ.

На внешних границах поставим условия излучения

∂E1

∂z
+ ik0E1 = 2ik0E

0, z = 0;
∂EQ

∂z
− ikaEQ = 2ikaE

ae−ika, z = a. (5.23)

На границах слоев поставим условия сопряжения

ez × (Eq − Eq−1) = 0, ez(Dq −Dq−1) = 0,

ez × (Hq −Hq−1)−
4π

c
σsurfq ez × Eq =

4π

c
jextq , ez(Bq −Bq−1) = 0.

(5.24)

Равенства (5.21) – (5.24) есть постановка стационарной задачи в интегральной

форме.

В частности, если E0 = Ea = 0; Jext, jext 6= 0; σq, σsurfq 6= 0, то получаем

задачу п. 5.1.2. При J ext = 0, jext = 0; E0, Ea 6= 0; σq, σsurfq 6= 0 получим задачу
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п. 5.1.3. Если J ext = 0, jext = 0; E0, Ea 6= 0; σq = 0, σsurfq = 0, получаем задачу

п. 5.1.4.

Таким образом, постановка (5.21) – (5.24) охватывает все одномерные моно-

хроматические задачи, рассматриваемые в п. 5.1.

5.2.2. Нестационарная задача

Постановка задачи включает нестационарные уравнения Максвелла (5.25),

(5.26), условия излучения (5.27) на границах расчетной области, условия сопря-

жения (5.28) на границах раздела сред, и нулевые начальные условия (5.29).

Она имеет следующий вид:∫
Γ

Hqdl−
4π

c

∫
S

σqEqds−
1

c

∂

∂t

∫
S

Dqds =
4π

c

∫
S

Jext
q ds, (5.25)∫

Γ

Eqdl = −1

c

∂

∂t

∫
S

Bqds, (5.26)

∂

∂z
E1 −

1

c

∂

∂t
E1 = −2

ω0

c
ex
df 0

dζ

∣∣∣∣
ζ=t−z/c

, z = 0;

∂

∂z
EQ +

1

c

∂

∂t
EQ = −2

ω0

c
ex
dfa(χ)

dχ

∣∣∣∣
χ=t+z/c

, z = a;

(5.27)

ez × (Eq − Eq−1) = 0, ez(Dq −Dq−1) = 0,

ez × (Hq −Hq−1)−
4π

c
σsurfq ez × Eq =

4π

c
jextq , ez(Bq −Bq−1) = 0.

z = ξq,

(5.28)

Eq = 0, Hq = 0, t = 0. (5.29)

Данная постановка включает все нестационарные задачи п. 5.1. В частности,

если E0 = Ea = 0; Jext, jext 6= 0; σq, σsurfq 6= 0, то (5.25) – (5.29) эквивалентна

задаче п. 5.1.5. Полагая J ext = 0, jext = 0; E0, Ea 6= 0; σq, σsurfq 6= 0, получаем

задачу п. 5.1.6. Если J ext = 0, jext = 0; E0, Ea 6= 0; σq = 0, σsurfq = 0, то получим

задачу п. 5.1.7.
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5.3. Бикомпактные схемы

Чтобы проводить расчеты обобщенных решений в слоистых средах, необхо-

димо выполнение двух специфических требований: схемы должны быть биком-

пактными и консервативными.

5.3.1. Консервативность

1 o Как известно, уравнения математической физики выводятся из инте-

гральных соотношений (уравнений баланса), выражающих законы сохранения

для малого объема. Разностная схема должна отражать основные свойства ис-

ходной модели сплошной среды. Важнейшим свойством является выполнение

разностных аналогов основных законов сохранения [116, 117, 123, 124]. Такие

схемы называются консервативными. Они были предложены Тихоновым и

Самарским. При этом уравнение баланса для всей расчетной области должно

быть алгебраическим следствием балансов в отдельных ячейках [12].

Для построения консервативных схем в [116, 117, 123] предложен интегро-

интерполяционный метод. Напомним, что он основан на интегрировании ис-

ходного дифференциального уравнения по ячейке сетки, то есть на переходе

от дифференциальной формы уравнения к интегральной. При этом исходное

дифференциальное уравнение должно быть дивергентным. В границах разде-

ла сред (при наличии) должны располагаться узлы сетки. Затем интегралы в

полученном уравнении приближенно заменяют квадратурами.

2 o В сложных задачах может быть несколько законов сохранения. Схе-

мы, выражающие все нужные законы сохранения, называются полностью

консервативными [124]. В качестве примера приведем общеизвестную си-

стему уравнений газовой динамики. Эти уравнения выражают законы сохра-

нения массы, импульса и энергии, которые должны выполняться одновремен-

но. Для них построены хорошо известные полностью консервативные схемы

Самарского-Попова [124].
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3 o Для задач электродинамики исходными законами сохранения являют-

ся закон Гаусса для электрической индукции, закон Гаусса для магнитной ин-

дукции, закон Фарадея, теорема о циркуляции магнитной индукции. Можно

написать эти уравнения в дифференциальной форме, затем проинтегрировать

по ячейке так же, как это делается в интегро-интерполяционном методе. Одна-

ко намного более естественно использовать сразу интегральную форму уравне-

ний Максвелла. Это автоматически гарантирует консервативность построенной

схемы. Именно поэтому мы исходим из уравнений Максвелла в интегральной

форме (см. п. 5.2).

Рис. 5.1. К выводу условий сопряжения (5.24). n – нормаль к границе раздела; ν, τ –

касательные векторы; контур Γ – четырехугольник ABCD. Иллюстрация взята из [265].

4 o Как известно, условия сопряжения (5.24) являются следствием инте-

гральных уравнений Максвелла [265, 269]. При выводе условий сопряжения

выбирают такую поверхность S, что часть ее находится по одну сторону от

границы раздела, часть – по другую (см. рис. 5.1).

Для этой поверхности записывают уравнения (5.21), (5.22). Далее контур

стягивают в точку, лежащую на границе раздела. Это дает условия сопряжения

(5.24). Таким образом, схемы в которых эти условия не учитываются, не могут

быть консервативными.

Тем самым, чтобы схема для расчета электродинамики слоистых сред бы-

ла полностью консервативной, она обязательно должна учитывать не только

уравнения Максвелла внутри слоев, но и условия сопряжения на границах раз-
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дела. В противном случае возникает сеточный дисбаланс, который влияет на

решение во всей области.

Например, в схеме Йе метода FDTD это приводит к появлению нефизич-

ных осцилляций и резкому падению точности (порядок точности ухудшается

до первого) [301]. Для этой схемы доказано, что для однородной среды из раз-

ностных роторных уравнений следует разностный аналог дивергентных [295].

Однако эта схема не учитывает физически корректных условий сопряжения на

границах раздела. Поэтому она не является полностью консервативной согласно

указанному выше определению по Тихонову-Самарскому. То же относится и к

другим конечно-разностным и конечно-элементным методам, не учитывающим

условия сопряжения.

5.3.2. Бикомпактность

1 o Решение задач в слоистых средах является обобщенным: на границах

раздела оно испытывает излом либо разрыв. Если шаблон схемы занимает более

одного шага по пространству, то граница раздела попадает внутрь шаблона, и

гладкость решения внутри шаблона нарушается.

С другой стороны, традиционное исследование аппроксимации основано на

разложении в ряды по степеням шага [12]. При этом предполагают определен-

ную гладкость решения, т.е. непрерывность нескольких низших производных.

Если граница раздела попадает внутрь шаблона, то это условие оказывается

нарушенным. Поэтому схемы, шаблон которых занимает более одного шага

сетки, не реализуют теоретический порядок точности в задачах со слоисты-

ми средами [301]. При этом количественная погрешность нередко оказывается

неприемлемо большой.

Для преодоления этих трудностей нужно, во-первых, выбирать такие сетки,

в которых во всех границах раздела расположены узлы, и ни одна граница не

попадает внутрь ячейки. Такие сетки называются специальными [218]. Во-



209

вторых, необходимо использовать двухточечные консервативные схемы. Такие

схемы называются бикомпактными.

Прообразом бикомпактных схем является классическая двухточечная схема

Годунова [122], разработанная для газодинамической задачи о распаде разрыва.

Калиткин и Корякин впервые сформулировали идею бикомпактности и постро-

или бикомпактную схему для уравнения теплопроводности в слоистой среде в

одномерном и двумерном случаях [126, 127]. Позднее Калиткин и Корякин по-

строили бикомпактную схему для уравнения колебаний [12]. Для уравнений

Максвелла бикомпактных схем ранее не существовало.

Если выбраны специальные сетки, то внутри каждого шага решение являет-

ся гладким. Поэтому применимы традиционные способы исследования аппрок-

симации. Следовательно, бикомпактные схемы на специальных сетках обеспе-

чивают теоретический порядок точности в любой норме даже при наличии силь-

ных разрывов, и их погрешность быстро убывает при уменьшении шага сетки.

Таким образом, бикомпактные схемы для задач в слоистых средах обладают

неоспоримыми преимуществами по сравнению со схемами, в которых есть диф-

ференцирование через границу раздела сред.

2 o Общий подход к построению бикомпактных схем заключается в следу-

ющем [12]. Введем специальную сетку. Запишем закон сохранения в интеграль-

ной форме и аппроксимируем интегралы квадратурами. При этом используем

двухточечный шаблон, в котором задействованы 2 соседних узла сетки. Во всех

внутренних узлах сетки запишем условия сопряжения для сеточных функций, а

в граничных узлах – граничные условия. Подчеркнем, что реализация условий

сопряжения и граничных условий должна быть одноточечной либо двухточеч-

ной.

В силу аддитивности интегралов и соответствующих квадратур, а также

благодаря явному учету условий сопряжения из выполнения законов сохране-

ния в отдельных ячейках сетки следует выполнение тех же законов сохранения

во всей расчетной области. Поэтому описанные схемы являются консерватив-
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ными по Тихонову-Самарскому [123]. Именно консервативность обеспечивает

сходимость к правильному обобщенному решению [117].

5.4. Стационарная бикомпактная разностная схема

5.4.1. Вывод схемы

Введем сетку 0 = z0 < z1 < . . . < zN = a, zn+1− zn = ∆zn так, чтобы грани-

цы слоев были узлами. Введем сеточные значения полей. В общем случае поля

могут быть разрывными, поэтому в каждом внутреннем узле нужно определить

левое и правое предельные значения. Для каждого шага ∆zn−1/2, 1 ≤ n ≤ N

введем значения полей E2n−2, H2n−2, относящиеся к левой границе zn−1, и зна-

чения полей E2n−1, H2n−1, относящиеся к правой границе zn. Таким образом,

в каждом внутреннем узле правое и левое предельные значения каждого поля

могут быть неодинаковы.

2o В качестве поверхности S для (5.21) возьмем прямоугольник zn−1 ≤ z ≤

zn, 0 ≤ y ≤ 1 в плоскости x = 0. Контурный интеграл вычисляется точно∫
Hqdl =

∫ 1

0

(Hy)q|zn−1
dy −

∫ 1

0

(Hy)q|zndy = H2n−2 −H2n−1. (5.30)

Поверхностный интеграл в правой части (5.21) вычислим по гибридной квад-

ратурной формуле, комбинируя правила трапеций и средних∫
S

αEqds =

∫ zn

zn−1

dz

∫ 1

0

dyα(Ex)q ≈
1

2
∆zn−1/2αn−1/2(E2n−1 + E2n−2),

α = −
iωεn−1/2

c
+

4π

c
σ.

(5.31)

Интеграл от плотности тока J вычислим по формуле средних. При этом зна-

чения диэлектрической проницаемости εn−1/2 ≡ εq (0.5(zn−1 + zn)), магнитной

восприимчивости µn−1/2 ≡ µq (0.5(zn−1 + zn)), проводимости σn−1/2 ≡ σq (0.5(zn−1 + zn))

и объемного тока Jn−1/2 ≡ Jq (0.5(zn−1 + zn)) припишем к середине ячейки. Но-

мер пластины q ради компактности записи записи будем опускать. В результате
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получим

H2n−1 −H2n−2 = −αn−1/2∆zn−1/2(E2n−1 + E2n−2) + 4π
c Jn−1/2∆zn−1/2,

1 ≤ n ≤ N.
(5.32)

В качестве поверхности S для (5.22) выберем прямоугольник zn−1 ≤ z ≤ zn,

0 ≤ x ≤ 1 в плоскости y = 0. Аналогично предыдущему получим

E2n−1 − E2n−2 =
iω

2c
µn−1/2∆zn−1/2(H2n−1 +H2n−2), 1 ≤ n ≤ N. (5.33)

3o Запишем условия сопряжения в каждом внутреннем узле

E2n = E2n−1, H2n −H2n−1 +
4π

c
σsurfn E2n = −4π

c
jn, 1 ≤ n ≤ N − 1. (5.34)

Здесь внешний поверхностный ток jn = j(zn) и проводимость σsurfn относятся

ко внутреннему узлу. Таким образом, каждый узел сетки может быть границей

раздела сред.

4o Наконец, построим аппроксимацию условий излучения (5.23). Выразим

производную ∂zEq из дифференциального уравнения Максвелла

rotEq = iωc−1µqHq (5.35)

и подставим значение H0 на левой границе и H2N−1 на правой. После сокраще-

ния общих множителей получим

√
ε0E0 +

√
µ0H0 = 2

√
ε0E

0, z = 0
√
εNE2N−1 −

√
µNH2N−1 = 2

√
εNE

a, z = a.
(5.36)

В первом из условий (5.36) значения ε0 = ε(0) и µ0 = µ(0) целесообразно взять

при z = 0. Тогда граничное условие будет передано не приближенно, а точно.

Аналогично, во втором условии мы полагаем εN = ε(a), µN = µ(a).

5.4.2. Алгебраическая система

1o Равенства (5.32) – (5.36) образуют систему 4N алгебраических уравне-

ний относительно 4N неизвестных E2n−2, E2n−1, H2n−2, H2n−1. Порядок этой
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системы можно значительно понизить. Это позволяет уменьшить трудоемкость

решения такой системы.

Для этого исключим из (5.34) величины E2n−1 = E2n и H2n−1 = H2n +

4πc−1jn + 4πc−1σsurfn E2n при 1 ≤ n ≤ N − 1. При этом не возникает деления

на малые числа, поэтому обусловленность не ухудшается. В результате система

(5.32) – (5.36) преобразуется к виду

√
ε0E0 +

√
µ0H0 = 2

√
ε0E

0, (5.37)

H2n −H2n−2 + αn−1/2∆zn−1/2(E2n + E2n−2) +
4π

c
σsurfn E2n =

=
4π

c
(Jn−1/2∆zn−1/2 − jn),

(5.38)

E2n − E2n−2 −
iω

2c
µn−1/2∆zn−1/2(H2n +H2n−2)−

4π

c
σsurfn E2n =

=
4πiω

2c2
µn−1/2∆zn−1/2jn,

(5.39)

H2N−1 −H2N−2 + αN−1/2∆zN−1/2(E2N−1 + E2N−2) =
4π

c
JN−1/2∆zN−1/2, (5.40)

E2N−1 − E2N−2 −
iω

2c
µN−1/2∆zN−1/2(H2N−1 +H2N−2) = 0, (5.41)

√
εNE2N−1 −

√
µNH2N−1 = 2

√
εNE

a. (5.42)

Напомним, что α = −iωεc−1 +4πc−1σ. В уравнениях (5.38), (5.39) индекс n про-

бегает значения от 1 до N − 1. Таким образом, система (5.37) – (5.42) содержит

2N+2 уравнения. Она и является разностной схемой для задачи (5.21) – (5.24).

2o Составим вектор неизвестных {E0, H0, E2, H2, . . . , E2N−1, H2N−1}. Тогда

система (5.37) – (5.42) имеет пятидиагональную матрицу с комплекснозначными

элементами. Ее определитель содержит различные комбинации степеней шагов

∆zn−1/2.

Пользуясь системами символьных вычислений, мы находили определитель

этой системы для небольших N = 2, 3, . . . Это позволило вычислить главный

член этого определителя для произвольной неравномерной сетки и неоднород-

ной среды

Det =
√
ε0µN +

√
εNµ0 + ia+O(∆z2). (5.43)
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Если ∆z достаточно мало, то определитель отличен от нуля. Поэтому система

(5.37) – (5.42) имеет и при том единственное решение.

5.4.3. Аппроксимация

Будем считать, что внутри q-й пластины функции εq(z), µq(z), Jq(z) явля-

ются дважды непрерывно дифференцируемыми. Тогда точное решение может

иметь особенности (разрывы) только на границах раздела, а внутри пластин

также имеет вторые непрерывные производные.

Напомним, что разностная схема строится на специальной сетке, узлами ко-

торой являются все границы раздела. Шаблон схемы использует только один

шаг по пространству. По построению, схема консервативна. Поэтому она явля-

ется бикомпактной. Для системы уравнений Максвелла такие схемы ранее не

предлагались.

Таким образом, внутри шаблона решение является гладким, и для него

все квадратурные формулы имеют второй порядок аппроксимации. Ошибка

O(∆z2) вносится лишь при вычислении поверхностных интегралов типа (5.31).

Контурные интегралы вычислены точно. Сеточные условия сопряжения и гра-

ничные условия также являются точными.

Введем класс функций, которые а) дважды непрерывно дифференцируемы

всюду, кроме границ раздела ξq, и б) могут иметь разрывы в точках ξq, причем

величины этих разрывов подчиняются условиям сопряжения (5.34). Из ска-

занного выше следует, что построенная схема имеет в данном классе функций

аппроксимацию O(∆z2).

5.4.4. Устойчивость

Для простоты сначала проведем доказательство для случая непроводящей

среды σ = 0. Далее обобщим результат на случай σ 6= 0.

1o Обоснуем устойчивость по граничным условиям. Пусть сначала Jn+1/2 =

0, jn = 0, Ea = 0, E0 6= 0. Рассмотрим первый шаг сетки h1/2. Очевидно,
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в амплитуда поля E в узле z0 равна E0 = E0. Найдем, во сколько раз поле

увеличивается за шаг ∆z1/2, предполагая, что на правой границе этого шага

отражение отсутствует. В этом случае N = 1, и разностная схема состоит из

уравнений (5.37), (5.40) – (5.42). Ее явное решение имеет вид

E0 = E0, E2 =
1− 0.5ω∆z1/2c

−1(n′′1/2 − in′1/2)
1 + 0.5ω∆1/2c−1(n′′1/2 − in′1/2)

E0 ≡ A1/2E0,

H0,2 =

√
ε1/2

µ1/2
E0,2.

(5.44)

Здесь n = n′ + in′′ =
√
εµ – показатель преломления.

Если отражение в точке z1 есть, то амплитуда прошедшей волны заведомо

не превосходит |E2|. Аналогично можно оценить нарастание амплитуды поля

за шаг ∆z3/2:

|E4| ≤ |A3/2E2| ≤ |A3/2A1/2E
0|, |H4| =

∣∣∣∣√ ε3/2

µ3/2
E4

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣√ ε3/2

µ3/2
A3/2A1/2E

0

∣∣∣∣ .
(5.45)

Продолжая эти рассуждения, найдем оценку величины поля E2n во всех узлах

zn

|E2n| ≤
∏
n

|An+1/2||E0|, |H2n| ≤ max
n

∣∣∣∣√ εn+1/2

µn+1/2

∣∣∣∣∏
n

|An+1/2||E0|. (5.46)

Реальные среды являются поглощающими, и для них n′′ > 0. В этом случае

величина |An+1/2| не превосходит единицы. Поэтому

|E2n| ≤ |E0| (5.47)

при всех n. Отсюда следует устойчивость по граничному условию при z = 0.

Аналогично доказывается устойчивость по граничному условию при z = a.

2o Докажем устойчивость по правой части. Рассмотрим объемные токи.

Пусть сначала E0 = Ea = 0, j = 0, Jn+1/2 6= 0 при некотором n = n0, а

все остальные значения Jn+1/2 = 0. Этот ток возбуждает поля E2n0, H2n0 в узле

n0 и E2n0+2, H2n0+2 в узле n0 + 1, которые далее распространяются в положи-

тельном и отрицательном направлении оси z. Поэтому устойчивость решения
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относительно малых возмущений Jn0+1/2 сводится к а) устойчивости значений

полей E2n0, H2n0, E2n0+2, H2n0+2 и б) устойчивости волн, создаваемых этими

полями и распространяющихся в положительном направлении оси z.

Выразим E2n0, H2n0, E2n0+2, H2n0+2 через Jn0+1/2, считая, что за пределы

данной ячейки волна уходит без отражения. Как и в предыдущем случае, раз-

ностная схема состоит из уравнений (5.37), (5.40) – (5.42). Приведем ее явное

решение

H2n0 =
2π

c

Jn0+1/2∆zn0+1/2

1− 0.5iω∆zn0+1/2c−1nn0+1/2
, H2n0+2 = −H2n0,

E2n0 = E2n0+2 = H2n0+2

√
µn0+1/2

εn0+1/2
.

(5.48)

Эти значения можно рассматривать как источники волн, распространяющихся

в положительном и отрицательном направлении оси z. Для этих волн справед-

лива оценка |E2n| ≤ |E2n0|. Тем самым, для всех n имеют место неравенства

|H2n| ≤
2π

c

|Jn0+1/2|∆zn0+1/2

|1− 0.5iω∆zn0+1/2c−1nn0+1/2|
≡ B, |E2n| ≤ Bmax

n

∣∣∣∣√µn+1/2

εn+1/2

∣∣∣∣ .
(5.49)

Если объемные токи присутствуют в нескольких ячейках, то в выражениях

(5.49) нужно провести суммирование по соответствующим n0

|H2n| ≤
2πa

c
max
n
|Jn+1/2| ≡ C, |E2n| ≤ C max

n

∣∣∣∣√µn+1/2

εn+1/2

∣∣∣∣ . (5.50)

Для реальных физических сред n′ ≥ 1, n′′ ≤ 0; поэтому знаменатель (5.49)

можно оценить снизу единицей. Из (5.50) следует устойчивость решения отно-

сительно малых возмущений объемных токов.

3o Полностью аналогично обосновывается устойчивость решения относи-

тельно малых возмущений поверхностных токов. Пусть сначала E0 = Ea = 0,

J = 0, jn0 6= 0, jn = 0 при n 6= n0. Этот ток возбуждает поля E2n0, H2n0 в

узле n0, которые далее распространяются в положительном и отрицательном

направлении оси z. Для установления связи между указанными значениями по-

лей и током jn0 рассмотрим среду, состоящую из двух ячеек ∆zn0−1/2 и ∆zn0+1/2.
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Подчеркнем, что левое и правое предельные значения поля H в узле n0 будут

различны: H2n0−1 6= H2n0. При этом левое и правое предельные значения поля

E = E2n0 одинаковы. Будем считать, что за пределы ячеек волна уходит без

отражения. Разностная схема содержит граничные условия (5.37), (5.42), одну

пару уравнений (5.38), (5.39) и пару уравнений (5.40), (5.41). После несложных,

но громоздких вычислений получим

H2n0 =
2π

c
µn0+1/2jn0, H2n0−1 =

2π

c
(µn0+1/2 + 2)jn0, E2n0 =

√
µn0+1/2

εn0+1/2
H2n0.

(5.51)

Созданные этими источниками волны распространяются в положительном и

отрицательном направлении оси z. Поэтому для правого и левого предельных

значений полей во всех узлах справедливы оценки

|H2n|, |H2n−1| ≤
2π

c
(max

n
|µn+1/2|+ 2)|jn0| ≡ D, |E2n| ≤ max

n

∣∣∣∣√µn0+1/2

εn0+1/2

∣∣∣∣D
(5.52)

Если поверхностный ток имеется на нескольких границах раздела, то оценки

(5.52) нужно просуммировать по соответствующим n0. Заметим, что эта сумма

будет включать фиксированное число слагаемых, не зависящее от числа ша-

гов сетки. Из оценки (5.52) следует устойчивость решения относительно малых

возмущений поверхностных токов j.

4o Чтобы учесть проводимость, во всех предыдущих формулах достаточно

сделать замену −iωε/c → −iωε/c + 4πσ/c. При этом доказательство устой-

чивости проводится полностью аналогично, но выкладки оказываются более

громоздкими.

5o Таким образом, проведено полное обоснование устойчивости разностной

схемы по граничным условиям и правой части. Оно справедливо для произ-

вольных неравномерных сеток и неоднородных сред. Отсюда и из однозначной

разрешимости системы уравнений (5.37) – (5.42) следует корректность предло-

женной разностной схемы.
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5.4.5. Сходимость

1o Согласно известным теоремам теории разностных схем, из корректности

разностной схемы и установленной выше аппроксимации вытекает сходимость.

Напомним, что аппроксимация имеет место на классе функций, имеющих раз-

рывы на границах раздела сред, причем величина разрыва должна подчиняться

условию сопряжения. При этом необходимо использовать специальные сетки.

Поэтому справедлива

Теорема 17. Разностная схема (5.37) – (5.42) на специальной сетке сходится

со вторым порядком точности. •

2o Для предложенной схемы применим метод сгущения сеток и оценки точ-

ности по правилу Ричардсона [180,186,302]. В литературе предлагались разные

многосеточные методы (т.н. sub-gridding techniques), см., например, [303–305].

Эти методы используют локальное сгущение для построения адаптивных се-

ток. Однако эти методы не дают гарантированных оценок точности. Напротив,

глобальное сгущение сеток по методу Ричардсона дает асимптотически точное

значение погрешности. Этот метод существенно повышает надежность расчета.

Он имеет строгое обоснование [110].

3o Схема фактически построена интегро-интерполяционным методом. По-

этому для сред с непрерывно изменяющимися свойствами консервативность

схемы следует из аддитивности интегралов. При наличии границ раздела кон-

сервативность обеспечивается явным учетом условий сопряжения. Таким обра-

зом, схема является полностью консервативной в смысле определения Тихонова-

Самарского.

Бикомпактность и полная консервативность обеспечивают сходимость чис-

ленного решения к точному даже если последнее имеет сильные или слабые

разрывы.
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5.5. Решение системы разностных уравнений

Разностная схема (5.37) – (5.42) есть система большого количества линей-

ных алгебраических уравнений. В общем случае для ее решения целесообразно

применять метод Гаусса. Однако есть ряд важных частных случаев, когда эта

система допускает явное решение в конечном виде. Подобные случаи являют-

ся уникальными. По экономичности такие решения превосходят даже явные

схемы бегущего счета (см. [12]). Насколько нам известно, единственное ранее

известное решение такого класса было построено Калиткиным для уравнения

Ван-Хопфа. К сожалению, оно не было опубликовано в открытой печати.

Приведенное далее решение разностной схемы (5.37) – (5.42) справедливо

для однородных диэлектрических сред ε = const, µ = const, σ = 0. Оно легко

обобщается на проводящие среды, у которых σ = const 6= 0. Для этого доста-

точно сделать замену −iωε/c→ −iωε/c+ 4πσ/c.

Сначала рассмотрим ряд простых частных задач и установим общие законо-

мерности поведения решения, затем воспользуемся принципом суперпозиции.

5.5.1. Однородная среда

1o Рассмотрим задачу об однородной среде ε = const, µ = const, ε 6= µ.

Пусть слева падает волна с амплитудой E0, а волна справа отсутствует Ea =

0. Пусть сначала сетка содержит N = 1 шаг ∆z1/2. Тогда разностная схема

содержит 4 уравнения
√
µH0 +

√
εE0 = 2

√
εE0, E2 − E0 − β1/2µ(H2 +H0) = 0,

H2 −H0 − β1/2ε(E2 + E0) = 0,
√
µH2 −

√
εE2 = 0.

(5.53)

Здесь введено обозначение

β1/2 = 0.5i
ω

c
∆z1/2. (5.54)

Из условий сопряжения следует, что в данной задаче поля E и H непрерывны в

узлах. Поэтому можно использовать только значения полей E2n, H2n с четными
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индексами, считая, что значения полей с нечетными индексами исключены из

системы.

Решение системы (5.53) имеет следующий вид:

E0 = E0, H0 = E0

√
ε

µ
, E2 = E0 1 + β1/2n

1− β1/2n
, H2 = E0

√
ε

µ

1 + β1/2n

1− β1/2n
. (5.55)

Здесь n =
√
εµ – показатель преломления. Легко видеть, что

E2

E0
=
H2

H0
=

1 + β1/2n

1− β1/2n
≡ A1/2. (5.56)

Величину lnA1/2 можно трактовать как набег фазы волны при переходе от точ-

ки 0 к точке ∆z1/2. Нетрудно убедиться, что она совпадает с точным значением

2β1/2n∆z1/2 с точностью до членов O(∆z2).

2o Пусть теперь сетка содержит N = 2 ячейки ∆z1/2, ∆z3/2. Запишем соот-

ветствующую систему разностных уравнений

√
µH0 +

√
εE0 = 2

√
εE0, E2 − E0 − β1/2µ(H2 +H0) = 0,

H2 −H0 − β1/2ε(E2 + E0) = 0, E4 − E2 − β3/2µ(H4 +H2) = 0,

H4 −H2 − β3/2ε(E4 + E2) = 0,
√
µH4 −

√
εE4 = 0.

(5.57)

Величина β3/2 определяется аналогично (5.54).

Решение системы (5.57) имеет следующий вид. Компоненты E0, H0, E2, H2

совпадают с (5.55), компоненты E4, H4 равны

E4 = E0 1 + β1/2n

1− β1/2n

1 + β3/2n

1− β3/2n
, H4 = E0

√
ε

µ

1 + β1/2n

1− β1/2n

1 + β3/2n

1− β3/2n
. (5.58)

Имеют место соотношения

E4

E2
=
H4

H2
=

1 + β3/2n

1− β3/2n
≡ A3/2 (5.59)

Таким образом, решение задачи (5.57) можно представить в виде

E0 = E0, E2 = A1/2E0, E4 = A1/2A3/2E0;

H0 =
√
ε/µE0, H2 = A1/2H0, H4 = A1/2A3/2H0.

(5.60)

Формулы (5.60) имеют простую физическую интерпретацию. Волна распростра-

няется сначала на шаг ∆z1/2, затем на шаг ∆z3/2. Материальные параметры в
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ячейках ∆1/2 и ∆3/2 одинаковы, поэтому переотражений от границ ячеек не

возникает. Значения полей E2, H2 в узле n = 1 можно трактовать как гранич-

ные условия для области, состоящей из шага ∆z3/2. Поэтому к ней можно снова

применить формулы (5.55), заменив E0 → E2. Аналогично можно поступить в

случае сетки, содержащей N = 3 интервала и т.д.

3o В (5.60) легко просматривается закономерность, которая позволяет вы-

писать решение для сетки с произвольным числом шагов. Это решение имеет

следующий вид:

E2n = E0
n∏
k=1

1 + βk−1/2n

1− βk−1/2n
, H2n =

√
ε

µ
E2n. (5.61)

Формулу (5.61) нетрудно доказать по индукции.

4o Полностью аналогично строится решение для случая, когда волна прихо-

дит справа E0 = 0, Ea 6= 0. Тогда в (5.61) нужно заменить E0 → Ea и изменить

знак у H

E2n = Ea
n∏
k=1

1 + βk−1/2n

1− βk−1/2n
, H2n = −

√
ε

µ
E2n. (5.62)

По принципу суперпозиции, если оба граничных условия являются ненулевыми,

то нужно взять сумму (5.61), (5.62).

5.5.2. Объемные токи

1o Рассмотрим задачу об однородной среде, в которой течет объемный ток.

Пусть сетка содержит N = 1 ячейку, в которой течет ток с плотностью J1/2.

Пусть волны, падающие из бесконечности, отсутствуют E0 = Ea = 0. Разност-

ная схема имеет вид
√
εE0 +

√
µH0 = 0, E2 − E0 − β1/2µ(H2 +H0) = 0,

H2 −H0 − β1/2ε(E2 + E0) =
4π

c
J1/2∆z1/2,

√
εE2 −

√
µH2 = 0.

(5.63)

Решение этой разностной задачи имеет вид

E0 = E2 =
2π

c

√
µ

ε

J1/2∆z1/2

1− β1/2n
≡ EJ1/2, H0 = −H2 = −2π

c

J1/2∆z1/2

1− β1/2n
. (5.64)
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Имеют место закономерности: H2 = −
√
ε/µE2, H0 =

√
ε/µE0. Величина EJ1/2

есть функция точечного источника, соответствующего объемным токам.

2o Пусть теперь сетка содержит N = 3 ячейки, причем плотность тока

J3/2 6= 0, относящаяся к среднему шагу, отлична от нуля, а токи в крайних

шагах J1/2 = J5/2 = 0 равны нулю. Запишем систему разностных уравнений

√
εE0 +

√
µH0 = 0, E2 − E0 − β1/2µ(H2 +H0) = 0,

H2 −H0 − β1/2ε(E2 + E0) = 0, E4 − E2 − β3/2µ(H4 +H2) = 0,

H4 −H2 − β3/2ε(E4 + E2) =
4π

c
J3/2∆z3/2, E6 − E4 − β5/2µ(H6 +H4) = 0,

H6 −H4 − β5/2ε(E6 + E4) = 0,
√
εE6 −

√
µH6 = 0.

(5.65)

Решение этой разностной задачи имеет вид

E0 =
2π

c

√
µ

ε

J3/2∆z3/2

1− β3/2n

1 + β1/2n

1− β1/2n
, E2 = E4 =

2π

c

√
µ

ε

J3/2∆z3/2

1− β3/2n
,

E6 =
2π

c

√
µ

ε

J3/2∆z3/2

1− β3/2n

1 + β5/2n

1− β5/2n
,

H0 = −2π

c

J3/2∆z3/2

1− β3/2n

1 + β1/2n

1− β1/2n
, H2 = −H4 = −2π

c

J3/2∆z3/2

1− β3/2n
,

H6 =
2π

c

J3/2∆z3/2

1− β3/2n

1 + β5/2n

1− β5/2n

(5.66)

Перепишем это решение в более компактной форме

E0 = A1/2EJ3/2, E2 = E4 = EJ3/2, E6 = A5/2EJ3/2,

H0 = A1/2

√
ε

µ
EJ3/2, H2 = −H4 =

√
ε

µ
EJ3/2, H6 = −A5/2

√
ε

µ
EJ3/2.

(5.67)

Физическая интерпретация эти соотношений аналогична формулам (5.60). Зна-

чения поля E2, H2 и E4, H4 являются граничным условием для волн, распро-

страняющихся соответственно в отрицательном и положительном направлени-

ях оси z. «Набег фазы» этих волн описывается множителями A1/2 и A5/2. При

этом для волн, распространяющихся в отрицательном направлении оси z, вы-

полняется H = −
√
ε/µE. Для волн, распространяющихся в положительном

направлении, знак следует изменить на противоположный H =
√
ε/µE.
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3o Опираясь на (5.67), нетрудно записать решение для случая, когда сетка

содержит произвольное число шагов N > 3, но ток отличен от нуля только в

шаге n0: Jn0−1/2 6= 0, Jn−1/2 = 0 при n 6= n0. Имеем

E2n0−2−2q =

q∏
p=1

An0−1/2−pEJn0−1/2, H2n0−2−2q = −
√
ε

µ

q∏
p=1

An0−1/2−pEJn0−1/2,

E2n0−2 = EJn0−1/2, H2n0−2 = −
√
ε

µ
EJn0−1/2,

E2n0 = EJn0−1/2, H2n0 =

√
ε

µ
EJn0−1/2,

E2n0+2q =

q∏
p=1

An0−1/2+pEJn0−1/2, H2n0+2q =

√
ε

µ

q∏
p=1

An0−1/2+pEJn0−1/2.

(5.68)

Здесь q > 1. Эти формулы следуют из (5.61), (5.62) и (5.64).

4o Если ток присутствует в нескольких ячейках, то нужно просуммировать

выражения (5.68) по индексу n0. При этом вклад в поле E от всех ячеек с током

берется со знаком «+». Вклад в поле H в узлах, расположенных левее выбран-

ной ячейки с током, учитывается со знаком «−», а в узлах, расположенных

правее выбранной ячейки – со знаком «+».

В качестве примера приведем решение задачи, в которой сетка содержит

4 интервала, причем объемные токи в средних интервалах отличны от нуля

J3/2 6= 0, J5/2 6= 0, а в граничных – равны нулю J1/2 = J7/2 = 0. Это решение

имеет вид

E0 = A1/2EJ1/2 + A1/2A3/2EJ5/2, H0 = −
√
ε

µ
(A1/2EJ1/2 + A1/2A3/2EJ5/2),

E2 = EJ3/2 + A3/2EJ5/2, H2 = −
√
ε

µ
(EJ3/2 + A3/2EJ5/2),

E4 = EJ3/2 + EJ5/2, H4 =

√
ε

µ
(EJ3/2 − EJ5/2),

E6 = A5/2EJ3/2 + EJ5/2, H6 =

√
ε

µ
(A5/2EJ3/2 + EJ5/2),

E8 = A7/2A5/2EJ3/2 + A7/2EJ5/2, H8 =

√
ε

µ
(A7/2A5/2EJ3/2 + A7/2EJ5/2).

(5.69)
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Оно построено по описанному выше правилу. Можно непосредственно прове-

рить, что это решение удовлетворяет системе
√
εE0 +

√
µH0 = 0, E2 − E0 − β1/2µ(H2 +H0) = 0,

H2 −H0 − β1/2ε(E2 + E0) = 0, E4 − E2 − β3/2µ(H4 +H2) = 0,

H4 −H2 − β3/2ε(E4 + E2) =
4π

c
J3/2∆z3/2, E6 − E4 − β5/2µ(H6 +H4) = 0,

H6 −H4 − β5/2ε(E6 + E4) =
4π

c
J5/2∆z5/2, E8 − E6 − β7/2µ(H8 +H6) = 0,

H8 −H6 − β7/2ε(E8 + E6) = 0,
√
εE8 −

√
µH8 = 0.

(5.70)

5.5.3. Поверхностные токи

1o Рассмотрим однородную среду ε = const, µ = const, ε 6= µ. Пусть в

плоскости z = z1 = const течет внешний (заданный) поверхностный ток j1,

а индуцированные поверхностные токи равны нулю σsurf = 0. Пусть сетка со-

держит N = 2 интервала, причем точка z1 является внутренним узлом. Пусть

также волны, падающие из бесконечности, отсутствуют E0 = Ea = 0. Запишем

систему разностных уравнений для этой задачи
√
εE0 +

√
µH0 = 0, E2 − E0 − β1/2µ(H1 +H0) = 0,

H1 −H0 − β1/2ε(E2 + E0) = 0, H2 −H1 = −4π

c
j1,

E4 − E2 − β3/2µ(H3 +H2) = 0, H4 −H2 − β3/2ε(E4 + E2) = 0,
√
εE4 −

√
µH4 = 0.

(5.71)

Заметим, что левое предельное значение H1 в узле z1 отличается от правого

предельного значения H2. Левое и правое предельные значения электрического

поля в этом узле совпадают E1 = E2. В узлах z0, z2 поля непрерывны.

Решение этой разностной задачи имеет вид

E0 = −2π

c
j1

√
µ

ε

1 + β1/2n

1− β1/2n
, H0 =

2π

c
j1

1 + β1/2n

1− β1/2n
,

E2 = −2π

c

√
µ

ε
j1, H2 = −H1 = −2π

c
j1,

E4 = −2π

c
j1

√
µ

ε

1 + β3/2n

1− β3/2n
, H4 = −2π

c
j1

1 + β3/2n

1− β3/2n
.

(5.72)
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Это решение подчиняется той же закономерности, что мы видели в предыду-

щих примерах. Для волны, бегущей в сторону z = −∞, имеем H = −
√
ε/µE.

Для волны, бегущей в сторону z = +∞, выполнено H =
√
ε/µE. Поля E2,

H2 являются граничным условием для волн, распространяющихся в обоих на-

правлениях оси z. При этом смещение от точки расположения источника на

один шаг влево приводит к умножению полей на A1/2. При смещении вправо

поля умножаются на A3/2. Логарифмы этих множителей можно трактовать как

набеги фаз соответствующих волн. Удобно ввести обозначение

E j1 = −2π

c

√
µ

ε
j1. (5.73)

Тогда (5.72) можно записать в более компактной форме

E0 = A1/2E j1 , H0 = −A1/2

√
ε

µ
E j1 ,

E2 = E j1 H2 = −H1 =

√
ε

µ
E j1 ,

E4 = A3/2E j1 H4 = A3/2

√
ε

µ
E j1 .

(5.74)

2o Рассмотрим теперь задачу на сетке, содержащей N = 4 интервала. Пусть

поверхностный ток j2 присутствует в узле z2, а в прочих узлах равен нулю

jn = 0, n = 0, 1, 3, 4. Разностная схема имеет вид

√
εE0 +

√
µH0 = 0, E2 − E0 − β1/2µ(H2 +H0) = 0,

H2 −H0 − β1/2ε(E2 + E0) = 0, E4 − E2 − β3/2µ(H3 +H2) = 0,

H3 −H2 − β3/2ε(E4 + E2) = 0, H4 −H3 = −4π

c
j2,

E6 − E4 − β5/2µ(H6 +H4) = 0, H6 −H4 − β5/2ε(E6 + E4) = 0,

E8 − E6 − β7/2µ(H8 +H6) = 0, H8 −H6 − β7/2ε(E8 + E6) = 0,
√
εE8 −

√
µH8 = 0.

(5.75)
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Приведем решение этой задачи

E0 = −2π

c
j2

√
µ

ε

1 + β1/2n

1− β1/2n

1 + β3/2n

1− β3/2n
, H0 =

2π

c
j1

1 + β1/2n

1− β1/2n

1 + β3/2n

1− β3/2n
,

E2 = −2π

c

√
µ

ε
j2

1 + β3/2n

1− β3/2n
, H2 =

2π

c
j2

1 + β3/2n

1− β3/2n
,

E4 = −2π

c
j1

√
µ

ε
, H4 = −H3 = −2π

c
j1,

E6 = −2π

c

√
µ

ε
j2

1 + β5/2n

1− β5/2n
, H6 = −2π

c
j2

1 + β5/2n

1− β5/2n
,

E8 = −2π

c

√
µ

ε
j2

1 + β5/2n

1− β5/2n

1 + β7/2n

1− β7/2n
, H8 = −2π

c
j2

1 + β5/2n

1− β5/2n

1 + β7/2n

1− β7/2n
,

(5.76)

или в более компактной форме

E0 = A1/2A3/2E j2 , H0 = −A1/2A3/2

√
ε

µ
E j2 ,

E2 = A3/2E j2 , H2 = −A3/2

√
ε

µ
E j2 ,

E4 = E j2 H4 = −H3 =

√
ε

µ
E j2 ,

E6 = A5/2E j2 H6 = A5/2

√
ε

µ
E j2 ,

E8 = A5/2A7/2E j2 H8 = A5/2A7/2

√
ε

µ
E j2

(5.77)

В этом решении видны те же закономерности, что и в предыдущих примерах.

Удаление узла на один шаг от точки расположения источника эквивалентно

умножению поля на множитель A с индексом, равным номеру соответствующе-

го шага. В точках, для которых координата z больше, чем z-координата источ-

ника, электрическое и магнитное поля связаны соотношением H =
√
ε/µE. В

точках с z-координатой меньшей, чем z-координата источника, знак последнем

соотношении нужно изменить на противоположный H = −
√
ε/µE.

3o Пользуясь решениями (5.74) и (5.61), (5.62), нетрудно составить решение

задачи, в которой сетка является произвольной неравномерной и поверхност-
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ный ток присутствует только в узле n0. Оно имеет вид

E2n0−2−2q =
∏q

p=1An0−1/2−pE jn0, H2n0−2−2q = −
√
ε

µ

∏q
p=1An0−1/2−pE jn0,

E2n0 = E jn0, H2n0 = −H2n0−1 =

√
ε

µ
E jn0,

E2n0+2q =
∏q

p=1An0−1/2+pE jn0, H2n0+2q =

√
ε

µ

∏q
p=1An0−1/2+pE jn0.

(5.78)

Здесь индекс q принимает значения q > 1.

4o Если поверхностные токи текут по нескольким плоскостям {zn0}, то необ-

ходимо взять сумму по n0 выражений вида (5.78).

В качестве примера приведем решение задачи, в которой сетка содержит 3

интервала, причем в внутренних узлах z = z1 и z = z2 расположены плоско-

сти с поверхностными токами j1 и j2 соответственно. Это решение выглядит

следующим образом

E0 = A1/2E j1 + A1/2A3/2E j2 , E2 = E j1 + A3/2E j2 ,

E4 = A3/2E j1 + E j2 , E6 = A3/2A5/2E j1 + A5/2E j2 ,

H0 = −
√
ε

µ
(A1/2E j1 + A1/2A3/2E j2), H1 = −

√
ε

µ
(E j1 + A3/2E j2),

H2 =

√
ε

µ
(E j1 − A3/2E j2), H3 =

√
ε

µ
(A3/2E j1 − E

j
2),

H4 =

√
ε

µ
(A3/2E j1 + E j2), H6 =

√
ε

µ
(A3/2A5/2E j1 + A5/2E j2).

(5.79)

Прямой подстановкой нетрудно убедиться, что это решение удовлетворяет раз-

ностной задаче

√
εE0 +

√
µH0 = 0, E2 − E0 − β1/2µ(H1 +H0) = 0,

H1 −H0 − β1/2ε(E2 + E0) = 0, H2 −H1 = −4π

c
j1,

E4 − E2 − β3/2µ(H3 +H2) = 0, H3 −H2 − β3/2ε(E4 + E2) = 0,

H4 −H3 = −4π

c
j2, E6 − E4 − β5/2µ(H6 +H4) = 0,

H6 −H4 − β5/2ε(E6 + E4) = 0,
√
εE6 −

√
µH6 = 0.

(5.80)
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5.5.4. Суперпозиция решений

В общем случае поле может возбуждаться волнами E0 6= 0, Ea 6= 0, прихо-

дящими из z = −∞ и z = +∞, объемными {Jn0−1/2} и поверхностными {jn0}

токами. Тогда точное решение системы разностных уравнений представляется

суммой выражений (5.61), (5.62), (5.68), (5.78), причем две последних формулы

суммируются по индексам n0, соответствующим ненулевым токам.

Построенное решение является новым. Оно записывается по явным форму-

лам (в указанных выше формулах поля выражены друг через друга только для

компактности записи). Это решение применимо только для однородной среды

ε = const, µ = const. При этом сетка {∆zn−1/2} может быть произвольной

неравномерной. Конфигурация объемных и поверхностных токов также может

быть произвольной.

5.6. Метод спектрального разложения

5.6.1. Формулировка метода

1o Как известно, при распространении волнового пакета в линейной дис-

пергирующей среде для разных спектральных компонент решения реализуют-

ся разные значения ε и µ и, соответственно, разные скорости распространения.

В [264] приведено решение задачи о распространении электромагнитного им-

пульса в линейной диспергирующей среде. Оно состоит из трех этапов: фурье-

анализа исходного сигнала, преобразования каждой спектральной компоненты

поля диспергирующей средой, фурье-синтеза сигнала на выходе.

2o В данной работе предлагается следующий подход. Применим описанный

выше алгоритм к нестационарной задаче (5.25) – (5.29). Разложим падающие

волновые пакеты, а также объемные и поверхностные токи на монохроматиче-
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ские компоненты с помощью прямого преобразования Фурье

f̃ 0,a(ω) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
f 0,a(ζ)e−iωζdζ,

J̃ext
x (ω, z) =

1√
2π

∫ +∞

−∞
Jext
x (t, z)e−iωtdt,

j̃extx (ω, z) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
jextx (t, z)e−iωtdt.

(5.81)

Решим стационарную задачу (5.21) – (5.24) для каждой частоты ω. Полученные

решения обозначим Ẽx(ω, z), H̃y(ω, z). Затем выполним обратное преобразова-

ние Фурье

Ex(t, z) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
Ẽx(ω, z)e

iωtdω,

Hy(t, z) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
H̃y(ω, z)e

iωtdω.
(5.82)

Данный подход является обобщением теории, изложенной в [264].

3o Численная реализация этого алгоритма имеет следующий вид. Выполним

численное преобразование Фурье (5.81) падающих волновых пакетов, объемных

и поверхностных токов по формуле трапеций, используя одинаковые сетки по

времени и наборы частот {ωm}, ωm+1 − ωm = ∆ωm

f̃ 0,a(ωm) =
K∑
k=0

f 0,a(ζk)e
−iωtkgk∆ζk,

J̃ ext
x (ωm, zn) =

K∑
k=0

J ext
x (tk, zn)e

−iωtkgk∆tk,

j̃extx (ωm, zn) =
K∑
k=0

jextx (tk, zn)e
−iωtkgk∆tk.

(5.83)

Здесь g0 = gK = 0.5, gk = 1, k 6= 1, K – веса квадратурной формулы трапеций.

По описанному выше методу решим набор стационарных задач (5.21) –

(5.24), соответствующих различным частотам ωm. Соответствующие решения

обозначим Ẽ(ωm, zn), H̃(ωm, zn). Напомним, что в каждой из этих задач реа-

лизуются свои значения ε(ωm, zn), µ(ωm, zn), σ(ωm, zn). Поэтому предлагаемый

подход позволяет учитывать произвольный гладкий закон частотной диспер-

сии.
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Просуммируем полученные спектральные амплитуды решения по всем ча-

стотам ωm

E(tk, zn) =
∑M

m=0 Ẽ(ωm, zn)gm∆ωm,

H(tk, zn) =
∑M

m=0 H̃(ωm, zn)gm∆ωm.
(5.84)

Это дает решение E(z, t), H(z, t) исходной нестационарной задачи.

Назовем этот алгоритм методом спектрального разложения.

5.6.2. Сходимость

1o Если функции E0,a, jq(z, t), Jq(z, t) имеют вторые непрерывные произ-

водные, то квадратуры, выражающие прямое и обратное преобразование Фурье,

сходятся со вторым порядком точности: O(∆ω2) и O(∆t2) соответственно. Как

показано выше, аппроксимация разностных схем для стационарных задач есть

O(∆z2). Поэтому аппроксимация схемы есть O(∆z2 + ∆ω2 + ∆t2).

2o Покажем, что метод спектрального разложения устойчив относительно

малых возмущений входных данных. Предварительно заметим, что в реальных

задачах падающие импульсы и токи являются локализованными функциями

времени: отрезок T , на котором они существенно отличны от нуля, является

конечным. Соответственно, интервал частот Ω, на котором отличны от нуля их

фурье-образы, также конечен. Чаще всего используется временная модуляция

гауссовой огибающей. Хотя она формально отлична от нуля на всей прямой

−∞ < t < +∞, однако такая огибающая очень быстро убывает по мере удале-

ния от максимума. Для получения физически разумной точности 0.1% доста-

точно взять T ∼ 3σ, где σ – ширина огибающей на половине высоты. Машинная

точность 10−16 достигается при T ∼ 6σ.

Пусть в одну из функций f 0,a, jq, Jq внесена ошибка δ, зависящая от t и,

возможно, z. Погрешность соответствующего фурье-образа равна

δ̃(ω, z) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
δ(t, z)e−iωtdt ≈

K∑
k=0

δ(tk, z)e
−iωtkgk∆tk. (5.85)
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Легко видеть, что погрешность (5.85) не превосходит

|δ̃| ≤ 1√
2π

max |δ|T (5.86)

Такое возмущение входных данных приводит к возмущению δẼ, δH̃ решений

стационарных задач, для которого справедливы оценки (5.47), (5.50), (5.52), в

которые вместо исходных входных данных следует подставить величину (5.86).

Выполним обратное преобразование Фурье погрешностей δẼ, δH̃

δE(t, z) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
δẼ(ω, z)eiωtdt ≈

M∑
m=0

δẼ(ωm, z)gm∆ωm. (5.87)

Справедлива следующая оценка:

|δE| ≤ 1

2π
Cmax max |δ|TΩ. (5.88)

Здесь Cmax – наибольшая из мажорирующих констант в оценках (5.47), (5.50),

(5.52). Аналогично выписывается оценка для погрешности δH. Это завершает

обоснование устойчивости предложенной схемы. Оно проведено для произволь-

ных неравномерных сеток по всем переменным и неоднородных сред (в том

числе, диспергирующих).

3o Схема является однозначно разрешимой при произвольных входных дан-

ных (поскольку однозначно разрешимы разностные схемы для всех стационар-

ных подзадач). Следовательно, она корректна. Поэтому, согласно классическим

теоремам теории разностных схем, справедливо следующее утверждение:

Теорема 18. Схема метода спектрального разложения сходится со вторым

порядком точности. •

4o Для предложенного метода применимы оценки точности по правилу

Ричардсона и экстраполяционное уточнение. Заметим, что сетки по перемен-

ным z, t, ω необходимо сгущать одновременно и в одинаковое число раз.

Несмотря на простоту, метод спектрального разложения является принци-

пиально новым. Он позволяет учитывать произвольный закон дисперсии, вклю-

чая таблично заданный. Этот метод рекомендуется использовать как общий
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подход построения разностных схем для гиперболических задач в линейной

диспергирующей среде.

5.7. Основные результаты главы

1. Для системы стационарных одномерных уравнений Максвелла построена

бикомпактная разностная схема, шаблон которой включает только один

шаг пространственной сетки. Границы слоев выбираются в качестве узлов

сетки, поэтому схема позволяет проводить расчеты обобщенных решений с

разрывом решения и его производной. Консервативность схемы обеспечи-

вает сходимость к правильному обобщенному решению.

2. Для ряда важных частных случаев построено явное решение системы раз-

ностных уравнений бикомпактной схемы в конечном виде. Это решение яв-

ляется новым. Оно применимо для однородной среды, произвольной нерав-

номерной сетки и произвольной конфигурации объемных и поверхностных

токов.

3. Для нестационарных задач предложен принципиально новый метод спек-

трального разложения, позволяющий учитывать частотную дисперсию ма-

териала. Этот подход имеет простую физическую интерпретацию. Он при-

меним для других линейных гиперболических задач в диспергирующих сре-

дах.

4. Для предложенных методов строго доказана сходимость для произвольных

неравномерных сеток и неоднородных сред.
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6. Верификация бикомпактных схем для

одномерных уравнений Максвелла

6.1. Стационарные задачи

Для непроводящих (диэлектрических) сред удалось построить ряд тесто-

вых с задач, у которых точное решение выражается в конечном виде через эле-

ментарные функции. В приведенных ниже модельных задачах все размерные

величины нормированы (т.е. являются относительными).

6.1.1. Однородная среда

1 o Рассмотрим простейшую задачу – распространение плоской монохрома-

тической волны через однородную диэлектрическую среду. Пусть ε, µ постоян-

ны, и объемные и поверхностные токи отсутствуют J = 0, j = 0. Пусть слева

на выделенную область 0 6 z 6 a падает плоская монохроматическая волна.

2 o Решение удобно строить с помощью перехода к волновому уравнению.

Запишем одномерные уравнения Максвелла в дифференциальной форме

∂Ex

∂z
=
iµω

c
Hy;

∂Hy

∂z
=
iεω

c
Ez, 0 6 z 6 a; (6.1)

∂Ex

∂z
+ ik̃Ex = 2ik̃E0, z = 0;

∂Ex

∂z
− ik̃Ex = 0, z = a. (6.2)

Здесь k̃ = ω
√
εµ/c – волновое число в среде. В записи граничных условий

используется именно это значение, поскольку за пределами отрезка [0, a] волна

распространяется не в вакууме, а в той же самой среде.

Исключим из (6.1) Hy. Для этого продифференцируем первое из уравнений

по z, выразим из него ∂Hy/∂z и подставим во второе уравнение. Получим

∂2Ex

∂z2
+ k̃2Ex = 0. (6.3)

Общее решение (6.3) есть

Ex = C1 exp(ik̃z) + C2 exp(−ik̃z). (6.4)
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С учетом граничных условий (6.2) имеем C1 = E0, C2 = 0. Решение Hy найдем

с помощью первого из уравнений (6.1). Таким образом, окончательное решение

имеет вид

Ex = E0eik̃z, Hy = E0

√
ε

µ
eik̃z. (6.5)

Оно известно из учебников.

3 o Приведем результаты численных расчетов по предложенной стационар-

ной схеме. Положим E0 = 1, ω = π/2, c = 1, a = 1. Рассмотрим сначала среду с

поглощением: ε = 1 + 5i, µ = 5. Такую задачу можно трактовать как жесткую,

поскольку решение имеет значительную пространственную разномасштабность

(см. п. 1.1.3). На отрезке 0 < z < 0.2 оно меняется в e раз. Решение этой задачи

представлено на рис. 6.1.

Рис. 6.1. Решение задачи о среде с погло-

щением.

Рис. 6.2. Погрешность решения в задаче

о среде с поглощением: ◦ – Ex, 4 – Hy,

светлые маркеры – разность численного и

точного решений, темные маркеры – оцен-

ки по методу Ричардсона.

Расчеты проводились на наборе сгущающихся сеток. Погрешность расчета

определялась двумя способами: во-первых, как разность численного решения

и точного, во-вторых, с помощью апостериорной оценки по методу Ричардсо-

на. Нормы L2 полученных относительных погрешностей для полей Ex и Hy

приведены на рис. 6.2 в двойном логарифмическом масштабе. Видно, что для
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Рис. 6.3. Решение задачи об активной сре-

де.

Рис. 6.4. Погрешность решения в задаче

об активной среде. Обозначения соответ-

ствуют рис. 6.2.

обоих полей погрешность убывает. Линии погрешности являются прямыми с на-

клоном −2. Поэтому фактический порядок точности равен 2, что совпадает с

теорией. Видно также, что оценка точности по методу Ричардсона практически

совпадает с погрешностью, равной разности численного решения и точного.

4 o Аналогичные расчеты проводились для активной среды: ε = 1 − 5i,

µ = 5. В этом случае амплитуды полей при z = 1 оказываются в ≈ 150 раз

больше, чем при z = 0. Такая задача является плохо обусловленной по левому

граничному условию. Вид решения показан на рис. 6.3, а полученные относи-

тельные погрешности – на рис. 6.4. В этом случае справедливы те же выводы,

что и в предыдущем. Начальные участки графиков погрешности искривлены,

но по мере сгущения сеток погрешность начинает убывать в соответствии с

теоретическим вторым порядком точности.

6.1.2. Граница раздела диэлектриков

1 o Пусть расчетная область состоит из двух однородных недиспергирующих

сред с границей в точке z = b. Пусть слева от нее материальные параметры

равны ε1, µ1, а справа – ε2, µ2. Пусть волна падает слева E0 = 1, Ea = 0, а

токи отсутствуют J1,2 = 0, j1 = 0. Постановка задачи в форме одномерных
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дифференциальных уравнений Максвелла имеет следующий вид:

∂Ex

∂z
=
iµ1ω

c
Hy;

∂Hy

∂z
=
iε1ω

c
Ex, 0 6 z 6 b; (6.6)

∂Ex

∂z
=
iµ2ω

c
Hy;

∂Hy

∂z
=
iε2ω

c
Ex, b 6 z 6 a; (6.7)

∂Ex

∂z
+
iω

c
Ex = 2ik̃E0, z = 0;

∂Ex

∂z
− iω

c
Ex = 0, z = a. (6.8)

Ex|z=b−0 = Ex|z=b+0, Hy|z=b−0 = Hy|z=b+0. (6.9)

2 o Получим точное решение этой задачи. От (6.6) и (6.7) перейдем к урав-

нениям типа (6.3) для областей 0 6 z 6 b и b 6 z 6 a. Общее решение имеет

вид

Ex = C1e
ik̃1z + C2e

−ik̃1z, Hy =

√
ε1

µ1
(C1e

ik̃1z − C2e
−ik̃1z), 0 6 z 6 b; (6.10)

Ex = C3e
ik̃2z + C4e

−ik̃2z, Hy =

√
ε2

µ2
(C3e

ik̃2z − C4e
−ik̃2z), b 6 z 6 a. (6.11)

Из граничных условий (6.8) следует, что

C1 = E0 = 1, C4 = 0. (6.12)

Подстановка в условия сопряжения дает

C2 = E0

√
ε1/µ1 −

√
ε2/µ2√

ε1/µ1 +
√
ε2/µ2

eik̃1b, C3 = E0 2
√
ε1/µ1√

ε1/µ1 +
√
ε2/µ2

ei(k̃1−k̃2)b. (6.13)

Выражения (6.13) являются частным случаем общеизвестных формул Френеля.

3 o Положим c = 1, ω = π, a = 1, b = 0.5. Пусть для левой среды ε1 = µ1 = 1,

а для правой – ε2 = 10, µ2 = 2. На рис. 6.5 представлен вид решения. Видно,

что при z = b возникает слабый разрыв (излом) у ImE и ImH, а ReH и ReH

являются непрерывными и гладкими.

Приведем результаты расчета по стационарной бикомпактной схеме. Выбе-

рем специальную сетку, у которой узел попадает в точку z = b. Очевидно, все

последующие сетки, полученные последовательным уменьшением шага вдвое,
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Рис. 6.5. Решение задачи о диэлектриче-

ской границе раздела. Вертикальная пря-

мая – граница раздела.

Рис. 6.6. Погрешность решения в задаче

о диэлектрической границе раздела. Обо-

значения соответствуют рис. 6.2.

также являются специальными. На рис. 6.6 показана зависимость относитель-

ной погрешности в норме L2 от числа шагов сетки. Масштаб графика двойной

логарифмический. Видно, что погрешности, полученная сравнением численного

решения с точным, практически совпадают с оценками по методу Ричардсона.

Эти кривые стремятся к прямым линиям с наклоном −2, соответствующим тео-

ретическому порядку точности. Напомним, что именно это обеспечивает при-

менимость метода Ричардсона.

4 o Сравним предлагаемую схему с методом конечных элементов на примере

пакета FreeFEM++ [306]. Расчеты проводились с использованием следующих

элементов:

• лагранжевы элементы L1 1-го порядка,

• пузырьковые (B, bubble) элементы 1-го порядка [307],

• разрывные (NC, non-conforming) элементы 1-го порядка,

• лагранжевы элементы L2 2-го порядка.

Для простоты мы задавали граничные условия для обоих полей E, H по зна-

чению точного решения на левой границе

Ex|z=0 = Eex
x (0), Hy|z=0 = Hex

y (0). (6.14)

Такая постановка соответствует, например, [308,309].
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Расчет проводился со сгущением сетки, причем каждая из сеток была спе-

циальной (т.е. использовались те же сетки, что в расчетах по бикомпактной

схеме). На каждой из них вычислялись погрешности δE, δH относительно точ-

ного решения. Чтобы не загромождать график, мы проводили дополнительное

усреднение погрешностей по компонентам полей

δ =
1

2
(δE + δH). (6.15)

Величины (6.15) для перечисленных видов конечных элементов приведены на

рис. 6.7. Масштаб графика двойной логарифмический. Видно, что элементы

L2 обеспечивают 2-ой порядок точности, причем кривая погрешности является

плавной. Для элементов L1 порядок точности в среднем близок ко 2-му, но кри-

вая оказывается дерганой, то есть отсутствует на ней прямолинейный участок

теоретической сходимости. Это затрудняет контроль точности по Ричардсону и

ухудшает надежность расчета. Элементы B и NC обеспечивают только первый

порядок точности и значительно уступают по точности элементам L1 и L2.

Рис. 6.7. Усредненные погрешности (6.15) в задаче о диэлектрической границе раздела.

• – бикомпактная схема, ◦ – метод конечных элементов в пакете FreeFEM++. Типы

элементов указаны у кривых.

На рис. 6.7 приведена также усредненная погрешность бикомпактной схе-

мы. Видно, что эта схема дает несколько худшую точность, чем элементы L2,

и практически не уступает в точности элементам L1. При этом трудоемкость



238

бикомпактной схемы такова же, как у элементов L1, и существенно меньше,

чем у элементов L2.

5 o Таким образом, предложенная схема уверенно справляется с задачами,

в которых решение испытывает слабый разрыв. При этом она практически не

уступает методу конечных элементов.

6.1.3. Граница раздела с токами

1 o Пусть в предыдущей задаче отсутствуют падающие волны E0 = Ea = 0

и объемные токи J1,2 = 0, но по границе раздела течет поверхностный ток, из-

лучающий волны в положительном и отрицательном направлении оси z. Такая

модель описывает переизлучение тонкого металлического напыления на гра-

нице рассеивателя. Эта задача особенно трудна, поскольку у ReH возникает

сильный разрыв, а у ImE и ImH – слабый. В литературе такая задача не

рассматривалась.

Рис. 6.8. Решение задачи о границе разде-

ла с поверхностным током. Вертикальная

прямая – граница раздела.

Рис. 6.9. Погрешность решения в задаче о

границе раздела с поверхностным током.

Обозначения соответствуют рис. 6.2.

Постановка задачи включает уравнения (6.6), (6.7), граничные условия (6.8);

условия сопряжения на границе раздела z = b формулируются следующим

образом:

Ex|z=b−0 = Ex|z=b+0, Hy|z=b+0 −Hy|z=b−0 =
4π

c
j1. (6.16)
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2 o Выведем точное решение этой задачи. Перейдем от уравнений Максвелла

к уравнениям типа (6.3) для областей 0 6 z 6 b и b 6 z 6 a. Общее решение

этих уравнений имеет вид (6.10), (6.11). Волны, приходящие из бесконечности,

отсутствуют, поэтому граничные условия дают

C1 = C4 = 0. (6.17)

Подставим эти решения в условия сопряжения (6.16) и найдем C2, C3

C2 =
4π

c
j1

e−ik̃1b√
ε1/µ1 +

√
ε2/µ2

, C3 =
4π

c
j1

e−ik̃2b√
ε1/µ1 +

√
ε2/µ2

. (6.18)

Полученное решение приведено на рис. 6.8. Оно является новым.

3 o В расчетах положим j = 1, а все остальные параметры выберем такими

же, как в предыдущей задаче. Выберем специальную сетку указанным выше

способом. На рис. 6.9 показана зависимость погрешности в норме L2 от числа

шагов сетки в двойном логарифмическом масштабе. Видно, что значения по-

грешности, вычисленные по методу Ричардсона, практически совпадают с по-

грешностями относительно точного решения. Скорость убывания погрешности

соответствует теоретическому второму порядку точности.

4 o Был проведен расчет этой задачи в пакете FreeFEM++. Граничные усло-

вия задавались аналогично (6.14). Использовались те же 4 типа конечных эле-

ментов.

В пакете FreeFEM++ не предусмотрено задание точечных источников, по-

этому для имитации поверхностного тока вводился объемный ток следующего

вида

J =
2π

c
δ(z − a/2) ≈ 4π

cd



x− xl
a/2− xl

, xl < x < a/2;

x− l/2
xr − a/2

, a/2 < x < xr;

0, 0 < x < xl, xr < x < a.

(6.19)

Здесь d � a, xl = a/2 − d/2, xr = a/2 + d/2. Ток (6.19) является кусочно-

линейной функцией координаты. Он отличен от нуля вне отрезка [xl, xr], нарас-
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тает на отрезке [xl, a/2] и убывает на отрезке [a/2, xr]. При этом выполняется

условие нормировки ∫ a

0

Jdz =
2π

c
. (6.20)

Рис. 6.10. Усредненные погрешности (6.15) в задаче в задаче о границе раздела с поверх-

ностным током. Обозначения соответствуют рис. 6.7.

Погрешности, полученные в пакете FreeFEM++ в данной задаче, приведены

на рис. 6.10 в двойном логарифмическом масштабе. Здесь выбрано δ = 10−3.

Видно, что для всех рассмотренных типов конечных элементов погрешность

велика: она составляет ∼ 101. При сгущении сеток погрешность не убывает,

то есть сходимость отсутствует. Аналогичные результаты имели место и при

других значениях d = 10−1, 10−2, 10−5.

На рис. 6.10 приведена также усредненная погрешность бикомпактной схе-

мы. Видно, что она убывает в соответствии с теоретическим 2-м порядком схо-

димости. Точность бикомпактной схемы кардинально превосходит пакет Free-

FEM++.

5 o Таким образом, предлагаемая бикомпактная схема на специальных сет-

ках позволяет проводить расчеты решений с сильными разрывами. Это свиде-

тельствует об исключительно высокой надежности этого метода. Пакет Free-

FEM++, основанный на методе конечных элементов, не позволил решить эту

задачу. Это убедительно показывает преимущества предлагаемой схемы.
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6.1.4. Плотность энергии электромагнитного поля

Рассмотрим плотность энергии электромагнитного поля

E =
1

8π
(ε|Ex|2 + µ|Hy|2). (6.21)

Если среда прозрачная (то есть поглощение отсутствует), то энергия сохраня-

ется при распространении волны.

В задачах п. 6.1.2, 6.1.3 мы вычисляли E в каждом узле сетки. Затем вычис-

лялась L2-норма разности численного En и точного Eex значений этой величины

δE = ‖Eex(zn)− En‖L2
. (6.22)

Рис. 6.11. Дисбаланс энергии (6.22) для бикомпактной схемы. Сплошная линия – задача

6.1.2, пунктир – задача 6.1.3.

Величину δE можно интерпретировать как средний дисбаланс энергии элек-

тромагнитного поля. Расчеты велись со сгущением сеток, и средний дисбаланс

вычислялся на каждой сетке. На рис. 6.11 приведена зависимость δE от числа

узлов сетки для обеих задач 6.1.2, 6.1.3. Масштаб графика двойной логарифми-

ческий. Видно, что в задаче 6.1.2 дисбаланс составляет δE ∼ 3·10−17÷3·10−15, а

в задаче 6.1.3 – δE ∼ 3 ·10−15÷3 ·10−13. С увеличением N дисбаланс возрастает,

причем средний наклон кривых равен 1/2. Это соответствует закону возраста-

ния δE ∼ N 1/2. Такие значения дисбаланса и характер его роста соответствуют

ошибкам компьютерного округления.
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Таким образом, независимо от величины шага сетки предложенная биком-

пактная схема передает закон сохранения энергии электромагнитной волны с

точностью ошибок округления. Это является дополнительным преимуществом

данной схемы.

6.1.5. Фотонный кристалл

Постановка задачи. 1 o Наиболее представительной проверкой любого чис-

ленного метода является расчет реальной задачи и сравнение с результатами

эксперимента. Примером одномерной задачи является распространение излу-

чения через одномерный фотонный кристалл (ФК) при нормальном падении.

Рассмотрим ФК, состоящий из 7 пар слоев {SiO2 – 160 нм, Ta2O5 – 112 нм}.

Поверх последнего слоя Ta2O5 нанесен слой SiO2 толщиной 260 нм (см. рис.

6.12) [310]. ФК находится в воздухе. На него из z = −∞ нормально падает

плоская линейно поляризованная монохроматическая волна.

Рис. 6.12. Фотонный кристалл. Зависимость ε от координаты z, соответствующая длины

волны на длине волны λ = 900 нм. Вертикальные линии – границы слоев. Стрелка –

направление распространения падающей волны.

2 o Закон дисперсии указанных материалов (то есть зависимость матери-

альных параметров от длины волны) были взяты из широко известной библио-

теки [311]. Оригинальные измерения выполнены в работе [312]. На рис. 6.13

приведен закон дисперсии в виде зависимости диэлектрической проницаемо-
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сти от длины волны. На рис. 6.14 представлен этот же закон дисперсии в виде

зависимости показателя преломления от длины волны.

Рис. 6.13. Зависимость диэлектрической

проницаемости ε от длины волны λ [311,

312]. Жирные линии – Ta2O5, тонкие –

SiO2. Сплошные линии – Re ε, штрихо-

вые – 103 · Im ε.

Рис. 6.14. Зависимость показателя пре-

ломления n от длины волны λ [311, 312].

Жирные линии – Ta2O5, тонкие – SiO2.

Сплошные линии – Re n, штриховые –

103 · Im n

Расчетные спектры. 1 o Были вычислены спектры отражения и прохож-

дения этого ФК. Они приведены на рис. 6.15 и 6.16.

Рис. 6.15. Расчетный спектр отражения

ФК на рис. 6.12. Сплошная линия – би-

компактная схема, пунктир – матричный

метод [313,314].

Рис. 6.16. Расчетный спектр прохождения

ФК на рис. 6.12. Обозначения соответ-

ствуют рис. 6.15.
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Опишем процедуру расчета. Зададим диапазон длин волн 500 6 λ 6 1200

нм и введем равномерную сетку по длине волны. Решим задачу при каждом

сеточном λ, полагая амплитуду падающей волны равной единице. Найдем отра-

женную волну Erefl как разность численного решения левее крайней левой пла-

стины и падающей волны. Вычислим интенсивность отраженной волны |Erefl|2.

Эта величина должна быть постоянной. Однако из-за сеточной погрешности

она представляет собой некоторой профиль, зависящий от z. Вычислим норму

L2 этого профиля. Полученное число есть расчетный коэффициент отражения

при данном λ.

Аналогично определялся расчетный коэффициент прохождения. Прошед-

шая волна Etransm есть численное решение исходной задачи правее крайней

правой пластины.

Сеточная погрешность расчета контролировалась по методу сгущения сеток

и составляла не более ∼ 0.1%.

2 o В спектрах хорошо видна запрещенная зона в диапазоне длин волн 850÷

1050 нм. В ней отражение является почти полным: ФК работает как зеркало.

Слева и справа от запрещенной зоны видны максимумы прохождения T ≈ 1; в

них отражение практически отсутствует R ≈ 0.

Отметим, что в эксперименте измерение отражения при нормальном паде-

нии достаточно проблематично. Расчет отражения на рис. 6.15 выполнен только

для верификации бикомпактной схемы.

3 o Для сравнения такой же расчет был выполнен с помощью метода матриц

рассеяния [313]. Использована реализация этого метода, опубликованная в [314].

Все среды являются изотропными, поэтому метод [313] дает те же результаты,

что и метод Берремана [315]. Напомним, что для стационарной задачи методы

рассеяния дают точные значения коэффициентов отражения и прохождения;

т.е. соответствующие спектры являются точными.

Спектры, найденные матричным методом, также приведены на рис. 6.15,

6.16. Видно, что с графической точностью спектры, найденные матричным ме-
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тодом и бикомпактной схемой, совпадают. Положения экстремумов отличаются

менее, чем на 0.1%, что соответствует точности расчета по бикомпактной схеме.

Это убедительно подтверждает правильность бикомпактной схемы.

Экспериментальный спектр. Для этого ФК доступен эксперименталь-

но измеренный спектр прохождения при нормальном падении. Эти измерения

выполнены производителем данного ФК [316] и любезно предоставлены автору

Бессоновым и Попковой, входящими в состав коллектива под руководством Фе-

дянина на кафедре квантовой электроники физического факультета МГУ им.

М.В. Ломоносова. Этот спектр показан на рис. 6.17.

Отметим, что этот спектр отличается от расчетного спектра, приведенного

на рис. 6.16. Максимумы прохождения оказываются сглаженными и не дости-

гают ста процентов.

Рис. 6.17. Спектр прохождения ФК на рис. 6.12. Жирная линия – эксперимент [316].

Тонкая линия – бикомпактная схема и виртуальный эксперимент. Штриховая линия –

границы доверительного интервала по методу виртуального эксперимента (соответству-

ют двум стандартным уклонениям).

Виртуальный эксперимент. 1 o Изготовление оптических покрытий –

сложный технологический процесс. Из-за этого геометрические параметры рас-

сеивателя (например, толщины слоев ФК) могут флуктуировать. Эти флук-

туации составляют несколько процентов от размера рассеивателя. Они вно-

сят существенные искажения в электромагнитный отклик конструкции. На-
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пример, колебания толщины слоя ФК влияют на интерференцию отраженных

волн внутри ФК. Это приводит к размытию резких минимумов и максимумов в

спектрах отражения и пропускания. Физическая природа этого фактора хорошо

известна [317].

Численное моделирование этого фактора на примере дифракционных ре-

шеток проводилось коллективом Сойфера [289]. Были выполнены расчеты ди-

фракции на одиночном деформированном элементе решетки, и было исследова-

но влияние величины деформации на спектр отражения. Однако предположе-

ние о том, что все элементы рассеивателя деформированы одинаково, является

слишком грубым. В реальном оптическом покрытии геометрические размеры

элементов флуктуируют относительно средних значений, причем детальная ре-

ализация этих флуктуаций зачастую неизвестна. Это затрудняет применение

методов типа преобразования координат и разложения преобразованного по-

ля. Требуется универсальная процедура расчета, которая позволяет учитывать

описанный фактор.

2 o В данной работе предлагается метод виртуального эксперимента.

Пусть один из параметров задачи A известен с ошибкой σA. Будем считать

этот параметр нормально распределенной случайной величиной с математиче-

ским ожиданием A и стандартным отклонением σA. Электромагнитный отклик

структуры является функцией этой случайной величины. Поэтому результаты

расчета необходимо усреднить по распределению P (A) значения A. Например,

средний коэффициент прохождения равен

〈T 〉 =

∫ ∞
−∞

T (a)P (a)da, P (a) =
1

σA
√

2π
exp

{
−(a− A)2

2σ2
A

}
. (6.23)

Одновременно можно найти доверительный интервал

σT =
√
〈T 2〉 − 〈T 〉2. (6.24)

Величина (6.24) есть оценка погрешности расчета, обусловленная погрешно-

стью задания параметра A.
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Параметр A может иметь различную природу: геометрические параметры

элементов структуры, неоднородности плотности, приводящие к локальным

флуктуациям показателя преломления, угловое расхождение падающего пучка

и т.д. Метод виртуального эксперимента позволяет учитывать эти типы возму-

щений единообразно. Мы рекомендуем использовать его во всех прикладных

расчетах как по численным, так и по аналитическим методам.

В случае неидеального фотонного кристалла A есть вектор, содержащий

толщины всех слоев. Описанную процедуру можно интерпретировать следую-

щим образом. Вся поверхность ФК разбивается на участки, соответствующие

фиксированным толщинам слоев. В рамках одного участка толщина каждого

слоя постоянна и изменяется при переходе к соседним участкам. Сумма от-

кликов от таких участков определяет отклик ФК в целом. Это напоминает

определение интеграла Лебега по схеме Даниэля.

Распределение P (A) является многомерным; оно равно произведению соот-

ветствующего числа одномерных гауссовых распределений. Поэтому квадрату-

ры (6.23), (6.24) имеют большую размерность. Их удобно вычислять методом

Монте-Карло. В задачах нанофотоники этот подход ранее не предлагался.

Результаты моделирования. 1 o На рис. 6.17 показан спектр, рассчи-

танный по бикомпактной схеме с методом виртуального эксперимента. В расче-

тах учитывались колебания толщины с типичным значением ±4.5 нм для всех

слоев ФК. Это согласуется с известными оценками, полученными с помощью

эллипсометрии. Для расчетной кривой представлен доверительный интервал,

то есть оценка погрешности из-за неточности задания толщин слоев. Эта оцен-

ка была получена с помощью виртуального эксперимента и соответствует двум

стандартным отклонениям.

2 o Видно, что спектр, рассчитанный по бикомпактной схеме и методу вирту-

ального эксперимента, согласуется с экспериментальным спектром в пределах

2-5% в широком диапазоне длин волн 500-1200 нм. Это соответствует точности

самого эксперимента.
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Также видно, что ширина доверительного интервала по методу виртуально-

го эксперимента сопоставима с расхождением расчетного и экспериментального

спектров. Поэтому флуктуации толщин слоев ФК являются важным фактором,

и их необходимо учитывать в расчетах.

3 o Предложенные методы обеспечивают высокую количественную точность

расчета реальных нестационарных задач фотоники. Это особенно важно при

численных исследованиях сложных эффектов, таких как долгоживущие свя-

занные состояния (поверхностные волны различных типов), а также при раз-

работке новых устройств интегральной фотоники.

6.2. Нестационарные задачи

В нестационарном случае были проведены расчеты трех тестовых задач:

распространение излучения в однородной среде (в том числе диспергирующей),

распространение излучения через границу раздела, излучение поверхностных

токов). Временная развертка падающего импульса может быть задана произ-

вольно. Для определенности в задачах этого пункта он считается гауссовым

E(t) = exp

(
− t2

2W 2
− iω0t

)
, ω0 =

3π

2
π, W =

π

4
. (6.25)

Напомним, что все величины считаются обезразмеренными. Ширина импульса

составляет ≈ π на половине высоты и ≈ 3π по основанию. Временная развертка

импульса представлена на рис. 6.18, а его спектр – на рис. 6.19.

6.2.1. Однородная среда

1 o Рассмотрим первую задачу из раздела 6.1 в нестационарной постановке.

Пусть в однородной среде с материальными параметрами ε = 1 + 5i, µ = 1

распространяется импульс (6.25).
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Рис. 6.18. Временная развертка падаю-

щего импульса. Сплошная линия – ReE,

пунктир – ImE

Рис. 6.19. Спектр падающего импульса

(сплошная линия) и зависимость показа-

теля преломления от частоты в задаче о

диспергирующей среде (пунктир).

2 o Построим точное решение этой задачи. Разложим падающий импульс

E(t) в интеграл Фурье

Eω =
1√
2π

∫ +∞

−∞
E(t)eiωtdt (6.26)

Решим задачу (5.21) – (5.24) для (5.23) E0 = Eω, Ea = 0. Это решение имеет

вид (6.5). Выполним обратное преобразование Фурье

Ex(z, t) =
1
√

2π

∫ +∞

−∞
Eωe

ik̃ze−iωtdω = E

t−√εµz
c

 , k̃ =
ω
√
εµ

c
,

Hy(z, t) =
1
√

2π

∫ +∞

−∞

√
ε

µ
Eωe

ik̃ze−iωtdω =

√
ε

µ
E

t−√εµz
c

 .

(6.27)

Это решение известно из учебников.

3 o Расчет проводился по нестационарной бикомпактной схеме. Полученные

погрешности приведены на рис. 6.20. Видно, что, во-первых, погрешности, най-

денные сравнением с точным решением, совпадают с оценками по Ричардсону, и

во-вторых, фактически порядок точности равен 2 и совпадает с теоретическим.
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Рис. 6.20. Погрешность решения в нестационарной задаче о среде с поглощением. Обо-

значения соответствуют рис. 6.2

6.2.2. Диспергирующая среда

1 o Рассмотрим предыдущую задачу в усложненной постановке. Пусть те-

перь среда является диспергирующей, то есть величины ε(ω) и µ(ω) зависят от

частоты.

2 o Точное решение по-прежнему выражается квадратурой (6.27), однако

класс ε(ω) и µ(ω), при которых ее удается вычислить ее в элементарных функ-

циях, весьма узок.

Положим ε(ω) = µ(ω) = A1ω + A0. Тогда обе квадратуры в (6.27) берутся

через интеграл Пуассона

Ex(z, t) =
W
√

2a
exp

 b2

4a
− c

 , Hy(z, t) = Ex(z, t)

a =
W 2

2
− i

A1

c
z, b = ω0W 2 + i

A0z

c
− t

 , c =
1

2
(ω0W )2.

(6.28)

Этот случай представляет большую ценность, поскольку обе компоненты реше-

ния выражаются явно. По-видимому, это решение является новым.

В конкретном расчете были выбраны значения A1 = 3, A0 = 1. Соответ-

ствующая зависимость n(ω) =
√
ε(ω)µ(ω) показателя преломления от частоты

приведена на рис. 6.19 (правая ось ординат). Видно, что на отрезке частот, со-
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держащихся в импульсе (6.25), показатель преломления изменяется почти в 30

раз: от n = 1 до n ≈ 30. Поэтому данный тест достаточно представителен.

Рис. 6.21. Пространственная развертка

решения в задаче о диспергирующей сре-

де. Обозначения соответствуют рис. 6.18

Рис. 6.22. Погрешность решения в зада-

че о диспергирующей среде. Обозначения

соответствуют рис. 6.2

3 o Проанализируем характер решения. На рис. 6.21 показана зависимость

Ex и Hy от z при фиксированном t. Видно, что высокочастотные компоненты,

для которых n(ω) велико, распространяются медленно, а низкочастотные их

заметно обгоняют. В результате импульс расплывается, причем несимметрично.

За время T область локализации импульса увеличивается на cT (1/minn−

1/maxn), это наибольший из пространственных масштабов задачи. Наимень-

ший масштаб есть длина волны самой высокочастотной компоненты minλ =

2πc/max(ωn). Поэтому отношение наибольшего пространственного масштаба

к наименьшему в данной задаче равно

cT (1/minn− 1/maxn)

2πc/max(ωn)
≈ 46T. (6.29)

Видно, что увеличивая T , разномасштабность (6.29) можно сделать сколь угод-

но большой. Поэтому задачу следует относить к жестким. Это является до-

полнительным преимуществом предложенного точного решения, поскольку оно

оказывается хорошим тестом для алгоритмов адаптивного выбора шага по про-

странству и времени. Особенность этого теста заключается в том, что область,
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где нужно сгущать пространственную сетку, перемещается с течением времени,

и ее положение заранее неизвестно.

В проведенных расчетах полное время равнялось T = 30, и величина (6.29)

достигала ∼ 1400. Это достаточно высокая жесткость. Расчет проводился с по-

стоянным шагом по пространству и времени. Поэтому требовались достаточно

подробные сетки.

4 o На рис. 6.22 показаны полученные погрешности. Видно, что при сгуще-

нии сеток погрешности убывают в соответствии со вторым порядком точности,

и оценки по методу Ричардсона хорошо согласуются с погрешностями, опреде-

ленными непосредственно сравнением численного решения с точным. Этот тест

убедительно подтверждает правильность предложенного метода учета диспер-

сии.

5 o Отметим еще два случая, когда хотя бы часть решения удается выразить

явно. Во-первых, пусть µ = 1, и ε(ω) представимо в виде отношения квадратов

некоторых полиномов

ε(ω) =

P1(ω)

P2(ω)

2

,

P1(ω) = Anω
n + An−1ω

n−1 + . . .+ A0,

P2(ω) = Bmω
m +Bm−1ω

m−1 + . . .+B0.

(6.30)

Тогда интеграл для Hy(z, t) берется через вычеты в нулях полинома P2. Однако

вычислить квадратуру для Ex(z, t) не удается. Такой тест менее информативен,

чем описанный выше. Тем не менее, диэлектрическую проницаемость многих

реальных материалов можно описать равенством (6.30). Поэтому данный слу-

чай также представляет интерес.

Во-вторых, гауссова огибающая является моделью. Вместо нее можно ис-

пользовать огибающую следующего вида:

E(t) =
A

B + t2k
(6.31)
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Здесь k – натуральное число. Качественное поведение (6.31) аналогично (6.25).

В этом случае квадратуры (6.27) можно вычислить через вычеты при произ-

вольном законе дисперсии ε(ω), µ(ω).

Насколько нам известно, в литературе эти случаи не описаны.

6.2.3. Граница раздела диэлектриков

1 o Рассмотрим эту задачу в нестационарной постановке: пусть слева на

границу раздела падает импульс вида (6.25).

2 o Разложим падающий импульс в интеграл Фурье и для каждой спек-

тральной амплитуды Eω решим стационарную задачу (5.21) – (5.24). Точное

решение последней имеет вид (6.10) – (6.13), где E0 = Eω. Обратное преобра-

зование Фурье дает точное решение нестационарной задачи: при z < b решение

состоит из падающей и отраженной волн

Ex = E

√ε1µ1

z

c
− t

+ C2E

2b− z
c

√
ε1µ1 − t

 ,

Hy =

√
ε1

µ1
E

√ε1µ1

z

c
− t

−√ ε1

µ1
C2E

2b− z
c

√
ε1µ1 − t

 ;

(6.32)

а при z > b – из прошедшей

Ex = C3E

b
c

+
√
ε2µ2

z − b
c
− t

 ,

Hy = C3

√
ε2

µ2
E

b
c

+
√
ε2µ2

z − b
c
− t

 .

(6.33)

Найти это решение в литературе не удалось. По-видимому, оно является новым.

3 o Выберем такие же материальные параметры, как в п. 6.1: ε1 = µ1,

ε2 = 10, µ2 = 2. Расчет проводился по нестационарной схеме, соответствующие

погрешности приведены на рис. 6.23. Видно, что, во-первых, погрешности, най-

денные сравнением с точным решением, совпадают с оценками по Ричардсону, и

во-вторых, фактически порядок точности равен 2 и совпадает с теоретическим.
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Рис. 6.23. Погрешность решения в нестационарной задаче о границе раздела диэлектри-

ков. Сплошные линии – расчет по бикомпактной схеме, пунктир – по методу FDTD,

другие обозначения соответствуют рис. 6.2

4 o Для сравнения проводился расчет нестационарной задачи по схеме «с

перешагиванием» метода FDTD. Граница раздела расположена в целом узле

(напомним, что в этом методе к целым узлам относится поле Ex, а к полуцелым

– поле Hy). Соответствующие погрешности приведены на рис. 6.23. Видно, что

они существенно хуже, чем у бикомпактной схемы, а порядок точности только

1-й (вместо теоретического 2-го).

Причина снижения порядка точности у метода FDTD заключается в том,

что схема «с перешагиванием» некомпактна: шаблон занимает 1.5 шага по про-

странству и по времени. Поэтому, как бы ни была расположена граница раздела

(в целом узле или в полуцелом), обеспечить достаточную гладкость решения

внутри шаблона не удается. Это приводит к большой немонотонности решения

(то есть появлению сильных нефизичных осцилляций). Величина этих осцил-

ляций составляет O(h+ τ). Это и приводит к падению точности вблизи границ

раздела.

5 o В литературе предлагался ряд подходов, основанных на «размывании»

границы раздела, то есть замене скачка показателя преломления некоторым

сглаженным профилем. Известно, что это вносит физическую погрешность в

расчетное отражение. Приведем пример такого расчета.
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Рис. 6.24. Отражение от сглаженной границы раздела. Обозначения – см. текст.

Был выполнен расчет тестовой задачи со сглаженной границей раздела.

Пусть исходная (скачкообразная) граница раздела расположена между средами

с εl = 1 (слева) и εr = 5 (справа). Зададим сглаживание ε(x)

ε(x) = εl + (εr − εl)th[(x− x0)/∆], x ∈ [0, 1]. (6.34)

Здесь ∆ - характерная ширина размытия, x0 = 0.5 – положение границы раз-

дела.

Падающая волна движется слева направо. Коэффициент отражения R вы-

числим по процедуре, описанной в п. 6.1.5. На рис. 6.24 показана зависимость

R от ∆ (пунктир). Масштаб оси абсцисс логарифмический, чтобы охватить

широкий диапазон ∆. Для сравнения приведено отражение от исходной (т.е.

скачкообразной) границы раздела (пунктир), которое известно из теории Rth =

(
√
εr −

√
εl)/(
√
εr +

√
εl) = 0.382 . . .

Видно, что сглаживание границы раздела уменьшает отражение; и чем ши-

ре размытие, тем сильнее оно влияет на отражение. Узкое размытие ∆ ∼ 0.01

лишь слегка искажает отражение. Однако среда все еще сильно неоднородна и

представляет серьезную проблему для схемы Йе, поскольку амплитуда нефизч-

ных осцилляций все еще велика [301]. Достаточно широкое размытие ∆ ∼ 0.1
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ослабляет немонотонность, но вносит катастрофически большие искажения в

отражение.

6.2.4. Граница раздела с токами

1 o В нестационарном случае зададим поверхностный ток на границе разде-

ла в виде (6.25).

2 o Построим точное решение этой задачи. Разложим поверхностный ток

в интеграл Фурье и обозначим Фурье-образ j1 через jω. Решим стационарную

задачу (5.21) – (5.24) при E0 = Ea = 0 и j1 = jω. Ее точное решение имеет вид

(6.10), (6.11), (6.17), (6.18).

Выполним обратное преобразование Фурье и получим точное решение неста-

ционарной задачи. При z < b оно имеет вид

Ex(z, t) =
4π

c

1√
ε1/µ1 +

√
ε2/µ2

j1

(
b− z
c

√
ε1µ1 − t

)
,

Hy(z, t) = −
√
ε2

µ2
Ex(z, t).

(6.35)

При z > b нужно поменять местами индексы 1 и 2 и изменить знак разности

(b− z)→ (z − b)

Ex(z, t) =
4π

c

1√
ε1/µ1 +

√
ε2/µ2

j1([z − b]
√
ε2µ2/c− t),

Hy(z, t) = −
√
ε2

µ2
Ex(z, t).

(6.36)

Решение (6.35), (6.36) является новым.

3 o Погрешности расчета по нестационарной бикомпактной схеме приведены

на рис. 6.25. Видно, что, начиная со второй сетки (N ≈ 80), погрешность убы-

вает в соответствии со вторым порядком точности. Величины погрешностей,

вычисленные по методу Ричардсона, практически совпадают с погрешностями,

вычисленными по разности численного и точного решений.

4 o Для сравнения был проведен расчет нестационарной задачи по явной схе-

ме «с перешагиванием» метода FDTD. При этом расчет велся по однородной



257

Рис. 6.25. Погрешность решения в нестационарной задаче о границе раздела с поверх-

ностными токами. Обозначения соответствуют рис. 6.23

схеме, то есть без явного выделения особенности. Соответствующие погреш-

ности даны на рис. 6.25. Видно, что этот метод вообще не может обеспечить

сходимость: при уменьшении шага погрешность не убывает.

5 o Таким образом, приведенные примеры расчетов убедительно показывают

преимущества предложенного метода по сравнению с известными подходами.

6.3. Основные результаты главы

1. Построены физически содержательные и сложные для расчета тестовые

примеры. С их помощью показано, что разностные методы, предложенные

в главе 5, кардинально превосходит существующие подходы по точности и

надежности.

2. Проведены расчеты задачи о нормальном падении плоской волны на одно-

мерный фотонный кристалл. Для учета флуктуаций толщин слоев образца

предложен новый подход, названный методом виртуального эксперимен-

та. Рассчитан спектр прохождения через фотонный кристалл. Результаты

расчета хорошо согласуются с ранее измеренным спектром в пределах экс-

периментальных погрешностей 2-5%.
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7. Метод оптических путей

7.1. Наклонное падение плоской волны на плоский

рассеиватель

7.1.1. Рассеяние монохроматического излучения плазмонными

структурами

1 o Рассмотрим многослойную плоско-параллельную структуру из п. 5.1.1.

Пусть часть пластин является диэлектрическими, часть – проводящими (т.е.

проводниками или полупроводниками).

2 o Пусть на эту структуру наклонно падает плоская линейно поляризо-

ванная электромагнитная волна частоты ω. Ось z направим перпендикулярно

пластинам. Ось x направим так, чтобы волновой вектор лежал в плоскости

Oxz. Угол падения (то есть угол между волновым вектором падающей волны

и нормалью к пластинам) обозначим через α.

Как известно, при наклонном падении возможны две поляризации волны.

Волна называется s-поляризованной, если вектор E перпендикулярен плоско-

сти, образованной волновыми векторами падающей и отраженной волн. То-

гда вектор E имеет только y-компоненту E = {0, Ey, 0}, а вектор H – x- и z-

компоненты H = {Hx, 0, Hz}. Такая поляризация проиллюстрирована на рис.

7.1, где для простоты приведена одна граница раздела. Если вектор E лежит в

плоскости, образованной волновыми векторами падающей и отраженной волн,

то волна называется p-поляризованной (см. рис. 7.2). Тогда вектор E имеет

только x- и z-компоненты E = {Ex, 0, Ez}, а вектор H – только y-компоненту

H = {0, Hy, 0}.

При этом если падающая волна имеет s-поляризацию, то отраженная и

прошедшая волны также будут s-поляризованными; аналогично в случае p-

поляризации. Мы будем считать, что падающая волна является s- либо p-

поляризованной. Именно этот случай представляет интерес для приложений.
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Рис. 7.1. S-поляризованная волна. Жир-

ная линия – направление распростране-

ния прямой волны (лучевая траектория).

Пунктир – направление распространения

отраженной волны. Тонкая линия – гра-

ница раздела сред. Штриховая линия –

нормаль к границе раздела.

Рис. 7.2. P -поляризованная волна. Обо-

значения соответствуют рис. 7.1.

3 o Пусть внешние объемные токи отсутствуют Jext = 0. Падающее излу-

чение индуцирует объемные токи Jind
q = σqEq. Они направлены так же, как

вектор E. Эти токи излучают волны, которые интерферируют с падающей, от-

раженной и прошедшей волнами. При этом могут формироваться различные

связанные состояния (см. п. 5.1.3).

4 o Будем считать, что материал пластин может быть неоднородным из-за

нагрева токами и падающим излучением. При этом будем считать, что εq, µq,

σq зависят только от z и не зависят от x, y.

Данная задача возникает в плазмонике [276–278].

5 o Математическая постановка этой задачи включает уравнения Максвел-

ла (5.4), условия сопряжения (5.5) при jsurf = 0 и двумерный аналог условий

излучения на границах расчетной области.
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Сформулируем условия излучения для данной задачи. Выделим участок

рассеивателя, ограниченный плоскостями x = 0 и x = d > 0. Для компактности

записи введем следующие обозначения:

A±q =
∂

∂x
± i(k̃q)x, B±q =

∂

∂z
± i(k̃q)z. (7.1)

Здесь (k̃q)x = k̃q sinαq и (k̃q)z = k̃q cosαq – проекции волнового вектора в q-й

пластине на оси x и z соответственно. Значения 1 6 q 6 Q − 1 соответствуют

пластинам рассеивателя, q = 0 – среде при z < 0, q = Q – среде при z > a.

Напомним, что волновое число в q-й пластинке равно k̃q = ω
√
εqµq/c.

Оператор A+
q B

+
q позволяет выделить падающую волну ∼ exp{i(k̃q)xx +

i(k̃q)zz} в q-й среде и задать ее амплитуду, не затрагивая амплитуду отражен-

ной волны ∼ exp{i(k̃q)xx− i(k̃q)zz}.

Таким образом, условия излучения принимают следующий вид:

A+
q B

+
q E = −4(k̃q)x(k̃q)zE

0
qe
i(k̃q)zz, x = 0, ξq−1 < z < ξq, (7.2)

A+
0 B

+
0 E = −4(k̃0)x(k̃0)zE

0
0e
i(k̃0)zz, z = 0, 0 < x < d, (7.3)

A−q B
+
q E = 0, x = d, ξq−1 < z < ξq, (7.4)

A+
QB
−
QE = 0, z = a, 0 < x < d. (7.5)

Здесь E0
q – амплитуда волны, падающей на границу раздела z = ξq из среды q

в среду q+ 1. Амплитуда E0
q+1 связана с E0

q коэффициентами Френеля. Ампли-

туда E0
0 соответствует излучению, падающему на границу рассеивателя z = 0.

Условия (7.4) показывают, что падающая и отраженная волны свободно про-

ходят через границу x = d, а условие (7.5) – что прошедшая волна свободно

проходит через границу z = a.

7.1.2. Рассеяние монохроматического излучения оптическими

структурами

1 o Пусть в задаче п. 7.1.1 все пластины выполнены из диэлектрических

материалов и прозрачны для падающего излучения (то есть величина Im ε� 1
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мала). Пусть все объемные и поверхностные токи отсутствуют Jext
q = J ind

q = 0,

jextq = jindq = 0.

2 o Пусть на эту структуру наклонно падает плоская линейно поляризован-

ная электромагнитная волна частоты ω. Направление осей координат выберем

так же, как в задаче п. 7.1.1. Возможны две поляризации падающей волны, они

показаны на рис. 7.1, 7.2. Падающее излучение частично отражается от струк-

туры и частично проходит через нее. Внутри структуры могут образовываться

связанные состояния, например, поверхностные волны Блоха [318,319].

3 o Будем считать пластинки пространственно однородными, т.е. внутри

каждой пластины материальные параметры εq, µq постоянны. При этом пред-

полагается, что нагрев пластин падающим излучением пренебрежимо мал.

4 o В литературе данную задачу принято называть оптической. Она часто

встречается во многих технических приложениях (см. п. 5.1.4).

5 o Математическая постановка задачи включает уравнения Максвелла (5.4),

условия сопряжения (5.5) и двумерные условия излучения (7.2) – (7.5).

7.1.3. Рассеяние электромагнитного импульса плазмонными

структурами

1 o Пусть в задаче п. 7.1.1 на рассеиватель падают не монохроматическая

волна, а волновой пакет

f0(ζ) = E0 (ζ) exp
(
−iω0ζ

)
, ζ = t− (k̃0r)

k̃0c
(7.6)

с несущей частотой ω0 и заданной огибающей E0. Здесь k̃0/k̃0 – единичный

вектор в направлении распространения волны, k0 = ω0/c. Пусть импульс (7.6)

является плоским и линейно поляризованным, а огибающая – финитной. Оси

координат выберем так же, как в задаче (7.1.1).

Падающее излучение индуцирует объемные токи Jind
q = σqEq, которые пе-

реизлучают линейно поляризованные импульсы.
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2 o Пусть показатель преломления и проводимость зависят от координаты

z, но медленно меняются со временем. Среды имеют частотную дисперсию, но

пространственная дисперсия пренебрежимо мала. Условия, когда эти предпо-

ложения верны, сформулированы в п. 5.1.5.

3 o Описанная задача возникает при рассмотрении сверхбыстрых процессов

в плазмонных структурах (см. п. 5.1.6); она имеет большое значение для прак-

тических приложений. Данная задача является обобщением задачи п. 7.1.1.

4 o Приведем математическую постановку задачи. Она содержит уравне-

ния Максвелла (5.14), начальные условия (5.15), условия сопряжения (5.5) при

jsurf = 0 и нестационарные двумерные условия излучения на границах x = 0,

x = d, z = 0, z = a.

Сформулируем нестационарный аналог условий (7.2) – (7.5). Для этого в

них нужно заменить iω → ∂/∂t и подставить в правую часть импульс (7.6).

Обозначим

C±q =
∂

∂x
∓ sinαq

c

∂

∂t
, D±q =

∂

∂z
∓ cosαq

c

∂

∂t
. (7.7)

Тогда нестационарные условия излучения, описывающие падение волны на рас-

сеиватель, принимают вид

C+
q D

+
q E = −4

(ω0)2

c2
sinαq cosαz

d2f q

dζ2
, ζ = t− (k̃0r)

k̃0c
(7.8)

при x = 0, ξq−1 < z < ξq и при z = 0, 0 < x < d. Здесь f q – профиль

падающего импульса в q-й пластине. Условия излучения, описывающие уход на

бесконечность прошедшей волны, записываются следующим образом:

C−q D
+
q E = 0, x = d, ξq−1 < z < ξq, (7.9)

C+
QD

−
QE = 0, z = a, 0 < x < d. (7.10)

Условия (7.8) – (7.10) интерпретируются аналогично (7.2) – (7.5)
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7.1.4. Рассеяние электромагнитного импульса оптическими

структурами

1 o Пусть в задаче п. 7.1.2 на рассеиватель падает волновой пакет (7.6). Оси

координат выберем так же, как в п. 7.1.2. Будем считать, что материальные

параметры εq, µq постоянны в пределах каждой пластины. Имеет место частот-

ная дисперсия, причем пространственная дисперсия считается пренебрежимо

малой.

2 o Данная задача имеет большое значение для исследования динамики свя-

занных состояний в полностью диэлектрических структурах (см. п. 5.1.7).

3 o Математическая постановка задачи включает уравнения Максвелла (5.17),

начальные условия (5.18), условия сопряжения (5.19) и условия излучения (7.8) –

(7.10).

7.2. Задача в интегральной форме

Стационарная задача включает интегральные уравнения Максвелла (5.21), (5.22),

условия сопряжения (5.24) при jsurf = 0 и условия излучения (7.2) – (7.5).

Нестационарная задача состоит из уравнений Максвелла (5.25), (5.26),

условий сопряжения (5.28) при jsurf = 0, начальных условий (5.29) и условий

излучения (7.8) – (7.10).

Очевидно, эти постановки содержат задачи п. 7.1.1 – 7.1.4 как частные слу-

чаи.

7.3. Известные методы

Задачи, описанные в п. 7.1.1 – 7.1.4, являются двумерными. Обзор методов

для них дан в приложении 2.

Для задачи п. 7.1.2 наиболее эффективны методы типа матриц рассеяния.

Для задачи п. 7.1.1 при отсутствии поверхностных токов наиболее работоспо-
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собны, по-видимому, методы конечных и граничных элементов. Для задач, в

которых есть поверхностные токи, методы не разработаны.

Для нестационарных задач п. 7.1.3, 7.1.4 при отсутствии поверхностных то-

ков применимы только методы конечных разностей и конечных элементов во

временной области. Как отмечалось ранее, эти методы обладают рядом прин-

ципиальных недостатков. Методы, позволяющие рассчитывать решения с силь-

ным разрывом, не предложены.

7.4. Оптические пути

7.4.1. Снижение размерности многомерных задач

Задачи для уравнений математической физики со многими переменными

представляют большую вычислительную сложность. Существует, однако, ряд

приемов, которые позволяют снизить размерность задачи. Это аналитико-чис-

ленные алгоритмы, как правило, основанные на физических упрощениях зада-

чи. Одним из них является автомодельная замена переменных, что превращает

уравнение в частных производных в ОДУ. Построение таких замен можно счи-

тать скорее искусством; общие алгоритмы отсутствуют.

Другим хорошо известным способом является метод характеристик для ги-

перболических задач. Интегрирование исходного уравнения вдоль характери-

стики можно трактовать как задачу сниженной размерности.

Близко к этому примыкают подходы, в которых гиперболическая система

интегрируется вдоль направления распространения колебаний. Например, та-

кой подход развивали Доброхотов, Назайкинский,Шафаревич, Секерж-Зенькович,

Аникин, Толченников и другие (см., например, [320,321] и цитированную лите-

ратуру). В указанных работах задача решалась в два этапа: сначала на основе

вариационного принципа вычислялись лучевые траектории, затем вдоль них

проводились одномерные расчеты фронта волны.



265

Эти авторы применяли данный подход к расчетам коротковолновых радио-

трасс в ионосфере, моделированию распространения океанских волн и форми-

рования цунами и некоторым другим задачам. Во всех этих задачах свойства

среды, в которой распространяется волна, плавно зависят от координаты, т.е.

границы раздела отсутствуют.

Аналогичный подход развивали Форбс и Алонсо применительно к задачам

волновой оптики (дифракции, распространения электромагнитных полей по

волноводам и др.) [322–329]. Эти авторы рассматривали отражение и прелом-

ление на одной границе раздела. Они вводили лучи для отраженной и прелом-

ленной волн. Однако при наличии нескольких границ раздела возникают мно-

жественные переотражения, причем в прозрачной среде таких перетражений

бесконечно много. Обобщение метода Форбса-Алонсо на этот случай сталкива-

ется с серьезными трудностями. Суммарное поле содержит бесконечное число

слагаемых. Обрезание такого ряда вносит погрешность, величина которой тре-

бует дополнительных исследований.

Тем не менее, описанные полуаналитические методы намного экономичнее

прямого численного моделирования многомерной задачи, поэтому он представ-

ляется перспективными.

Задачи п. 7.1.1 – 7.1.4 являются двумерными. В данной работе предлага-

ется подход, позволяющий свести их к одномерной постановке. Он применим

как в среде с плавно меняющимся показателем преломления, так и в слоистой

(имеющей несколько границ раздела). Этим предлагаемый подход отличается

от методов группы Доброхотова и метода Форбса-Алонсо. Он был назван ме-

тодом оптических путей. Он сводится к интегрированию уравнений Макс-

велла вдоль направления распространения (лучевой траектории) падающей и

преломленной волн.
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7.4.2. Лучевые траектории

1 o Рассмотрим стационарные задачи п. 7.1.1 и 7.1.2. Пусть сначала объем-

ные и поверхностные токи отсутствуют J = 0, j = 0. Обобщение на случай

проводящих пластин будет построено далее (см. п. 7.4.8). Материал пластин

может быть как однородным (см. задачу п. 7.1.2), так и неоднородным (см.

задачу п. 7.1.1).

2 o На каждой q-й границе раздела падающая волна частично отражается

и, преломляясь, частично проходит далее. У падающей и прошедшей волны

z-компонента волнового вектора положительна kz > 0. Такие волны будем на-

зывать прямыми. У отраженной волны z-компонента волнового вектора отри-

цательна kz > 0. Такие волны будем называть обратными. Прямая прошедшая

волна падает на следующую (q + 1)-ю границу раздела, причем угол падения

равен углу преломления для q-й границы раздела. На (q + 1)-й границе разде-

ла волна претерпевает отражение и преломление. Отраженная обратная волна

возвращается к q-й границе и также испытывает на ней отражение и преломле-

ние. Волна, отраженная от q-й границы, становится прямой и вместе с другими

прямыми волнами падает на (q + 1)-ю границу.

Число таких переотражений очень велико (в случае пренебрежимо малого

поглощения переотражений бесконечно много). При этом в каждой пластине все

прямые волны имеют одни и те же углы падения и преломления, все обратные

волны имеют одни и те же углы отражения. Поэтому можно ввести единую

лучевую траекторию для прямых волн.

2 o Лучевую траекторию построим в рамках геометрической оптики. Для

этого необходимо использовать принцип Ферма (аналогично [321]). Он приме-

ним, поскольку предполагается, что пространственная дисперсия отсутствует.

Принцип Ферма приводит к задаче на экстремум функционала времени рас-

пространения света в среде∫ a

0

n(z)

c

√
1 + (x′(z))2dz → min . (7.11)
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Здесь c/n(z) – скорость распространения света в среде. Это уравнение опреде-

ляет лучевую траекторию x(z) падающей волны. В неоднородной среде данная

лучевая траектория является криволинейной. Лучевая траектория отраженной

волны зеркально симметрична траектории падающей волны относительно плос-

кости Oyz. Чтобы построить ее, нужно сделать замену x→ −x при сохранении

знака z.

Методы решения таких задач обсуждаются в [330–332]. Возможно также

применение прямого сеточного метода [12].

3 o В простейшем случае, если рассеиватель составлен из однородных изо-

тропных диэлектрических пластин, эта задача допускает несложное аналити-

ческое решение. Прямые и обратные волны распространяются по прямым ли-

ниям, направление которых в q-й пластине определяется законом Снеллиуса

(который, как известно, есть следствие принципа Ферма). Угол преломления

βq в q-й границе раздела определяется равенством

βq = arcsin
nq+1

nq
sinαq, (7.12)

где αq – угол падения на q-ю границу раздела.

Пример лучевой траектории для одной границы раздела между однородны-

ми средами приведен на рис. 7.1, 7.2. Эта лучевая траектория является неглад-

кой: она испытывает излом на каждой границе раздела. Обозначим координату

вдоль лучевой траектории через η. Для случая рис. 7.1, 7.2 преобразование ко-

ординат z → η выполняется по следующему правилу:

η =
z

cosα
, z < 0,

η =
z

cos β
, z > 0.

(7.13)

Если границ раздела несколько, то преобразование (7.13) обобщается очевид-

ным образом.

4 o В качестве пространственной координаты выберем лучевую траекто-

рию прямой волны.
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7.4.3. Неизвестные функции

1 o Рассмотрим падающую волну. Как в однородной, так и в неоднород-

ной среде на лучевой траектории поля E и H ортогональны k и имеют только

одну компоненту, равную комплексной амплитуде соответствующего вектора.

Поэтому задача, в которой присутствует только падающая волна, является од-

номерной. То же справедливо для отраженной волны.

2 o Во всех пластинах рассеивателя, кроме последней ξQ−1 6 z 6 ξQ, поле яв-

ляется суперпозицией падающей и отраженной волн. В этом случае суммарные

векторы E и H не ортогональны k. Однако, согласно закону отражения, углы

между полевыми векторами падающей и отраженной волн и осями координат

одинаковы. Так, для s-поляризации угол между полем Hinc падающей волны и

осью z равен углу между полем Hrefl отраженной волны и осью z (аналогично

для оси x). То же справедливо для полей Einc, Erefl в случае p-поляризации. По-

этому проекции суммарного поля на оси координат вычисляются следующим

образом:

Hz = (Hinc)z + (Hrefl)z = (Hinc +Hrefl) sinα, для s-поляризации,

Ez = (Einc)z + (Erefl)z = (Einc + Erefl) sinα, для p-поляризации.
(7.14)

Выражения для Ex, Hx получаются из (7.14) заменой sin→ cos.

3 o Таким образом, как и в случае нормального падения, решение полностью

определяется суммой комплексных амплитуд падающей и отраженной

волн. Поэтому для расчета можно использовать одномерную схему, в которой

неизвестной функцией является указанная сумма.

7.4.4. Условия сопряжения

Интегральные уравнения Максвелла в изотропной среде инвариантны отно-

сительно поворота системы координат. Поэтому, чтобы перейти к координате

вдоль лучевой траектории, достаточно модифицировать условия сопряжения

на границе раздела сред.
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Рассмотрим падение волны на одну границу раздела (см. рис. 7.1, 7.2). Усло-

вия сопряжения для тангенциальных компонент полей на этой границе имеют

вид

(Eτ)1 = (Eτ)2, (Hτ)1 = (Hτ)2. (7.15)

Здесь среда 1 расположена до границы раздела, а среда 2 – после. Для s-

поляризации условия сопряжения имеют вид

E1 = E2, H1 cosα = H2 cos β, (7.16)

где α – заданный угол падения, β – угол преломления. Для p-поляризации

условия сопряжения записываются следующим образом:

H1 = H2, E1 cosα = E2 cos β. (7.17)

Условия сопряжения непосредственно входят в разностную схему. По срав-

нению со случаем нормального падения добавляются только множители cosα

и cos β. Если границ раздела несколько, то условия (7.16), (7.17) записываются

на каждой из них.

Чтобы учесть полное внутреннее отражение, введем чисто мнимое волновое

число k → ik, если (Re n1/Re n2) sinα > 1. Такая замена справедлива, если

среда не является генерирующей.

7.4.5. Эффективная толщина

После перехода к координате вдоль лучевой траектории эффективная тол-

щина пластин отличается от физической толщины. Потребуем, чтобы пластины

эффективной толщины обеспечивала правильный набег фазы.

Рассмотрим наклонное падение плоской волны на плоско-параллельную пла-

стину (интерферометр Фабри-Перо). Как известно, разность фаз у волны, од-

нократно прошедшей туда и обратно через пластинку, и волны, отразившейся

от наружной поверхности пластины, равна

δ =
2π

λ
2hn cos β. (7.18)
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Чтобы обеспечить такую же разность фаз при движении вдоль лучевой траек-

тории, заменим физическую толщину на эффективную

h→ h cos β. (7.19)

Если в среде имеется поглощение, то есть Im n 6= 0, то угол β формально ока-

зывается комплексным. При этом набег фазы δ также является комплексным,

то есть учитывает затухание волны. В этом случае в (7.19) нужно взять | cos β|.

Такая пластинка эффективной толщины будет давать такой же спектр отра-

жения, что исходная пластинка при наклонном падении. При наличии несколь-

ких пластин толщину каждой заменим на эффективную.

Замечание 1. Для прозрачной среды без поглощения замена пластинки на

эффективную является точной. Если поглощением пренебречь нельзя, то метод

оптических путей вносит некоторую физическую погрешность. Величина этой

погрешности проиллюстрирована в п. 7.5.5.

Замечание 2. Строго говоря, в диспергирующей среде эффективные тол-

щины для различных частот оказываются разными. Если среда является еще

и неоднородной, то для волн с различными частотами будут несколько отли-

чаться лучевые траектории.

Однако для реальных диэлектрических материалов в оптическом диапазоне

это различие невелико. Поэтому мы им пренебрегаем и вычисляем лучевые

траектории и эффективные толщины слоев по частоте, соответствующей се-

редине рассматриваемого диапазона. Далее на конкретных примерах (см. п.

7.5.6) будет показано, что вносимая при этом погрешность не превышает 0.1%,

что гарантированно перекрывает потребности практики в задачах фотоники и

плазмоники.

7.4.6. Разностная схема

Рассмотрим оптически эквивалентный рассеиватель. Эффективные толщи-

ны пластин равны (ξq+1− ξq) cos βq, 1 6 q 6 Q−1, где ξ0 = 0. Введем специаль-
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ную сетку, в которой указанные точки являются узлами; остальные узлы могут

быть расставлены произвольно. Разностная схема для случая s-поляризации

будет иметь следующий вид:

H2n−1 −H2n−2 =
iω

2c
εn−1/2∆zn−1/2(E2n−1 + E2n−2), 1 ≤ n ≤ N, (7.20)

E2n−1 − E2n−2 =
iω

2c
µn−1/2∆zn−1/2(H2n−1 +H2n−2), 1 ≤ n ≤ N, (7.21)

E2n = E2n−1, H2n cos βn = H2n−1 cosαn, 1 ≤ n ≤ N − 1, (7.22)
√
ε0E0 +

√
µ0H0 = 2

√
ε0E

0, z = 0
√
εNE2N−1 −

√
µNH2N−1 = 2

√
εNE

a, z = a.
(7.23)

Здесь α0 и β0 – угол падения и угол преломления на границе расчетной области,

α1 и β1 – угол падения и угол преломления, соответствующие первому узлу

сетки и т.д. При этом β0 вычисляем по заданному α0 по формуле (7.12), затем

полагаем α1 = β0, β1 определяем по α1 согласно (7.12) и т.д. Если в n-м узле

граница раздела отсутствует, то преломления не происходит, и βn = αn по

построению.

В случае p-поляризации нужно заменить равенства (7.22) на

E2n cos βn = E2n−1 cosαn, H2n = H2n−1, 1 ≤ n ≤ N − 1. (7.24)

Решение разностной схемы (7.20) – (7.24) соответствует фиксированной ко-

ординате x. Чтобы получить решение исходной двумерной задачи, необходимо

сделать обратную замену переменных η → z по формуле (7.13) и умножить

решение на

exp
(
ixm

ω

c

√
εnµn sinαn

)
. (7.25)

Здесь {xm} – сетка по координате x. Значения материальных параметров εn,

µn целесообразно вычислять в узлах сетки. Множитель (7.25) описывает рас-

пространение волны вдоль границ раздела.

Напомним, что в (7.20) – (7.24) неизвестными являются не проекции, а ком-

плексные амплитуды полевых векторов. Заметим, что они претерпевают раз-

рывы на каждой границе раздела сред. Однако бикомпактные схемы, постро-
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енные в главе 5, позволяют легко преодолеть эту трудность. При этом метод

оптических путей существенно расширяет область применимости одномерных

бикомпактных схем.

Сходимость схемы (7.20) – (7.24) обосновывается полностью аналогично

п. 5.4. В частности, справедливы те же оценки устойчивости по граничным

условиям.

7.4.7. Клиновидная пластина

Предложенный метод можно обобщить на случай клиновидных пластин,

когда границы раздела являются плоскими, но не параллельными. Построим

такое обобщение, следуя [264].

Набег фазы волны, прошедшей туда и обратно через пластинку, прибли-

женно описывается формулой (7.18), где h – толщина пластины в том месте,

где происходит отражение света. Так, если угол при вершине клина равен γ, то

на расстоянии x от вершины толщина пластинки равна h(x) = x tg γ. Поэтому

для клиновидной пластины эффективная толщина вводится по формуле (7.19),

в которой нужно подставить «местную» физическую толщину h(x).

В условиях сопряжения необходимо учитывать, что углы α и β отсчитыва-

ются от нормали к границам раздела.

Сеточная задача (7.20) – (7.24) решается при каждом фиксированном xl.

Решение умножается на множитель (7.25), где вместо xm нужно подставить

xm − xl (то есть на то расстояние, «проходит» волна от источника xl до точ-

ки наблюдения xm). Затем полученные решения необходимо просуммировать с

весом, обратным числу шагов сетки по x.

7.4.8. Индуцированные токи

S-поляризация. В этом случае векторы электрического поляEinc = {0, Einc, 0}

в падающей и Erefl = {0, Erefl, 0} направлены вдоль оси y. Поэтому вектор

Jind = σE также направлен вдоль той же оси. Эти токи излучают электро-
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магнитные волны, в которых вектор Eemit = {0, Eemit, 0} направлен так же,

как векторы Einc и Erefl. Амплитуда суммарного поля есть сумма амплитуд по-

лей падающей, отраженной и переизлученной волн. Поэтому схема для случая

s-поляризованных волн в проводящей среде будет иметь следующий вид:

H2n−1 −H2n−2−

−(iωc−1εn−1/2 − 4πc−1σn−1/2)∆zn−1/2(E2n−1 + E2n−2) = 0,

1 ≤ n ≤ N,

(7.26)

E2n−1 − E2n−2 − iω(2c)−1µn−1/2∆zn−1/2(H2n−1 +H2n−2) = 0,

1 ≤ n ≤ N,
(7.27)

E2n = E2n−1, H2n cos βn = H2n−1 cosαn, 1 ≤ n ≤ N − 1, (7.28)
√
ε0E0 +

√
µ0H0 = 2

√
ε0E

0, z = 0
√
εNE2N−1 −

√
µNH2N−1 = 2

√
εNE

a, z = a.
(7.29)

P -поляризация. При p-поляризации векторы Einc падающей и Erefl отра-

женной волн не лежат в плоскости границ раздела: они имеют x- и z-компоненты.

Объемные токи Jind направлены так же, как вектор Einc + Erefl. Поэтому в из-

лучаемой ими волне вектор Eemit параллелен сумме электрических полей пада-

ющей и отраженной волн Einc + Erefl.

Таким образом, разностная схема для случая p-поляризованной волны в

проводящей среде имеет следующий вид:

H2n−1 −H2n−2−

−(iωc−1εn−1/2 − 4πc−1σn−1/2)∆zn−1/2(E2n−1 + E2n−2) = 0,

1 ≤ n ≤ N,

(7.30)

E2n−1 − E2n−2 − iω(2c)−1µn−1/2∆zn−1/2(H2n−1 +H2n−2) = 0,

1 ≤ n ≤ N,
(7.31)

E2n cos βn = E2n−1 cosαn, H2n = H2n−1, 1 ≤ n ≤ N − 1 (7.32)
√
ε0E0 +

√
µ0H0 = 2

√
ε0E

0, z = 0
√
εNE2N−1 −

√
µNH2N−1 = 2

√
εNE

a, z = a.
(7.33)
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7.4.9. Нестационарные задачи

Нестационарные задачи п. 7.1.3, 7.1.4 методом спектрального разложения

сводятся к набору стационарных задач п. 7.1.1, 7.1.2. Для каждой них запи-

сываются разностные схемы (7.20) – (7.24), (7.26) – (7.29) либо (7.30) – (7.33).

Решим их и выполним обратное преобразование Фурье. Это даст искомое ре-

шение нестационарных задач п. 7.1.3, 7.1.4.

7.4.10. Сравнение с аналогичными подходами

Сравним область применимости метода оптических путей и известных под-

ходов.

Как отмечалось выше, методы группы Доброхотова применимы к задачам,

в которых свойства среды плавно зависят от координаты, т.е. границы раздела

отсутствуют. Метод Форбса-Алонсо разработан для сред с плавно меняющимся

показателем преломления. Обобщение этих подходов на задачи в слоистых сре-

дах с несколькими границами раздела сталкивается со значительным трудно-

стями из-за множественных переотражений. Предлагаемый метод оптических

путей построен как для градиентных сред с плавно меняющимся показателем

преломления, так и для слоистых.

В оптических задачах широко применяются методы матриц рассеяния. Од-

нако они применимы для кусочно-однородных сред: внутри слоев показатели

преломления не должны зависеть от координаты. Метод оптических путей при-

меним к задачам, в которых пластины могут быть пространственно неоднород-

ными.

Методы матриц рассеяния и метод Форбса-Алонсо применимы только для

стационарных задач. Метод оптических путей построен как для стационарных,

так и для нестационарных задач.

Таким образом, в рамках постановок п. 7.1.1 – 7.1.4 метод оптических путей

применим к более широкому кругу задач.
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7.4.11. Пакет программ

Предлагаемый подход (метод оптических путей, метод спектрального разло-

жения и бикомпактные схемы для стационарных подзадач) реализован в виде

прикладного пакета программ BiSpDec в среде Matlab. В нем реализовано ре-

шение системы уравнений Максвелла при наклонном падении плоской линейно

поляризованной волны на набор плоско-параллельных диэлектрических пла-

стин. Программа вычисляет электромагнитное поле, спектр отражения от рас-

сеивателя, кросс-корреляционную функцию и время жизни связанного состоя-

ния с апостериорной асимптотически точной оценки погрешности. Этот пакет

непосредственно использовался при приведении расчетов п. 7.6. Пакет распро-

страняется по свободной лицензии BSD-3-clause и доступен по ссылке

https://github.com/ABelov91/BiSpDec/.

7.5. Верификация

Проведем верификацию предложенного метода на тестовых задачах с из-

вестными точными решениями. В задачах этого раздела все размерные вели-

чины нормированы (то есть являются относительными).

7.5.1. Граница раздела, s-поляризация

1 o Рассмотрим задачу о наклонном падении плоской монохроматической

волны на плоскую границу раздела. Пусть последняя соответствует z = b > 0.

Пусть при 0 < z < 0 материальные параметры среды есть ε1, µ1; при b <

z < a – ε2, µ2. Пусть амплитуда электрического поля падающей волны равна

E0. В случае s-поляризации вектор E перпендикулярен плоскости падения (см.

рис. 7.1).

2 o Приведем математическую постановку этой задачи. Выделим участок

границы раздела, ограниченный плоскостями x = 0 и x = d > 0. В области
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0 ≤ x ≤ d, 0 ≤ z ≤ a электромагнитные поля удовлетворяют уравнениям

Максвелла (5.4). На границе раздела z = b необходимо поставить условия со-

пряжения (5.5). На границах области z = 0, z = a, x = 0, x = d запишем

двумерные условия излучения (7.2) – (7.5).

3 o Построим точное решение этой задачи. Очевидно, оно равно сумме па-

дающей и отраженной волн при z < b и прошедшую волна при z > b. Ам-

плитудные коэффициенты отраженной и прошедшей волн выражаются обще-

известными формулами Френеля. Таким образом, при 0 < z < b решение имеет

вид

E = ey exp(ixk̃1 sinα)
[
E0 exp(izk̃1 cosα) + C2 exp(−izk̃1 cosα)

]
,

H = (ex cosα + ez sinα) exp(ixk̃1 sinα)

√
ε1

µ1
·

·
[
E0 exp(izk̃1 cosα)− C2 exp(−izk̃1 cosα)

]
,

(7.34)

C2 = E0

√
ε1/µ1 cosα−

√
ε2/µ2 cos β√

ε1/µ1 cosα +
√
ε2/µ2 cos β

eik̃1b, k̃1 =
ω

c

√
ε1µ1. (7.35)

При b < z 6 a оно равно

E = eyC3 exp(ixk̃2 sinα + izk̃2 cosα),

H = (ex cos β + ez sin β)C3

√
ε2

µ2
exp(ixk̃2 sinα + izk̃2 cosα),

(7.36)

C3 = E0 2
√
ε1/µ1 cosα√

ε1/µ1 cosα +
√
ε2/µ2 cos β

ei(k̃1−k̃2)b, k̃2 =
ω

c

√
ε2µ2. (7.37)

4 o Построим теперь решение задачи в переменной η, то есть вдоль лучевой

траектории. Постановка этой задачи имеет вид

∂E

∂η
=
iµ1ω

c
H;

∂H

∂η
=
iε1ω

c
E, 0 6 η 6 b cosα; (7.38)

∂E

∂η
=
iµ2ω

c
H;

∂H

∂η
=
iε2ω

c
E, b cosα 6 η 6 a cos β; (7.39)

∂E

∂η
+
iω

c
E = 2ik̃E0, η = 0;

∂E

∂η
− iω

c
E = 0, η = a cos β. (7.40)

E|η=b cosα−0 = E|η=b cosα+0, H cosα|η=b cosα−0 = H cos β|η=b cosα+0. (7.41)



277

Рис. 7.3. Амплитуды полей в задаче о падении s-поляризованной волны на диэлектриче-

скую границу раздела. Вертикальная прямая – граница раздела.

Решение строится аналогично (6.10) – (6.13). Оно имеет вид

E = E0eik̃1η + C2e
−ik̃1η, H =

√
ε1

µ1
(E0eik̃1η − C2e

−ik̃1η), 0 6 η 6 b cosα;

(7.42)

E = C3e
ik̃2η, H =

√
ε2

µ2
C3e

ik̃2η, b cosα 6 z 6 a cos β. (7.43)

Здесь коэффициенты C2, C3 определяются выражениями (7.35), (7.37).

Легко видеть, что решение (7.34) – (7.37) получается из (7.42), (7.43) домно-

жением на exp(ixk̃1 sinα) либо exp(ixk̃2 sin β), что соответствует распростране-

нию волны вдоль оси x, и на cosα либо sinα в случае проекций на оси x и z

соответственно (ср. с формулой (7.14)). Таким образом, два точных решения,

полученных разными способами, согласуются между собой. Это подтверждает

правильность метода оптических путей.

5 o Положим a = 1, b = 0.5, ω = 2π, α = π/3, ε1 = µ1 = 1, ε2 = 4, µ2 = 2, c =

1, E0 = 1, Ea = 0. На трех следующих рисунках показано решение, полученное

методом оптических путей. На рис. 7.3 показаны амплитуды полей, то есть

непосредственно те функции, которые вычисляются в ходе сеточного расчета.

Компонента ReE является непрерывной и гладкой. Компоненты ImE, ImH

являются непрерывными, но негладкими: на границе раздела они имеют слабый

разрыв. Компонента ReH на границе раздела испытывает сильный разрыв.
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Рис. 7.4. Тангенциальные компоненты по-

лей в задаче о падении s-поляризованной

волны на диэлектрическую границу раз-

дела. Вертикальная прямая – граница

раздела.

Рис. 7.5. Нормальная компонента поля H

в задаче о падении s-поляризованной вол-

ны на диэлектрическую границу раздела.

Вертикальная прямая – граница раздела.

На рис. 7.4 представлены тангенциальные компоненты векторов Ey, Hx.

Видно, что все они непрерывны. При этом Ey совпадает с рис. 7.3. Компо-

ненты ReEy и ReHx являются гладкими, а ImEy и ImHx испытывают излом

на границе раздела сред.

На рис. 7.5 приведена нормальная компонента Hz. Видно, что компонента

ImHz непрерывна, но испытывает излом на границе раздела. Компонента ReHz

претерпевает там разрыв.

Расчет проводился на наборе сгущающихся сеток. Погрешность определя-

лась двумя способами: (а) при помощи непосредственного сравнения численно-

го решения с точным (7.42), (7.43) и (б) апостериорно по методу Ричардсона-

Калитина. На рис. 7.6 представлены погрешности, полученные в данном расче-

те. График дан в двойном логарифмическом масштабе, поэтому прямая линия

соответствует степенной сходимости, причем наклон прямой равен порядку точ-

ности схемы. Видно, что линии погрешности стремятся к прямым с наклоном

−2. Видно также, что на прямолинейном участке кривых погрешности, вычис-

ленные по методу сгущения сеток, практически совпадают с погрешностями
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Рис. 7.6. Погрешность решения в задаче о падении s-поляризованной волны на диэлек-

трическую границу раздела: ◦ – Ex, 4 – Hy, светлые маркеры – разность численного и

точного решений, темные маркеры – оценки по методу Ричардсона.

относительно точного решения. Это убедительно подтверждает работоспособ-

ность предложенного метода.

Из приведенных расчетов видно, что данная задача очень сложна для сеточ-

ных методов. Тем не менее, бикомпактная схема на специальных сетках успешно

с ней справляется.

7.5.2. Граница раздела, p-поляризация

1 o Рассмотрим предыдущую задачу в случае p-поляризации (см. рис. 7.2).

Теперь вектор H перпендикулярен плоскости падения.

2 o Точное решение строится аналогично случаю s-поляризации. Для этого

достаточно в (7.34), (7.36) поменять местами поля E и H (при этом отраженная

волна для поля E должна быть со знаком «плюс», для поля H – со знаком

«минус») и заменить C2, C3 на коэффициенты Френеля для p-поляризации.
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Рис. 7.7. Амплитуды полей в задаче о падении p-поляризованной волны на диэлектриче-

скую границу раздела. Вертикальная прямая – граница раздела.

При 0 6 z 6 b решение равно

H = ey exp(ixk̃1 sinα)·

·
√
ε1

µ1

[
E0 exp(izk̃1 cosα)− C2 exp(−izk̃1 cosα)

]
,

E = (ex cosα + ez sinα) exp(ixk̃1 sinα)·

·
[
E0 exp(izk̃1 cosα) + C2 exp(−izk̃1 cosα)

]
,

(7.44)

C2 = E0

√
ε1/µ1 cos β −

√
ε2/µ2 cosα√

ε1/µ1 cos β +
√
ε2/µ2 cosα

eik̃1b, k̃1 =
ω

c

√
ε1µ1. (7.45)

При b < z 6 a оно равно

H = eyC3

√
ε2

µ2
exp(ixk̃2 sinα + izk̃2 cosα),

E = (ex cos β + ez sin β)C3 exp(ixk̃2 sinα + izk̃2 cosα),

(7.46)

C3 = E0 2
√
ε1/µ1 cosα√

ε1/µ1 cos β +
√
ε2/µ2 cosα

ei(k̃1−k̃2)b, k̃2 =
ω

c

√
ε2µ2. (7.47)

3 o Построим теперь решение задачи вдоль лучевой траектории. Постановка

включает в себя уравнения (7.38) – (7.40) и условие сопряжения

H|η=b cosα−0 = H|η=b cosα+0, E cosα|η=b cosα−0 = E cos β|η=b cosα+0. (7.48)
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Рис. 7.8. Тангенциальные компоненты по-

лей в задаче о падении p-поляризованной

волны на диэлектрическую границу раз-

дела. Вертикальная прямая – граница

раздела.

Рис. 7.9. Нормальная компонента поля E

в задаче о падении p-поляризованной вол-

ны на диэлектрическую границу раздела.

Вертикальная прямая – граница раздела.

Решение этой задачи имеет вид

E = E0eik̃1η + C2e
−ik̃1η, H =

√
ε1

µ1
(E0eik̃1η − C2e

−ik̃1η),

0 6 η 6 b cosα;

(7.49)

E = C3e
ik̃2η, H =

√
ε2

µ2
C3e

ik̃2η, b cosα 6 z 6 a cos β. (7.50)

Здесь коэффициенты C2, C3 определяются выражениями (7.45), (7.47).

4 o Зададим такие же параметры, как в предыдущей задаче: a = 1, b = 0.5,

ω = 2π, α = π/3, ε1 = µ1 = 1, ε2 = 4, µ2 = 2, c = 1, E0 = 1, Ea = 0.

На рис. 7.7 показаны амплитуды полей. Компонента ReH является непре-

рывной и гладкой. Компоненты ImE, ImH непрерывны, но претерпевают из-

лом на границе раздела. Компонента ReE испытывает сильный разрыв.

На рис. 7.8 представлены тангенциальные компоненты векторов Ex, Hy.

Видно, что они непрерывны. При этом Hy совпадает с рис. 7.7. Компоненты

ReEx и ReHy являются гладкими, а ImEx и ImHy испытывают излом на гра-

нице раздела сред.

На рис. 7.9 приведена нормальная компонента Ez. Видно, что ImEz имеет

слабый разрыв на границе раздела, а ReEz – сильный.
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Рис. 7.10. Погрешность решения в задаче о падении p-поляризованной волны на диэлек-

трическую границу раздела. Обозначения соответствуют рис. 7.6.

На рис. 7.10 представлены погрешности сеточного расчета, масштаб графика

двойной логарифмический. Как и в предыдущем расчете, видно, что разностная

схема сходится со 2-м порядком точности. При этом на участке теоретической

сходимости апостериорные оценки точности по методу Ричардсона-Калиткина

(см. п. 1.4) практически неотличимы от фактических погрешностей, вычислен-

ных при помощи прямого сравнения численного решения с точным.

7.5.3. Полное внутреннее отражение

1 o Рассмотрим распространение света из оптически более плотной среды

в оптически менее плотную. Будем считать, что обе среды не являются гене-

рирующими. Как известно, если параметры среды таковы, что n1/n2 sinα > 1,

то происходит полное внутреннее отражение. Волна полностью отражается об-

ратно в плотную среду; по границе раздела распространяется поверхностная

волна, амплитуда которой экспоненциально убывает по мере удаления от гра-

ницы раздела.

2 o Точное решение этой задачи дается формулами (7.34) – (7.37) для s-

поляризации и (7.44) – (7.47) для p-поляризации. При этом в формулах (7.46),

(7.47) нужно заменить k → ik.
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Аналогично строится точное решение методом оптических путей: в соотно-

шениях (7.43) и (7.50) нужно сделать замену k → ik.

Рис. 7.11. Тангенциальные компоненты

полей в задаче о полном внутреннем от-

ражении s-поляризованной волны. Верти-

кальная прямая – граница раздела.

Рис. 7.12. Погрешность решения в зада-

че о полном внутреннем отражении s-

поляризованной волны. Обозначения со-

ответствуют рис. 7.6.

3 o Положим a = 2, b = 1, ω = 2π, α = π/3, ε1 = µ1 = 1, ε2 = 0.1, µ2 = 1,

c = 1, E0 = 1, Ea = 0. Приведем результаты численных расчетов для случая

s-поляризации.

Рис. 7.13. Тангенциальные компоненты

полей в задаче о полном внутреннем от-

ражении p-поляризованной волны. Верти-

кальная прямая – граница раздела.

Рис. 7.14. Погрешность решения в зада-

че о полном внутреннем отражении p-

поляризованной волны. Обозначения со-

ответствуют рис. 7.6.
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На рис. 7.11 представлены тангенциальные компоненты Ey и Hx. Видно,

что они непрерывны, но имеют излом на границе раздела. Слева от границы

раздела решение является осциллирующим, справа – имеет вид затухающей

экспоненты. Такой вид решения является качественно разумным (напомним,

что поля предполагаются неструктурированными).

На рис. 7.12 показаны погрешности, полученные в этом расчете, в зависимо-

сти от числа шагов сетки. Масштаб графика двойной логарифмический. Видно,

что погрешности убывают в соответствии со 2-м порядком точности. На участ-

ке теоретической сходимости апостериорные оценки по методу Ричардсона-

Калиткина (см. п. 1.4) практически неотличимы от истинных погрешностей,

найденных как разность численного и точного решений.

4 o На рис. 7.13 и 7.14 приведены результаты расчетов для p-поляризован-

ной волны. Здесь справедливы те же выводы, что и в предыдущем расчете.

Качественный вид решения (см. рис. 7.13) соответствует ожидаемому. Погреш-

ность численного расчета (рис. 7.14) убывает в соответствии с теоретическим

2-м порядком точности и почти совпадает с апостериорными оценками по ме-

тоду Ричардсона-Калиткина.

5 o Расчеты, представленные в п. 7.5.1 – 7.5.3, верифицируют корректность

реализации условий сопряжения (7.16), (7.17).

Замечание. Точные решения (7.34) – (7.37) и (7.44) – (7.47) соответству-

ют стационарной постановке. На их основе методом спектрального разложения

легко построить решения соответствующих нестационарных задач, в которых

падающая волна является не бесконечным цугом, а импульсом. Для этого в

(7.34) – (7.37) и (7.44) – (7.47) в качестве E0 нужно взять спектральную ампли-

туду падающего импульса и выполнить обратное преобразование Фурье.

Тогда точное решение нестационарной задачи будет иметь вид (7.34) – (7.37),

(7.44) – (7.47), где вместо E0 exp(izk̃1,2 cosα), E0 exp(−izk̃1 cosα) нужно под-

ставить соответственно E(
√
ε1,2µ1,2z/c − t), E((2b − z)/c

√
ε1µ1 − t). Здесь E(t)

– временна́я развертка падающего импульса. Найти эти решения в литературе
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Рис. 7.15. Погрешность решения в задаче о законе Брюстера. O – максимум модуля

амплитуды отраженной волны. Остальные обозначения соответствуют рис. 7.6.

не удалось. По-видимому, они являются новыми. Расчеты этих задач не прово-

дились, нестационарная формулировка метода оптических путей является про-

стым обобщением стационарного варианта этого метода, а также метода спек-

трального разложения.

7.5.4. Эффект Брюстера

Пусть волна падает из воздуха ε1 = µ1 = 1 на диэлектрик, у которого µ2 =

1. Если угол падения равен углу Брюстера, то отраженная волна полностью

поляризована в плоскости, перпендикулярной плоскости падения. Поэтому в

случае p-поляризации падающей волны отраженная волна будет отсутствовать.

В задаче из п. 7.5.2 положим µ2 = 1 и α = arctg
√
ε2/ε1. Слева от грани-

цы раздела решение представляет собой сумму падающей и отраженной волн.

Чтобы найти отраженную волну Erefl, Hrefl, вычтем из решения слева от грани-

цы раздела точное выражение для падающей волны, которое дается первыми

слагаемыми в формулах (7.49).

Расчет проводился на сгущающихся сетках. На рис. 7.15 представлены по-

грешности полей E и H и максимум модуля амплитуды отраженной волны

max |Erefl|, max |Hrefl| (в данном расчете эти максимумы для полей E и H ока-

зались одинаковыми). Видно, что при амплитуда отраженной волны не пре-
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восходит сеточной погрешности решения и убывает с той же скоростью при

уменьшении шага сетки. Этот расчет показывает выполнение закона Брюстера

для сеточного решения, что является дополнительной наглядной иллюстраци-

ей разумности предложенного подхода (напомним, что поля предполагаются

неструктурированными).

7.5.5. Интерферометр Фабри-Перо

1 o Рассмотрим падение плоской волны на плоско-параллельную пластину

(интерферометр Фабри-Перо). Пусть толщина пластины равна d, и границы

раздела соответствуют плоскостям z = b и z = b + d. Пластина расположена в

воздухе. Материальные параметры пластины равны ε, µ.

2 o Поскольку число переотражений внутри пластины формально беско-

нечно, то построение точного решения является затруднительным. Однако в

этой задаче хорошо известен характер спектра отражения. Положим ε = 4,

µ = 1, d = 0.5, c = 1. Показатель преломления является вещественным, то есть

пластинка оптически прозрачна. Тогда при нормальном падении нули в спек-

тре отражения (то есть максимумы прохождения) соответствуют набегу фазы

δ = 2πm,m = 1, 2, . . ., см. формулу (7.18). Соответствующие длины волн равны

λ = 2/m. (7.51)

3 o Процедура расчета спектра отражения описана в п. 6.1.5. На рис. 7.16

приведен расчетный спектр отражения от пластины при нормальном падении.

Его качественный вид соответствует теоретическому. Контроль точности рас-

чета проводился двумя способами.

Во-первых, вычислялась погрешность сеточного решения по методу Ричардсона-

Калиткина. Погрешность на последней сетке, содержащей N = 1280 шагов, в

зависимости от длины волны приведена на рис. 7.16. Видно, что с уменьшением

длины волны (то есть с увеличением частоты) погрешность возрастает, посколь-
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ку увеличиваются производные решения. Тем не менее, даже для наименьшей

из рассмотренных длин волн погрешность не превышает 1%.

Рис. 7.16. Задача о прозрачной пластинке

при нормальном падении. Сплошная ли-

ния – спектр отражения, пунктир – по-

грешность полей по методу Ричардсона-

Калиткина на сетке с N = 1280. Цифры –

номер минимума, равный значению m в

(7.51).

Рис. 7.17. Задача о прозрачной пластинке

при нормальном падении. Погрешность

положения m-го минимума в спектре от-

ражения. Цифры около линий – значения

m.

Во-вторых, вычислялась погрешность положений минимумов в спектре от-

ражения. Она равна разности расчетных локальных минимумов и теоретиче-

ских значений (7.51). Зависимость этой погрешности от числа шагов сетки для

минимумов с m = 1 ÷ 4 приведена на рис. 7.17. Масштаб графика двойной

логарифмический. Видно, с ростом m погрешности положения минимумов уве-

личиваются. При сгущении сеток все кривые выходят на прямые линии, то

есть погрешности убывают по степенному закону. Скорость убывания соответ-

ствует 2-му порядку точности. Это означает, что, по крайней мере, в пределах

рис. 7.17 погрешность положения минимума определяется только сеточной по-

грешностью разностной схемы. В противном случае погрешность вышла бы на

некоторые предельные значения и дальше перестала бы убывать.

4 o Аналогичные расчеты проводились при наклонном падении. Угол α под-

берем так, чтобы cos β было рациональным числом. Это позволит исключить
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Рис. 7.18. Задача о прозрачной пластинке при наклонном падении. Обозначения соответ-

ствуют рис. 7.16.

влияние ошибок округления при вычислении тригонометрических функций и

более аккуратно проверить сходимость. Положим cos β = 9/10. Тогда α =

arcsin (
√
ε cos β) ≈ 1.059. Пусть по-прежнему ε = 4, µ = 1, d = 0.5, c = 1. Тео-

ретические положения минимумов в спектре отражения есть λ = 2 cos β/m =

9/(5m), m = 1, 2, . . .

Полученный спектр отражения представлен на рис. 7.18. Его качественный

вид полностью соответствует теоретически ожидаемому. Также на этом рисун-

ке показаны апостериорные оценки погрешности полей на сетке с N = 1280

шагов, найденные по методу Ричардсона-Калиткина. Видно, что для всех рас-

смотренных длин волн погрешность решения составляет не более 1%. Зависи-

мость погрешности положения минимумов от числа шагов сетки была почти

неотличима от рис. 7.17.

Таким образом, если поглощение равно нулю (то есть пластинка прозрачна),

то погрешность расчетного положения минимума определяется только погреш-

ностью разностной схемы. При этом сам метод оптических путей не вносит

физической погрешности.

5 o Для материалов с поглощением метод оптических путей вносит некото-

рую физическую погрешность (см. п. 7.4.2). Она возрастает с увеличением Im ε.
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Чтобы оценить эту погрешность, проводились расчеты задачи о наклонном па-

дении на пластинку с комплекснозначным ε.

В предыдущей задаче положим ε = 4 + i. Такое поглощение очень велико:

типичные Im ε для актуальных материалов составляют∼ 10−2÷10−3, реже 10−1

(см., например, рис. 6.13). Поэтому данный тест является представительным.

Рис. 7.19. Задача о поглощающей пла-

стинке при наклонном падении. Обозна-

чения соответствуют рис. 7.16.

Рис. 7.20. Задача о поглощающей пла-

стинке при наклонном падении. Погреш-

ность положения m-го минимума в спек-

тре отражения. Цифры около линий –

значения m.

Расчетный спектр отражения приведен на рис. 7.19. Видно, что с увеличе-

нием m минимумы отражения становятся более мелкими. На этом рисунке по-

казана также апостериорная оценка точности полей E и H на сетке с N = 1280

шагов. Поскольку решение является более плавным, чем в предыдущей задаче,

то фактическая погрешность оказалась заметно меньше и не превосходит 0.3%.

На рис. 7.20 показана зависимость погрешности положения минимумов от

числа шагов сетки. Масштаб графика двойной логарифмический. Вид кривых

принципиально отличается от случая прозрачной среды. Начало кривых соот-

ветствует грубым сеткам. Здесь физическая погрешность метода оптических

путей мала по сравнению с математической сеточной погрешность. Поэтому в

начале кривых на рис. 7.20 погрешность убывает при увеличении числа ша-

гов. Однако на достаточно подробных сетках сеточная погрешность становится
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сопоставима с физической погрешностью. Поэтому при дальнейшем сгущении

сетки погрешность на рис. 7.20 перестает убывать и выходит на константу. Эта

константа различна для разных m. Она оказалась наибольшей для первого ми-

нимума m = 1. Однако даже для него физическая погрешность не превышает

1%. Такую точность можно считать отличной.

6 o Таким образом, расчеты данного пункта верифицируют корректность

приближения эффективных толщин и показывают, что метод оптических путей

применим к широкому кругу важных прикладных задач.

Рис. 7.21. Фотонный кристалл из работы [273]. Зависимость ε от координаты z, соответ-

ствующая длины волны на длине волны λ = 900 нм. Вертикальные линии – границы

слоев. Стрелка – направление распространения падающей волны, угол падения равен

45o.

7.5.6. Спектры фотонных кристаллов

Постановка задачи. Рассмотрим ФК, состоящий из 7 пар слоев {SiO2 – 130

нм, Ta2O5 – 92 нм} [273]. Эта структура приведена на рис. 7.21. Из z = −∞ на

структуру падает плоская линейно поляризованная монохроматическая волна.

Угол падения равен 45o.

Зависимость диэлектрических проницаемостей указанных материалов от дли-

ны волны показана на рис. 6.13, 6.14. В [273] опубликованы экспериментальные

спектры отражения этого ФК при угле падения α = 45o для s- и p-поляризаций.
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Расчетные спектры. 1 o Были вычислены спектры отражения и прохож-

дения для волн обеих поляризаций. Сеточная погрешность расчета не превы-

шала 0.1%.

Для s-поляризованной волны спектр отражения приведен на рис. 7.22, спектр

прохождения – на рис. 7.23. Хорошо видна запрещенная зона в диапазоне длин

волн 600÷850 нм; в этом диапазоне для данного угла падения ФК является

зеркалом. Слева и справа от запрещенной зоны видны минимумы отражения,

которые соответствуют практически полному прохождению.

Для p-поляризованной волны спектры отражения и прохождения приведены

на рис. 7.24 и 7.25 соответственно. Видна запрещенная зона, соответствующая

длинам волн 600÷ 800 нм, и практически нулевые минимумы отражения слева

и справа от нее.

Рис. 7.22. Спектр отражения ФК на рис.

7.21, s-поляризованная волна. Сплошная

линия – бикомпактная схема, пунктир –

матричный метод.

Рис. 7.23. Спектр прохождения ФК на

рис. 7.21, s-поляризованная волна. Обо-

значения соответствуют рис. 7.22.

2 o Для сравнения такие же расчеты были выполнен с помощью матричного

метода [313,314]. Напомним, что соответствующие спектры являются точными.

Они также приведен на рис. 7.22 – 7.25. Видно, что спектры, найденные раз-

ными методами, практически совпадают. Расхождение спектров, найденных с

помощью бикомпатной схемы, и спектров, вычисленных с помощью матричного
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Рис. 7.24. Спектр отражения ФК на рис.

7.21, p-поляризованная волна. Обозначе-

ния соответствуют рис. 7.22.

Рис. 7.25. Спектр прохождения ФК на

рис. 7.21, p-поляризованная волна. Обо-

значения соответствуют рис. 7.22.

метода, не превышает 0.1%, что соответствует точности расчета по бикомпакт-

ной схеме. Это убедительно подтверждает правильность метода оптических пу-

тей.

Экспериментальные спектры. 1 o Как отмечалось в п. 6.1.5, спектр ФК

чувствителен к толщинам слоев. При этом из-за технологических ограниче-

ний фактические флуктуации толщин нельзя считать пренебрежимо малыми.

Поэтому расчетный спектр идеального ФК (без учета флуктуаций) принципи-

ально отличается от реального экспериментального спектра: вместо нулей отра-

жения возникают ненулевые минимумы увеличенной ширины. При наклонном

падении этот фактор проявляется сильнее, чем при нормальном.

Наличие систематической погрешности h0 в толщинах (которую для про-

стоты примем одинаковой для всех слоев) приводит к смещению минимумов в

спектре отражения. Случайные погрешности (величина которых, вообще гово-

ря, различна у разных слоев) приводит к размыванию минимумов и подъему их

над осью абсцисс. Стандартное уклонение случайной погрешности обозначим

через σ0.

2 o Чтобы учесть флуктуации толщин, применим метод виртуального экспе-

римента. Величина h0 подбиралась по положению минимумов отражения, стан-
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Рис. 7.26. Спектр отражения ФК на рис.

7.21, s-поляризованная волна. Жирная

линия – эксперимент [273]. Тонкая ли-

ния – данная работа. Пунктир – грани-

цы доверительного интервала по методу

виртуального эксперимента (соответству-

ют двум стандартным уклонениям).

Рис. 7.27. Спектр отражения ФК на рис.

7.21, p-поляризованная волна. Обозначе-

ния соответствуют рис. 7.26.

дарт σ0 – по их глубине. Для обеих поляризаций практически оптимальными

оказались значения h0 ≈ 3 нм, σ0 ≈ 3.5 нм.

Рис. 7.28. Спектр прохождения ФК на

рис. 7.21, s-поляризованная волна. Жир-

ная линия – эксперимент [273]. Тонкая ли-

ния – расчет без усреднения по методу

виртуального эксперимента.

Рис. 7.29. Спектр прохождения ФК на

рис. 7.21, p-поляризованная волна. Обо-

значения соответствуют рис. 7.28.
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3 o Сравнение полученного усредненного спектра с экспериментальным при-

ведено на рис. 7.26 (для s-поляризации) и рис. 7.27 (для p-поляризации). До-

полнительно показаны доверительные интервалы, равные двум стандартным

уклонениям.

Видно, что положения экстремумов в расчетном и экспериментальном спек-

трах совпадают с точностью 1-2%. Такую точность можно считать отличной.

Сами значения отражения передаются с точностью в основном 1-4%, изредка

погрешность увеличивается до ∼ 10%. Это соответствует характерной точности

экспериментальных измерений. Практически вся экспериментальная кривая ле-

жит внутри доверительного коридора вокруг расчетной кривой. Это подтвер-

ждает разумность выбранных σ0 и h0.

4 o Для сравнения на рис. 7.28, 7.29 приведены расчетные спектры отра-

жения, полученные без использования метода виртуального эксперимента (то

есть без учета флуктуаций толщин слоев). Видно, что имеет место качествен-

ное согласование, но количественная погрешность (расстояние между кривы-

ми) достаточно велика. Это показывает, что применение метода виртуального

эксперимента принципиально необходимо.

5 o Проведенные расчеты хорошо согласуются с результатами эксперимен-

та. Это является убедительным подтверждением правильности предложенных

методов.

7.6. Поверхностные волны Блоха

7.6.1. Постановка задачи

1 o Важное место занимают расчеты возбуждения поверхностных волн раз-

личного типа в одномерном фотонном кристалле. Эта задача имеет большое

значение для экспериментальных исследований и перспективных технических

приложений устройств интегральной фотоники, поскольку поверхностная вол-

на может рассматриваться как носитель сигнала в оптических вычислительных
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устройствах. От нее требуется максимально возможное время жизни. При этом,

чтобы волну можно было детектировать в эксперименте, ее интенсивность све-

чения должна быть достаточно большой.

2 o Пусть ФК из п. 6.1.5 расположен на границе раздела между стеклянной

призмой и воздухом. Показатель преломления материала призмы равен 1.51.

Между ФК и призмой находится слой иммерсионного масла с показателем пре-

ломления 1.49. Таким образом в слое z < 0 нужно положить ε = 2.22. Эта

структура приведена на рис. 7.30.

Из призмы на ФК наклонно падает лазерный импульс лазера Ti:Sapphire

Coherent MICRA5 [333]. Волна является плоской линейно поляризованной и

имеет s-поляризацию. Спектр импульса приведен на рис. 7.31. Центральная

длина волны равна 800 нм, ширина – 30 нм. Мы приближали спектр гауссовским

профилем, он также приведен на рис. 7.31.

Рис. 7.30. К постановке задачи о динами-

ке БПВ в фотонном кристалле. Зависи-

мость ε от координаты z, соответствую-

щая длины волны на длине волны λ = 900

нм. Вертикальные линии – границы сло-

ев. Стрелка – направление распростране-

ния падающей волны, угол падения равен

45o.

Рис. 7.31. Спектр падающего импульса.

Пунктир – лазер MICRA5 [333], сплошная

линия – аппроксимация гауссовым про-

филем.
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3 o На границе раздела раздела между последним слоем ФК и воздухом

возникает полное внутреннее отражение. В фотонном кристалле формирует-

ся связанное состояние, которое называется блоховской поверхностной волной

(БПВ). Энергия этого связанного состояния локализована внутри ФК (бо́льшая

часть – в последнем слое SiO2). В водухе поля экспоненциально убывают по ме-

ре удаления от границы раздела «SiO2-воздух».

В спектре отражения этому БПВ соответствует узкий провал (резонанс),

форму которого можно считать лоренцевой. Эта волна распространяется вдоль

поверхности фотонного кристалла, теряя энергию за счет излучения. Этот про-

цесс принципиально нестационарный. Поэтому время жизни БПВ оказывается

конечным. Напомним, что временем жизни такого связанного состояния назы-

вается время, за которое интенсивность свечения уменьшается в e раз.

Задачей данного раздела является расчет времени жизни связанного состо-

яния и исследование зависимости времени жизни от толщин слоев фотонного

кристалла.

7.6.2. Выбор сетки по частоте

1 o Серьезной проблемой при расчете является наличие узких резонансов в

спектре отражения. Например, спектральная ширина импульса лазера MICRA

составляет ≈ 30 нм. Чтобы адекватно передать импульс, нужно брать ширину

частотного диапазона в ∼ 5 раз больше ширины импульса, то есть ∼ 150 нм.

При этом характерная ширина резонансов ФК при больших углах падения со-

ставляет от 0.5 нм до 0.02 нм, то есть равномерная сетка по частоте должна

содержать 104 − 105 шагов. Для каждой из этих частот нужно решать ста-

ционарную задачу, сводящуюся к решению системы линейных алгебраических

уравнений достаточно большой размерности. Такая трудоемкость неприемлема.

Если же сетка по частоте недостаточно подробная, и область резонанса не

разрешена, то характер сеточного решения качественно отличается от точно-

го. Сеточные гармоники, представленные в падающем импульсе, не резонируют
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со структурой, и в связанное состояние попадает существенно меньшая энер-

гия (либо связанное состояние вовсе не образуется). Это напоминает известный

стробоскопический эффект.

2 o Чтобы преодолеть эту трудность, была разработана процедура автомати-

ческого выбора шага по частоте, ориентированная на расчеты задач с полным

внутренним отражением.

Вместо исходной нестационарной задачи решается набор стационарных за-

дач (относительно спектральных амплитуд). Зададим диапазон частот, учи-

тываемых в падающем импульсе (так, чтобы за пределами этого диапазона

спектральные амплитуды были заведомо пренебрежимо малы). Решим стаци-

онарную задачу для наименьшей из частот. Одновременно с решением найдем

соответствующий коэффициент отражения по интенсивности R. Следующую

частоту выберем по формуле

ωn+1 = ωn +
hω

1 + A(1−Rn)
. (7.52)

Здесь A и hω – настроечные параметры. Если R = 1, то шаг по частоте равен hω.

Если R 6= 1, то шаг уменьшается тем сильнее, чем глубже «провал» в спектре

отражения. Параметр A целесообразно выбирать по добротности резонанса.

Выполним расчет стационарной задачи для ωn+1 и найдем для нее Rn+1. Для

выбора следующей частоты ωn+2 снова применим формулу (7.52) и т.д. Такие

расчеты проводятся до тех пор, пока очередное ωn не станет больше правой

границы выбранного спектрального диапазона.

3 o Выбор шага по частоте по описанному алгоритму позволяет а) надежно

разрешать стенки и дно резонансных минимумов (даже если они очень узкие);

б) повышать точность расчета; в) обнаруживать малозаметные минимумы в

спектре отражения по существенному изменению шага по частоте.
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7.6.3. Расчет времени жизни БПВ

1 o Время жизни связанного состояния определяют по кросс-корреляционной

функции. Последняя равна свертке интенсивностей отраженного Irefl и рефе-

ренсного (падающего) Iinc импульсов.

C(t) =

∫ +∞

−∞
Iinc(ξ)Irefl(t− ξ)dξ. (7.53)

2 o Падающий импульс имеет гауссов профиль. Если поверхностная волна

не формируется, то отраженный импульс является гауссовым. Тогда C(t) также

имеет гауссов профиль.

3 o Если поверхностная волна сформировалась, то профиль отраженного

импульса отличается от падающего. Характерный вид временной развертки

интенсивностей падающего и отраженного импульсов приведен на рис. 7.32.

Отраженный импульс является асимметричным, причем правое крыло затуха-

ет экспоненциально (то есть намного медленнее, чем левое крыло). Это экспо-

ненциальное затухание соответствует излучению поверхностной волны. В этом

случае C(t) имеет гауссову «макушку» и экспоненциально затухающий «хвост»

I ∼ exp(−t/τ), где τ – время жизни поверхностной волны. В полулогарифми-

ческом масштабе этот «хвост» превращается в прямую линию, наклон которой

равен 1/τ . Отсюда нетрудно найти τ .

4 o Из-за сеточной погрешности «хвост» кросс-корреляционной функции в

полулогарифмическом масштабе оказывается не строго прямолинейным. Это

может внести заметную погрешность при определении времени жизни (особен-

но, если наклон этого прямолинейного участка мал). В данной работе построена

следующая процедура.

Проведем расчет кросс-корреляционной функции C(t) с одновременной оцен-

кой погрешности δC(t) по методу Ричардсона-Калиткина. Результатом расчета

является массив сеточных значений Cn этой функции и массив поточечных оце-

нок погрешности δCn. Выберем визуально прямолинейный участок «хвоста» и

методом наименьших квадратов аппроксимируем его линейной функцией с ве-
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Рис. 7.32. Характерная временная развертка интенсивности падающего импульса (пунк-

тир) и отраженного импульса (сплошная линия).

сами, обратно пропорциональными квадратам поточечных погрешностей

Cn ≈ Atn +B,
∑
n

δC−2
n (Atn +B − Cn)2 → min

A,B
. (7.54)

По наклону этой прямой вычислим время жизни поверхностной волны. Проводя

дальнейшие сгущения сетки, вычислим оценку точности для времени жизни по

методу Ричардсона-Калиткина и применим экстраполяцию погрешности. При

этом контролируется сходимость как самих расчетных значений τ , так и резуль-

татов экстраполяции. Описанная процедура значительно повышает точность и

достоверность вычисления времен жизни стоячей волны. В задачах фотоники

такой подход ранее не использовался.

7.6.4. Спектр отражения

1 o На рис. 7.33 приведены нормированные спектры отражения, равные

спектру отражения, деленному на спектр падающего импульса. Расчеты про-

водились для углов падения α0 = 43o, 44o, 45o, 46o. Точность расчета спектров

составила не менее 0.01%. В расчетах не учитывались флуктуации толщин сло-

ев, поскольку они зависят от качества изготовления конкретного образца.

Видно, что все спектры отражения имеют узкий резонанс, соответствую-

щий формированию связанного состояния. Резонансную длину волны обозна-
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Рис. 7.33. Спектры отражения от ФК (сплошные линии). Цифры около кривых – углы

падения в градусах. Пунктир – спектр падающего импульса.

чим через λ0. Увеличение α приводит к уменьшению λ0. При этом добротность

резонанса увеличивается: глубина увеличивается, а ширина уменьшается. По-

этому можно ожидать, что при α = 43o время жизни будет наименьшим, а при

α = 46o – наибольшим.

2 o Для сравнения на рис. 7.33 приведен спектр падающего импульса. Видно,

что резонанс, соответствующий углу α = 44o, расположен практически у мак-

симума λ0 этого спектра. Это означает, что при данном α в связанное состояние

передается наибольшая энергия падающего поля, и можно ожидать наиболее

интенсивного излучения поверхностной волны. Резонанс, соответствующий уг-

лу α = 43o, расположен правее λ0. Резонансы, соответствующие α = 45o и 46o,

расположены левее λ0. Полученные положения и глубины резонансов приведе-

ны в табл. 7.1.

3 o Чтобы проиллюстрировать работу алгоритма выбора шага по частоте,

приведем участок спектра для α = 46o вблизи резонанса (см. рис. 7.34). Мар-

керами отмечены узлы по длине волны. Видно, что по мере приближения к

минимуму отражения шаг сгущается. Вдали от минимума шаг довольно быст-

ро увеличивается. Видно также, что на склоны и дно резонанса попадает много

точек, и ширина и глубина определяются надежно (стробоскопический эффект

отсутствует). Аналогичная картина имела место и при других углах падения.
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Рис. 7.34. Спектр отражения от ФК при α = 46o. Маркеры – узлы сетки по длине волны.

Таблица 7.1. Динамика БПВ в фотонном кристалле.

α, o λ0, мкм minR lgC0, отн. ед. δ lgC, отн. ед. τ , фс δτ , фс

43 0.8241 0.9108 −2.9 −4.1 665.8 0.6

44 0.8015 0.8664 −2.8 −4.3 1030 4

45 0.7803 0.8111 −3.4 −4.7 1545 8

46 0.7598 0.7440 −4.8 −4.5 2190 11

4 o Сравним результаты расчетов с экспериментально измеренными спектра-

ми отраженного импульса. Их любезно предоставили автору Бессонов и Поп-

кова, входящие в состав коллектива под руководством Федянина на кафедре

квантовой электроники физического факультета МГУ им. М.В. Ломоносова.

Эти спектры приведены на рис. 7.35, 7.36.

Экспериментальные измерения спектров отражения проводились для двух

образцов ФК. Для каждого из них доступно несколько измерений, в которых

луч направлялся на разные точки образца. Мы усреднили эти данные и вы-

числили среднеквадратичное уклонение. Последнее принимается за оценку по-

грешности эксперимента.

От измерения к измерению спектр падающего импульса несколько отли-

чался. Во-первых, отличались центральные длины волн. Во-вторых, при под-
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Рис. 7.35. Ненормированный спектр отра-

жения в образце 1. Точки – эксперимент,

кривая – данная работа.

Рис. 7.36. Ненормированный спектр отра-

жения в образце 2. Обозначения соответ-

ствуют рис. 7.35.

стройке центральной длины волны несколько деформируются «склоны» спек-

тра. Чтобы учесть этот фактор, мы варьировали центральную длину волны

Λ0, а ширина спектра на половине высоты δΛ = 32 нм была одинакова во всех

расчетах.

Также в разных измерениях несколько отличался угол падения луча на ФК.

Поэтому в расчете угол падения подбирался для наилучшего описания положе-

ния резонанса.

Расчетные спектры также приведены на рис. 7.35, 7.36 Видно, что они со-

гласуются с экспериментальными данными в пределах указанной погрешности.

Это подтверждает адекватность используемых табличных данных для диэлек-

трических проницаемостей SiO2 и Ta2O5.

7.6.5. Кросс-корреляционная функция

1 o На рис. 7.37 приведена зависимость кросс-корреляционных функций от

временного сдвига отраженного импульса относительно падающего (см. фор-

мулу (7.53)) для всех углов падения. Для наглядности график построен в по-

лулогарифмическом масштабе. Излучению поверхностной волны соответствует
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прямолинейный участок графика. Жирной линией отмечен участок, по кото-

рому вычислялось время жизни связанного состояния.

Рис. 7.37. Десятичный логарифм кросс-корреляционной функции. Цифры около линий –

углы падения. Жирным выделены прямолинейные участки, по которым вычислялось

время жизни БПВ.

2 o В эксперименте (см., например, [273]) непосредственно измеряется кросс-

корреляционная функция. Чем больше ее величина на прямолинейном участке

рис. 7.37, тем больше интенсивность излучения БПВ. Поэтому за количествен-

ную характеристику яркости БПВ примем величину lgC0 в начале прямолиней-

ного участка. Значения lgC0 для всех 4 углов, а также средние погрешности

вычисления кросс-корреляционной функции δ lgC приведены в табл. 7.1.

Чтобы детектировать БПВ в эксперименте, интенсивность ее излучения долж-

на быть достаточно велика. На практике значение C(t) на участке, соответству-

ющем БПВ, должно составлять не менее 0.03÷0.1% от максимального значения

C(t) (то есть lgC0 > −3.5÷−3). Из табл. 7.1 видно, что БПВ является детек-

тируемой при α = 43o÷ 45o. При этих углах средние погрешности существенно

меньше самих значений C(t), и расчет «хвоста» кросс-корреляционной функции

является надежным. При α = 46o средняя погрешность расчета C(t) сопоста-

вима со значениями C(t) на «хвосте» на рис. 7.37, и проведенный расчет можно

считать только оценочным. Однако интенсивность излучения БПВ настолько
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мала, что наблюдать БПВ в эксперименте не удастся. Поэтому более точный

расчет не проводился.

3 o Найденные времена жизни БПВ приведены в табл. 7.1. Видно, что с уве-

личением угла время жизни увеличивается и достигает ∼ 1500 фс для α = 45o.

Это значение в ∼ 50 раз превосходит времена жизни таммовских состояний в

плазмонных структурах [273]. Поэтому полностью диэлектрические фотонные

кристаллы, в которых реализуются БПВ, исключительно перспективны для

технических приложений. Погрешности найденных времен жизни также при-

ведены в табл. 7.1. Они составляют от 0.1÷0.5%. Такая точность существенно

превосходит мировой уровень и заведомо перекрывает потребности практики.

7.6.6. Зависимость динамики БПВ от толщин слоев ФК

1 o Для приложений актуален поиск таких толщин слоев ФК, при кото-

рых время жизни БПВ является наибольшим при хорошей детектируемости

в эксперименте. Для этого был проведен расчет спектра отражения, кросс-

корреляционной функции и времени жизни БПВ для различных толщин слоев

ФК. Угол падения равнялся α = 45o.

Рис. 7.38. Величина lgC0, отн. ед. (пунк-

тир) и время жизни связанного состояния

τ , фс (сплошные линии) в зависимости от

толщин слоев ФК. ◦ – оптимальные тол-

щины слоев.

Рис. 7.39. Десятичные логарифмы отно-

сительных погрешностей вычисления вре-

мени жизни БПВ в зависимости от тол-

щин слоев ФК.
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Рис. 7.40. Зависимость положения мини-

мума в спектре отражения λ0, мкм от тол-

щин слоев ФК.

Рис. 7.41. Зависимость глубины миниму-

ма в спектре отражения minR от толщин

слоев ФК.

2 o На рис. 7.38 приведена зависимость lgC0 и τ от толщин слоев фотонного

кристалла hSiO2
, hTa2O5

. С учетом указанных выше экспериментальных ограни-

чений задача сводится к отысканию условного максимума max τ на множестве

{hSiO2
, hTa2O5

: lgC0 > −3.5}. Эта задача оптимизации сложна, поскольку мно-

жество ограничений задается не аналитически, а само является результатом

численного решения. Мы решали эту задачу графически с помощью рис. 7.38.

Строгое решение этой задачи выходит за рамки данной работы.

3 o Из рис. 7.38 видно, что τ достаточно сильно зависит от hSiO2
и сравни-

тельно слабо – от hTa2O5
, то есть изолинии τ близки к вертикальным. Величина

lgC0 имеет вид хребта, высота которого понижается из правого верхнего уг-

ла графика к левому нижнему углу. Видно, что max τ достигается на границе

указанного множества. Он составляет ≈ 2320 фс. Соответствующие толщины

слоев равны hSiO2
= 176 нм, hTa2O5

= 114 нм.

4 o На рис. 7.39 приведены десятичные логарифмы относительных погреш-

ностей расчета времени жизни lg(δτ/τ). Видно, что на рассматриваемом мно-

жестве ограничений эта погрешность составляет не более 1%. Такая точность

существенно превосходит мировой уровень. Она заведомо достаточна для при-

ложений.
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5 o На рис. 7.40 и 7.41 приведены соответственно положение λ0 и глуби-

на minR минимума в спектре отражения. Видно, что λ0 возрастает из левого

нижнего угла в правый верхний, причем эта зависимость практически линей-

ная: λ0 ≈ AhSiO2
+BhTa2O5

, A, B – некоторые числа. Это естественно, поскольку

разность фаз между лучом, отраженным от поверхности ФК, и лучом, прошед-

шим туда и обратно через всю структуру, линейно растет с увеличением толщин

слоев.

Глубина минимума возрастает с увеличением hSiO2
, а ее зависимость от

hTa2O5
оказывается сравнительно слабой. Наибольшая глубина равна minR ≈

0.75, наименьшая – minR ≈ 0.95.

6 o Полученные результаты могут непосредственно использоваться при пла-

нировании новых экспериментов по реализации долгоживущих связанных со-

стояний в полностью диэлектрическом фотонном кристалле. Поэтому они пред-

ставляют самостоятельную практическую ценность.

7.7. Основные результаты главы

1. Для задачи о наклонном падении плоской волны на одномерный фотонный

кристалл предложен новый метод интегрирования уравнений Максвелла

вдоль оптического луча (метод оптических путей). Этот метод фактически

сводит эту задачу к одномерной. Предложенный подход позволяет суще-

ственно снизить трудоемкость решения многих важных задач.

2. Проведены расчеты тестовых задач с известным точным решением (наклон-

ное падение плоской волны на плоскую границу раздела и интерферометр

Фабри-Перо). Эти расчеты убедительно верифицируют метод оптических

путей.

3. Проведены расчеты спектров отражения и прохождения диэлектрических

фотонных кристаллов. Выполнено сравнение расчетов по предложенным

методам и по методу матриц рассеяния. Показано, что расхождение соот-
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ветствует сеточной погрешности расчета по бикомпактной схеме и методу

оптических путей. Эти расчеты также убедительно верифицируют предло-

женные методы.

4. Проведены расчеты реальной задачи о рассеянии света на полностью ди-

электрическом фотонном кристалле, опубликованном в работе [273]. Про-

ведено сравнение расчетных спектров с ранее опубликованными экспери-

ментальными. Показано, что разработанные методы (бикомпактные схемы,

метод оптических путей и метод виртуального эксперимента) обеспечива-

ют хорошее согласование расчетов с экспериментом в пределах точности

последнего 1÷7%.

5. Проведены расчеты реальной задачи о формировании поверхностной вол-

ны Блоха при наклонном падении импульса на одномерный фотонный кри-

сталл. Проведено исследование параметров этой волны (яркость свечения

и время жизни связанного состояния) в зависимости от толщин слоев фо-

тонного кристалла. Результаты этих расчетов можно использовать для экс-

периментальной реализации долгоживущих связанных состояний. Методы,

предложенные в данной работе, позволили существенно повысить точность

этого исследования.

6. Предложенные методы обеспечивают высокую количественную точность

расчета реальных нестационарных задач фотоники. Это особенно важно

при численных исследованиях сложных эффектов, таких как долгоживу-

щие связанные состояния (поверхностные волны различных типов), а также

при разработке новых устройств интегральной фотоники.
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8. Скорости реакций
Помимо вопросов, перечисленных в предыдущих главах, соискателем рас-

смотрены задачи обработки экспериментальных данных, измеренных со зна-

чительными погрешностями. Типичными примерами таких данных являются

скорости химических и термоядерных реакций.

Приложения. При моделировании процессов в высоко- и низкотемпера-

турной плазме важными входными данными являются модели скоростей реак-

ций. Для расчета энерговыхода в мишенях управляемого термоядерного син-

теза (УТС) и неустойчивостей в токамаках требуются данные по скоростям

термоядерных реакций с участием изотопов H и He. Газодинамические расчеты

с учетом газофазных химических реакций возникают в задачах пиролиза угле-

водородов, при моделировании вхождения спускаемых аппаратов в атмосферу,

при расчетах эволюции в атмосфере водорода, испускаемого из земных глубин

(что влияет на формирование погоды и озоновых дыр) и ряда других задач.

Математический метод. Соискателем предложены новые методы ап-

проксимации экспериментальных данных, измеренных с большими погрешно-

стями. Эти методы основаны на регуляризации специфического переопреде-

ленного ряда Фурье и на построении системы функций, ортогональных на за-

данном наборе точек с произвольными весами. Разработаны математические

процедуры, позволяющие надежно находить доверительные интервалы этих ап-

проксимаций. Ранее такие оценки были неизвестны.

Термоядерные реакции. Соискателем уточнен список реакций, существен-

ных для проблемы УТС. Традиционно учитываются реакции D+D→p+T, D+D→n+3He,

D+T→n+4He, D+3He→n+4He. Показано, что при низких температурах (то

есть на начальном этапе зажигания мишеней) заметными являются реакции

T+T→2n+4He, D+p→ γ+3He, T+p→ γ+4He.

К указанным 7 реакциям применены новые методы аппроксимации. Полу-

чены таблицы скоростей этих реакций в заведомо достаточном диапазоне тем-

ператур от 10 эВ до 2 МэВ. Достигнутая точность составляет 1-4% при малых
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температурах и доли процента при больших температурах, что в ∼ 5 раз точ-

нее известных ранее формул. Эти данные надежно перекрывают потребности

расчетов лазерных мишеней и токамаков. Они переданы 2 коллективам газо-

динамиков из Института прикладной математики им. М.В. Келдыша РАН для

практического использования.

Химические реакции. Рассмотрены 20 реакций водородо-воздушного го-

рения, существенных для задач плазмохимии (т.е. при температурах до 1-2 кК

и давлениях 1 атм.) и 15 реакций, описывающих автокаталитический механизм

пиролиза этана при давлениях от 1 до нескольких атмосфер. Собран компенди-

ум прямых экспериментальных данных по скоростям указанных реакций. Ранее

такие компендиумы не создавались. К указанным реакциям применены пред-

ложенные математические методы обработки экспериментальных данных. По-

лучены таблицы коэффициентов обобщенной формулы Аррениуса с оценками

доверительных интервалов. Точность нахождения скоростей реакций составля-

ет от долей процента до ∼20%, что в 3-5 раз точнее известных ранее формул.

База данных. Полученные данные размещены в базе данных ТЕФИС, раз-

рабатываемой в Институте прикладной математики им. М.В. Келдыша РАН.

Данные результаты не выносятся на защиту.
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9. Заключение
В данной работе получены следующие результаты.

1. Разработан, обоснован и протестирован алгоритм выбора шага по кривизне

интегральной кривой для численного интегрирования задач Коши для ОДУ.

Построены экономичные одношаговые схемы для вычисления кривизны од-

новременно с решением ОДУ. Разработана процедура сгущения адаптивных

сеток, позволяющая вычислять асимптотически точную оценку погрешно-

сти по методу Ричардсона. Предложенные методы реализованы в виде ком-

плекса проблемно-ориентированных программ. Проведено сравнение про-

грамм Гира и Дормана-Принса с предложенными методами и показаны

преимущества последних. Проведено численное моделирование прикладной

задачи кинетики реакций водород-кислородного горения.

2. Разработана, программно реализована и протестирована явная схема для

расчета кинетики реакций, которая имеет второй порядок точности и обес-

печивает неотрицательность численного решения. Выполнено сравнение пред-

ложенной схемы с другими методами первого и второго порядка точности

и показаны ее преимущества в задачах кинетики реакций.

3. Разработаны, обоснованы и протестированы методы численного исследова-

ния подвижных особых точек и их последовательностей в решении ОДУ с

апостериорной асимптотически точной оценкой погрешности. Предложен-

ные методы реализованы в виде комплекса проблемно-ориентированных

программ.

4. Предложенные методы применены к исследованию сингулярностей в реше-

ниях уравнений в частных производных методом прямых.

5. Разработана, обоснована, программно реализована и протестирована би-

компактная разностная схема для одномерной стационарной системы урав-

нений Максвелла в слоистых средах. Проведено сравнение предложенных

схем с другими методами (МКЭ, МКР во временной области) и показаны

преимущества предложенных подходов.
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6. Разработан, обоснован и протестирован метод интегрирования уравнений

Максвелла вдоль оптического луча для задачи о наклонном падении плос-

кой волны на набор плоско-параллельных пластин. Предложенный метод

реализован в виде комплекса проблемно-ориентированных программ.

Диссертация основана на идеях школы члена-корреспондента РАН Н.Н. Ка-

литкина. Он определял общее направление работ и первоначальные постановки

ряда задач, решенных в диссертации, а также участвовал в обсуждении резуль-

татов. Научный консультант Л.А. Севастьянов участвовал в написании текста

диссертации и обсуждении результатов.
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Приложение 1. Обзор методов для задач Коши

с сингулярностями

П.1.1. Обнаружение ближайшей сингулярности

В литературе рассмотрены многие подобные задачи. Наиболее хорошо изу-

чены задачи, сводящиеся к параболическому уравнению с нелинейной правой

частью [334–362] и в некоторых случаях – с нелинейным пространственным

оператором [15].

Для расчета таких задач обычно используют разностные схемы. Однако

вблизи сингулярности решение разностных уравнений быстро теряет точность.

Чтобы преодолеть эту трудность, предлагались разные подходы.

В [334–338] был предложен метод масштабирования. По мере приближения

к сингулярности шаги пространственной и временной сеток уменьшались в со-

ответствии с соотношением подобия. Ожидается, что такое уменьшение шагов

должно уменьшить погрешность численного решения. Однако лишь уменьше-

ние шага по времени проводится естественным образом. Уменьшение шага по

пространству требует введения новых узлов пространственной сетки. Началь-

ные значения в новых узлах надо находить пространственной интерполяцией,

что вносит дополнительную погрешность. Поскольку такое сгущение сеток про-

водится неоднократно по мере приближения к сингулярности, вклад погрешно-

сти интерполяции может стать значительным.

Близко к описанному подходу примыкают другие геометрические методы,

основанные на построении нормализующих групп (то есть на других преобра-

зованиях подобия) [339, 340]. Такие подходы могут более адекватно подобрать

правило уменьшения шагов для различных конкретных задач. Но в остальном

они сохраняют недостатки, присущие методу масштабирования.

В [341] были предложены адаптивные сетки, основанные на апостериорных

мажорантных оценках погрешности. Такие оценки достаточно трудно строить,

и обычно они имеют громоздкую форму. Не всегда удается получить оценки,
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применимые при произвольных шагах сетки. Нередко теоретические оценки до-

казаны лишь при достаточно малых шагах сетки. Все это затрудняет их прак-

тическое применение. Сам момент разрушения определяется как момент «раз-

вала» мажорантной оценки, что нельзя считать строгим критерием.

Большое количество работ посвящено методу движущихся сеток [342–347]

и его применению в различных задачах [343, 348, 349]. Смысл его в том, что

пространственная сетка должна адаптироваться к решению. Тем самым по-

ложения узлов сетки должны непрерывно смещаться с течением времени. Для

нахождения кривых координатных линий такой сетки предлагаются различные

критерии, не имеющие строго обоснования. При этом для нахождения линий

сетки возникает вспомогательное уравнение в частных производных, решение

которого представляет отдельную трудность: нередко расчетные координатные

линии оказываются осциллирующими. Это бессмысленно с геометрической точ-

ки зрения, поэтому приходится вводить дополнительное сглаживание, также

основанное на нестрогих соображениях. В итоге делается столько приближе-

ний, что оценить их суммарный вклад не представляется возможным. Поэтому

вопрос о точности расчета сингулярности остается открытым.

В работах [350–360] очередной шаг по времени выбирался по пространствен-

ной норме решения на последнем временном слое (обычно обратно пропорци-

онально величине этой нормы). Зачастую удается доказать, что сумма этих

уменьшающихся шагов стремится к конечной величине, которая интерпрети-

руется как момент разрушения решения. Этот подход представляется разум-

ным. Однако подобные доказательства справедливы лишь на фиксированных

пространственных сетках. Поэтому для полной реализации этого подхода необ-

ходимо, во-первых, на каждой пространственной сетке проводить расчет боль-

шого числа шагов по времени. Во-вторых, необходимо проводить такие расчеты

с многократным сгущением пространственных сеток. Это делает данный под-

ход весьма трудоемким. При этом остается нерешенным вопрос, какую погреш-
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ность вносит конечность самых подробных сеток и конечность числа шагов по

времени.

Для некоторых конкретных задач удавалось найти преобразование, кото-

рое переводит решение в несингулярное [361,362]. Однако такие случаи весьма

редки, а общего алгоритма построения таких преобразований не предложено.

Предлагались и другие частные подходы. Упомянем, например, работы [363–

365]. В них вводится формальный критерий «численного разрушения», для ко-

торого исследуются достаточные условия сходимости. Однако проверить приме-

нимость этих критериев в реальных практических задачах обычно не удается,

что отмечают сами авторы этих работ [364].

Описанные выше методы не универсальны и предназначены для конкрет-

ных классов задач. Однако существует достаточно общий подход, применимый

практически ко всем типам задач [181]. Пусть исходная задача описывается

нестационарным уравнением в частных производных. Вводится пространствен-

ная сетка, и пространственные операторы заменяются разностными соотноше-

ниями. Тогда задача сводится к задаче Коши для системы большого числа

обыкновенных дифференциальных уравнений. Интегрирование такой системы

по времени проводится с помощью некоторой независимой схемы, не коррели-

рованной с пространственной схемой. Неограниченное нарастание численного

решения такой системы при приближении к некоторому моменту времени трак-

туется как сингулярность численного решения. Затем одновременно проводится

сгущение шагов по пространству и времени. Число обыкновенных дифференци-

альных уравнений при этом соответственно увеличивается. Снова проводится

численный расчет и определяется его момент сингулярности. Такое сгущение

сеток проводится столько раз, сколько позволяют вычислительные мощности.

Последовательность полученных решений и моментов их сингулярностей,

согласно теоремам Рябенького-Филлипова, стремится к точному решению и его

моменту разрушения. Этот метод был развит в работах [14,125,250] и позволил

единообразно решить ряд различных задач.
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П.1.2. Последовательность сингулярностей

Существует второй класс задач, в котором решение не разрушается, а имеет

множественные сингулярности. В таких задачах требуется найти ряд последова-

тельно расположенных сингулярностей. Подобные задачи часто встречаются в

теории специальных функций (эллиптические функции, гамма-функция и т.д.).

Для составления таблиц специальных функций [366] и для стандартных про-

грамм прямого расчета [217] широко применяют численные методы. Стандарт-

ные схемы (например, схемы Рунге-Кутты) позволяют рассчитывать гладкие

участки решения с хорошей точностью. Однако вблизи сингулярности ошиб-

ка таких схем катастрофически нарастает. Прямое продолжение решения за

полюс, как правило, невозможно. Поэтому решение продолжается за полюс

какими-то искусственными приемами. Прохождение ряда полюсов представ-

ляет еще большую проблему и требует разработки специальных процедур.

В литературе описаны методы, основанные на Паде-аппроксимации [367–

369] и на приближении решения цепными дробями [370]. Абрамов и Юхно пред-

ложили специальную замену неизвестной функции, переводящую решение в

несингулярное, см. [371] и библиографию там. Однако эти методы применимы

только для расчета трансцендент Пенлеве, для которых имеется много апри-

орной информации. Кроме того, коэффициенты Паде-аппроксимации вычис-

ляются по коэффициентам ряда Тейлора, а для нахождения последних нужно

решать исходную задачу некоторой разностной схемой. Возникающие при этом

проблемы описаны ранее.

В работах Малых и Севастьянова был разработан способ продолжения за

полюс для уравнений с квадратичной нелинейностью [372,373].
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Приложение 2. Обзор разностных методов

для системы уравнений Максвелла

П.2.1. Методы в частотной области

К этому классу методов относят методы решения стационарной задачи. Пе-

речислим их.

П.2.1.1. Матричные методы

Методы матриц рассеяния (S-matrix methods) [268,315,374,375] при-

менимы для задачи п. 5.1.4 и задачи п. 5.1.3, если пластины являются однород-

ными и поверхностные токи отсутствуют σsurf = 0.

Матричные методы основаны на том, что для каждой однородной пластины

выписывается точное решение в виде прямой и обратной волны с неизвестны-

ми амплитудами. Затем эти решения сшиваются на границах раздела согласно

условиям сопряжения (5.9). Это проводит к системе алгебраических уравнений

относительно амплитуд, которая решается методом Гаусса или каким-либо ите-

рационным методом. Таким образом, при сравнительно низкой трудоемкости

этот метод дает точное решение задачи указанных задач. Разработаны обоб-

щения этого метода на случай наклонного падения и анизотропного материала

пластин.

Метод Берремана широко применялся в школе Севастьянова в Российском

университете дружбы народов для расчета спектральных характеристик оп-

тических покрытий [268, 280–286]. Большое количество прикладных расчетов

выполнил Ловецкий с помощью разработанной им программы MorphoVision.

Неоднородные среды. В работе Свешникова и Тихонравова [376] приве-

дено обобщение этого метода на случай неоднородных пластин. Для каждой

пластины решение строится в квадратурах, которые вычисляются каким-либо

численным методом, затем применяется описанная выше процедура сшивания

таких решений. По существу, этот метод является сеточным. Его точность опре-
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деляется точностью используемых численных квадратур. Аналогичный подход

развивался Игнатовичем для задач квантово-механического рассеяния частицы

на периодическом потенциале [377,378].

Преобразование координат. В работах [379–381] предложен подход, ко-

торый позволяет применять матричные методы к расчету рассеяния монохро-

матических волн дифракционными решетками. Основная идея заключается во

введении преобразования координат, такого, что в новых координатах рассеи-

ватель становится плоско-параллельным.

П.2.1.2. Модовые методы

Метод связанных волн. Для задач дифракции монохроматического из-

лучения на периодических прозрачных объектах широко применяется метод

связанных волн (rigorous coupled wave analysis, RCWA) [382–393]. В областях

пространства, в которых показатель преломления является постоянным, поле

представляют в виде линейной комбинации плоских волн (т.е. ряда Фурье по

пространственным гармоникам) с неизвестными коэффициентами. Далее такие

разложения подставляют в условия сопряжения на границах раздела сред. Это

приводит к системе уравнений относительно коэффициентов разложения. Для

непериодического ограниченного рассеивателя вместо ряда Фурье по дискрет-

ным гармоникам применяют интеграл Фурье [390,394].

Этот метод активно развивается в коллективе под руководством Сойфера

в Институте систем обработки изображений РАН [287–289]. Этим коллективом

разработана двумерная реализация метода RCWA. С ее помощью были решены

следующие задачи [290]:

• оперативный расчет трехмерных полей дифракции на элементах микро-

оптики (например, бинарная микролинза),

• задачи дифракции на двумерных решетках из магнитных и анизотропных

материалов (например, синтез бинарных антиотражающих структур с раз-

личными типами отверстий),
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• задачи синтеза многопорядковых дифракционных решеток и ряд других.

Метод связанных волн активно также развивается коллективом под руко-

водством Севастьянова в Российском университете дружбы народов [268, 280–

286]. Этот подход применялся для решения как прямых, так и обратных задач.

Так, Егоровым была решена задача восстановления статистических характе-

ристик нерегулярностей волновода по диаграмме направленности рассеянного

излучения [291,292].

Фурье-методы. Близко к методу RCWA примыкают так называемые мо-

дальные Фурье-методы [387, 395–398]. Последние отличаются от методов типа

RCWA улучшенной сходимостью. Нередко в литературе эти подходы объеди-

няют под общим названием метода связанных волн.

Граничные возмущения. Метод RCWA непосредственно применим для

структур с прямоугольной геометрией: набору плоско-параллельных пластин,

прямоугольной дифракционной решетке и т.п. Чтобы применять его к более

сложным задачам, например, к набору пластин с переменной толщиной, ис-

пользуют теорию возмущений. Этот подход был реализован в работах [399–403]

применительно к задаче дифракции на структуре из двух слоев. Он получил

название метода граничных возмущений. Флуктуация положения границы раз-

дела δ считается малым возмущением. Показано, что электромагнитные поля

являются аналитическими функциями этого возмущения. Это позволяет по-

строить фурье-коэффициенты электромагнитных полей в виде ряда по степе-

ням δ и применить методы типа RCWA.

Разложение преобразованного поля. Этот метод представляет собой даль-

нейшее развитие метода граничных возмущений. В работах [404–407] он реали-

зован для периодической структуры, период которой может содержать произ-

вольное количество слоев с нерегулярными границами.
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П.2.1.3. Параметрические методы

Данная группа методов основана на разложении решения по некоторой си-

стеме функций. Коэффициенты разложения определяются из условия наилуч-

шего приближения входных данных с помощью этой системы функций. Число

слагаемых, требуемых для достижения заданной точности, зависит от того, на-

сколько удачно выбран базис в конкретной задаче.

Разложение по собственным модам. В качестве базиса можно взять

собственные моды рассеивателя. Тогда задача сводится к разложению падаю-

щей волны по этим собственным модам. Этот подход применяют, например,

в задачах расчета поперечных пространственных мод нерегулярных волново-

дов. Собственные моды находят, решая векторные уравнения Гельмгольца для

полей E и H. Для этого как правило используют разностные методы, приводя-

щие к решению алгебраической задачи на собственные значения. Этот подход

развивает Котляр в Институте систем обработки изображений РАН [290].

Согласованные синусоидальные волны. В качестве базиса можно вы-

брать систему синусоидальных мод. Такой подход получил название метода со-

гласованных синусоидальных мод [289]. Задача нахождения пространственных

мод оптических волноводов сводится к решению нелинейной матричной задачи

на собственные значения.

Коллектив Сойфера широко применял этот метод, решая алгебраическую

задачу на собственные значения методом Крылова. Были разработаны скаляр-

ная и векторная формулировки этого метода. Метод синусоидальных волн ис-

пользовался, например, для расчета низших мод для модели круглого оптиче-

ского волокна. Было исследовано пространственное распределение энергии по

сечению волновода.

Мультипольная аппроксимация. Метод дискретной мультипольной ап-

проксимации применяют для расчета дифракции на ограниченных рассеива-

телях сложной формы [408–411]. Рассеиватель разбивают на элементы неболь-
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шого размера. Отклик каждого такого элемента представляют с помощью раз-

ложения по мультиполям. В простейшем случае ограничиваются только ди-

польным слагаемым. Сходимость понимают в смысле измельчения разбиения,

а число учитываемых мультиполей обычно считают фиксированным [412]. В ра-

боте [413] построено обобщение этого подхода на случай, когда ограниченный

рассеиватель расположен под неограниченной плоской подложкой.

К этой группе методов близко примыкает метод дискретных источников,

развиваемый Свешниковым и его учениками [414–416] в МГУ им. М.В. Ломо-

носова, см. также [417].

Псевдоспектральные методы. В этой группе методов в качестве базиса

выбирают полиномы, например, Чебышева или Лежандра [418,419].

П.2.1.4. Сеточные методы

Уравнение Гельмгольца. В монохроматическом случае уравнения Макс-

велла сводятся к уравнению Гельмгольца для потенциалов электромагнитного

поля либо непосредственно для полей E и H. Для них составляют разност-

ные схемы с помощью метода конечных элементов (Finite-Element Frequency

Domain, FETD) [420–426] в постановке Ритца либо Галеркина. Применяют так-

же метод разностной аппроксимации (Finite-Difference Frequency Domain, FDFD)

[295]. Известны также реализации метода конечных элементов непосредствен-

но для уравнений Максвелла [427–433] Эти подходы представляются наиболее

универсальными: задача может иметь сложную геометрию, сетки могут быть

неструктурированными, а материал рассеивателя – пространственно неодно-

родным.

Основной проблемой этих методов является потеря точности вблизи границ

раздела из-за нарушения условий сопряжения [434]. Поэтому используют конеч-

ные элементы специального вида. Конечные элементы Неделе́ка [435] обеспечи-

вают тангенциальную непрерывность сеточной функции. Элементы Равьяра-

Томаса (см., например, [436] и цитированную литературу) дают нормальную
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непрерывность сеточной функции. Однако эти условия являются частными слу-

чаями физических граничных условий (а именно, граничное условие для век-

тора напряженности магнитного поля H включает разрыв, пропорциональный

величине поверхностных токов). В многочисленных реализациях разрывного

метода Галеркина [437–443], условия на границе раздела также нарушаются.

Вместо них вводятся фиктивные потоки между ячейками. Эти потоки рассмат-

риваются как степени свободы. В результате в расчете возникают нефизичные

решения [434].

Интегральные методы. Задача дифракции может рассматриваться в ин-

тегральной постановке. Она приводит к интегральному уравнению Фредгольма

второго рода. В квантовой механике аналогичное уравнение называется урав-

нением Липпмана-Швингера. Для задач дифракции этот подход удобен, по-

скольку в нем не требуется постановка дополнительных условий излучения для

описания ухода излучения на бесконечность.

Для решения таких задач применяют методы конечных и граничных эле-

ментов [444–450], а также метод разностной аппроксимации [289]. Эти методы

представляются наиболее универсальными. Трудности, с которыми они стал-

киваются, описаны выше. Методы конечных и граничных элементов широко

использовались группой под руководством Котляра в Институте систем обра-

ботки изображений РАН [290].

Для быстрого решения системы разностных уравнений широко применяют

итеративный алгоритм, основанный на быстром преобразовании Фурье [289].

Последнее сильно ограничивает выбор сеток: сетки должны быть прямоуголь-

ными, шаги по всем переменным – постоянными, а число шагов должно рав-

няться 2N , где N – целое число. Достоинством алгоритма является исключи-

тельно быстрая сходимость – экспоненциальная: погрешность очередной итера-

ции примерно равна квадрату предыдущей.

Описанный подход широко применялся коллективом под руководством Сой-

фера [289]. В частности, сотрудниками этого коллектива была решена задача
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расчета сил, действующих на диэлектрический микроцилиндр со стороны схо-

дящегося пучка. Было показано, что при определенных параметрах пучка и

микроцилиндра возможен оптический захват, т.е. существует точка вблизи пе-

ретяжки пучка, в которой сумма сил, действующих на цилиндр, равна нулю.

Коллектив Сойфера также проводил расчеты дифракции плоской волны на

цилиндрических дифракционных микролинзах, а также на диэлектрических

микроцилиндрах с произвольным сечением (например, линза Лунеберга).

Оценки сходимости и адаптированные конечные элементы. Как

известно, уравнение Гельмгольца является эллиптическим. Согласно лемме Сеа,

метод конечных элементов для эллиптических задач имеет первый порядок

точности [451]. Эта оценка является априорной. На основе подобных априор-

ных оценок в литературе предложен [452–460] ряд методов адаптации конечно-

элементных сеток к решению. Например, характерный размер ячеек сетки в

данной области пространства должен быть тем меньше, чем больше оценка

погрешности в этой области пространства. Такие сетки называются априорно

адаптированными.

Другой подход заключается в адаптации сетки в ходе самого расчета [461–

463]. Вычисление проводится не на единственной сетке, а на наборе сгущаю-

щихся сеток. При этом очередная сетка перестраивается по решению, полу-

ченному на предыдущей сетке. Например, характерный размер ячеек сетки в

данной области пространства должен быть тем меньше, чем больше производ-

ные решения в этой области пространства. Такие сетки называют апостериорно

адаптированными.

П.2.1.5. Синтез оптических покрытий

Большое практическое значение имеют задачи синтеза тонкопленочных оп-

тических покрытий [283, 464–468]. В таких задачах требуется найти такие тол-

щины слоев пленок и материалы, из которых они изготовлены, чтобы спектр

отражения или прохождения имел заданный вид. Изготовление таких покры-
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тий – это сложная технологическая задача. Поэтому одновременно с задачей

синтеза возникает задача контроля процесса изготовления.

Обратная задача синтеза сводится к многократному решению прямой за-

дачи, т.е. вычислению спектра рассеивателя при заданных толщинах и мате-

риалах. В оптических задачах (см. п. 5.1.4) чаще всего применяют простые и

эффективные матричные методы.

Выдающиеся результаты в этом направлении были получены в Научно-ис-

следовательском вычислительном центре МГУ им. М.В. Ломоносова коллекти-

вом под руководством Тихонравова (см., например, [308, 309, 376]). В частно-

сти, А.А. Гончарским были разработаны дифракционные оптические элемен-

ты, формирующие двумерные и трехмерные изображения, динамические изоб-

ражения, защитные оптические элементы для визуального и автоматического

контроля и др. (см., например, [469–471]).

Ряд важных результатов был получен Гусевым (Институт физико-технических

проблем Севера СО РАН) [472–480]. Он исследовал разрешимость задачи синте-

за оптических покрытий, то есть существование оптимальных покрытий, макси-

мизирующих или минимизирующих отражение электромагнитной волны. Гусе-

вым был установлен ряд новых качественных закономерностей структуры опти-

мальных многослойных покрытий, получены оценки для оптимального числа

слоев конструкции, получена система рекуррентных соотношений, позволяю-

щая априори до проведения численных расчетов выделить именно те матери-

алы допустимого набора, которые могут входить в оптимальную конструкцию

и ряд других результатов. На основе полученных результатов Гусев сделал вы-

вод о том, что многослойные покрытия из существующих природных матери-

алов позволяют получить произвольный наперед заданный характер спектра.

Также выявленные закономерности позволили существенно сузить множество

допустимых вариантов оптимизируемых покрытий.

Систематическое изложение технологии вычислительного эксперимента в

задачах проектирования наноструктур дано Севастьяновым, Ланеевым и соав-
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торами в работе [481]. Обзор методов решения обратных задач дан в моногра-

фии [283].

П.2.1.6. Выбор метода

Из приведенного обзора следует, что для оптических задач п. 5.1.4, в кото-

рых слои являются пространственно однородными, наиболее эффективны мат-

ричные методы. Если материалы слоев неоднородны, то необходимо использо-

вать сеточно-матричный метод Свешникова-Тихонравова. Для задач п. 5.1.2 и

5.1.3 при отсутствии поверхностных токов наиболее эффективны, по-видимому,

методы конечных и граничных элементов. Для задач п. 5.1.2 и 5.1.3, в которых

присутствуют поверхностные токи (то есть решение испытывает сильный раз-

рыв), методы отсутствуют.

П.2.2. Методы во временной области

К этому группе относят методы решения нестационарной задачи.

П.2.2.1. Нестационарный матричный метод

Классические матричные методы, описанные выше, применимы только к

стационарным задачам. Автор диссертации построил [482] обобщение матрично-

го метода Берремана на нестационарную задачу п. 5.1.7. Он применим в предпо-

ложении, что имеет место частотная дисперсия, а пространственная пренебре-

жимо мала (см. п. 5.1.5). Этот подход обеспечивает сверхбыструю сходимость:

погрешность зависит от шага не степенным образом O(hp), как в классических

разностных методах, а экспоненциальным ∼ exp(−h−1). Такая скорость убыва-

ния погрешности кардинально быстрее степенной. Этот результат не выносится

на защиту.
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П.2.2.2. Методы конечных разностей и конечных элементов

Эти методы широко применяются для нестационарных уравнений Максвел-

ла в дифференциальной форме [295,483–485]. В зарубежной литературе за ними

закрепились названия Finite-Difference Time Domain (FDTD) и Finite-Element

Time Domain (FETD) соответственно. Практически все методы этих классов

сводятся к схеме «с перешагиванеим» [115], в которой электрическое и маг-

нитное поля относятся к целым и полуцелым временны́м слоям. Схемы по-

добного типа впервые появились в газодинамике и были исследованы Куран-

том [108,109], см. также [124].

Граничные условия. Традиционно падение волны задают с помощью фик-

тивного источника поля (метод разделения полного и рассеянного полей TF/SF)

[485]. Головашкиным в коллективе Сойфера [486] было предложено «прозрач-

ное» граничное условие, собой некоторую модификацию метода TF/SF.

Уход волны на бесконечность описывают с помощью условий Мура [270] ли-

бо с помощью поглощающих стенок (т.н. идеально согласованного слоя, Perfectly

Matched Layer, PML) [487], либо с помощью условий Мура [270]. Условия Му-

ра более физичны, однако они имеют лишь первый порядок точности. При

использовании PML возникают переотражения. Это вынуждает включать в

PML-границу много слоев, что увеличивает трудоемкость расчета, в против-

ном случае точность ухудшается [295].

Неявные схемы. Явные схемы метода FDTD являются лишь условно устой-

чивыми, поэтому для них необходимо соблюдать выполнение условия Куранта.

Для неявных схем этого условия нет, однако они оказываются гораздо более

трудоемкими. В литературе описан ряд схем этого класса [295]. Одна из таких

схем была построена Головашкиным [289]. В одномерном случае работоспособ-

ны чисто неявная схема и схема Кранка-Николсон. В многомерном случае на

каждом временном слое нужно решать линейную систему с сильно разрежен-

ной матрицей огромной размерности. Для экономичного решения таких задач
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проводят их факторизацию, то есть расщепляют многомерную задачу на про-

изведение одномерных. Для прямоугольной геометрии наиболее эффективной

оказывается эволюционная факторизация, предложенная Калиткиным [488].

В тех случаях, когда факторизовать систему не удается, для решения ли-

нейной системы применяют методы градиентного спуска и распараллеливают

программу [289,290].

Используя методы типа FDTD, коллектив Сойфера решил ряд важных при-

кладных задач [289, 290]. Среди них моделирование рассеяния на субволновом

антиотражающем микрорельефе, прохождения излучения через дифракцион-

ные микролинзы и др. Также были выполнены расчеты, в которых исследова-

лось влияние технологических погрешностей на работу одиночного дифракци-

онного элемента.

Численная дисперсия. Схемы методов FDTD и FETD обладают числен-

ной дисперсией [295,485]. Расчетная фазовая скорость отличается от точной, т.е.

численное решение отстает по фазе от точного. Известно также [485], что чис-

ленная дисперсия анизотропна. Иначе говоря, скорости распространения плос-

ких волн по оси координатной сетки или по диагонали неодинаковы. Искрив-

ленный волновой фронт (например, цилиндрический или сферический) при рас-

пространении «самопроизвольно» деформируется.

Отсюда следует, что схема Йе не может быть строго консервативной. В каж-

дой ячейке дисбаланс отличен от нуля, но его величина стремится к нулю при

уменьшении шага сетки. Такие схемы называют почти консервативными. Как

известно [489], наличие дисбаланса приводит к ухудшению количественной точ-

ности.

Немонотонность. Схемы методов FDTD и FETD имеют теоретический

порядок точности, равный 2 и более. Поэтому, согласно теореме Годунова [122],

они являются немонотонными. В [301] исследовано влияние немонотонности в

случае схемы Йе. В этой работе показано, что для неоднородных сред в числен-

ном решении возникают нефизичные пилообразные осцилляции, которые могут
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быть сильны. В результате точность резко ухудшается, особенно вблизи границ

раздела сред. Фактический порядок точности оказывается лишь первым [301].

П.2.2.3. Уравнения Максвелла в интегральной форме

Для нестационарных уравнений Максвелла в интегральной форме применя-

ют метод конечных объемов во временной области (Finite-Volume Time Domain,

FVTD) [295]. В нем также строят схему «с перешагиванием»: аналогично клас-

сической схеме Йе ячейки магнитного поля смещены относительно ячеек элек-

трического поля на половину шага по времени.

П.2.2.4. Газодинамические методы

Кудрявцев и Трашкеев предложили нетривиальный подход, который заклю-

чается в сведении электродинамической задачи к системе уравнений газодина-

мического типа с помощью формализма потенциалов [490]. Это позволяет ис-

пользовать хорошо разработанные почти монотонные разностные схемы высо-

кого порядка точности. Среди них, например, методы, предложенные в работах

Тишкина и Фаворского [491], схемы классов Essential non-oscillatory (ENO) [492],

Weighted essential non-oscillatory (WENO) [493] и др.

П.2.2.5. Границы раздела

Схемы методов FDTD, FETD, FVTD не являются компактными, поскольку

ячейка Йе занимает 1.5 шага по пространству (ячейки магнитного поля сдви-

нуты на полшага относительно узлов электрического поля). Поэтому как бы ни

были выбраны узлы пространственной сетки, граница раздела сред (и, значит,

разрыв поля) попадает внутрь ячейки. В этом случае условие аппроксимации

схемы Йе нарушается. Заметим, что схема обладает некоторым «запасом проч-

ности» и в случае слабых разрывов обеспечивает сходимость (но медленную).

Поэтому на практике погрешность расчета слоистых диэлектрических и маг-
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нитных сред оказывается большой [301, 494]. Поэтому для расчетов задач в

слоистых средах в литературе предлагались различные специальные подходы.

Перечислим их.

Усреднение показателя преломления. В [495–498] предлагалось усред-

нение показателя преломления в ячейке, внутрь которой попадает граница раз-

дела. В [499,500] разрыв показателя преломления сглаживали, то есть заменяли

границу раздела средой с непрерывно изменяющимся показателем преломле-

ния. Авторы работы [501] проводили искусственную сшивку решений до и после

границы раздела с помощью фиктивных ячеек. Однако перечисленные подхо-

ды вносят физическую погрешность в решение. Так, нетрудно заметить, что

усреднение показателя преломления вносит погрешность O(1) вблизи границы

раздела. Известно также, что размывание или усреднение границ раздела мо-

жет сильно ослаблять расчетное отражение. Пример такого расчета приведен

в п. 6.2.3.

Схемы с выделением особенности. В литературе рассматривались [317]

схемы FDTD с явным выделением особенности. Они применялись к задачам с

филаментными токами. Такой подход работоспособен, если имеется одна гра-

ница раздела. Наличие уже двух границ раздела приводит к многократным

переотражениям, и схемы с явным выделением особенностей становятся весьма

громоздкими.

Специальные конечные элементы. Как и в стационарном случае, в ме-

тодах FETD можно применять элементы Неделе́ка [435] или Равьяра-Томаса

[436]. Напомним, что первые обеспечивают тангенциальную непрерывность се-

точной функции, а вторые – нормальную непрерывность. Однако эти методы

не позволяют учесть физические условия сопряжения типа (5.2) в общем виде,

т.е. при наличии ненулевых поверхностных токов.
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П.2.2.6. Дисперсия материалов

Многие материалы (например, Si, Ta и их оксиды, Ge и др.) имеют ча-

стотную дисперсию. Чтобы это учесть, в уравнение для вектора электрической

индукции добавляют интегральный член, содержащий свертку напряженности

электрического поля и диэлектрической восприимчивости. Система уравнений

Максвелла становится интегро-дифференциальной. Такие задачи намного бо-

лее трудны, чем чисто дифференциальные.

Для некоторых законов дисперсии (полиномиальный, отношение двух по-

линомов, модели Дебая и Лоренца) эту свертку удается вычислить точно [502–

512]. Однако реальные законы дисперсии приходится приближать комбинацией

таких модельных законов. Другой подход заключается в прямом сеточном вы-

числении этой свертки, для которой фактически записывается некоторая явная

схема [513–525]. Оба способа учета дисперсии в методах FDTD, FETD, FVTD

вносят погрешность в результаты расчетов, причем она нередко оказывается

весьма существенной [526,527].

П.2.2.7. Оценки точности

Для нестационарых разностных схем применим метод сгущения сеток и

оценки точности по методу Ричардсона-Калиткина. Применительно к схеме Йе

эта процедура описана в [528]. Подчеркнем, что для применения данного мето-

да необходимо проводить глобальное сгущение сетки, причем одновременно по

всем переменным.

В [529] исследована аппроксимация и выписан остаточный член схемы Йе.

Однако авторы не приводят ни априорных, ни апостериорных оценок точности.

В работах [495,498] анонсируется применение экстраполяции по методу Ричард-

сона. Однако результат экстраполяции, полученный в этих работах, не соответ-

ствует теоретически ожидаемому (см. [528]). Причина этого в том, что из-за

усреднения показателя преломления локальная ошибка вблизи границы разде-



401

ла есть O(1). В этом случае оценки точности по Ричардсону неправомерны, а

экстраполяция может ухудшать точность.

В литературе описан также ряд подходов, в которых сгущение проводилось

только по пространственным переменным. Однако при записи нестационарных

разностных схем присутствует также погрешность, вызванная аппроксимацией

производных по времени.

В работах [530, 531] использовались оценки точности и экстраполяция по

Ричардсону, но сгущение проводилось только для сетки по времени, причем

не на каждом шаге ее шаге. Эта процедура использовалась для построения

адаптивной сетки по времени. Однако она не дает представления о вкладе ап-

проксимации пространственных производных в погрешность.

П.2.2.8. Выбор метода

Нестационарные задачи намного труднее стационарных. Для них не уда-

ется построить простых аналитических методов, аналогичных методу матриц

рассеяния, методу связанных волн и т.д. Из приведенного обзора следует, что

для нестационарых задач п. 5.1.5 – 5.1.7 при отсутствии поверхностных токов

наиболее работоспособны методы конечных разностей и конечных элементов

во временной области. Эти методы имеют ряд существенных недостатков, од-

нако более эффективные методы отсутствуют. Также в литературе не описаны

методы решения задач, в которых присутствуют поверхностные токи.
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