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1. Цели и задачи дисциплины 
Основной целью дисциплины «Дополнительные главы функционального анализа» 

является обучение учащихся некоторым  современным методам теории функциональных 
пространств и освоение математического аппарата, используемого для исследования со-
временных проблем теории.  

 

2. Место дисциплины в структуре ОП ВО: 

Дисциплина «Дополнительные главы функционального анализа» относится к вариа-
тивной части блока 1 учебного плана. 

В таблице № 1 приведены предшествующие и последующие дисциплины, направ-
ленные на формирование компетенций дисциплины в соответствии с матрицей компетен-
ций ОП ВО. 

Таблица № 1 
Предшествующие и последующие дисциплины, направленные на формирова-

ние компетенций 
№

 п/п 
Шифр и наименова-

ние компетенции 
Предшествующие дис-

циплины 
Последующие дисциплины 

(группы дисциплин) 
Профессиональные компетенции 
 ПК-1 владение 

знаниями в основных 
разделах вещественного, 
комплексного и функ-
ционального анализа, 
включающих теорию 
меры, теорию интеграла 
Лебега, ряды Фурье, 
преобразование Фурье, 
теорию аналитических 
функций, теорию метри-
ческих, банаховых и 
гильбертовых про-
странств, теорию огра-
ниченных и вполне не-
прерывных операторов в 
банаховых простран-
ствах, теорию самосо-
пряженных операторов, 
спектральную теорию 
операторов 

ПК-3 умение 
сформулировать задачу 
исследования и пути ее 
осуществления, обоб-
щить полученные ре-
зультаты и сделать соот-
ветствующие выводы, 
должен понимать прак-
тические аспекты полу-
чаемых теоретических 
результатов 

- Общая теория функцио-
нально-дифференциальных урав-
нений; 

Нелинейные уравнения в 
частных производных; 

Вариационный анализ 
дифференциальных уравнений; 

Математические методы в 
экономике. 

Универсальные компетенции  
 УК-1 способность к 

критическому анализу и 
- Общая теория функцио-

нально-дифференциальных урав-



оценке современных науч-
ных достижений, генери-
рованию новых идей при 
решении исследователь-
ских и практических задач, 
в том числе в междисци-
плинарных областях  

УК-2 способность 
проектировать и осу-
ществлять комплексные 
исследования, в том числе 
междисциплинарные, на 
основе целостного систем-
ного научного мировоз-
зрения с использованием 
знаний в области истории 
и философии науки  

УК-3 готовность 
участвовать в работе рос-
сийских и международных 
исследовательских коллек-
тивов по решению науч-
ных и научно-
образовательных задач 

УК-5 способность 
планировать и решать за-
дачи собственного про-
фессионального и лич-
ностного развития 

нений; 
Методы теории оптималь-

ного управления; 
Математические методы в 

экономике. 

 
 3. Требования к результатам освоения дисциплины: 

Процесс изучения дисциплины направлен на формирование следующих компетенций: УК-1, УК-2, УК-
3, УК-5, ПК-1, ПК-3 

В результате изучения дисциплины студент должен: 
Знать:  
– основные типы функциональных пространств;  
– критерии ограниченности основных операторов гармонического анализа в раз-

личных функциональных пространствах; 
– основы теории оптимальных вложений;  
–решения задач о следах и продолжениях для основных функциональных про-

странств.  
 
Уметь:  
- ставить и исследовать задачи теории приближений; 
- ставить задачи об оптимальных вложениях; 
- ставить и решать задачи об оценках норм интегральных операторов в 
 функциональных пространствах; 
- выбирать и обосновывать методы их исследования.  
 
Владеть:  

современным математическим аппаратом, требующимся для решения задач теории функ-
циональных пространств. 

 
 
 



4. Объем дисциплины и виды учебной работы  
Общая трудоемкость курса «Дополнительные главы функционального анализа» со-

ставляет 4 зачетных единиц. 

Вид учебной работы Всего 
часов 

Семестры 
    

Аудиторные занятия (всего)  1 2   

В том числе: - - - - - 
Лекции 40 20 20   
Практические занятия (ПЗ) 40 20 20   
Семинары (С)      
Лабораторные работы (ЛР)      
Самостоятельная работа (всего) 64 32 32   
Общая трудоемкость                                     

час 
                                                                       

зач. ед. 

144 72 72   
 2 2   

 
5. Содержание дисциплины 

5.1. Содержание разделов дисциплины 

1 Семестр 

№ п/п   Наименование раздела дисциплины 
 

Содержание раздела 

1. Определение и общие свойства 
пространства .0, ∞≤< pLp Свой-
ства нормы и квазинормы 

 

   Основные понятия теории меры и интеграла  
    Лебега.   
    Неравенство Чебышева и его следствия. Тео- 
    ремы Леви,     Лебега и Фату о предельном  
    переходе в интеграле Лебега.  
    Определение и общие свойства пространства  
     .0, ∞≤< pLp Сходимость и полнота. 
 

2. Неравенство Гельдера. Неравенство Гельдера, его обоснование. Точ-
ность неравенства Гельдера. Отсутствие ли-
нейных непрерывных функционалов в про-
странстве  , 0 1.pL p< < Применения неравен-
ства Гельдера: вложение пространств  на 
множествах конечной меры, мультипликатив-
ное неравенство, дискретное неравенство 
Гельдера. 
 

3.  Неравенство Минковского Неравенство Минковского при 1≥p , свойство 
нормы.  Неравенство Минковского при 
0 1p< < , свойство квазинормы. Точность кон-
стант в неравенстве Минковского. Обобщен-
ное неравенство Минковского для сумм при 

1≥p .Обобщенное неравенство Минковского 
для сумм при 10 << p . Обобщенное неравен-
ство Минковского для интегралов. Обобщен-
ное неравенство Минковского для свертки. 
Неравенство Юнга.  



 
 

4. Неравенство Харди Вывод неравенства Харди. Неулучшаемость 
условий справедливости неравенства Харди. 
Точность постоянной в неравенстве Харди 
(вычисление нормы оператора Харди). 
 

5. Базовые понятия теории интерполя-
ции. Классическая интерполяционная 
теорема Рисса- Торина и ее примене-
ния в теории преобразования Фурье. 

 Преобразование Фурье функций из pL . Тео-
рема  Планшереля и равенство Парсеваля  в 

2L . Теоремы типа Хаусдорфа - Юнга и Пэли и 
их обоснование методами интерполяции. 

6 Определение и основные свойства  
Фурье – мультипликаторов  

Пространство Фурье- мультипликаторов в pL . 
Достаточные условия Фурье- мультипликато-
ра  в pL - интегрируемость его  преобразова-
ния Фурье.  Формулировка и доказательство 
основной теоремы о мультипликаторах инте-
грала Фурье. 

7. Теоремы о мультипликаторах инте-
грала Фурье и их применения 

Теоремы Марцинкевича, Лизоркина и Михли-
на – Хермандера о мультипликаторах инте-
грала Фурье. Теорема М.  Рисса об ограничен-
ности сумм Дирихле. Характеристические 
функции полосы, прямоугольного параллеле-
пипеда и выпуклого многогранника как  муль-
типликаторы интеграла Фурье. Результат  
Ч. Феффермана по проблеме Фурье- мульти-
пликаторов. 

8.  Подпространство целых функций 
экспоненциального типа в простран-
стве Лебега 

Интегральное представление целой функции 
экспоненциального типа. Основные инте-
гральные неравенства для целых функций 
экспоненциального типа. Оценки производ-
ных, неравенство разных метрик.   Следы 
функций и неравенство разных измерений для 
целых функций экспоненциального типа 

9 Наилучшие приближения функций из 
пространств Лебега с помощью целых 
функций экспоненциального типа  

Понятие наилучшего приближения, его общие 
свойства. Реализация наилучшего приближе-
ния в пространстве квадратично интегрируе-
мых функций. Алгоритмы построения при-
ближений «порядка наилучшего», их связь с 
теорией Фурье-мультипликаторов. 

10. Теоремы о приближении интегрируе-
мых функций финитными бесконечно 
дифференцируемыми функциями 

Усреднение функций по Соболеву, его связь с 
обобщенным дифференцированием. Построе-
ние приближений финитными бесконечно 
дифференцируемыми функциями. Простран-
ство Соболева, его полнота. 

 

2 Семестр 

№ п/п   Наименование раздела дисциплины 
 

Содержание раздела 

1. Теория  пространств Соболева 
для областей, удовлетворяющих усло-
вию конуса  

Интегральное представление Соболева и след-
ствия из него. Оценки промежуточных произ-
водных для функций из пространств Соболе-



ва. Применение неравенств Юнга и Харди-
Литтлвуда-Соболева. Вложение разных мет-
рик для пространств Соболева. 

2. Свойства модулей непрерывности как 
нелинейных дробных характеристик 
гладкости. 

Свойства конечных разностей и модулей не-
прерывности как нелинейных дробных харак-
теристик гладкости функций. Свойства моно-
тонности и оценки модулей непрерывности. 
Теорема Маршо о связи модулей непрерывно-
сти различных порядков. 

3. Общие свойства пространств дробной 
гладкости. Классические пространства 
Никольского-Бесова . Пространства 
обобщенной гладкости 

Определения пространств Никольского- Бесо-
ва, их общие свойства.  Эквивалентные нормы 
в пространствах Никольского- Бесова в тер-
минах модулей непрерывности, в интеграль-
ной и в дискретной форме. Полнота про-
странств Никольского- Бесова. Обобщения 
пространств Никольского-Бесова – простран-
ства обобщенной гладкости  

4. Вложение пространств Никольского-
Бесова без изменения метрики  

Основная лемма об оценке дискретных сумм. 
Теорема вложения по показателю гладкости и 
по второму индексу. Расширяющаяся шкала 
пространств Никольского- Бесова. Оценка мо-
дуля непрерывности функции с локальной 
сингулярностью  и критерии ее принадлежно-
сти пространствам Соболева,  Никольского-
Бесова и пространствам обобщенной гладко-
сти . 

5. Разностная характеризация обобщен-
ных производных и пространств Со-
болева 

Операторы усреднения, свойства их ядер. Ин-
тегральные представления разностей через 
производные. Теоремы о свойствах операто-
ров усреднения. Разностные критерии при-
надлежности обобщенных производных по 
направлениям к pL . 

6. Разностная характеризация про-
странств Соболева и их связь с про-
странствами Никольского – Бесова.   

Эквивалентные нормы  и разностная характе-
ризация пространств Соболева. Взаимные 
вложения пространств Соболева и Никольско-
го- Бесова.  

7. Точное описание пространства  следов  
функций из пространств Соболева на 
подпространствах меньшей размерно-
сти .  

Теорема о следах функций из пространств Со-
болева. Теоремы продолжения. Совпадение 
пространства следов с пространством Бесова 
на границе области. Постановка краевых задач 
в классах Соболева 

8. Включение производных в нормы 
пространств Никольского-Бесова и их 
обобщений 

Эквивалентные нормы в обобщенных про-
странствах Никольского- Бесова с использо-
ванием обобщенных производных и модулей 
непрерывности. 

9. Вложение разных метрик для обоб-
щенных пространств Никольского-
Бесова. 

Эквивалентные нормы в обобщенных про-
странствах Никольского- Бесова в терминах 
разложений в ряды по целым функциям экс-
поненциального типа Формулировка и доказа-
тельство теоремы вложения разных метрик. 
Неулучшаемость теоремы вложения. 

10. Описание следов на подпространстве 
меньшей размерности 

Понятие следа на подпространстве меньшей 
размерности. Теорема о точном описании 



пространства следов для пространств Николь-
ского- Бесова. Предельный случай теоремы о 
следах. Отсутствие линейных операторов 
продолжения в предельном случае. 

 
5.2. Разделы дисциплин и виды занятий 

1 Семестр 

№ п/п Наименование раздела Лекц. Практические занятия 
и лабораторные работы 

СР Всего 

ПЗ/С ЛР из них в 
ИФ 

1.  Определение и общие свойства про-
странства .0, ∞≤< pLp Свойства 
нормы и квазинормы 

 

4 4   6 14 

2.      Неравенство Гельдера. 2 2   4 8 

3.      Неравенство Минковского 2 2   4 8 

4.      Неравенство Харди 2 2   4 8 

5.     Базовые понятия теории интерполя – 
  ции. Классическая интерполяционная 
  теорема Рисса- Торина и ее примене 
  ния в теории преобразования Фурье. 
 

2 2   3 7 

6.  Определение и основные свойства  
Фурье – мультипликаторов. 
 

2 2   3 7 

7.  Теоремы о мультипликаторах интегра-
ла Фурье и их применения. 
 

2 2   4 8 

8.   
Подпространство целых функций экс-
поненциального типа в пространстве 
Лебега. 
 

2 2   2 6 

9.  Наилучшие приближения функций из 
пространств Лебега с помощью целых 
функций экспоненциального типа. 
 

1 1   1 3 

10.  Теоремы о приближении интегрируе-
мых функций финитными бесконечно 
дифференцируемыми функциями. 
 

1 1   1 3 

 Итого: 20 20   32 72 

 

2 Семестр 

1. Теория  пространств Соболева 
для областей, удовлетворяющих усло-
вию конуса. 
 

4 4   6 14 



2. Свойства модулей непрерывности как 
нелинейных дробных характеристик 
гладкости. 
 

2 2   4 8 

3. Общие свойства пространств  дробной 
гладкости. Классические пространства 
Никольского-Бесова . Пространства 
обобщенной гладкости. 

2 2   4 8 

4. Вложение пространств Никольского-
Бесова без изменения метрики. 

2 2   4 8 

5. Разностная характеризация обобщен-
ных производных и пространств Собо-
лева. 

2 2   3 7 

6. Разностная характеризация пространств 
Соболева и их связь с пространствами 
Никольского – Бесова.   

2 2   3 7 

7. Точное описание пространства  следов  
функций из пространств Соболева на 
подпространствах меньшей размерно-
сти 

2 2   4 8 

8. Включение производных в нормы про-
странств Никольского-Бесова и их 
обобщений 

2 2   2 6 

9. Вложение разных метрик для обобщен-
ных пространств Никольского-Бесова. 

1 1   1 3 

10. Описание следов на подпространстве 
меньшей размерности 

1 1   1 3 

 Итого: 20 20   32 72 

 
6. Лабораторный практикум − не предусмотрен 
 
7. Практические занятия (семинары) 
1 Семестр 

№ 
п/п 

№ разде-
ла дисциплины 

Тематика практических занятий (семинаров) Тру-
до-
емкость 

(час.
) 

1.  1 Определение и общие свойства пространства 
.0, ∞≤< pLp Свойства нормы и квазинормы 

 

2 

2.  2     Неравенство Гельдера. 2 
3.  3     Неравенство Минковского 2 
4.  4     Неравенство Харди 2 
5.  5    Базовые понятия теории интерполя – 

  ции. Классическая интерполяционная 
  теорема Рисса- Торина и ее примене 
  ния в теории преобразования Фурье. 

 

2 

6.  6 Определение и основные свойства  Фурье – мультипли-
каторов. 

 

2 



7.  7 Теоремы о мультипликаторах интеграла Фурье и их при-
менения. 

 

2 

8.  8  
Подпространство целых функций экспоненциального ти-
па в пространстве Лебега. 

 

2 

9.  9 Наилучшие приближения функций из пространств Лебега 
с помощью целых функций экспоненциального типа. 

 

2 

10.  10 Теоремы о приближении интегрируемых функций фи-
нитными бесконечно дифференцируемыми функциями. 

 

2 

 
2 Семестр 

№ 
п/п 

№ разде-
ла дисциплины 

Тематика практических занятий (семинаров) Тру-
до-
емкость 

(час.
) 

11.  1 Теория  пространств Соболева 
для областей, удовлетворяющих условию конуса. 

 

2 

12.  2 Свойства модулей непрерывности как нелинейных дроб-
ных характеристик гладкости. 

 

2 

13.  3 Общие свойства пространств  дробной гладкости. 
Классические пространства Никольского-Бесова . Про-
странства обобщенной гладкости. 

2 

14.  4 Вложение пространств Никольского-Бесова без из-
менения метрики. 

2 

15.  5 Разностная характеризация обобщенных производ-
ных и пространств Соболева. 

2 

16.  6 Разностная характеризация пространств Соболева и 
их связь с пространствами Никольского – Бесова.   

2 

17.  7 Точное описание пространства  следов  функций из 
пространств Соболева на подпространствах меньшей 
размерности 

2 

18.  8 Включение производных в нормы пространств Ни-
кольского-Бесова и их обобщений 

2 

19.  9 Вложение разных метрик для обобщенных про-
странств Никольского-Бесова. 

2 

20.  10 Описание следов на подпространстве меньшей раз-
мерности 

2 

 
8. Материально-техническое обеспечение дисциплины: 
 
Аудитории 495а, 398, 509 в учебном корпусе РУДН, ул. Орджоникидзе, д. 3, группо-

вые аудитории в учебном корпусе РУДН, ул. Орджоникидзе, д. 3 на 3, 4 и 5 этажах, дис-
плей-классы, лаборатории (ауд. 510 и 424). 

 
9. Информационное обеспечение дисциплины: 
 



Используются только лицензированное, установленное в РУДН программное обес-
печение:  

- пакет программ Microsoft Office;  
- средства мультимедийной техники и персональные компью-

теры; 
- полнотекстовые базы данных и ресурсы, доступ к которым обеспечен из сети 

РУДН; 
- электронная библиотека РФФИ http://www.rfbr.ru/rffi/ru/library 
 
11. Учебно-методическое обеспечение дисциплины: 

 
а) основная литература:  

1. С. М. Никольский. Приближение функций многих переменных и теоремы 
вложения. М.: Наука, 1977.  
2. О. В. Бесов, В. П. Ильин, С. М. Никольский. Интегральные представления 
функций и теоремы вложения. М.: Наука, 1996.  
3. Л. Хермандер. Оценки для операторов, инвариантных относительно сдви-
га. М.: ИЛ, 1962.  
4. И. Стейн. Сингулярные интегралы и дифференциальные свойства функ-
ций. М.: Мир, 1973 
5. В. И. Буренков. Функциональные пространства. Пространства Соболева. 
М.: РУДН, 1991. 
6. Т. А. Леонтьева, В. С. Парфенов, В. С. Серов. Задачи по теории функций 
действительного переменного.  М.: МГУ, 1997.  

 

б) дополнительная литература: 

 

 7.  В. Г. Мазья. Пространства Соболева. ЛГУ, 1985. 
8. Г. Трибель. Теория интерполяции. Функциональные пространства. Диф-
ференциальные операторы. М.: Мир, 1980. 
9.  С. Г. Крейн, Ю. И. Петунин, Е. М. Семенов. Интерполяция линейных 
операторов. М. Наука, 1978. 
9. C. Bennett, R. Sharpley “Interpolation of operators”, Pure and Applied Mathe-
matics, V. 129 ,Academic Press, 1988. 

в) базы данных, информационно-справочные и поисковые системы 
 
1. ВАК РФ http://vak.ed.gov.ru  
2. Электронная библиотека РГБ http://www.rsl.ru/  
3. Сайт библиотеки РУДН http://lib.rudn.ru/  
4. Science Direct http://www.sciencedirect.com Описание: Ресурс содержит коллекцию 

научной, технической полнотекстовой и библиографической информации. База данных 
мультидициплинарного характера включает научные журналы по точным и техниче-
ским наукам.  

5. EBSCO http://search.ebscohost.com, Academic Search Premier (база данных ком-
плексной тематики, содержит информацию по гуманитарным и естественным областям 
знания).  
6. Oxford University Press http://www3.oup.co.uk/jnls. Журналы по точным и техниче-
ским наукам Oxford University Press представленные в коллекции HSS  
7. Sage Publications http://online.sagepub.com . База публикаций Sage включает в себя 
журналы по разным отраслям знаний: Sage_STM – более 100 журналов в области есте-
ственных наук, техники. 

http://www.rfbr.ru/rffi/ru/library
http://www.rsl.ru/
http://lib.rudn.ru/
http://www.sciencedirect.com/
http://www3.oup.co.uk/jnls


8. Springer/Kluwer   http://www.springerlink.com.   Журналы    и    книги    издательства  
9. Springer/Kluwer охватывают различные области знания и разбиты на предметные 
категории. 
10. Tailor & Francis http://www.informaworld.com . Коллекция журналов насчитывает 
более 1000 именований по всем областям знаний. 
11. American Mathematical Society http://www.ams.org/ Ресурс американского математи-
ческого общества.  
12. European Mathematical Society http://www.euro-math-soc.eu/ Ресурс европейского 
математического общества.  
13. Portal to Mathematics Publications http://www.emis.de/projects/EULER/  
14. Каталог математических интернет ресурсов http://www.mathtree.ru/  
15. Zentralblatt MATH (zbMATH) https://zbmath.org  
16. Общероссийский математический портал mathnet.ru  
17. Web of Science http://www.isiknowledge. com 
18. Ресурсы Института научной информации по общественным наукам Российской 
академии наук (ИНИОН РАН) http://elibrary.ru. 
19. Университетская информационная система РОССИЯ. http://www.cir.ru/index.jsp.  
20. Госты система стандартов по информации, библиотечному и издательскому делу 
http://www.ifap.ru/library/gost/sibid.htm.  
21. Электронная библиотека РУДН http://www.rsl.ru/ 
 
г) периодические издания 
 
Алгебра и анализ, Дискретная математика, Журнал вычислительной математики и мате-
матической физики, Известия Российской академии наук. Серия математическая, Матема-
тические заметки Математический сборник, Математическое моделирование, Теоретиче-
ская и математическая физика, Теория вероятностей и ее применения, Успехи математи-
ческих наук, Функциональный анализ и его приложения, Труды Математического инсти-
тута им. В. А. Стеклова, Современные проблемы математики, Вычислительные методы и 
программирование, Труды семинара имени И. Г. Петровского, Учёные записки Москов-
ского государственного университета Фундаментальная и прикладная математика, Review 
of Modern Physics, Review of Modern Physics, Annual Review of Astronomy and Astrophysics, 
Annual Review of Biochemistry, Chemical Reviews Nature Physics, Annual Review of Con-
densed Matter Physics, Annals of Mathematics, Journal of the American Mathematical Society, 
Acta Mathematica, Communications on Pure and Applied Mathematics Swarm and Evolutionary 
Computation Geometric and Functional Analysis Formal Aspects of Computing, Discrete Math-
ematics, Theory of Computing Systems Reports on Progress in Physics New Journal of Physics. 

 
12. Методические указания для обучающихся по освоению дисциплины  
13.   
Формат семинара – презентация ключевых идей хрестоматийных источников-

текстов по курсу. Конкретно презентация выглядит так: обучаемый выбирает одну из 
ключевых идей обсуждаемого на семинаре текста, готовит в виде тезисов (на 1–1,5 стр.) 
свое ее понимание и критическую оценку, затем на семинаре все это представляется и за-
щищается. Тезисы заранее размножаются и раздаются всем участникам семинара.  

Предполагается написание реферата – по теме, согласованной с преподавателем. 
Объем реферата – не более 15 тысяч знаков с пробелами. Как реферат принимается также 
перевод статьи зарубежного автора вместе с развернутой критико-аналитической ее оцен-
кой. Согласование и автора, и текста с преподавателем обязательно. 

 В конце семестра – экзамен в форме эссе по одной из предложенных (на выбор) 
преподавателем тем. После собеседования выставляется итоговая оценка. Результаты 
определяются путем проведения промежуточной аттестации с выставлением оценок «от-
лично», «хорошо», «удовлетворительно», «неудовлетворительно» и в системе ECTS (A, B, 

http://www.springerlink.com/
http://www.informaworld.com/
http://www.ams.org/
http://www.euro-math-soc.eu/
http://www.emis.de/projects/EULER/
http://www.mathtree.ru/
https://zbmath.org/
http://elibrary.ru/
http://www.cir.ru/index.jsp
http://www.ifap.ru/library/gost/sibid.htm
http://www.rsl.ru/


 


